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A B S T R A C T

D e s pit e it s g r e at s u c c e s s, t h e St a n d a r d M o d el of p a rti cl e p h y si c s f ail s

t o e x pl ai n e x p e ri m e nt al o b s e r v ati o n s a s t h e b a r y o n a s y m m et r y of

t h e u ni v e r s e o r t h e e xi st e n c e of d a r k m att e r. Si n c e t h e c o m p a ri s o n

of t h e o r eti c al p r e di cti o n s a n d e x p e ri m e nt al fi n di n g s d o e s n ot r e v e al

d e vi ati o n s t h at a r e st ati sti c all y si g ni fi c a nt, m a n y c o r r e cti o n s t o t h e

St a n d a r d M o d el t h at i n c o r p o r at e s o-f a r u n e x pl ai n e d p h e n o m e n a h a v e

b e e n r ul e d o ut.

T h e fl a v o r p h y si c s s e ct o r i s t e st e d i n i n di r e ct s e a r c h e s f o r n e w

p h y si c s b e y o n d t h e St a n d a r d M o d el. T o c o n st r ai n t h e o r eti c al p r e di c-

ti o n s i n t hi s s e ct o r, t h e c o nt ri b uti o n s of l o w- e n e r g y Q u a nt u m C h r o m o-

d y n a mi c s ( Q C D) h a v e t o b e d et e r mi n e d t o hi g h p r e ci si o n. L atti c e Q C D

p r o vi d e s t h e f r a m e w o r k t o d et e r mi n e St a n d a r d M o d el p a r a m et e r s a b

i niti o wit h c o nt r oll e d s y st e m ati c s a n d wit h o ut m o d el- d e p e n d e nt a s-

s u m pti o n s.

T h e l a r g e s p r e a d of e n e r g y s c al e s w hi c h a r e p r e s e nt i n o b s e r v a bl e s

i n v ol vi n g c h a r m a n d b ott o m q u a r k s l e a d s t o t h e o r eti c al a n d n u m e ri c al

c h all e n g e s i n l atti c e c al c ul ati o n s. I n o u r w o r k, w e l a y t h e f o u n d ati o n s

t o d et e r mi n e St a n d a r d M o d el p a r a m et e r s i n t h e h e a v y q u a r k s e ct o r of

t h r e e- fl a v o r Q C D. We p e rf o r m a n o n- p e rt u r b ati v e i m p r o v e m e nt of t h e

di s c r eti z e d t h e o r y t o mi ni mi z e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s i n t h e d et e r-

mi n ati o n of t h e m a s s of t h e c h a r m q u a r k f r o m l atti c e si m ul ati o n s wit h

2 + 1 d y n a mi c al fl a v o r s. I n t h e b q u a r k s e ct o r, w e u s e H e a v y Q u a r k

Eff e cti v e T h e o r y ( H Q E T) t o d e s c ri b e st r o n g i nt e r a cti o n s i n v ol vi n g t h e

h e a v y q u a r k. We p r e p a r e t h e r e n o r m ali z ati o n of t h e eff e cti v e t h e o r y t o

n e xt-t o-l e a di n g o r d e r vi a a n o n- p e rt u r b ati v e fi nit e- v ol u m e m at c hi n g

wit h Q C D a n d e xt r a ct l o w- e n e r g y c o u pli n g s of H e a v y M e s o n C hi r al

P e rt u r b ati o n T h e o r y, a n eff e cti v e t h e o r y d e s c ri bi n g t h e p h y si c s of

h e a v y-li g ht m e s o n s.

T h e fi n di n g s of o u r w o r k will h el p t o i m p r o v e t h e o r eti c al p r e di cti o n s

i n t h e h e a v y q u a r k s e ct o r of t h e St a n d a r d M o d el b a s e d o n r e s ult s f r o m

l atti c e c al c ul ati o n s wit h c a r ef ull y c o nt r oll e d s y st e m ati c eff e ct s.
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l e r M at e ri e z u e r kl ä r e n. D a d e r Ve r gl ei c h t h e o r eti s c h e r V o r h e r s a g e n

u n d e x p e ri m e nt ell e r B ef u n d e k ei n e st ati sti s c h si g ni fi k a nt e n A b w ei-
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B eit r ä g e d e r Q C D mit h o h e r P r ä zi si o n b e sti m mt w e r d e n. Q u a nt e n-

c h r o m o d y n a mi k ( Q C D) a uf d e m Gitt e r s c h afft di e V o r a u s s et z u n g e n

u m P a r a m et e r d e s St a n d a r d m o d ell s a b i niti o mit k o nt r olli e rt e n s y s-

t e m ati s c h e n U n si c h e r h eit e n u n d o h n e m o d ell a b h ä n gi g e A n n a h m e n

b e sti m m e n z u k ö n n e n.
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r eti s c h e n u n d n u m e ri s c h e n H e r a u sf o r d e r u n g e n i n Gitt e r r e c h n u n g e n.

I n u n s e r e r A r b eit l e g e n wi r di e G r u n dl a g e n u m St a n d a r d m o d ell p a r a-

m et e r i m S e kt o r s c h w e r e r Q u a r k s d e r D r ei- Fl a v o r Q C D z u b e sti m m e n.

Wi r v e r b e s s e r n di e di s k r eti si e rt e T h e o ri e ni c ht p e rt u r b ati v u m s y st e-

m ati s c h e U n si c h e r h eit e n i n d e r B e sti m m u n g d e r C h a r m- Q u a r k m a s s e

a uf G r u n dl a g e v o n Gitt e r r e c h n u n g e n mit 2 + 1 d y n a mi s c h e n Q u a r k-

fl a v o r s z u mi ni mi e r e n. I m b - Q u a r k s e kt o r v e r w e n d e n wi r di e eff e kti v e

T h e o ri e s c h w e r e r Q u a r k s ( H Q E T) u m st a r k e We c h s el wi r k u n g e n mit

s c h w e r e n Q u a r k s z u b e s c h r ei b e n. Wi r b e r eit e n di e R e n o r mi e r u n g d e r

eff e kti v e n T h e o ri e z u r e r st e n O r d n u n g mitt el s ei n e s M at c hi n g s mit

Q C D i n kl ei n e m V ol u m e n v o r u n d e xt r a hi e r e n ni e d e r e n e r g eti s c h e

K o p pl u n g s k o n st a nt e n d e r c hi r al e n St ö r u n g st h e o ri e s c h w e r e r M e s o-

n e n, w el c h e ei n e eff e kti v e T h e o ri e d e r P h y si k d e r s c h w e r-l ei c ht e n

M e s o n e n d a r st ellt.

Di e E r g e b ni s s e u n s e r e r A r b eit w e r d e n d a b ei h elf e n t h e o r eti s c h e

V o r h e r s a g e n d e s St a n d a r d m o d ell s i m B e r ei c h s c h w e r e r Q u a r k s a uf

d e r G r u n dl a g e d e r R e s ult at e a u s Gitt e r r e c h n u n g e n mit g e wi s s e n h aft

k o nt r olli e rt e n s y st e m ati s c h e n Eff e kt e n z u v e r b e s s e r n.
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1
I N T R O D U C T I O N

F o u r f u n d a m e nt al f o r c e s a r e s uf fi ci e nt t o d e s c ri b e t h e l a w s of p h y si c s,

n a m el y t h e l o n g r a n g e d g r a vit ati o n al a n d el e ct r o m a g n eti c f o r c e s a n d

t h e s h o rt r a n g e d w e a k a n d st r o n g f o r c e s. T h e st r o n g, w e a k a n d el e c-

t r o m a g n eti c f o r c e s c a n b e e m b e d d e d i n t h e St a n d a r d M o d el of p a rti cl e

p h y si c s w h e r e q u a nt u m fi el d t h e o ri e s a r e u s e d t o d e s c ri b e el e m e nt a r y

p a rti cl e s a n d t h e f u n d a m e nt al i nt e r a cti o n s a m o n g t h e m.

Si n c e t h e St a n d a r d M o d el h a s b e e n d e v el o p e d, it h a s b e e n c o n-

fi r m e d e x p e ri m e nt all y b y t h e di s c o v e r y of t h e u n d e rl yi n g p a rti cl e s:

q u a r k s, l e pt o n s, g a u g e b o s o n s a n d, m o st p r o mi n e ntl y, t h e hi g g s b o-

s o n. N u m e r o u s hi g h p r e ci si o n t e st s di d n ot r e v e al d e vi ati o n s b et w e e n

t h e o r eti c al p r e di cti o n s a n d e x p e ri m e nt al fi n di n g s. W h e r e a s t h e d e v el-

o p m e nt of t hi s m o d el mi g ht b e t h e g r e at e st a c hi e v e m e nt of m o d e r n

p h y si c s, it s a c c u r a c y l e a d s t o c o n c e pt u al c h all e n g e s r e g a r di n g t h e

c o n st r u cti o n of n e w t h e o ri e s.

S o m e e x p e ri m e nt al o b s e r v ati o n s i n p a rti cl e p h y si c s c a n n ot b e e x-

pl ai n e d wit hi n t h e St a n d a r d M o d el. T h e St a n d a r d M o d el d e s c ri b e s

b a r y o ni c m att e r w hi c h c o nt ri b ut e s a b o ut 5 % t o t h e e n e r g y c o nt e nt

of t h e u ni v e r s e. It d o e s n ot e x pl ai n t h e o ri gi n of d a r k m att e r o r d a r k

e n e r g y w hi c h a m o u nt t o t h e r e m ai ni n g 9 5 %. F u rt h e r m o r e it f ail s t o

e x pl ai n t h e b a r y o n a s y m m et r y of t h e u ni v e r s e a n d t h e e x p e ri m e nt all y

c o n fi r m e d n o n- v a ni s hi n g n e ut ri n o m a s s e s. Si n c e e v e r y m o d el t h at i s

d e v el o p e d t o e x pl ai n o n e o r m o r e of t h e s e p h e n o m e n a h a s i m pli c a-

ti o n s o n t h e i nt e r a cti o n s wit hi n t h e St a n d a r d M o d el, t h e a g r e e m e nt of

St a n d a r d M o d el p r e di cti o n s a n d o b s e r v ati o n s t o hi g h p r e ci si o n h a s

r ul e d o ut a l a r g e n u m b e r of s u c h m o d el s.

T h e s e a r c h f o r n e w p h y si c s b e y o n d t h e St a n d a r d M o d el i s p e rf o r m e d

i n t w o diff e r e nt r e gi m e s. Di r e ct s e a r c h e s f o r n e w p a rti cl e s a r e t h e m ai n

a p p r o a c h of hi g h- e n e r g y e x p e ri m e nt s a s t h e L a r g e H a d r o n C olli d e r.

A n u p p e r b o u n d o n t h e e n e r gi e s i n r e a c h i s gi v e n b y t h e i m m e n s e c o st

a n d t e c h n ol o gi c al c o n st r ai nt s t h at a r e c o n n e ct e d wit h t h e c o n st r u cti o n

of n e w p a rti cl e c olli d e r s. T h e r ef o r e, t h e i n di r e ct s e a r c h f o r n e w p h y si c s

mi g ht l e a d t o t h e fi r st e vi d e n c e of p h y si c s b e y o n d t h e St a n d a r d M o d el.

H e r e, l o w- e n e r g y p r o c e s s e s a r e i n v e sti g at e d t o hi g h p r e ci si o n t o h u nt

f o r d e vi ati o n s f r o m t h e o r eti c al p r e di cti o n s.

T h e c al c ul ati o n of s u c h p r e di cti o n s p o s e s t h e o r eti c al a n d n u m e ri c al

c h all e n g e s. T h e p e rt u r b ati v e t r e at m e nt of Q u a nt u m C h r o m o d y n a mi c s

( Q C D), w hi c h i s t h e t h e o r y of st r o n g i nt e r a cti o n s, f ail s at l o w e n e r gi e s

d u e t o t h e st r e n gt h of t h e i nt e r a cti o n s i n t hi s r e gi m e. L atti c e Q C D i s t h e

n at u r al a b i niti o m et h o d t o p e rf o r m c o m p ut ati o n s i n t h e l o w- e n e r g y

s e ct o r of Q C D. T h e f o r m ul ati o n a n d r e g ul a ri z ati o n of t h e t h e o r y o n

1



2 i n t r o d u c t i o n

a fi nit e s p a c e-ti m e g ri d all o w s t o d e s c ri b e t h e i nt e r a cti o n s b et w e e n

h a d r o n s w hi c h, d u e t o c o n fi n e m e nt [ 1 ], a r e t h e p a rti cl e s t h at t a k e p a rt

i n p h y si c al p r o c e s s e s at l o w e n e r gi e s.

T h e fl a v o r p h y si c s s e ct o r of l o w- e n e r g y Q C D i s b eli e v e d t o b e a

p r o mi si n g fi el d f o r t h e s e a r c h f o r n e w p h y si c s. F o r e x a m pl e, fl a-

v o r- c h a n gi n g n e ut r al c u r r e nt s a r e hi g hl y s u p p r e s s e d i n t h e St a n d a r d

M o d el a n d t h e r ef o r e s e n siti v e t o c o nt ri b uti o n s f r o m b e y o n d t h e St a n-

d a r d M o d el t h e o ri e s. C u r r e ntl y, t h e r e a r e a f e w q u a ntiti e s i n t h e s e ct o r

of h e a v y q u a r k s w h e r e di s c r e p a n ci e s at t h e 3 σ l e v el a r e f o u n d. A n e x-

a m pl e i s gi v e n b y t h e el e m e nt |V c b | of t h e C a b bi b o- K o b a y a s hi- M a s k a w a

( C K M) m at ri x. T h e d et e r mi n ati o n of |V c b | f r o m i n cl u si v e s e mi-l e pt o ni c

b → c d e c a y s, a n o v e r vi e w i s gi v e n i n [ 2 ], d o e s n ot c oi n ci d e wit h t h e

d et e r mi n ati o n f r o m e x cl u si v e s e mi-l e pt o ni c B → Dℓ ν d e c a y s, e. g., b y

t h e B ell e c oll a b o r ati o n [3 ]. T o c o m p ut e t h e l att e r, t h e e x p e ri m e nt all y

d et e r mi n e d d e c a y r at e s a r e c o m bi n e d wit h l atti c e Q C D c o m p ut ati o n s

of h a d r o ni c m at ri x el e m e nt s.

T h e c al c ul ati o n of h a d r o ni c q u a ntiti e s i n v ol vi n g b ott o m q u a r k s

p o s e s s e v e r e c h all e n g e s f o r l atti c e Q C D. T h e s e h a v e t h ei r o ri gi n i n

t h e hi e r a r c h y of s c al e s i n v ol v e d i n t h e c o m p ut ati o n. T o c o nt r ol all

s y st e m ati c eff e ct s, t h e r e q ui r e m e nt

L − 1 ≪ m π ≈ 1 4 0 M e V ≪ m B ≈ 5 G e V ≪ a − 1 , (1 .1 )

w h e r e L i s t h e p h y si c al e xt e nt of t h e l atti c e a n d a i s t h e l atti c e s p a ci n g,I n t he l atti ce

re g ul ari z ati o n of t he

Q C D L a gr a n gi a n, L

a n d a c orres p o n d t o

t he i nfr are d a n d

ultr a vi olet c ut- off.

h a s t o b e f ul fill e d. T hi s i s n ot p o s si bl e o n m o d e r n c o m p ut e r s. T o

ci r c u m v e nt t hi s f u n d a m e nt al i s s u e, w e r e s o rt t o a n eff e cti v e t h e o r y,

n a m el y H e a v y Q u a r k Eff e cti v e T h e o r y ( H Q E T), t o d e s c ri b e st r o n g

i nt e r a cti o n s i n v ol vi n g b ott o m q u a r k s.

H Q E T all o w s u s t o i nt e g r at e o ut t h e h e a v y d e g r e e s of f r e e d o m a n d

t o s u b s e q u e ntl y p e rf o r m a n e x p a n si o n of t h e L a g r a n g e d e n sit y i n t h e

i n v e r s e of t h e h e a v y q u a r k m a s s m h . T h e t r e at m e nt of t h e li g ht d e g r e e s

of f r e e d o m r e m ai n s u n c h a n g e d. T h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g of

t h e eff e cti v e t h e o r y wit h Q C D all o w s u s t o r e n o r m ali z e q u a ntiti e s

of i nt e r e st s u c h t h at t h e c o nti n u u m li mit of t h e l atti c e r e s ult s c a n b e

t a k e n. T o c o n s e r v e t h e p r e di cti v e p o w e r of t h e t h e o r y, t hi s m at c hi n g

i s p e rf o r m e d i n fi nit e- v ol u m e at L ≈ 0 .5 f m w h e r e r el ati vi sti c b ott o m

q u a r k s c a n b e i n cl u d e d i n t h e si m ul ati o n of Q C D.

T o d e s c ri b e p h y si c s at t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k, w e t a k e t h e

n e xt-t o-l e a di n g o r d e r of H Q E T, i. e., t e r m s of O (1 / m h ) i nt o a c c o u nt. T o

d e c o u pl e t h e eff e ct s of t h e n e xt-t o-l e a di n g o r d e r f r o m di s c r eti z ati o n

eff e ct s, w e h a v e t o r e m o v e all eff e ct s of O (a ) f r o m t h e di s c r eti z e d

t h e o r y. T h e c o nt r oll e d r e m o v al of s u c h eff e ct s g o e s u n d e r t h e n a m e of

S y m a n zi k i m p r o v e m e nt [ 4 , 5 ] a n d w e a p pl y it t o t h e L a g r a n gi a n a n d all

o b s e r v a bl e s i n cl u d e d i n o u r c al c ul ati o n s. B a s e d o n t h e r e n o r m ali z e d

eff e cti v e t h e o r y, w e a r e a bl e t o d et e r mi n e p h y si c al o b s e r v a bl e s i n t h e

b q u a r k s e ct o r s u c h a s t h e b ott o m q u a r k m a s s, d e c a y c o n st a nt s of B

m e s o n s a n d f o r m f a ct o r s of s e mi-l e pt o ni c B d e c a y s.
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We will al s o u s e H Q E T t o d et e r mi n e t h e l e a di n g o r d e r c o u pli n g

c o n st a nt of H e a v y M e s o n C hi r al P e rt u r b ati o n T h e o r y ( H M χ P T). T hi s

eff e cti v e t h e o r y d e s c ri b e s h e a v y-li g ht m e s o n s i n t h e li mit of m a s sl e s s

li g ht a n d i n fi nit el y h e a v y q u a r k s. A n e x p a n si o n i n t hi s t h e o r y g ui d e s

c hi r al e xt r a p ol ati o n s of o b s e r v a bl e s t h at h a v e b e e n d et e r mi n e d o n

t h e l atti c e at u n p h y si c all y l a r g e q u a r k m a s s e s. T h e r ef o r e, t h e p r e ci s e

k n o wl e d g e of t h e l e a di n g o r d e r c o u pli n g h el p s t o r e d u c e t h e e r r o r o n

h e a v y q u a r k o b s e r v a bl e s f r o m l atti c e Q C D.

I n c o nt r a st t o b ott o m q u a r k s, r el ati vi sti c c h a r m q u a r k s c a n b e si m u-

l at e d i n l a r g e- v ol u m e l atti c e Q C D. H o w e v e r, m a s s d e p e n d e nt c ut- off

eff e ct s of O (a m 2
c ) l e a d t o s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s i n t h e c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n of l atti c e r e s ult s o bt ai n e d f r o m Wil s o n q u a r k s. T h e i m-

p r o v e m e nt of t h e t h e o r y à l a S y m a n zi k all o w s t o c a n c el t h e l e a di n g

o r d e r c ut- off eff e ct s a n d t o i m p r o v e t h e s c ali n g t o w a r d s t h e c o nti n u u m

li mit. T hi s e n a bl e s u s t o d et e r mi n e t h e c h a r m q u a r k m a s s i n 2 + 1 fl a v o r

l atti c e Q C D. T h e k n o wl e d g e of b ott o m a n d c h a r m q u a r k m a s s i s p e r

s e of i nt e r e st si n c e b ot h a r e p a r a m et e r s of t h e St a n d a r d M o d el. T h ei r

p r e ci s e k n o wl e d g e i s al s o i m p o rt a nt f o r t h e s e a r c h f o r n e w p h y si c s

si n c e t h e y e nt e r t h e o r eti c al p r e di cti o n s s u c h a s Hi g g s b r a n c hi n g r ati o s

t o c h a r m a n d b ott o m q u a r k s a n d t h e i n cl u si v e s e mi-l e pt o ni c d e c a y r at e

of B m e s o n s [ 6 ]. T h e h o p pi n g p a r a m et e r s f o r p h y si c al c h a r m q u a r k

m a s s e s o n t h e C L S e n s e m bl e s will b e e m pl o y e d f o r t h e c o m p ut ati o n

of h e a v y- c h a r m c o r r el ati o n f u n cti o n s i n o u r H Q E T c al c ul ati o n s.

T hi s w o r k i s st r u ct u r e d a s f oll o w s. I n t h e fi r st p a rt w e will gi v e

a n i nt r o d u cti o n t o t h e t h e o r eti c al a n d c o m p ut ati o n al f o u n d ati o n s of

o u r w o r k. We will d e s c ri b e t h e di s c r eti z e d a cti o n t h at w e u s e t o si m-

ul at e t h r e e- fl a v o r Q C D, e x pl ai n it s f o r m ul ati o n i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al a n d t h e S y m a n zi k i m p r o v e m e nt of t h e t h e o r y. Aft e r w a r d s

w e will i nt r o d u c e al g o rit h mi c t e c h ni q u e s t h at e n a bl e u s t o p e rf o r m

o u r c al c ul ati o n s a n d o utli n e h o w t h e y a r e u s e d t o o pti mi z e t h e p e r-

f o r m a n c e of l atti c e c al c ul ati o n s. S u b s e q u e ntl y w e will i nt r o d u c e a

n u m b e r of o b s e r v a bl e s w hi c h a r e d et e r mi n e d at diff e r e nt st a g e s of o u r

a n al y si s a n d p r e s e nt t h ei r d e fi niti o n i n o u r s et u p. We c o n cl u d e t hi s

p a rt wit h a n i nt r o d u cti o n t o H Q E T, t h e f o r m ul ati o n of t h e eff e cti v e

t h e o r y o n t h e l atti c e a n d a n o utli n e of t h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g

i n fi nit e- v ol u m e.

I n t h e s e c o n d p a rt w e will d e s c ri b e t h e si m ul ati o n of g a u g e e n s e m-

bl e s f o r t h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T. We will

e x pl ai n t h e t u ni n g t h at w a s d o n e t o p e rf o r m t h e si m ul ati o n s al o n g a

li n e of c o n st a nt p h y si c s a n d w e will e xt r a ct i nf o r m ati o n o n t h e r u n-

ni n g of t h e st r o n g c o u pli n g c o n st a nt a n d q u a r k m a s s e s i n t h e w e a kl y

c o u pl e d r e gi m e of n o n- p e rt u r b ati v e Q C D. I n a s e p a r at e c h a pt e r w e

will p r e s e nt s o m e of t h e al g o rit h mi c e x p e ri e n c e s t h at w e h a v e m a d e

i n o u r si m ul ati o n s of l a r g e l atti c e s i n fi nit e v ol u m e. T h e s e c a n b e u s e d

a s a g ui d eli n e f o r f ut u r e si m ul ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al.
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Aft e r w a r d s w e will t u r n t o t h e o p e r at o r i m p r o v e m e nt a n d r e n o r-

m ali z ati o n t h at i s n e c e s s a r y t o d et e r mi n e h e a v y q u a r k o b s e r v a bl e s.

We will o utli n e o u r st r at e g y t o d et e r mi n e t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s

b A − b P a n d b m a s w ell a s t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z . T hi s st r at-

e g y i s fi r st a p pli e d i n t h e c o u pli n g r e gi o n of l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s,

w h e r e t h e p a r a m et e r s c a n b e u s e d t o r e n o r m ali z e a n d i m p r o v e q u a r k

m a s s e s. We t h e n e m pl o y o u r st r at e g y i n t h e r e gi o n of t h e fi nit e- v ol u m e

m at c hi n g a n d u s e t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r m ali z ati o n

c o n st a nt s t o t u n e t o fi x e d r e n o r m ali z e d h e a v y q u a r k m a s s e s f o r t h e

m at c hi n g p r o c e d u r e. T o e n s u r e t h e v ali dit y of o u r r e s ult s, w e p e r-

f o r m c h e c k s b y a l a r g e n u m b e r of v a ri ati o n s i n t h e d e fi niti o n s of o u r

o b s e r v a bl e s. We c o n cl u d e t hi s p a rt b y t e sti n g t h e r e m o v al of c ut- off

eff e ct s b y t h e p a r a m et e r s b m a n d Z i n t h e m at c hi n g r e gi o n.

T h e d et e r mi n ati o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s i s p e rf o r m e d o n l a r g e-

v ol u m e e n s e m bl e s g e n e r at e d b y m e m b e r s of t h e C L S eff o rt. We d e-

s c ri b e t h e s e e n s e m bl e s a n d d et ail o u r st r at e g y t o c o m p ut e t h e r e n o r-

m ali z ati o n g r o u p i n v a ri a nt c h a r m q u a r k m a s s. Aft e r w a r d s w e e x pl ai n

i n d et ail h o w w e e xt r a ct e d t h e b a r e q u a ntiti e s f r o m m e a s u r e m e nt s

o n a l a r g e s et of e n s e m bl e s a n d p r e s e nt t h e r e s ult s. T hi s i s f oll o w e d

b y a di s c u s si o n o n diff e r e nt t e c h ni q u e s t h at h a v e b e e n u s e d t o o bt ai n

t h e r e s ult s wit h hi g h p r e ci si o n. T h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n

of t h e c h a r m q u a r k m a s s i s p r e s e nt e d a n d a p r eli mi n a r y r e s ult at t h e

p h y si c al p oi nt i s gi v e n.

I n t h e l a st p a rt of t hi s w o r k, w e di s c u s s t h e c o m p ut ati o n of H Q E T

o b s e r v a bl e s o n l a r g e- v ol u m e C L S e n s e m bl e s. We p r e s e nt o u r i n v e s-

ti g ati o n s of t h e p r o p e rti e s of t h e s e o b s e r v a bl e s o n l atti c e s wit h o p e n

b o u n d a r y c o n diti o n s a n d d e s c ri b e o u r c o m p ut ati o n s of t h e c o r r el ati o n

f u n cti o n s t h at will b e c o m bi n e d wit h t h e m at c hi n g p a r a m et e r s t o o b-

t ai n r e n o r m ali z e d o b s e r v a bl e s i n t h e eff e cti v e t h e o r y. Aft e r w a r d s w e

will i nt r o d u c e t h e c o u pli n g ĝ of H M χ P T a n d e x pl ai n h o w w e e xt r a ct

it o n t h e C L S e n s e m bl e s. We will c o n cl u d e wit h a c hi r al- c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n of ĝ , q u ot e a r e s ult f o r t h e c o u pli n g i n t h e c hi r al li mit

a n d gi v e a n o utl o o k o n f ut u r e i m p r o v e m e nt s of t hi s c al c ul ati o n.
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2
Q C D O N T H E L A T T I C E

Q C D i s t h e t h e o r y of st r o n gl y i nt e r a cti n g p a rti cl e s. I n t h e c o nti n u u m,

it s L a g r a n g e d e n sit y i s gi v e n b y F or a deri v ati o n of

t he Q C D L a gr a n gi a n

we refer t o te xt b o o ks

o n q u a nt u m fiel d

t he or y, e. g., [7 ].

L Q C D ≡ L Y M + L f (2 .1 )

= −
1

2
Tr [F µ ν F µ ν ] +

∑

f

ψ̄ f (iγ µ D µ − m f) ψ f , (2 .2 )

w h e r e t h e Y a n g- Mill s L a g r a n gi a n L Y M d e s c ri b e s t h e i nt e r a cti o n of

g a u g e fi el d s vi a t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r F µ ν a n d t h e f e r mi o n fi el d s ψ f

of fl a v o r f c o u pl e t o t h e g a u g e fi el d s vi a t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e D µ .

T h e r e a r e m a n y diff e r e nt w a y s t o di s c r eti z e t h e Q C D a cti o n i n o r d e r

t o si m ul at e t h e t h e o r y o n t h e l atti c e. I n t h e f oll o wi n g di s c u s si o n, w e

s plit t h e a cti o n of Q C D i nt o t h e g a u g e a cti o n S g a n d t h e f e r mi o n a cti o n

S f. Di s c r eti zi n g t h e g a u g e a cti o n i s d o n e st r ai g ht-f o r w a r dl y a n d d o e s

n ot p o s e m a n y p r o bl e m s. T hi s i s diff e r e nt i n t h e c a s e of t h e f e r mi o ni c

a cti o n. All of t h e c u r r e ntl y u s e d f e r mi o n di s c r eti z ati o n s h a v e a d v a n-

t a g e s a n d di s a d v a nt a g e s a n d t h e c h oi c e of a s p e ci fi c s et u p h a s t o b e

a d a pt e d t o t h e p r o bl e m s u n d e r i n v e sti g ati o n a n d t h e a v ail a bl e c o m-

p uti n g r e s o u r c e s. O n e s h o rt c o mi n g i s c o m m o n t o all di s c r eti z ati o n s:

T h e y c a n n ot ci r c u m v e nt t h e Ni el s e n- Ni n o mi y a n o- g o t h e o r e m [ 8 – 1 0 ]

w hi c h st at e s t h at a cti o n s wit h t h e di s c r eti z e d Di r a c o p e r at o r D i n e v e n

di m e n si o n s c a n n ot at t h e s a m e f ul fill all of t h e f oll o wi n g c rit e ri a [ 1 1 ]:

1 . L o c alit y of D .

2 . C o r r e ct c o nti n u u m li mit a s a → 0 .

3 . N o f e r mi o n d o u bl e r s, i. e., t h e F o u ri e r t r a n sf o r m e d o p e r at o r D̃ ( p )

i s i n v e rti bl e e v e r y w h e r e e x c e pt p µ = 0 .

4 . R e s p e ct c hi r al s y m m et r y o n t h e l atti c e, i. e., t h e r el ati o n {γ 5 , D } =

0 h ol d s.

T h e s o- c all e d o v e rl a p f e r mi o n s c o m e a s cl o s e a s p o s si bl e t o s ati sf y

t h e s e c rit e ri a. T h e c o r r e s p o n di n g Di r a c o p e r at o r f ul fill s a l atti c e v e r si o n

of c hi r alit y, t h e Gi n s p a r g- Wil s o n e q u ati o n [ 1 2 ], n a m el y

{γ 5 , D } = a D γ 5 D . (2 .3 )

U nf o rt u n at el y, t h e c o st of t h e si m ul ati o n of o v e rl a p f e r mi o n s i s m a g ni-

t u d e s l a r g e r t h a n f o r ot h e r di s c r eti z ati o n s a n d t h e r ef o r e n ot p r a cti c al

f o r m a n y a p pli c ati o n s. T hi s i s o p p o s e d t o t h e wi d el y u s e d Wil s o n

f e r mi o n s w hi c h a r e c h e a p t o si m ul at e, b ut b r e a k c hi r al s y m m et r y

e x pli citl y at fi nit e l atti c e s p a ci n g.

7
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I n t hi s c h a pt e r, w e d o n ot gi v e a n o v e ri e w of all p o p ul a r di s c r eti z a-

ti o n s, b ut f o c u s o n t h e a cti o n w hi c h i s u s e d i n all si m ul ati o n s r el at e d

t o o u r w o r k. We st a rt wit h t h e g a u g e a cti o n a n d e x pl ai n t h e i d e a of

S y m a n zi k i m p r o v e d t h e o ri e s, b ef o r e w e di s c u s s Wil s o n f e r mi o n s.

I n t h e f oll o wi n g w e a s s u m e t h at t h e r e a d e r i s f a mili a r wit h t h e

b a si c s of l atti c e si m ul ati o n s a s t h e y a r e t a u g ht i n M a st e r’ s c o u r s e s

o n l atti c e fi el d t h e o r y. T h e r ef o r e, w e d o n ot e x pl ai n t h e p at h i nt e g r al

f o r m ali s m, t h e Wi c k r ot ati o n of t h e p at h i nt e g r al t o E u cli d e a n ti m e a n d

t h e c o r r e s p o n d e n c e of l atti c e fi el d t h e o ri e s a n d st ati sti c al m e c h a ni c s.

We al s o a s s u m e t h at t h e d e fi niti o n of e n s e m bl e a v e r a g e s t h at a r e

d e fi n e d f r o m a s a m pli n g of g a u g e c o n fi g u r ati o n s a c c o r di n g t o t h e

B olt z m a n n w ei g ht gi v e n b y t h e l atti c e a cti o n a n d t h at a p p r o a c h t h e

q u a nt u m m e c h a ni c al e x p e ct ati o n v al u e s f o r l a r g e s a m pl e si z e s i s

k n o w n. E x c ell e nt i nt r o d u cti o n s t o t h e s e t o pi c s c a n b e f o u n d i n [ 1 3 – 1 7 ]

2 .1 g a u g e a c t i o n

A s a fi r st st e p t o w a r d s a di s c r eti z e d a cti o n of Q C D, w e li k e t o e x p r e s s

t h e g a u g e p a rt of t h e t h e o r y, i. e., t h e a cti o n of Y a n g- Mill s t h e o r y

[1 8 ], o n t h e l atti c e. F oll o wi n g [1 9 ], w e st a rt wit h a s m o ot h c o nti n u u m

g a u g e fi el d A µ (x ), x ∈ R a n d s u p e ri m p o s e a l atti c e wit h l atti c e sit e s

x = a n , n ∈ Z 4 , w h e r e t h e s m all di st a n c e a b et w e e n t w o l atti c e sit e s

i s c all e d l atti c e s p a ci n g. I n o r d e r t o a p p r o xi m at e A µ (x ) b y a l atti c e

g a u g e fi el d U µ (n ) , w e d e fi n e t h e l att e r a s t h e p a r all el t r a n s p o rt e r f r o m

a n + a µ̂ t o a n vi a t h e p at h o r d e r e d e x p o n e nti al

U µ (n ) = T e x p

(

a

∫ 1

0
d t A µ (a n + a µ̂ − t a µ̂ )

)

. (2 .4 )

F o r s m all v al u e s of a , t hi s l atti c e g a u g e fi el d l o c all y a p p r o xi m at e s

A µ (x ). If w e n o w d e fi n e t h e pl a q u ett e a s cl o s e d l o o p of f o u r l atti c e

g a u g e fi el d s

U µ ν (n ) = U µ (n )U ν (n + a µ̂ ) U µ (n + a ν̂ ) − 1 U ν (n ) − 1 , (2 .5 )

w hi c h i s a g a u g e i n v a ri a nt o bj e ct, w e h a v e t h e i n g r e di e nt s t o f o r m ul at e

t h e Wil s o n g a u g e a cti o n [1 ]

S W (U ) =
1

g 2
0

∑

n

∑

1 ⩽ µ < ν ⩽ 4

R e Tr [1 − U µ ν (n ) ]

≡
1

g 2
0

∑

p

Tr [1 − U (p ) ] (2 .6 )

f o r t h e g r o u p S U (N ) wit h t h e b a r e c o u pli n g g 2
0 . I n t h e s e c o n d li n e of

e q. ( 2 .6 ), w e i nt r o d u c e d t h e s u m
∑

p o v e r all o ri e nt e d pl a q u ett e s U (p ) .

A n e x p a n si o n of t h e pl a q u ett e o p e r at o r at s m all v al u e s of a yi el d s

Tr [1 − U (p ) ] = −
a 4

2

∑

µ ,ν

Tr [F µ ν F µ ν ] + O (a 5 ) (2 .7 )
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wit h t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r

F µ ν = ∂ µ A ν − ∂ ν A µ + [A µ , A ν ] (2 .8 )

a n d w e s e e t h at w e, t o fi r st o r d e r, r e st o r e t h e Y a n g- Mill s a cti o n i n t h e

c o nti n u u m li mit. A d et ail e d d e ri v ati o n wit h a si mil a r f o r m ali s m c a n

b e f o u n d i n [ 1 3 ].

2 .1 .1 O n-s hell i m pr o ve me nt

S y m a n zi k [ 4 , 5 , 2 0 ] i nt r o d u c e d t h e c o n c e pt of i m p r o v e m e nt of l atti c e

t h e o ri e s. T h e m ai n i d e a i s t o c o n si d e r t h e di s c r eti z e d t h e o ri e s a s

eff e cti v e t h e o ri e s f o r t h e c o nti n u u m o n e. I n t h e li mit of a v a ni s hi n g

l atti c e s p a ci n g a , f ull a n d eff e cti v e t h e o r y c oi n ci d e b ut at fi nit e l atti c e

s p a ci n g t h e r e a r e m a n y diff e r e nt eff e cti v e t h e o ri e s. T h e c o n st r u cti o n

of a n eff e cti v e, i. e., di s c r eti z e d t h e o r y p r o c e e d s si mil a r t o a T a yl o r

e x p a n si o n i n t h e l atti c e s p a ci n g a n d if t h e l e a di n g c o ef fi ci e nt s a r e

k n o w n, t h e y c a n b e e x pli citl y s u bt r a ct e d f r o m t h e t h e o r y. T h e a cti o n

of s u c h a n eff e cti v e t h e o r y c a n b e e x p r e s s e d b y

S eff =

∫

d 4 x
[
L 0 (x ) + a L 1 (x ) + a 2 L 2 (x ) + . . .

]
, (2 .9 )

w h e r e L 0 i s t h e c o nti n u u m L a g r a n g e d e n sit y a n d t h e hi g h e r o r d e r

t e r m s L k i n cl u d e o p e r at o r s of di m e n si o n 4 + k .

F oll o wi n g L ü s c h e r a n d Wei s z [ 1 9 , 2 1 , 2 2 ], w e c a n e x p a n d a l at-

ti c e o p e r at o r O (n ) i n p ol y n o mi al s of t h e g a u g e fi el d A µ (x ) a n d it s

d e ri v ati v e s t o o bt ai n

O (0 ) ∼

∞∑

k = 0

a k O k (0 ) . (2 .1 0 )

We h a v e s e e n t h e l e a di n g o r d e r of t hi s e x p a n si o n f o r t h e pl a q u ett e

o p e r at o r i n e q. ( 2 .7 ), w h e r e t h e di m e n si o n of t h e o p e r at o r, i. e., t h e

s m all e st k f o r w hi c h O k ≠ 0 , i s f o u r. T a ki n g i nt o a c c o u nt t h at O (n )

t r a n sf o r m s a s a s c al a r fi el d u n d e r t h e s y m m et r y g r o u p s of t h e l atti c e,

w e s e e t h at all o d d o r d e r s of a h a v e t o v a ni s h a n d t h e n e xt-t o-l e a di n g

o p e r at o r s a r e of di m e n si o n si x [ 1 9 ].

F o r a g e n e ri c g a u g e a cti o n, t h e a p p r o xi m at e s c ali n g of a p h y si c al

q u a ntit y m t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit a → 0 i s

a
d

d a
m (a , ḡ ( a )) = O (a 2 ) , (2 .1 1 )

w h e r e t h e f u n cti o n ḡ ( a ) c a n b e c ali b r at e d s u c h t h at m m at c h e s t h e

v al u e of a n e xt e r n al i n p ut ˆm 0 w hi c h, e. g., c a n b e o bt ai n e d f r o m

e x p e ri m e nt. F o r a s p e ct r al q u a ntit y m 0 w e s et

m 0 (a , ḡ ( a )) = ˆm 0 . (2 .1 2 )
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F r o m u ni v e r s alit y, w e e x p e ct t h at a l a r g e cl a s s of a cti o n s h a s t h e

i d e nti c al c o nti n u u m li mit a n d all of t h e s e a cti o n s diff e r b y O(a 2 )

eff e ct s [ 1 9 ]. S p e ct r al q u a ntiti e s, e. g., m e s o n m a s s e s a r e u n aff e ct e d b y a

l o c al g a u g e t r a n sf o r m ati o n of t h e l atti c e g a u g e fi el d s.

A n o n- p e rt u r b ati v el y i m p r o v e d g a u g e a cti o n i s c o n st r u ct e d s u c h

t h at t h e e r r o r t e r m i n e q. (2 .1 1 ) i s r e d u c e d t o O(a 4 ) a n d t h e s c ali n g

t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit i s f a st e r c o m p a r e d t o t h e u ni m p r o v e d

t h e o r y. U si n g p e rt u r b ati v e i m p r o v e m e nt u p t o k l o o p s, t h e l e a di n g

r e m ai ni n g t e r m s a r e of o r d e r O (g
2 ( k + 1 )
0 a 2 ).

2 .1 .2 L üs c her- Weis z g a u ge a cti o n

Fi g u r e 2 .1 : G a u g e l o o p s c o nt ri b uti n g t o t h e i m p r o v e d g a u g e a cti o n. T h e

l o o p s i n t h e fi r st li n e a r e pl a n a r, t h e ot h e r t w o e xt e n d i n t h r e e

di m e n si o n s. D ot s c o r r e s p o n d t o l atti c e sit e s a n d t h e d a s h e d li n e s

a r e d r a w n t o g ui d e t h e e y e. B a s e d o n [ 1 9 ].

A n o n- s h ell i m p r o v e d g a u g e a cti o n c a n b e c o n st r u ct e d b y a p e rt u r-

b ati v e a n al y si s of t h e c o ef fi ci e nt s of t h e n e xt-t o-l e a di n g o r d e r o p e r at o r s

of t h e e x p a n si o n of t h e pl a q u ett e o p e r at o r w hi c h a r e of di m e n si o n si x

[1 9 , 2 3 ]. I n p ri n ci pl e, t h r e e diff e r e nt si x-li n k l o o p s h a v e t o b e c o n si d-

e r e d, i n a d diti o n t o t h e si m pl e pl a q u ett e of t h e Wil s o n g a u g e a cti o n.

T h ei r f o r m i s s h o w n i n fi g u r e 2 .1 . A s it c a n b e s e e n, a pl a n a r r e ct a n gl e

a n d t w o f u rt h e r t h r e e di m e n si o n al st r u ct u r e s a r e a d d e d a s el e m e nt a r y

st r u ct u r e s L i . T h e a cti o n i s c o n st r u ct e d a s e xt e n si o n of (2 .6 ) vi aAs f or t he pl a q uettes,

l o o ps w hi c h o nl y

differ b y t heir

orie nt ati o n are

c o nsi dere d e q u al.

S g (U ) =
1

g 2
0

3∑

i = 0

c i (g
2
0 )

∑

l ∈ L i

U (l) (2 .1 3 )
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w h e r e w e r e pl a c e d t h e s u m o v e r all pl a q u ett e s b y a s u m o v e r all l o o p s

wit hi n t h e f o u r el e m e nt a r y st r u ct u r e s. E v e r y st r u ct u r e i s m ulti pli e d

b y a w ei g ht a n d t h ei r n o r m ali z ati o n i s c h o s e n t o b e

c 0 (g 2
0 ) + 8 c 1 (g 2

0 ) + 8 c 2 (g 2
0 ) + 1 6 c 3 (g 2

0 ) = 1 . (2 .1 4 )

T h e d e ri v ati o n of t h e c o ef fi ci e nt s, a s it i s d o n e i n [ 2 4 ] u p t o c o r r e cti o n s

of o r d e r O (g 4
0 a 2 ), l e a d s t o

c 0 (g 2
0 ) =

5

3
+ 0 .2 3 7 0 g 2

0 , c 1 (g 2
0 ) = −

1

1 2
− 0 .0 2 5 2 1 g 2

0 , (2 .1 5 )

c 2 (g 2
0 ) = −0 .0 0 4 4 1 g 2

0 , c 3 (g 2
0 ) = 0 . (2 .1 6 )

T a ki n g o nl y t h e t r e e-l e v el v al u e s, c i ≡ c i (0 ) , w e c a n c o n st r u ct a

t r e e-l e v el i m p r o v e d a cti o n f r o m pl a q u ett e s a n d pl a n a r r e ct a n gl e s,

si n c e t h e w ei g ht s of t h e n o n- pl a n a r l o o p s v a ni s h. We c h o o s e t r e e-l e v el

i m p r o v e m e nt o v e r f ull O(a ) i m p r o v e m e nt si n c e a f ull O(a 2 ) i m p r o v e-

m e nt b e c o m e s t o o e x p e n si v e a n d c o m pli c at e d a s s o o n a s w e i n cl u d e

q u a r k s i n t h e t h e o r y. N e v e rt h el e s s, w e e x p e ct a n i m p r o v e d s c ali n g b y

t h e i n cl u si o n of t h e t r e e-l e v el v al u e s. We c a n r e w rit e e q. (2 .1 3 ) t o l o o k

si mil a r t o t h e Wil s o n a cti o n, e q. ( 2 .6 ), b y a d di n g t h e w ei g ht e d s u m

o v e r t h e r e ct a n gl e s,

S L W (U ) =
β

6

(

c 0

∑

p

Tr [1 − U (p ) ] + c 1

∑

r

Tr [1 − U (r ) ]

)

.

(2 .1 7 )

We h a v e i nt r o d u c e d t h e b a r e i n v e r s e g a u g e c o u pli n g β = 2 N / g 2
0 f o r a n

S U (N ) g a u g e g r o u p. I n t h e c a s e of Q C D w hi c h i s u n d e r i n v e sti g ati o n

i n o u r w o r k, t h e g a u g e fi el d s li v e i n t h e g r o u p S U (3 ) . T hi s s o- c all e d A n ot her e x a m ple f or

a n i m pr o ve d g a u ge

a cti o n is t he I w as a ki

[2 5 ] g a u ge a cti o n.

L ü s c h e r- Wei s z a cti o n d e fi n e d b y e q. ( 2 .1 7 ) i s c h o s e n i n all of o u r

si m ul ati o n s wit hi n t h e b ul k of t h e l atti c e. We will c o m e b a c k t o t h e

b o u n d a ri e s at a l at e r st a g e.

T h e p o siti vit y of t h e Wil s o n g a u g e a cti o n h a s b e e n s h o w n i n t h e

t r a n sf e r m at ri x f o r m ali s m [2 6 ]. T h e t h e o r y s ati s fi e s t h e O st e r w al-

d e r- S c h r a d e r a xi o m s [ 2 7 , 2 8 ]. T hi s i s n ot t h e c a s e f o r t h e o ri e s i n cl u di n g

o p e r at o r s of di m e n si o n si x, w h e r e t h e vi ol ati o n of p o siti vit y i s a l atti c e

a rtif a ct [ 2 9 , 3 0 ]. A s l o n g a s di st a n c e s si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n a a r e Si g ni fi c a ntl y l ar ger

c orres p o n ds t o

dist a n ces of O (3 a ).
c o n si d e r e d t h e eff e ct c a n b e i g n o r e d. T h e vi ol ati o n of p o siti vit y i s

e x p e ct e d t o v a ni s h i n t h e c o nti n u u m li mit. S p e ci al c a r e h a s t o b e t a k e n,

w h e n t h e v a ri ati o n al m et h o d, w hi c h i s i nt r o d u c e d i n s e cti o n 6 .2 , i s

u s e d at s h o rt di st a n c e s.

2 .2 f e r m i o n a c t i o n

H a vi n g s et u p t h e gl u o ni c p a rt of t h e Q C D a cti o n, w e n o w t u r n t o t h e

f e r mi o ni c a cti o n. We will i nt r o d u c e Wil s o n f e r mi o n s a n d di s c u s s t h ei r

p r o p e rti e s, e s p e ci all y t h ei r i n fl u e n c e o n t h e c hi r al s y m m et r y of t h e

Di r a c o p e r at o r. Aft e r w a r d s w e will a p pl y t h e c o n c e pt of i m p r o v e m e nt

t o t h e f e r mi o n a cti o n.
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2 .2 .1 Wils o n fer mi o ns

Wil s o n [ 1 ] i nt r o d u c e d t h e di s c r eti z e d Di r a c o p e r at o r

D ′
W ,f =

1

2

3∑

µ = 0

(
γ µ (∇ ∗

µ + ∇ µ ) − a ∇ ∗
µ ∇ µ

)
+ m 0 ,f , (2 .1 8 )

wit h t h e c o v a ri a nt f o r w a r d a n d b a c k w a r d d e ri v ati v e s ∇ µ a n d ∇ ∗
µ a n d

t h e g a m m a m at ri c e s γ µ d e fi n e d i n a p p e n di x A. T h e b a r e q u a r k m a s s

m 0 ,f of a f e r mi o n fl a v o r f c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s of t h e h o p pi n g

p a r a m et e r κ f vi a

m 0 ,f =
1

2 a

(
1

κ f
− 8

)

(2 .1 9 )

a n d w e will f r e q u e ntl y u s e t hi s f o r m. Aft e r a n a p p r o p ri at e r e- s c ali n g

of t h e fi el d s w e c a n p a r a m et ri z e t h e Di r a c o p e r at o r b y t h e h o p pi n g

p a r a m et e r a n d w rit e

D ′
W ,f = 1 − κ f

3∑

µ = 0

[
(1 − γ µ )U µ (n )δ n ,n + a µ̂ + δ n ,n − a µ̂ (1 + γ µ )U †

µ (n )
]

.

(2 .2 0 )

I n t hi s w a y, w e s e e e x pli citl y t h at t h e Di r a c o p e r at o r o nl y i n cl u d e s s elf-

a n d n e a r e st- n ei g h b o r i nt e r a cti o n s. T h e di s c r eti z e d f e r mi o ni c a cti o n

c a n n o w b e c o n st r u ct e d f r o m t h e Di r a c o p e r at o r a n d t h e s pi n o r s ψ , ψ̄

vi a

S ′
W ,f = a 4

∑

n

ψ̄ ( n ) D ′
W ,fψ (n ) . (2 .2 1 )

We b ri e fl y i nt r o d u c e d t h e Ni el s e n- Ni n o mi y a n o- g o t h e o r e m at t h e

b e gi n ni n g of t hi s c h a pt e r a n d c a n n o w di s c u s s it s i m pli c ati o n s o n D ′
W .

I n p ri n ci pl e, o nl y t h e fi r st t e r m of e q. (2 .1 8 ) al o n e i s a st r ai g ht-f o r w a r d

l atti c e v e r si o n of t h e c o nti n u u m Di r a c o p e r at o r of a m a s sl e s s q u a r k.

A Di r a c o p e r at o r w hi c h c o n si st s o nl y of t hi s t e r m i s l o c al, s h o w s t h e

c o r r e ct c o nti n u u m li mit a n d r e s p e ct s c hi r al s y m m et r y w hi c h i s a f u n-

d a m e nt al s y m m et r y of Q C D wit h m a s sl e s s q u a r k s. A n i n v e sti g ati o n

of t h e F o u ri e r t r a n sf o r m of t h e f r e e Di r a c o p e r at o r c o n st r u ct e d f r o m

t h e fi r st t e r m s h o w s t h at D̂ ′
W i n f o u r di m e n si o n s v a ni s h e s at t h e 2 4

c o r n e r s of t h e B rill o ui n z o n e [ 1 1 ]. A di s c r eti z e d t h e o r y d e fi n e d f r o m

t hi s Di r a c o p e r at o r h a s 2 4 fl a v o r s of Di r a c f e r mi o n s i n t h e c o nti n u u m

li mit.

Wil s o n ci r c u m v e nt e d t hi s p r o bl e m b y t h e i nt r o d u cti o n of t h e s e c o n d

t e r m w hi c h i s a n i r r el e v a nt o p e r at o r si n c e it v a ni s h e s i n t h e c o nti n u u m.

It a d d s a t e r m of o r d e r O(a − 1 ) t o t h e F o u ri e r t r a n sf o r m w hi c h v a ni s h e s

f o r p µ = 0 , b ut i s n o n- v a ni s hi n g f o r a p µ = π . T h e u n p h y si c al d o u bl e r s

r e c ei v e a n i n fi nit el y l a r g e c o nt ri b uti o n i n t h e c o nti n u u m li mit a n d

d e c o u pl e f r o m t h e t h e o r y.



2 .2 f e r m i o n a c t i o n 1 3

T h e r e st o r ati o n of t h e c o r r e ct c o nti n u u m li mit u si n g Wil s o n s f o r m u-

l ati o n of t h e Di r a c o p e r at o r h a s a d o w n si d e. At fi nit e l atti c e s p a ci n g, T he b are q u ar k m ass

m 0 ,f v a nis hes i n

m assless Q C D wit h

preser ve d c hir al

s y m metr y.

t h e a cti o n i n cl u di n g − a ∇ ∗
µ ∇ µ i s n ot i n v a ri a nt u n d e r t h e S U (N f) c hi r al

s y m m et r y of m a s sl e s s Q C D. We will di s c u s s c o n s e q u e n c e s of t h e b r o-

k e n c hi r al s y m m et r y c o n c e r ni n g t h e r e n o r m ali z ati o n of q u a r k m a s s e s

i n c h a pt e r 4 .

2 .2 .2 I m pr o ve d Wils o n fer mi o ns

T h e i n cl u si o n of t h e Wil s o n t e r m i n t h e Di r a c o p e r at o r a d d s a n e x-

pli cit t e r m of o r d e r O (a ) t o t h e f e r mi o n a cti o n. I n c o nt r a st t o p u r e

Y a n g- Mill s t h e o r y, w e a r e f a c e d wit h di s c r eti z ati o n e r r o r s t h at v a ni s h

o nl y li n e a rl y t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit. A s i n t h e c a s e of t h e gl u o n

a cti o n, it i s p o s si bl e t o d et e r mi n e all o p e r at o r s w hi c h b el o n g t o t h e

n e xt-t o-l e a di n g L a n g r a n gi a n i n e q. ( 2 .9 ).

Si n c e t hi s n e xt-t o-l e a di n g t e r m i s of o r d e r O (a ), w e s e a r c h f o r

o p e r at o r s of o r d e r fi v e w hi c h a r e g a u g e i n v a ri a nt a n d r e s p e ct all

s y m m et ri e s of t h e l atti c e t h e o r y. It t u r n s o ut t h at t h e L a g r a n gi a n L 1

h a s t o b e a li n e a r c o m bi n ati o n of t h e f oll o wi n g fi v e o p e r at o r s [ 3 1 ] T he left a cti o n of t he

Dir a c o per at or is

de fi ne d i n a p pe n di x

A.

O 1 = ψ̄ σ µ ν F µ ν ψ

O 2 = ψ̄ D µ D µ ψ + ψ̄
←−
D µ

←−
D µ ψ

O 3 = m Tr [F µ ν F µ ν ] (2 .2 2 )

O 4 = m
(
ψ̄ γ µ D µ ψ − ψ̄

←−
D µ γ µ ψ

)

O 5 = m 2 ψ̄ ψ

w hi c h a r e b a s e d o n t h e g a u g e a n d s pi n o r fi el d s. T hi s s et c a n b e

r e d u c e d t o t h r e e o p e r at o r s. We w a nt t o a c hi e v e o n- s h ell i m p r o v e m e nt O n-s hell q u a ntities

are, e. g., m asses,

de c a y c o nst a nts a n d

p h ysi c al m atri x

ele me nts.

a n d t hi s m e a n s t h at c o r r el ati o n f u n cti o n s, i n w hi c h all a r g u m e nt s a r e

s e p a r at e d b y p h y si c al di st a n c e s, a r e i m p r o v e d. I n t hi s c a s e w e c a n u s e

t h e fi el d e q u ati o n s (γ µ D µ + m )ψ = 0 , t o s h o w t h at t h e o p e r at o r s i n

e q. ( 2 .2 2 ) a r e li n e a rl y d e p e n d e nt. U si n g t h e r el ati o n s

O 1 − O 2 + 2 O 5 = 0 (2 .2 3 )

O 4 + 2 O 5 = 0 (2 .2 4 )

w e c a n eli mi n at e O 2 a n d O 4 f r o m t h e s et of o p e r at o r s [3 2 ]. T h e O(a )

L a g r a n gi a n of t h e eff e cti v e t h e o r y i s t h e r ef o r e a li n e a r c o m bi n ati o n of

O 1 , O 3 a n d O 5 , wit h a p p r o p ri at el y c h o s e n c o ef fi ci e nt s c i (g
2
0 ). W h e n

w e r e c all t h e f o r m of t h e g a u g e a cti o n i n e q. ( 2 .7 ), w e s e e t h at a t e r m

p r o p o rti o n al t o O 3 i s al r e a d y p r e s e nt i n a n a cti o n i n cl u di n g q u a r k s a n d

gl u o n s. T h e s a m e i s t r u e f o r O 5 , w h e r e t h e c o r r e s p o n di n g t e r m i s p a rt

of t h e Wil s o n Di r a c o p e r at o r. T h e i nt r o d u cti o n of t h e s e t w o o p e r at o r s

c a n t h e r ef o r e b e d o n e b y a r e d e fi niti o n of t h e b a r e p a r a m et e r s g 2
0 a n d

m 0 w hi c h a n y w a y u n d e r g o r e n o r m ali z ati o n.

We a r e l eft wit h O 1 a s t h e o nl y o p e r at o r t h at w e h a v e t o a d d t o t h e

a cti o n wit h t h e a p p r o p ri at e p a r a m et e r, i n o r d e r t o o bt ai n a n a cti o n
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wit h l e a di n g c o r r e cti o n s of o r d e r O (a 2 ). T hi s w a s fi r st d e ri v e d b yI n t heir h o n or, t he

p ar a meter

m ulti pl yi n g O 1 is

de n ote d b y c S W .

S h ei k h ol e sl a mi a n d W o hl e rt [ 3 3 ]. T h e m o di fi e d Di r a c o p e r at o r r e a d s

D W ,f =
1

2

3∑

µ = 0

(
γ µ (∇ ∗

µ + ∇ µ ) − a ∇ ∗
µ ∇ µ

)
+ m 0 ,f

+ a c S W

3∑

µ ,ν = 0

i

4
σ µ ν F̂ µ ν , (2 .2 5 )

w h e r e t h e d e fi niti o n of t h e di s c r eti z e d gl u o n fi el d st r e n gt h t e n s o r F̂ µ ν

i s c h o s e n a s i n [3 1 ], t o b e

F̂ µ ν (n ) =
1

8 a 2
[Q µ ν (n ) − Q ν µ (n ) ] (2 .2 6 )

wit h t h e s o- c all e d cl o v e r pl a q u ett e sT his n a me is b ase d

o n t he ge o metri c al

f or m of Q µ ν . Q µ ν (n ) = U µ (n )U ν (n + a µ̂ ) U µ (n + a ν̂ ) − 1 U ν (n ) − 1

+ U ν (n )U µ (n − a µ̂ + a ν̂ ) − 1 U ν (n − a µ̂ ) − 1 U µ (n − a µ̂ )

+ U µ (n − a µ̂ ) − 1 U ν (n − a µ̂ − a ν̂ ) − 1 U µ (n − a µ̂ − a ν̂ ) U ν (n − a ν̂ )

+ U ν (n − a ν̂ ) − 1 U µ (n − a ν̂ ) U ν (n + a µ̂ − a ν̂ ) U µ (n ) − 1 .

(2 .2 7 )

T h e c o ef fi ci e nt c S W h a s fi r st b e e n d et e r mi n e d p e rt u r b ati v el y b y S h ei k-

h ol e sl a mi a n d W o hl e rt [ 3 3 ]. I n o u r si m ul ati o n s i n t h e t h r e e- fl a v o r

t h e o r y, w e u s e t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n of [3 4 ] w hi c h i s

p a r a m et ri z e d b y

c S W (g 2
0 ) =

1 − 0 .1 9 2 1 g 2
0 − 0 .1 3 7 8 g 4

0 + 0 .0 7 1 7 g 6
0

1 − 0 .3 8 8 1 g 2
0

. (2 .2 8 )

B y u si n g t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n, w e a c hi e v e a n i m p r o v e-

m e nt f r o m l e a di n g di s c r eti z ati o n eff e ct s of o r d e r O (a ) t o O(a 2 ).

Wit h t hi s d e fi niti o n of t h e Di r a c o p e r at o r, w e c a n n o w s p e cif y t h eW he n se ver al q u ar k

fl a v ors are i n cl u de d,

t he s c al ar m ass ter m

i n t he Dir a c o per at or

is pr o m ote d t o a

di a g o n al m atri x i n

fl a v or s p a ce.

a cti o n of 2 + 1 fl a v o r Q C D w hi c h i s u s e d i n o u r si m ul ati o n s. T h e

f e r mi o n a cti o n i s w ritt e n

S W = a 4
3∑

f= 1

∑

n

ψ̄ ( n ) D W ,fψ (n ) . (2 .2 9 )

w h e r e w e n o w i n cl u d e d a s u m o v e r t h e t h r e e fl a v o r s u p, d o w n a n d

st r a n g e. We t a k e t h e m a s s e s of t h e li g ht q u a r k s, u p a n d d o w n, d e g e n-

e r at eI n o ur si m ul ati o ns

i n t he S c hr ö di n ger

f u n cti o n al, we use

t hree m ass

de ge ner ate q u ar ks.

m 0 , u ≡ m 0 , d ≡ m 0 ,l (2 .3 0 )

i n all c o n si d e r e d si m ul ati o n s. It h a s b e e n s h o w n [3 5 ] t h at t h e eff e ct s of

t h e i s o s pi n m a s s s plitti n g b et w e e n p h y si c al u p a n d d o w n q u a r k a r e of

t h e o r d e r of Q E D eff e ct s. A s l o n g, a s t h e s e Q E D eff e ct s a r e n ot t a k e n
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i nt o a c c o u nt, m a s s d e g e n e r at e li g ht q u a r k s a r e a g o o d a p p r o xi m ati o n

t o Q C D. A s w e will s e e i n c h a pt e r 5 , it i s c h e a p e r t o si m ul at e a p ai r of

m a s s d e g e n e r at e q u a r k s t h a n si n gl e q u a r k s. O n t o p, w e r e d u c e t h e

n u m b e r of p a r a m et e r s t h at h a v e t o b e t u n e d, i n o r d e r t o o bt ai n t h e

c o r r e ct r e s ult s i n t h e c o nti n u u m li mit.

T h e f ull a cti o n f o r N f = 2 + 1 fl a v o r s of O (a ) i m p r o v e d q u a r k s a n d

t r e e-l e v el i m p r o v e d gl u o n s i s t h e n d e fi n e d b y

S ≡ S L W + S W (2 .3 1 )

wit h t h e a cti o n s f r o m e q s. ( 2 .1 7 ) a n d (2 .2 9 ). T h e o nl y t hi n g l eft t o d o

i s t o s p e cif y t h e b o u n d a r y c o n diti o n s a n d w e will d o t hi s i n t h e n e xt

c h a pt e r.





3
T H E S C H R Ö D I N G E R F U N C T I O N A L

T h e u s e of t h e S c h r ö di n g e r r e p r e s e nt ati o n i n q u a nt u m fi el d t h e o r y w a s

b r o u g ht f o r w a r d b y S y m a n zi k [ 3 6 ], w h o st u di e d t h e t w o- di m e n si o n al

ϕ 4 t h e o r y a n d s h o w e d t h at t h e w a v e f u n cti o n al s w hi c h r e s ult f r o m t h e

u s e of t h e S c h r ö di n g e r pi ct u r e c a n b e r e n o r m ali z e d t o all o r d e r s. A n

i nt r o d u cti o n t o hi s p a p e r c a n b e f o u n d i n [3 7 ]. S y m a n zi k s c o n cl u si o n,

t r a n sl at e d t o t h e l a n g u a g e of l atti c e fi el d t h e o r y, i m pli e s t h at t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al c o n v e r g e s i n t h e c o nti n u u m li mit.

I n o u r w o r k, w e u s e t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al r e p r e s e nt ati o n

of l atti c e Q C D f o r fi nit e- v ol u m e si m ul ati o n s. O u r i nt r o d u cti o n of

t h e g e n e r al s et u p of n o n- a b eli a n g a u g e t h e o ri e s i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al will b e al o n g t h e li n e s of [3 8 ]. T h e i nt r o d u cti o n of q u a r k s t o

t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al w a s d o n e i n [3 9 ]. P e d a g o gi c al i nt r o d u cti o n s

c a n b e f o u n d i n [ 4 0 , 4 1 ].

T h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i s utili z e d f o r fi nit e- v ol u m e si m ul ati o n s

of Q C D si n c e it s b o u n d a r y c o n diti o n s a r e w ell s uit e d f o r p e rt u r b a-

ti v e c al c ul ati o n s a n d M o nt e C a rl o si m ul ati o n s. A s w e will s e e l at e r

w h e n w e i nt r o d u c e q u a r k fi el d s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, t h e

b o u n d a r y c o n diti o n s al s o off e r t h e p o s si bilit y t o p e rf o r m si m ul ati o n s

at v a ni s hi n g r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s m a ki n g it t h e p e rf e ct b a-

si s f o r t h e d et e r mi n ati o n of r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt i n a m a s sl e s s

r e n o r m ali z ati o n s c h e m e.

3 .1 c o n t i n u u m f o r m u l a t i o n

B ef o r e w e s p e cif y t h e di s c r eti z e d t h e o r y t h at h a s b e e n u s e d i n o u r

si m ul ati o n s, w e i nt r o d u c e t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i n t h e c o nti n-

u u m.

3 .1 .1 Gl u o n a cti o n

We e x p r e s s t h e m at ri x el e m e nt s of t h e E u cli d e a n ti m e e v ol uti o n o p-

e r at o r e H T , w h e r e H i s t h e H a milt o n o p e r at o r, b et w e e n t w o g a u g e

i n v a ri a nt st at e s vi a a f u n cti o n al i nt e g r al o v e r all g a u g e fi el d s A µ (x ) i n

f o u r di m e n si o n s T × L 3 wit h 0 ⩽ x 0 ⩽ T . I n t h e s p ati al di r e cti o n s, w e

a s s u m e p e ri o di c b o u n d a r y c o n diti o n s. I n t h e t e m p o r al di r e cti o n, w e

i m p o s e Di ri c hl et b o u n d a r y c o n diti o n s f o r t h e v e ct o r p ot e nti al s,

A k (x ) =

⎧
⎨

⎩

C Λ
k (x ), at x 0 = 0

C ′
k (x ), at x 0 = T

, (3 .1 )

1 7
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w h e r e C , C ′ a r e cl a s si c al g a u g e p ot e nti al s. F r o m t h e s e b o u n d a r y

c o n diti o n s, w e c a n s e e t h at w e f o r m ul at e o u r t h e o r y o n a f o u r- di-

m e n si o n al c yli n d e r i n s p a c e-ti m e. I n e q. ( 3 .1 ), A Λ d e n ot e s t h e g a u g e

t r a n sf o r m ati o n of A w hi c h i s d e fi n e d b y

A Λ
k (x ) = Λ (x )A k (x )Λ − 1 (x ) + Λ (x )∂ k Λ − 1 (x ), Λ ∈ S U (N ) .

(3 .2 )

We c a n n o w d e fi n e t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al a s t h e E u cli d e a n p a rti-

ti o n f u n cti o n

Z
[
C ′, C

]
=

∫

D [Λ ]

∫

D [A ]e − S G [A ] (3 .3 )

wit h t h e b o u n d a r y c o n diti o n s a s st at e d a b o v e. S G i s t h e Y a n g- Mill s

g a u g e a cti o n a n d t h e i nt e g r al m e a s u r e s a r e d e fi n e d b yI n Ya n g- Mills

t he or y, t he i nte gr al

o ver all g a u ge

tr a nsf or m ati o ns c a n

be ref or m ul ate d i nt o

a n i nte gr al o ver all

t o p ol o gi c al cl asses

[3 8 ].

D [A ] =
∏

x ,µ ,a

d A a
µ (x ), D [Λ ]

∏

x

d Λ (x ) . (3 .4 )

Wit h t h e s e f u n cti o n al i nt e g r al s, w e i nt e g r at e o v e r all c o m p o n e nt s of

t h e E u cli d e a n fi el d a n d all g a u g e t r a n sf o r m ati o n s. Z i s i n v a ri a nt u n d e r

g a u g e t r a n sf o r m ati o n s of t h e b o u n d a r y fi el d s.

S o f a r, w e h a v e n ot d e fi n e d h o w t o c h o o s e t h e b o u n d a r y fi el d s C , C ′.

A p r o p e r c h oi c e of t h e s e fi el d s all o w s t o i n d u c e a c ol o r b a c k g r o u n d

fi el d. I n t hi s c a s e, c o n st a nt A b eli a n fi el d s a r e c h o s e n at t h e b o u n d a ri e s.

I n o u r si m ul ati o n s, w e o nl y c o n si d e r t h e c a s e of v a ni s hi n g b a c k g r o u n d

fi el d s. T hi s i s a c hi e v e d b y s etti n g t h e b o u n d a r y fi el d s t o z e r o, i. e.,

A k (0 , x ) = A k (T , x ) = 0 . (3 .5 )

S y m a n zi k [ 3 6 ] h a s s h o w n t o all o r d e r s i n p e rt u r b ati o n t h e o r y t h at

t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i s fi nit e aft e r st a n d a r d r e n o r m ali z ati o n

of t h e fi el d t h e o r y a n d t h e a d diti o n of b o u n d a r y c o u nt e r-t e r m s of

di m e n si o n d ⩽ 3 . Si n c e n o g a u g e i n v a ri a nt l o c al fi el d wit h d ⩽ 3

e xi st s i n Y a n g- Mill s t h e o r y, n o a d diti o n al c o u nt e r t e r m i s n e c e s s a r y

w h e n t h e t h e o r y i s f o r m ul at e d i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al. A p r o of

t o all o r d e r s f o r Y a n g- Mill s t h e o r y a n d Q C D i s mi s si n g, b ut f r o m

o n e-l o o p r e s ult s a n d v a ri o u s n u m e ri c al st u di e s it i s b eli e v e d t h at

S y m a n zi k s st at e m e nt i s al s o t r u e i n t hi s c a s e [ 4 1 ].

3 .1 .2 Q u ar ks i n t he S c hr ö di n ger f u n cti o n al

T o st u d y Q C D i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w e h a v e t o f o r m ul at e t h e

b o u n d a r y c o n diti o n s f o r q u a r k fi el d s. T hi s w a s d o n e i n [ 3 9 ] a n d w e

c oll e ct t h e r e s ult s h e r e. Wit h t h e d e fi niti o n of t h e p r oj e ct o r

P ± =
1

2
(1 ± γ 0 ) (3 .6 )
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w hi c h p r oj e ct s o nt o t h e u p p e r o r l o w e r c o m p o n e nt s of a s pi n o r fi el d,

w e c a n f o r m ul at e t h e Di ri c hl et b o u n d a r y c o n diti o n s f o r q u a r k ψ a n d

a nti- q u a r k ψ̄ fi el d s, T hese b o u n d ar y

c o n diti o ns h a ve t o be

f or m ul ate d f or e ver y

q u ar k fl a v or.
P + ψ (0 , x ) = ρ , ψ̄ ( 0 , x )P − = ρ̄ ,

P − ψ (T , x ) = ρ ′, ψ̄ ( T , x )P + = ρ̄ ′ . (3 .7 )

Si n c e t h e Di r a c o p e r at o r i s a fi r st o r d e r diff e r e nti al o p e r at o r, t h e s p e ci-

fi c ati o n of b o u n d a r y c o n diti o n s f o r h alf of t h e c o m p o n e nt s i s s uf fi ci e nt.

T h e p a rtiti o n s u m of t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al n o w i n cl u d e s i nt e g r al s

o v e r t h e q u a r k a n d a nti- q u a r k fi el d s,

Z
[
C ′, ρ ′, ρ̄ ′, C , ρ , ρ̄

]
=

∫

D [Λ ]

∫

D [A ]D [ψ ]D [ψ̄ ]e − S [A ,ψ , ¯ψ ] (3 .8 )

a n d t h e a cti o n h a s b e e n e xt e n d e d b y t h e f e r mi o n a cti o n S F ,

S [A , ψ , ψ̄ ] =S G [A ] + S F [A , ψ , ψ̄ ] (3 .9 )

S F [A , ψ , ψ̄ ] =

∫

d 4 ψ̄ ( x ) [γ µ D µ + m ] ψ (x )

−

∫

d 3 x
[
ψ̄ ( x )P − ψ (x )

]
|x 0 = 0

−

∫

d 3 x
[
ψ̄ ( x )P + ψ (x )

]
|x 0 = T . (3 .1 0 )

C o m p a r e d t o t h e u s u al f o r m ul ati o n of t hi s a cti o n, w e h a v e a d d e d

t w o t e r m s wit h i nt e g r ati o n s o v e r t h e s p ati al c o m p o n e nt s at t h e ti m e

b o u n d a ri e s. F r o m t hi s f o r m w e s e e t h at S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d-

a r y c o n diti o n s aff e ct t h e a cti o n o nl y di r e ctl y at t h e b o u n d a ri e s. T h e

b ul k i s u n c h a n g e d c o m p a r e d t o ( a nti-) p e ri o di c b o u n d a r y c o n diti o n s

i n t h e ti m e di r e cti o n. T h e d e p e n d e n c e of t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al

o n t h e b o u n d a r y c o n diti o n s i s i m pli cit i n t h e l a st t w o t e r m s of t h e

f e r mi o n a cti o n.

A s f o r t h e p u r e Y a n g- Mill s a cti o n, w e h a v e t o a s k o u r s el v e s, w h et h e r

t h e b o u n d a ri e s c h a n g e t h e r e n o r m ali z ati o n p att e r n. Wit h t h e i n cl u si o n

of q u a r k a n d a nti- q u a r k fi el d s, it i s n o w p o s si bl e t o c o n st r u ct g a u g e

i n v a ri a nt c o u nt e r t e r m s wit h di m e n si o n d = 3 . T h e i n cl u si o n of We set t hese fiel ds t o

zer o i n all o ur

si m ul ati o ns.
t h e s e c o u nt e r t e r m s a m o u nt s t o a m ulti pli c ati v e r e n o r m ali z ati o n of

t h e b o u n d a r y fi el d s ρ , ρ ′, ρ̄ , ρ̄ ′ a n d if w e c h o o s e t o s et all of t h e m t o

z e r o, n o f u rt h e r r e n o r m ali z ati o n h a s t o b e d o n e i n a d diti o n t o t h e c a s e

wit h o ut b o u n d a ri e s [ 3 9 ]. F or t he free a n d

m assless Dir a c

o per at or, t he s m allest

ei ge n v al ue is

(π / 2 T ) 2 .

A n ot h e r, m a y b e e v e n m o r e i m p o rt a nt, f e at u r e of t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al w a s d e ri v e d i n [3 9 ]. I n s m all v ol u m e, t h e b o u n d a ri e s eff e ct

t h e s p e ct r u m of t h e Di r a c o p e r at o r a n d i n d u c e a g a p b el o w t h e s m all-

e st ei g e n v al u e. T hi s l e a d s t o a si g ni fi c a ntl y r e d u c e d c o n diti o n n u m b e r We will h a ve a l o o k

at t he effe ct of a

re d u ce d c o n diti o n

n u m ber i n c h a pter 5 .

of t h e Di r a c o p e r at o r a n d all o w s t o si m ul at e q u a r k s wit h v a ni s hi n g

m a s s. If o n e h a s i n mi n d t h at t h e si m ul ati o n of m a s s e s a s s m all a s

t h e p h y si c al li g ht q u a r k m a s s e s i s v e r y e x p e n si v e i n l a r g e v ol u m e,
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m a s sl e s s q u a r k s a r e a n a st o ni s hi n g f e at u r e of t h e S c h r ö di n g e r f u n c-

ti o n al. S etti n g t h e q u a r k m a s s e s t o z e r o, aft e r a n a p p r o p ri at e t u ni n g

of t h e h o p pi n g p a r a m et e r, all o w s t o i n v e sti g at e m a s s-i n d e p e n d e nt

r e n o r m ali z ati o n p att e r n s o n t h e l atti c e.T hese p h ase a n gles

c a n als o be

i m ple me nte d i n t he

de fi niti o n of t he

c o v ari a nt deri v ati ve.

I n t his c ase, peri o di c

b o u n d ar y c o n diti o ns

are use d.

S o f a r, w e h a v e n ot s p e ci fi e d t h e b o u n d a r y c o n diti o n s of t h e ( a nti-)

q u a r k fi el d s i n t h e s p a c e di r e cti o n s. We c a n c h o o s e t h e m t o b e p e ri o di c,

a s w e di d it f o r t h e g a u g e fi el d s, b ut t h e m o st g e n e r al c h oi c e f o r t h e

s pi n o r s i n cl u d e s t h e p h a s e a n gl e s θ k , k = 1 , 2 , 3 vi a

ψ (x + L k̂ ) = e iθ k ψ (x ), ψ̄ ( x + L k̂ ) = e − iθ k ψ̄ ( x ) , (3 .1 1 )

w h e r e k̂ i s t h e u nit v e ct o r i n di r e cti o n k . P e ri o di c b o u n d a r y c o n diti o n s

a r e r e c o v e r e d f r o m θ k = 0 . We t a k e all t h r e e t h et a a n gl e s t o b e t h eI n o ur si m ul ati o ns,

we use θ = 0 or

θ = 0 .5 [4 2 ] f or t he

se a q u ar ks,

de pe n di n g o n t he

pr oje ct.

s a m e, θ k = θ . It w a s s h o w n t o o n e-l o o p i n [4 3 ] t h at s etti n g θ = π / 5

i n c r e a s e s t h e s p e ct r al g a p i n t h e Di r a c o p e r at o r b y a b o ut a f a ct o r of

t w o. A si mil a r b e h a vi o r i s e x p e ct e d i n o u r si m ul ati o n s.

3 .2 l a t t i c e f o r m u l a t i o n

W h e n w e f o r m ul at e t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al o n t h e l atti c e, w e c a n

u s e t h e r e s ult s d e ri v e d i n c h a pt e r 2 f o r t h e b ul k a n d o nl y h a v e t o

d e fi n e h o w w e p r o c e e d at a n d b e y o n d t h e b o u n d a ri e s. It i s c o n v e ni e nt

t o e xt e n d t h e fi el d s f o r m all y b e y o n d t h e b o u n d a ri e s a n d t o s et t h e

s pi n o r fi el d s i n t hi s r e gi o n t o z e r o, i. e.,

ψ (x ) = 0 = ψ̄ ( x ) if x 0 < 0 o r x 0 > T , (3 .1 2 )

a n d

P − ψ (0 , x ) = 0 = P + ψ (T , x ) , (3 .1 3 )

ψ̄ ( 0 , x )P + = 0 = ψ̄ ( T , x )P − . (3 .1 4 )

T h e g a u g e fi el d v a ri a bl e s b e y o n d t h e b o u n d a r y a r e s et t o u nit y. I n t hi s

w a y it i s p o s si bl e t o w rit e t h e a cti o n a s s u m o v e r all s p a c e-ti m e p oi nt s

wit h o ut a n y c o n st r ai nt f o r t h e ti m e c o o r di n at e [ 4 1 ].

I n t h e p r e vi o u s s e cti o n w e h a v e a r g u e d t h at t h e r e n o r m ali z ati o n

p att e r n d o e s n ot c h a n g e, w h e n b o u n d a ri e s a r e i n cl u d e d. If w e f o r-

m ul at e t h e t h e o r y o n l atti c e, w e a r e f a c e d wit h O (a ) eff e ct s n e a r t h e

b o u n d a ri e s a n d, a s i n t h e b ul k, w e li k e t o i m p r o v e t h e l e a di n g c ut- off

eff e ct s [ 3 8 ]. F o r t h e g a u g e fi el d s, t h e r e a r e diff e r e nt w a y s t o h a n dl e

t h e l o o p s at t h e b o u n d a ri e s a n d t h e s p e ci fi c c h oi c e d e ci d e s, h o w t h e

i m p r o v e m e nt h a s t o b e d o n e. I n o u r w o r k, w e sti c k t o c h oi c e B of [4 4 ]

w hi c h w e s u m m a ri z e h e r e.

We a d d w ei g ht s t o t h e l o o p s i n t h e L ü s c h e r- Wei s z g a u g e a cti o n,

e q. ( 2 .1 7 ), a n d w rit e

S S F
L W (U ) =

β

6

(

c 0

∑

p

w 0 (p )Tr [1 − U (p ) ] + c 1

∑

r

w 1 (r )Tr [1 − U (r ) ]

)

.

(3 .1 5 )
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Wit hi n o pti o n B, w e t a k e o v e r t h e n ot ati o n of [ 4 5 ] a n d d e fi n e t h e

w ei g ht s t o b e

w 0 (p ) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 / 2 , all li n k s i n p a r e o n t h e ti m e b o u n d a r y

c t (g 2
0 ), p h a s o n e li n k o n t h e ti m e b o u n d a r y

1 , ot h e r wi s e

,

(3 .1 6 )

a n d

w 1 (r ) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 / 2 , all li n k s i n r a r e o n t h e ti m e b o u n d a r y

3 / 2 , r h a s t w o li n k s o n t h e ti m e b o u n d a r y

1 , ot h e r wi s e

. (3 .1 7 )

I n t hi s w a y, w e h a v e o n e f r e e c o ef fi ci e nt, c t (g 2
0 ) w hi c h h a s t o b e t u n e d,

t o a c hi e v e O(a ) i m p r o v e m e nt. U nf o rt u n at el y, n o n o n- p e rt u r b ati v e We h a ve use d b ot h

versi o ns i n differe nt

pr oje cts a n d will

s pe cif y t he a cti o n i n

t he c orres p o n di n g

c h a pter.

d et e r mi n ati o n of t hi s c o ef fi ci e nt e xi st s a n d w e h a v e t o sti c k t o t r e e-l e v el

o r o n e-l o o p p e rt u r b ati v e i m p r o v e m e nt. F o r t h e o n e-l o o p i m p r o v e m e nt,

w e u s e f o r m ul a ( 3 .6 ) of [4 5 ],

c t (g 2
0 ) = 1 + c

( 1 )
t g 2

0 + O (g 4
0 ) . (3 .1 8 )

I n t h e f oll o wi n g w e d o c u m e nt h o w t hi s o n e-l o o p c o ef fi ci e nt h a s b e e n

d e ri v e d f r o m t h e lit e r at u r e. F r o m [ 4 3 ], w e g et t h e d e c o m p o siti o n of

t h e o n e-l o o p c o ef fi ci e nt i nt o a g a u g e a n d a f e r mi o n p a rt,

c
′( 1 )
t = c

( 1 ,0 )
t + N fc

( 1 ,1 )
t (3 .1 9 )

a n d f r o m [ 4 3 ] a n d [4 6 ], w e fi n d

c
( 1 ,0 )
t = A 1 / 2 wit h A 1 = − 0 .0 0 5 9 4 0 (2 ) (3 .2 0 )

c
( 1 ,1 )
t = 0 .0 1 9 1 4 1 0 (1 ) . (3 .2 1 )

T hi s o n e-l o o p c o ef fi ci e nt i s t h e c o r r e ct o n e, if a c o r r e s p o n di n g o n e-l o o p

c o ef fi ci e nt f o r t h e r e ct a n gl e s c
R ( 1 )
t = 2 c

′( 1 )
t i s i n cl u d e d i n t h e w ei g ht

i n e q.(3 .1 7 ), f o r r wit h t w o li n k s o n t h e ti m e b o u n d a r y. Si n c e w e s et

w 1 (r ) t o t h e t r e e-l e v el w ei g ht 3 / 2 a n d t h e r ef o r e c h o o s e c
R ( 1 )
t = 0 , w e

u s e t h e fi r st e q u ati o n i n ( 3 .1 3 ) of [4 6 ] t o o bt ai n

c
( 1 )
t =

c
′( 1 )
t

c 0
=

c
( 1 ,0 )
t

c 0
+ N f

c
( 1 ,1 )
t

c 0
(3 .2 2 )

w hi c h w a s u s e d t o g et h e r wit h N f = 3 t o d e ri v e e q. (3 .1 8 ).

A si mil a r b o u n d a r y i m p r o v e m e nt h a s t o b e p e rf o r m e d f o r t h e s pi n o r

fi el d s. T h e i n cl u si o n of t h e c o r r e s p o n di n g o p e r at o r s [ 3 1 ], eff e cti v el y

a m o u nt s t o a d di n g a t e r m t o t h e O (a ) i m p r o v e d Wil s o n Di r a c o p e r a-

t o r (2 .2 5 ),

D S F
W ,f = D W ,f + δ D b n d (3 .2 3 )
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a n d it s a cti o n o n a q u a r k fi el d i s d e fi n e d a s [ 4 5 ]

δ D b n d ψ (x ) = ( c̃ t − 1 )
1

a
(δ x 0 ,a + δ x 0 ,T − a ) ψ (x ) . (3 .2 4 )

A s it c a n b e s e e n t h e a d diti o n of t h e t e r m i n e q. ( 3 .2 4 ) o nl y aff e ct s

t h e ti m e sli c e s at t h e b o u n d a r y. I n t h e b ul k of t h e l atti c e, t h e a cti o n

r e m ai n s t h e s a m e. F o r c̃ t , w e u s e t h e f o r m ul a f r o m e q. (3 .6 ) i n [4 5 ],

c̃ t = 1 + c̃
( 1 )
t g 2

0 + O (g 4
0 ), c̃

( 1 )
t = − 0 .0 1 5 0 5 (3 .2 5 )

w hi c h i s v ali d f o r o u r a cti o n a n d i n d e p e n d e nt of t h e n u m b e r of fl a v o r s.

T h e di s c u s si o n i n t hi s s e cti o n a p pli e s t o t h e f o r m ul ati o n of t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al u si n g A b eli a n b o u n d a r y fi el d s. If t h e fi el d s

a r e c h o s e n diff e r e ntl y, a n ot h e r s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s, t h e

s p a c e-li k e c o ef fi ci e nt s c s a n d c̃ s , h a s t o b e i n cl u d e d. T h e o p e r at o r s

w hi c h h a v e t o b e m ulti pli e d b y t h e s e c o ef fi ci e nt s a r e d e fi n e d i n [ 3 1 ,

4 4 ]. Si n c e w e s et t h e b o u n d a r y fi el d s t o z e r o i n o u r si m ul ati o n s, w e

d o n ot h a v e t o c o n si d e r t h e m.

3 .3 s c h r ö d i n g e r f u n c t i o n a l c o r r e l a t i o n f u n c t i o n s

A sli g htl y differe nt

p at h t o de fi ne t he

q u ar k fiel ds at t he

b o u n d aries w hi c h

res ults i n t he s a me

set u p, is t a ke n i n

[4 7 ].

O n e of t h e f e at u r e s of si m ul ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i s t h e

p o s si bilit y t o c o n st r u ct s o u r c e s w hi c h a r e n ot pl a c e d i n t h e b ul k of t h e

l atti c e b ut di r e ctl y o n t h e b o u n d a ri e s. T h e s e all o w f o r n e w t y p e s of

c o r r el ati o n f u n cti o n s.

3 .3 .1 B o u n d ar y s o urces

We will d e fi n e a s et of s o u r c e s O a a s i n [ 4 8 ] b y diff e r e nti ati n g t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h r e s p e ct t o t h e b o u n d a r y v al u e s of t h e

q u a r k fi el d s gi v e n i n e q. ( 3 .7 ). T h e b o u n d a r y ( a nti-) q u a r k fi el d s a r e

d e fi n e d vi a f u n cti o n al d e ri v ati v e s of t h e B olt z m a n n f a ct o r, b y [ 3 1 ]A de fi niti o n of t he

deri v ati ves c a n be

f o u n d i n A p pe n di x C

of [ 3 1 ].
ζ (x ) =

δ

δ ρ̄ ( x )
, ζ̄ ( x ) = −

δ

δ ρ (x )
,

ζ ′(x ) =
δ

δ ρ̄ ′(x )
, ζ̄ ′(x ) = −

δ

δ ρ ′(x )
. (3 .2 6 )

I n si d e t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, t h e s e d e ri v ati v e s w hi c h a r e t a k e n

b ef o r e t h e b o u n d a r y fi el d s a r e s et t o z e r o h a v e t h e eff e ct of i n s e rti n g

( a nti-) q u a r k fi el d s cl o s e t o t h e b o u n d a ri e s. T h e o p e r at o r s O a a r e t h e n

d e fi n e d b y

O a =

∫ L

0
d 3 y d 3 z ζ̄ ( y )γ 5

1

2
τ a ζ (z ) (3 .2 7 )

a n d d u e t o t h e i nt e g r al s i n t h e t h r e e s p a c e di r e cti o n s ( w hi c h b e c o m e

s u m s o n t h e l atti c e), t h e s e b o u n d a r y fi el d s a r e p r oj e ct e d o nt o t h ei r

z e r o m o m e nt u m c o m p o n e nt s. T h e P a uli m at ri c e s τ a a r e d e fi n e d i n

A p p e n di x A.
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3 .3 .2 E x pe ct ati o n v al ues

T h e e x p e ct ati o n v al u e of a n y p r o d u ct of fi el d s O i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al o n t h e l atti c e i s d e fi n e d b y [3 1 ]

⟨O ⟩ =

{
1

Z

∫

D [U ]D [ψ ]D [ψ̄ ]O e − S [U ,ψ , ¯ψ ]

}

ρ = ρ ′= ρ̄ = ρ̄ ′= 0

(3 .2 8 )

a n d w e s e e h o w t h e d e ri v ati v e s i n t h e b o u n d a r y o p e r at o r s, e q. ( 3 .2 6 ),

a ct o n t h e e x p o n e nti al b ef o r e t h e b o u n d a r y v al u e s a r e s et t o z e r o.

3 .3 .3 C orrel ati o n f u n cti o ns

B a s e d o n t h e b o u n d a r y fi el d s a n d o p e r at o r i n s e rti o n s i n t h e b ul k of t h e

l atti c e, w e a r e n o w a bl e t o c o n st r u ct t h r e e diff e r e nt t y p e s of c o r r el ati o n

f u n cti o n s: I n [4 9 ], it is s h o w n

t h at a n y c orrel ati o n

f u n cti o n of b ul k a n d

b o u n d ar y q u ar k

fiel ds c a n be

c al c ul ate d, w he n

Wi c k’s t he ore m wit h

t he a p pr o pri ate

t w o- p oi nt

c o ntr a cti o ns is use d.

∙ b o u n d a r y-t o- b o u n d a r y c o r r el ati o n f u n cti o n s, w h e r e a st at e i s

c r e at e d at x 0 = 0 a n d p r o p a g at e s t o t h e ot h e r b o u n d a r y at x 0 = T

w h e r e it i s a n ni hil at e d,

∙ f o r w a r d b o u n d a r y-t o- b ul k c o r r el ati o n f u n cti o n s, w h e r e t h e st at e

i s c r e at e d at x 0 = 0 a n d i s a n ni hil at e d i n t h e b ul k,

∙ b a c k w a r d s b o u n d a r y-t o- b ul k c o r r el ati o n f u n cti o n s, w h e r e t h e

st at e i s c r e at e d at x 0 = T a n d i s a n ni hil at e d i n t h e b ul k.

We d e fi n e t h e l atti c e b o u n d a r y o p e r at o r s

O a =
a 6

L 3

∑

y ,z

ζ̄ ( y ) γ 5
1

2
τ a ζ (z ), O ′a =

a 6

L 3

∑

y ,z

ζ̄ ′(y )γ 5
1

2
τ a ζ ′(z ),

O a
k =

a 6

L 3

∑

y ,z

ζ̄ ( y ) γ k
1

2
τ a ζ (z ), O ′a

k =
a 6

L 3

∑

y ,z

ζ̄ ′(y )γ k
1

2
τ a ζ ′(z ),

(3 .2 9 )

w h e r e t h e s u m s a r e t a k e n o v e r all sit e s o n t h e b o u n d a r y ti m e sli c e,

k = 1 , 2 , 3 . I n c o m bi n ati o n s wit h t h e b ul k o p e r at o r s

X a (x ) = ψ̄ ( x )Γ
1

2
τ a ψ (x ) (3 .3 0 )

w e c a n c o n st r u ct S c h r ö di n g e r f u n cti o n al c o r r el ati o n f u n cti o n s. I n

t h e d e fi niti o n of b ul k o p e r at o r s i n e q. (3 .3 0 ) X i s a s y m b ol f o r t h e

s c al a r, v e ct o r, t e n s o r, p s e u d o- s c al a r o r a xi al- v e ct o r c u r r e nt s a n d t h e

c o r r e s p o n di n g Γ - c o m bi n ati o n s a r e We will use t he s a me

c o m bi n ati o ns of

g a m m a m atri ces i n

c h a pter 1 4 .
S : Γ = 1 ,  Vµ : Γ = γ µ ,  Tµ ν : Γ = γ µ γ ν ,

P : Γ = γ 5 ,  Aµ : Γ = γ µ γ 5 . (3 .3 1 )
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We n o w i nt r o d u c e t h e t w o- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s u s e d i n o u r

p r oj e ct s wit h c o n v e nti o n s b a s e d o n [ 5 0 ]. We st a rt wit h t h e b o u n d a r y-

t o- b o u n d a r y c o r r el ati o n f u n cti o n s

f 1 ≡ −
1

2
⟨O ′a O a ⟩ , k 1 ≡ −

1

6
⟨O ′a

k O a
k ⟩ , (3 .3 2 )

c o nti n u e wit h t h e f o r w a r d b o u n d a r y-t o- b ul k f u n cti o n s

f A (x 0 ) ≡ −
a 3

2

∑

x

⟨A a
0 (x )O a ⟩ , (3 .3 3 )

f P (x 0 ) ≡ −
a 3

2

∑

x

⟨P a (x )O a ⟩ , (3 .3 4 )

k V (x 0 ) ≡ −
a 3

6

∑

x

⟨V a
k (x )O a

k ⟩ , (3 .3 5 )

k T (x 0 ) ≡ −
a 3

6

∑

x

⟨T a
k 0 (x )O a

k ⟩ , (3 .3 6 )

a n d c o n cl u d e wit h t h e b a c k w a r d s b o u n d a r y-t o- b ul k f u n cti o n s

g A (T − x 0 ) ≡ −
a 3

2

∑

x

⟨O ′a A a
0 (x )⟩ , (3 .3 7 )

g P (T − x 0 ) ≡ −
a 3

2

∑

x

⟨O ′a P a (x )⟩ , (3 .3 8 )

lV (T − x 0 ) ≡ −
a 3

6

∑

x

⟨O ′a
k V a

k (x )⟩ , (3 .3 9 )

lT (T − x 0 ) ≡ −
a 3

6

∑

x

⟨O ′a
k T a

k 0 (x )⟩ . (3 .4 0 )

I n all c a s e s, t h e s u m o v e r i s o s pi n i n di c e s a a n d s p ati al i n di c e s k

i s i m pli e d. T o s m o ot h o ut st ati sti c al fl u ct u ati o n s, w e c a n u s e t h e

ti m e- r e v e r s al s y m m et r y a n d a v e r a g e o v e r f o r w a r d a n d b a c k w a r d

b o u n d a r y-t o- b ul k c o r r el ati o n f u n cti o n s wit h t h e s a m e Γ - st r u ct u r e.

F o r t h e c o m p ut ati o n of t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A , w e al s o

n e e d f o u r- p oi nt b o u n d a r y-t o- b o u n d a r y c o r r el ati o n f u n cti o n s wit h t w o

i n s e rti o n s i n t h e b ul k. We d e fi n e t h e m f o r g e n e r al Γ - st r u ct u r e s X , Y a sT hese f u n cti o ns h a ve

bee n i ntr o d u ce d i n

[5 1 ].
F X Y (x 0 , y 0 ) = −

a 6

6

∑

x ,y

ϵ a b c ϵ c d e ⟨O ′d X a (x )Y b (y )O e ⟩ , (3 .4 1 )

wit h t h e t ot all y a nti s y m m et ri c t e n s o r ϵ a b c .

M o st c o m p ut ati o n s of S c h r ö di n g e r f u n cti o n al c o r r el ati o n f u n cti o n s

i n t hi s w o r k h a v e b e e n d o n e wit h t h e s f c f p r o g r a m [ 5 2 ], s o m e wit h a

m o di fi e d v e r si o n of o p e n Q C D [5 3 ].
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3 .3 .4 Fl a v or off- di a g o n al bili ne ars

I n m a n y a p pli c ati o n s, w e c o n si d e r off- di a g o n al bili n e a r s w h e n w e

w o r k wit h c u r r e nt s b a s e d o n diff e r e nt q u a r k fl a v o r s. I n t hi s c a s e w e

s wit c h t o t h e b a si s τ + , τ − , τ 3 of t h e fl a v o r S U (2 ) s y m m et r y w hi c h i s

d e fi n e d i n e q. ( A. 5 ).

We c o n si d e r q u a r k s of diff e r e nt fl a v o r s i, j = 1 , 2 , . . . w hi c h o nl y dif-

f e r b y t h ei r m a s s. If w e w rit e t h e bi s pi n o r s a s ψ (x ) = (ψ i (x ), ψ j (x )) T , S o meti mes, we als o

c o nsi der q u ar ks of

differe nt fl a v or b ut

e q u al m ass.

w e c a n u s e e q. ( 3 .3 0 ) t o d e fi n e t h e o p e r at o r s

X ± = X 1 ± iX 2 (3 .4 2 )

a n d e x p r e s s t h e m i n t e r m s of t h e c o m p o n e nt s ψ i vi a

X + = ψ̄ i (x )Γ ψ j (x ) ≡ X i j , (3 .4 3 )

X − = ψ̄ j (x )Γ ψ i (x ) ≡ X j i . (3 .4 4 )

T h e s a m e c o n st r u cti o n a p pli e s f o r t h e b o u n d a r y o p e r at o r s a n d t h e

c o r r el ati o n f u n cti o n s w hi c h w e h a v e d e fi n e d a b o v e. We will e x pli citl y

i n di c at e t h e u s e of t hi s b a si s b y u si n g t h e c o r r e s p o n di n g i n di c e s a s

s u p e r s c ri pt. We d o n ot c o n si d e r fl a v o r di a g o n al bili n e a r s i n t hi s w o r k.

3 .4 a d d e n d u m : o p e n b o u n d a r y c o n d i t i o n s

Cl o s el y c o n n e ct e d t o S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s, i n

t h e s e n s e t h at t h e t h e o r eti c al a n d p r a cti c al s et u p i s d o n e si mil a rl y, a r e

t h e s o- c all e d o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s. Si n c e t h e s e a r e u s e d i n t h e

l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s w hi c h w e u s e t o e xt r a ct p h y si c al o b s e r v a bl e s

a s t h e m a s s of t h e c h a r m q u a r k, w e i nt r o d u c e t h e m i n t hi s s e cti o n.

3 .4 .1 M oti v ati o n

Wit h t h e a d v a n c e of si m ul ati o n s wit h d y n a mi c al q u a r k s t o w a r d s

s m all e r a n d s m all e r l atti c e s p a ci n g s, a p r o bl e m b e c a m e a p p a r e nt

w hi c h i s c o n n e ct e d t o t h e t o p ol o gi c al p r o p e rti e s of Q C D o n a T × L 3

t o r u s. I n t h e c o nti n u u m t h e o r y, di s c o n n e ct e d t o p ol o gi c al s e ct o r s

e m e r g e. O n t h e l atti c e, wit h n o n- z e r o l atti c e s p a ci n g, t h e r e i s a fi nit e

p r o b a bilit y t o t u n n el b et w e e n t h e s e s e ct o r s. Si n c e w e w a nt t o s a m pl e

all s e ct o r s a c c o r di n g t o t h ei r w ei g ht i n t h e p at h i nt e g r al t hi s t u n n eli n g

i s a n e c e s s a r y f e at u r e. T o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit, t h e p r o b a bilit y

t o c h a n g e t h e t o p ol o gi c al s e ct o r, i. e., t o p a s s t h e t o p ol o gi c al b a r ri e r, i s

r a pi dl y d e c r e a si n g [ 5 4 – 5 7 ].

T hi s i s p r o bl e m ati c f o r t w o r e a s o n s. If w e a r e n ot a bl e t o s a m pl e

all s e ct o r s a p p r o p ri at el y i n a fi nit e si m ul ati o n ti m e, w e l o o s e t h e

t h e o r eti c al c o nt r ol o v e r t h e p r e di cti o n s m a d e f r o m o u r si m ul ati o n s. We will l o o k at t he

st atisti c al a n al ysis of

a ut o c orrel ati o n ti mes

i n se cti o n 5 .4 .

I n a d diti o n, t h e s u p p r e s si o n of c h a n g e s of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e, t h e

s o- c all e d f r e e zi n g, l e a d s t o e xt r e m el y l o n g- r a n g e d a ut o c o r r el ati o n s
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of t h e c h a r g e. T h e s e c o r r el ati o n s c a n al s o i n fl u e n c e a n d i n c r e a s e t h e

a ut o c o r r el ati o n ti m e s of ot h e r o b s e r v a bl e s.

T h e f r e e zi n g of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e i s o v e r c o m e b y t h e i nt r o d u c-

ti o n of o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s w hi c h all o w t h e c h a r g e t o “ fl o w

o ut of t h e l atti c e ”. It w a s s h o w n t h at t h e t h e o r y wit h o p e n b o u n d a r y

c o n diti o n s i s e q ui v al e nt t o ot h e r s et u p s si n c e t h e t r a n sf e r m at ri x i s

u n c h a n g e d, w h e n t h e o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s a r e i nt r o d u c e d [ 5 8 ,

5 9 ]. T h e c o r r e s p o n di n g Wil s o n- Di r a c o p e r at o r i s γ 5 - h e r miti a n.

3 .4 .2 Set u p

A s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w e h a v e t o s p e cif y b o u n d a r y c o n-

diti o n s f o r t h e g a u g e, q u a r k a n d a nti q u a r k fi el d s at t h e b o u n d a ri e s

at x 0 = 0 a n d x 0 = T . All fi el d s s ati sf y p e ri o di c b o u n d a r y c o n diti o n s

i n t h e s p a c e di r e cti o n s. F o r m all y, t h e o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s a r e

d e fi n e d b y

F 0 k (0 , x ) = F 0 k (T , x ) = 0 f o r all k = 1 , 2 , 3 (3 .4 5 )

wit h t h e g a u g e- fi el d t e n s o r

F µ ν (x ) = ∂ µ A ν − ∂ ν A µ + [A µ , A ν ] (3 .4 6 )

f o r t h e g a u g e fi el d s a n d

P + ψ (0 , x ) = P − ψ (T , x ) = 0 (3 .4 7 )

ψ̄ ( 0 , x )P − = ψ̄ ( T , x )P + = 0 (3 .4 8 )

f o r t h e q u a r k a n d a nti- q u a r k fi el d s [5 8 ]. T h e l att e r a r e t h e s a m e a s

f o r t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h v a ni s hi n g b a c k g r o u n d fi el d. F o r

t h e g a u g e fi el d s, w e s wit c h f r o m Di ri c hl et t o N e u m a n n b o u n d a r y

c o n diti o n s, c o m p a r e d t o t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al. All st at e m e nt s

r e g a r di n g t h e r e n o r m ali z a bilit y of t h e t h e o r y i n t h e t r e at m e nt of t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al h ol d f o r o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s.

O p e n b o u n d a r y c o n diti o n s e m e r g e i n t h e c o nti n u u m li mit, if w e

si m pl y s et all li n k s t h at sti c k o ut of t h e l atti c e t o z e r o [ 5 8 ]. T h e s e a r e

t h e li n k s i n n e g ati v e ti m e di r e cti o n at x 0 = 0 a n d i n p o siti v e ti m e

di r e cti o n at x 0 = T .

3 .4 .3 B o u n d ar y i m pr o ve me nt

T h e b o u n d a r y i m p r o v e m e nt wit h o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s i s si m-

il a r t o t h e c a s e of S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s a n d

p r o c e e d s vi a t h e s a m e s et s of o p e r at o r s t h at h a v e t o b e a d d e d at t h e

b o u n d a ri e s. T h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s t h e m s el v e s diff e r f r o m t h e

o n e s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, si n c e t h e b o u n d a ri e s a r e s et u p

diff e r e ntl y.
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F o r t h e C L S si m ul ati o n s, t h e w ei g ht s i n t h e L ü s c h e r- Wei s z a cti o n

d e fi n e d i n e q. ( 2 .1 7 ) a r e c h o s e n t o b e

w 0 (p ) =

⎧
⎨

⎩

1
2 c G , all li n k s i n p a r e o n t h e ti m e b o u n d a r y

1 , ot h e r wi s e
,

(3 .4 9 )

a n d

w 0 (r ) =

⎧
⎨

⎩

1
2 c G , all li n k s i n r a r e o n t h e ti m e b o u n d a r y

1 , ot h e r wi s e
.

(3 .5 0 )

T h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt i s s et t o it s t r e e-l e v el v al u e c G = 1 , si n c e

hi g h e r o r d e r s o r n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n s a r e n ot a v ail a bl e.

T hi s c h oi c e a m o u nt s t o a w ei g ht of 1 / 2 f o r all s p ati al l o o p s o n t h e ti m e

b o u n d a ri e s.

T h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt f o r t h e q u a r k fi el d s wit h o p e n b o u n d-

a r y c o n diti o n s w hi c h i s c all e d c F , e nt e r s a s c̄ t i n e q. (3 .2 4 ). It i s s et t o

it s t r e e-l e v el v al u e c F = 1 i n t h e C L S si m ul ati o n s [6 0 ]. T h e p e rt u r b ati v e

i m p r o v e m e nt at t r e e-l e v el l e a v e s u s wit h b o u n d a r y eff e ct s of o r d e r

O (a g 2
0 ).





4
O P E R A T O R I M P R O V E M E N T A N D

R E N O R M A L I Z A T I O N

We l o o k e d at t h e S y m a n zi k i m p r o v e m e nt p r o g r a m [ 3 6 ] a n d it s i m pli c a-

ti o n s o n o u r s et u p of di s c r eti z e d gl u o n a n d f e r mi o n a cti o n s i n c h a pt e r

2 . I n t hi s c h a pt e r, w e will c o n si d e r t h e i m pli c ati o n s of i m p r o v e m e nt

o n l atti c e o p e r at o r s a n d i n v e sti g at e h o w i m p r o v e m e nt i s c o n n e ct e d

wit h r e n o r m ali z ati o n.

T h e b a si s f o r o u r di s c u s si o n w a s l ai d i n [ 3 1 , 4 8 , 6 1 , 6 2 ]. A d et ail e d

a n al y si s of t h e t h r e e- fl a v o r t h e o r y h a s b e e n d o n e i n [ 6 3 ]. E v e r yt hi n g

t h at i s st at e d i n t hi s c h a pt e r i s e x pl ai n e d i n g r e at d et ail i n t h e t h e s e

r ef e r e n c e s a n d w e t r y t o f o c u s o n t h e k e y p oi nt s w hi c h will b e m o st

i m p o rt a nt i n t h e c o nt e xt of t hi s w o r k.

Wit hi n t hi s c h a pt e r, w e w o r k t o o r d e r O (a ). T hi s m e a n s t h at w e

n e gl e ct all hi g h e r o r d e r t e r m s st a rti n g at O (a 2 ) wit h o ut f u rt h e r n oti c e.

4 .1 i m p r o v e m e n t o f t h e a c t i o n : r e v i s i t e d

We b e gi n t hi s c h a pt e r wit h a di s c u s si o n of s o m e i m pli c ati o n s of t h e

di s c r eti z ati o n of t h e a cti o n a c c o r di n g t o e q s. ( 2 .1 7 ) a n d (2 .2 9 ) o n t h e

i m p r o v e m e nt of o p e r at o r s.

4 .1 .1 M ass re n or m ali z ati o n

I n t h e c o nti n u u m t h e o r y, c hi r al s y m m et r y i s r e st o r e d if all b a r e q u a r k

m a s s e s v a ni s h. B a s e d o n a di s c u s si o n of c hi r al W a r d i d e ntiti e s o n e c a n

i nf e r t h at q u a r k m a s s e s o nl y h a v e t o b e r e n o r m ali z e d m ulti pli c ati v el y

a n d n ot a d diti v el y. T h e r ef o r e, t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s h a s t o

v a ni s h w h e n t h e b a r e q u a r k m a s s v a ni s h e s a n d w e c a n w rit e

m R = Z m m 0 . (4 .1 )

A s e x pl ai n e d w h e n w e i nt r o d u c e d t h e Wil s o n Di r a c o p e r at o r, c hi r al

s y m m et r y i s b r o k e n e x pli citl y b y t h e i nt r o d u cti o n of t h e Wil s o n t e r m,

e v e n at v a ni s hi n g b a r e q u a r k m a s s. T hi s l e a d s t o a fi nit e r e n o r m ali z e d

q u a r k m a s s at v a ni s hi n g b a r e m a s s. T o r e st o r e t h e d e fi niti o n of a

m ulti pli c ati v el y r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s, t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k

m a s s We s u p press t he

e x pli cit de pe n de n ce

of m c r o n g 2
0 .m q,f = m 0 ,f − m c r ≡

1

2 a

(
1

κ f
−

1

κ c r

)

(4 .2 )

i s i nt r o d u c e d. T h e c riti c al q u a r k m a s s m c r p a r a m et ri z e s t h e s hift

of t h e c hi r al p oi nt b y t h e i nt r o d u cti o n of t h e Wil s o n t e r m. Si n c e
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t hi s c riti c al q u a r k m a s s i s n ot k n o w n a p ri o ri, t h e b r e a ki n g of c hi r al

s y m m et r y i nt r o d u c e s t h e n e e d f o r a n e xt e n si v e t u ni n g p r o c e d u r e i n

o r d e r t o si m ul at e m a s sl e s s q u a r k s. A s a p p a r e nt f r o m e q. ( 4 .2 ), w e

c a n al s o p a r a m et e ri z e t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s b y t h e h o p pi n g

p a r a m et e r κ f a n d t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r κ c r. .

F o r t h e m o r e g e n e r al c a s e of N f fl a v o r s of q u a r k s wit h n o n- d e g e n-

e r at e m a s s e s, w e d e fi n e t h e q u a r k m a s s m at ri x vi a

M q = di a g (m q, 1 , m q, 2 , . . . , m q, N f
) . (4 .3 )

T h e r e n o r m ali z ati o n p att e r n i s e v e n m o r e i n v ol v e d i n t hi s c a s e. We

will c o m e b a c k t o t h e f ull p att e r n l at e r i n t hi s c h a pt e r.

4 .1 .2 I m pr o ve me nt of t he c o u pli n g

W h e n w e i nt r o d u c e d i m p r o v e d Wil s o n f e r mi o n s i n s e cti o n 2 .2 .2 , w e

h a v e s e e n t h at t h e i n cl u si o n of t h e o p e r at o r s O 3 a n d O 5 a m o u nt s t o

a r e d e fi niti o n of t h e b a r e m a s s a n d c o u pli n g. T hi s d o e s n ot p o s e

a n y p r o bl e m, a s l o n g a s a m a s s- d e p e n d e nt r e n o r m ali z ati o n s c h e m e

i s u s e d. I n t hi s w o r k, a s it i s d o n e i n t h e r ef e r e n c e s st at e d at t h e

b e gi n ni n g of t hi s c h a pt e r, w e u s e a m a s s-i n d e p e n d e nt s c h e m e. A s

a r e s ult, a r e- p a r a m et ri z ati o n of t h e b a r e t h e o r y h a s a n i m p a ct o n

t h e i m p r o v e m e nt. I n st e a d of t h e b a r e c o u pli n g g 2
0 , w e c o n si d e r t h e

eff e cti v e b a r e c o u pli n g

g̃ 2
0 = g 2

0

(

1 + a b g
Tr [M q ]

N f

)

(4 .4 )

w hi c h i s t h e n u s e d t o d e fi n e a r e n o r m ali z e d c o u pli n g vi a [ 3 1 ]

g 2
R = Z g ( g̃ 2

0 , a µ ) g̃ 2
0 . (4 .5 )

H e r e, w e i nt r o d u c e d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt f o r t h e c o u pli n g

Z g w hi c h d e p e n d s o n t h e eff e cti v e c o u pli n g a n d t h e s c al e µ . T h e

p a r a m et e r b g v a ni s h e s at t r e e-l e v el a n d t h e o n e-l o o p c o ef fi ci e nt i s

k n o w n f r o m [ 3 1 ]. If t h e b a r e c o u pli n g i s h el d fi x e d a n d Tr [M q ] i s

v a ri e d, t h e eff e cti v e c o u pli n g a n d t h e l atti c e s p a ci n g c h a n g e. We t a k e

diff e r e nt a p p r o a c h e s t o ci r c u m v e nt t hi s b e h a vi o r, d e p e n di n g o n t h e

si m ul ati o n s et u p. T h e r ef o r e, w e d o n ot h a v e t o f u rt h e r s p e cif y b g (g 2
0 ).

4 .2 o p e r a t o r i m p r o v e m e n t

W h e n w e i m p r o v e l o c al o p e r at o r s o n t h e l atti c e, w e p r o c e e d a s i n t h e

i m p r o v e m e nt of t h e a cti o n. F o r o r d e r O(a ) i m p r o v e m e nt, w e h a v e t o

s e a r c h f o r g a u g e i n v a ri a nt di m e n si o n fi v e o p e r at o r s wit h t h e s a m e

q u a nt u m n u m b e r s a s t h e o ri gi n al o p e r at o r O w hi c h a r e n ot c a n c el e d

b y t h e fi el d e q u ati o n s. T h e s e o p e r at o r s c a n b e s plit i nt o t w o cl a s s e s.

O p e r at o r s t h at a m o u nt t o a r e d e fi niti o n of t h e b a r e l o c al o p e r at o r a r e
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h a n dl e d i n t h e n e xt s u b s e cti o n. O p e r at o r s P t h at a r e n ot p r e s e nt i n t h e

u ni m p r o v e d d e fi niti o n a r e e x pli citl y i n cl u d e d. I n g e n e r al, w e w rit e

O i j
I ≡ O i j + a c O P i j (4 .6 )

a n d i nt r o d u c e a p a r a m et e r c O t h at h a s t o b e d et e r mi n e d n o n- p e rt u r-

b ati v el y i n o r d e r t o a c hi e v e f ull O (a ) i m p r o v e m e nt.

4 .2 .1 Re n or m ali z ati o n of i m pr o ve d o per at ors

I n [6 3 ] t h e c o m pl et e p att e r n f o r t h e r e n o r m ali z ati o n of i m p r o v e d o p e r-

at o r s b a s e d o n t h e g a m m a st r u ct u r e s of e q. ( 3 .3 1 ) i s gi v e n. T h e r e, t h e

c a s e s of fl a v o r di a g o n al, fl a v o r off- di a g o n al a n d fl a v o r si n gl et o p e r a-

t o r s a r e t r e at e d s e p a r at el y. I n t hi s w o r k, w e o nl y c o n si d e r n o n- si n gl et,

fl a v o r off- di a g o n al o p e r at o r s a n d t h e g e n e r al r e n o r m ali z ati o n p att e r n

of t h e s e o p e r at o r s i s gi v e n b y

O i j
R = Z O

[
1 + a b O m q, i j + a b̄ O Tr [M q ]

]
O i j

I , (4 .7 )

wit h d e fi niti o n ( 4 .6 ) f o r t h e i m p r o v e d o p e r at o r a n d

m q, i j ≡
1

2

(
m q, i + m q, j

)
. (4 .8 )

I n e q. (4 .7 ) w e i nt r o d u c e d a n ot h e r p ai r of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s.

C o r r e s p o n di n g f o r m ul a s f o r e q s. ( 4 .6 ) a n d (4 .7 ) wit h p a r a m et e r s

c̄ O , d O , d̄ O a n d Z̄ O e xi st f o r si n gl et o p e r at o r s. T o a c hi e v e a f ull O (a )

i m p r o v e m e nt of t h e t h e o r y, a l a r g e a m o u nt of w o r k a n d c o m p ut e r

ti m e h a s t o b e i n v e st e d t o d et e r mi n e all of t h e n e c e s s a r y c o ef fi ci e nt s.

T h e r e n o r m ali z ati o n p att e r n si m pli fi e s si g ni fi c a ntl y i n t h e c hi r al li mit.

4 .2 .2 I m pr o ve me nt of l o c al c urre nts

Si n c e w e will n e e d t h e m i n o u r w o r k, w e s p e cif y t h e i m p r o v e m e nt of

t h e l o c al c u r r e nt s, d e fi n e d i n e q. (3 .3 1 ). F oll o wi n g [3 1 ], w e a r ri v e at

P i j
I = P i j

I (4 .9 )

(A I)
i j
µ = A i j

µ + a c A ∂ µ P i j (4 .1 0 )

S i j
I = S i j (4 .1 1 )

(V I)
i j
µ = V i j

µ + a c V ∂ ν T µ ν (4 .1 2 )

(T I)
i j
µ ν = T i j

µ ν + a c T

[
∂ µ V i j

ν − ∂ µ V i j
µ

]
. (4 .1 3 )

We n o w gi v e a n o v e r vi e w of t h e st at u s of t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi-

n ati o n s of t h e n e c e s s a r y i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r m ali z ati o n

c o n st a nt s i n Q C D wit h t h r e e q u a r k fl a v o r s. T h e s c al e d e p e n d e nt r e n o r-

m ali z ati o n c o n st a nt Z P (g 2
0 , µ ) h a s b e e n d et e r mi n e d f o r t h e h a d r o ni c

s c al e of t h e C L S e n s e m bl e s i n [ 6 4 ]. F o r Z A t h e r e e xi st t w o diff e r-

e nt d et e r mi n ati o n s. T h e fi r st o n e w a s p e rf o r m e d i n t h e S c h r ö di n g e r
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f u n cti o n al [6 5 ], t h e s e c o n d o n e i n t h e c hi r all y r ot at e d S c h r ö di n g e r f u n c-

ti o n al [6 6 ], w h e r e a si g ni fi c a ntl y b ett e r p r e ci si o n c o ul d b e a c hi e v e d. I n

[6 6 ], v al u e s f o r t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt a r e p r o vi d e d at t h e b a r e

c o u pli n g v al u e s of t h e C L S si m ul ati o n s. A n i nt e r p ol ati o n f o r m ul a i s

gi v e n i n e q. ( C. 5 ) of t h at r ef e r e n c e. T h e i m p r o v e m e nt f a ct o r c A h a s

b e e n d et e r mi n e d i n [ 6 7 ] a n d it s p a r a m et ri z ati o n i s gi v e n b yT he i nter p ol ati o n

f or m ul a is

c o nstr ai ne d b y d at a

i n t he re gi o n

g 2
0 ∈ [3 .3 , 3 .8 1 ] a n d

b y pert ur b ati o n

t he or y f or g 2
0 → 0 .

c A = − 0 .0 0 6 0 3 3 g 2
0

[

1 + e x p

(

p 0 +
p 1

g 2
0

) ]

, (4 .1 4 )

wit h p 0 = 9 .2 0 5 6 , p 1 = − 1 3 .9 8 4 7

T h e v e ct o r c u r r e nt r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z V a n d t h e i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt c V h a v e b e e n d et e r mi n e d o n t h e C L S e n s e m bl e s i n [ 6 8 ] a n d

a d et e r mi n ati o n i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i s i n p r o g r e s s [ 6 9 ]. T h e

s a m e i s t r u e f o r Z T (g 2
0 , µ ) a n d c T [7 0 ].

A s gi v e n b y e q. ( 4 .7 ), t h e r e n o r m ali z ati o n of o p e r at o r s i n t h e i m-

p r o v e d t h e o r y r e q ui r e s t h e d et e r mi n ati o n of t h e b a n d b̄ c o ef fi ci e nt s.

A p r eli mi n a r y a c c o u nt of t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n of m a n y

of t h e s e c o ef fi ci e nt s u si n g t h e c o o r di n at e s p a c e m et h o d o n C L S e n s e m-

bl e s h a s b e e n gi v e n i n [ 7 1 , 7 2 ]. T h e v e ct o r i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s

h a v e al s o b e e n d et e r mi n e d i n [ 6 8 ] a n d [7 3 ]. I n o u r w o r k, w e h a v e

d et e r mi n e d b S a n d t h e c o m bi n ati o n b A − b P n o n- p e rt u r b ati v el y [ 7 4 ].b S = − 2 b m [6 3 ].

We will s e e l at e r w h y t hi s p a rti c ul a r c o m bi n ati o n i s u s ef ul.

I n p ri n ci pl e, all of t h e s e c o ef fi ci e nt s d e p e n d o n g̃ 2
0 r at h e r t h a n o n g 2

0 .

Si n c e t h e r e d e fi niti o n of t h e c o u pli n g aff e ct s t h e b -t e r m s at O(a 2 ), w e

d o n ot h a v e t o diff e r e nti at e b et w e e n t h e diff e r e nt d e fi niti o n s. H o w e v e r,

t hi s i s diff e r e nt i n t h e d et e r mi n ati o n of r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s.

4 .3 i m p r o v e d q u a r k m a s s e s

O u r m ai n o bj e cti v e i s n ot t h e c al c ul ati o n of c u r r e nt s b ut r at h e r t h e

d et e r mi n ati o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s b uilt f r o m t h e m. T h e r e n o r m al-

i z ati o n a n d i m p r o v e m e nt p att e r n f r o m t hi s s e cti o n c a n t h e n b e a p pli e d

t o t h e o b s e r v a bl e c o n st r u ct e d f r o m t h e c u r r e nt s. T hi s a p pli e s, e. g., t o

c u r r e nt q u a r k m a s s e s w hi c h w e will i nt r o d u c e i n t h e n e xt s e cti o n.

4 .3 .1 Re n or m ali z ati o n of t he b are s u btr a cte d q u ar k m ass

W h e n w e i nt r o d u c e d t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s i n e q. ( 4 .2 ), w e

di d n ot s p e cif y t h e r e n o r m ali z ati o n p att e r n. F oll o wi n g [ 6 3 ], w e st a rt

wit h t h e r e n o r m ali z ati o n of n o n- si n gl et m a s s c o m bi n ati o n sT he Gell- M a n n

m atri ces λ are

de fi ne d i n a p p. A. Tr
[
λ M q

]
R

= Z m

[
(1 + a b̄ m Tr [M q ])Tr

[
λ M q

]
+ a b m Tr

[
λ M 2

q

] ]
.

(4 .1 5 )
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T h e n ot ati o n Tr [λ O ] w h e r e t h e t r a c e i s t a k e n o v e r all fl a v o r i n di c e s a n d

λ i s o n e of t h e G ell- M a n n m at ri c e s i n cl u d e s all n o n- si n gl et bili n e a r s.

T h e c o r r e s p o n di n g f o r m ul a f o r t h e si n gl et m a s s c o m bi n ati o n s i s

Tr
[
M q

]
R

= Z m r m

[
(1 + a d̄ m Tr [M q ])Tr

[
M q

]
+ a d m Tr

[
M 2

q

] ]
,

(4 .1 6 )

w h e r e w e e x p r e s s e d t h e si n gl et r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt b y r m =

Z̄ m / Z m . T h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z m i s s c al e d e p e n d e nt b ut t h e

r ati o r m i s n ot.

Wit h t h e s e t w o f o r m ul a s a n d t h e c o n diti o n of a di a g o n al m a s s-

m at ri x, w e c a n e x p r e s s t h e r e n o r m ali z e d s u bt r a ct e d q u a r k m a s s vi a

[6 3 ],

m i , R ≡ Z m

{ [

m q, i + ( r m − 1 )
Tr

[
M q

]

N f

]

+ a B i

}

,

B i = b m m 2
q, i + b̄ m m q, i Tr

[
M q

]
(4 .1 7 )

+ ( r m d m − b m )
Tr

[
M 2

q

]

N f
+ ( r m d̄ m − b̄ m )

Tr
[
M q

] 2

N f
.

T h e t e r m B i v a ni s h e s i n t h e c hi r al li mit b ut t h e t e r m p r o p o rti o n al t o

t h e r ati o of si n gl et t o n o n- si n gl et r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt r e m ai n s.

T hi s m e a n s t h at t h e c hi r al p oi nt w h e r e t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s

v a ni s h e s r e c ei v e s a n a d diti o n al s hift. T h e o ri gi n s a n d p h y si c al i nt e r-

p r et ati o n s of t h e diff e r e nt t e r m s i n e q. ( 4 .1 7 ) a r e e x pl ai n e d i n d et ail i n

s e cti o n 2 of o u r p u bli c ati o n [ 7 4 ].

4 .3 .2 T he P C A C rel ati o n

T h e L a g r a n g e d e n sit y of c o nti n u u m Q C D i s i n v a ri a nt u n d e r a n u m b e r

of s y m m et r y t r a n sf o r m ati o n s. S o m e s y m m et ri e s h ol d o nl y a p p r o xi-

m at el y o r i n a c e rt ai n li mit of t h e t h e o r y. I n t hi s s e cti o n, w e c o n si d e r

t h e v a ri ati o n of t h e t h e o r y u n d e r a c hi r al r ot ati o n of t h e q u a r k fi el d s

δ ψ (x ) = ω a (x )
1

2
τ a γ 5 ψ (x ), δ ψ̄ ( x ) = ω a (x ) ψ̄ ( x )γ 5

1

2
τ a ,

(4 .1 8 )

w h e r e w e a s s u m e t o h a v e a n i s o s pi n d o u bl et of q u a r k s wit h e q u al

m a s s m . I n t h e s e v a ri ati o n s, ω a i s a s m o ot h f u n cti o n w hi c h v a ni s h e s

o ut si d e s o m e b o u n d e d r e gi o n R . We c a n u s e t hi s t r a n sf o r m ati o n t o

d e fi n e a r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s o n t h e l atti c e. I n t hi s d e ri v ati o n, w e

f oll o w t h e p e d a g o gi c al i nt r o d u cti o n i n [3 2 ].

Si n c e t h e i nt e g r ati o n m e a s u r e i n t h e p at h i nt e g r al i s i n v a ri a nt u n d e r

t h e t r a n sf o r m ati o n i n e q. (4 .1 8 ), w e c a n d e ri v e t h e e q u ati o n

⟨δ S O ⟩ = ⟨O ⟩ (4 .1 9 )
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a n d wit h t h e e x pli cit f o r m of t h e v a ri ati o n of t h e a cti o n,

δ S =

∫

d 4 x ω a
[
− ∂ µ A a

µ + 2 m P a
]

, (4 .2 0 )

w hi c h i n cl u d e s t h e a xi al c u r r e nt A µ a n d t h e p s e u d o- s c al a r d e n sit y P ,

w e a r e a bl e t o d e ri v e t h e r el ati o n

⟨∂ µ A a
µ (x )O ⟩ = 2 m ⟨P a (x )O ⟩ . (4 .2 1 )

T hi s r el ati o n h ol d s if t h e o p e r at o r O h a s n o s u p p o rt o n t h e r e gi o n R .

If t hi s w a s n ot t h e c a s e, a d diti o n al c o nt a ct t e r m s w o ul d a p p e a r. A s

w e c a n s e e f r o m e q. ( 4 .2 1 ), t h e a xi al c u r r e nt i s c o n s e r v e d f o r m a s sl e s s

q u a r k s. T h e r ef o r e, t hi s r el ati o n i s c all e d t h e p a rti all y c o n s e r v e d a xi al

c u r r e nt ( P C A C) r el ati o n. I n t hi s r el ati o n, w e s e e t h e e x pli cit b r e a ki n g

of t h e c hi r al s y m m et r y b y q u a r k m a s s e s.

A c o r r e s p o n di n g r el ati o n c a n b e d e ri v e d o n t h e l atti c e [ 7 5 , 7 6 ] w hi c h

i s m o r e dif fi c ult, b e c a u s e t h e Wil s o n t e r m b r e a k s c hi r al s y m m et r y

e v e n at v a ni s hi n g b a r e q u a r k m a s s. Wit h t h e p r o p e rl y r e n o r m ali z e d

b ut n o n-i m p r o v e d a xi al c u r r e nt (A R ) a
µ a n d d e n sit y P a

R , w e c a n w rit e

e q. ( 4 .2 1 ) o n t h e l atti c e a s

⟨ ∂̃ µ (A R ) a
µ (x )O ⟩ = 2 m R ⟨P a

R (x )O ⟩ + O (a ) . (4 .2 2 )

H e r e, ∂̃ µ i s o n e of t h e l atti c e d e ri v ati v e s d e fi n e d i n A p p e n di x A. O n

t h e l atti c e, c hi r al s y m m et r y i s b r o k e n b y t h e q u a r k m a s s a n d b y l atti c e

eff e ct s. T h e si z e of t h e s e eff e ct s i s a m e a s u r e f o r t h e vi ol ati o n of c hi r al

s y m m et r y. If w e i m p r o v e t h e c u r r e nt s (A R ) a
µ a n d P a

R w e e x p e ct t h e

di s c r eti z ati o n eff e ct s t o b e of o r d e r O (a 2 ) a n d i n f a ct r el ati o n ( 4 .2 2 ) i s

u s e d t o d et e r mi n e c S W a n d c A s u c h t h at li n e a r eff e ct s i n a a r e a b s e nt

[3 1 , 4 9 , 6 2 ].

T h e s o- c all e d c hi r al W a r d i d e ntiti e s w hi c h h a v e b e e n u s e d t o d e fi n e

a r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s vi a e q. ( 4 .2 2 ) h a v e m a n y a p pli c ati o n s i n

l atti c e Q C D. E s p e ci all y i n t h e fi el d of n o n- p e rt u r b ati v e r e n o r m ali z ati o n

a n d i m p r o v e m e nt, a xi al a n d v e ct o r v a ri ati o n s c a n b e u s e d t o d e ri v e

a n u m b e r of i m p o rt a nt i d e ntiti e s. O n e of t h e s e a p pli c ati o n s i s t h e

d et e r mi n ati o n of t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r κ c r w hi c h h a s t o b e

t u n e d t o r e st o r e t h e c hi r al s y m m et r y of t h e Wil s o n Di r a c o p e r at o r. If

t h e m a s s i n e q. (4 .2 2 ) v a ni s h e s κ c r i s t u n e d c o r r e ctl y.

G oi n g i nt o all d et ail s w o ul d b e b e y o n d t h e s c o p e of t hi s w o r k.

N e v e rt h el e s s, w e st r e s s a n i m p o rt a nt p oi nt. Si n c e t h e P C A C r el ati o n

i s d e ri v e d l o c all y, w e e x p e ct b o u n d a r y aff e ct s t o b e a b s e nt i n t h e b ul k

of t h e l atti c e. T h e P C A C r el ati o n i s a n o p e r at o r r el ati o n a n d v ali d o n

e v e r y ti m e sli c e s e p a r at el y.

4 .3 .3 C urre nt q u ar k m asses

Si n c e t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s i s p r e s e nt i n e q. ( 4 .2 2 ), w e c a n

u s e t hi s e q u ati o n t o d et e r mi n e a r e n o r m ali z e d a n d i m p r o v e d q u a r k
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m a s s f r o m t h e a xi al c u r r e nt a n d t h e p s e u d o s c al a r d e n sit y. If w e s wit c h

t o t h e b a si s τ ± , τ 3 of t h e c u r r e nt al g e b r a, w e c a n r e w rit e t h e P C A C

r el ati o n t o

⟨ ∂̃ µ (A R ) i j
µ (x )O i j ⟩ = ( m R, i + m R, j )⟨P

i j
R (x )O i j ⟩ + O (a 2 ) , (4 .2 3 )

w h e r e w e h a v e u s e d t h e r e n o r m ali z e d o p e r at o r s a c c o r di n g t o e q. ( 4 .7 ).

F r o m t hi s r el ati o n, w e c a n d e fi n e t h e q u a r k m a s s t o b e

m R, i j ≡
m R, i + m R, j

2
(4 .2 4 )

=
Z A

Z P
m i j

[
1 + ( b A − b P )a m q, i j + ( b̄ A − b̄ P )a Tr

[
M q

] ]

(4 .2 5 )

wit h t h e b a r e i m p r o v e d c u r r e nt q u a r k m a s s

m i j =
⟨( ∂̃ 0 A i j

0 + a c A ∂ ∗
0 ∂ 0 P i j )O i j ⟩

2 ⟨P i j O i j ⟩
. (4 .2 6 )

I n p ri n ci pl e, t h e o p e r at o r O c a n b e c h o s e n f r e el y, a s l o n g a s it i s

d e fi n e d i n a diff e r e nt r e gi o n a s A a n d P . I n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al,

w e c a n u s e t h e b o u n d a r y s o u r c e s a n d d e fi n e a q u a r k m a s s f r o m t h e

c o r r el ati o n f u n cti o n s f A a n d f P .

4 .3 .4 Rel ati o ns bet wee n re n or m ali ze d q u ar k m asses

We n o w h a v e t w o diff e r e nt d e fi niti o n s of i m p r o v e d a n d r e n o r m ali z e d

q u a r k m a s s e s. O n e i s t h e d e fi niti o n f r o m t h e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s,

e q. ( 4 .1 7 ) a n d t h e ot h e r i s t h e d e fi niti o n f r o m t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s,

e q. ( 4 .2 5 ). F o r f ull O(a ) i m p r o v e m e nt, a n u m b e r of i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt s n e e d s t o b e k n o w n. B ot h d e fi niti o n s h a v e t o c oi n ci d e i n

t h e c o nti n u u m li mit b ut o n t h e l atti c e t h e y diff e r i n t h ei r c ut- off eff e ct s.

T h e r ef o r e, o n e o r t h e ot h e r d e fi niti o n mi g ht b e b e n e fi ci al, d e p e n di n g

o n t h e c o nt e xt.

If w e w o r k wit h (l a r g e r t h a n) p h y si c al q u a r k m a s s e s, t h e d e fi niti o n

f r o m t h e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s mi g ht b e i nf e ri o r f o r t w o r e a s o n s. T h e

c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r mi g ht b e k n o w n t o i n s uf fi ci e nt p r e ci si o n

a n d t h e l e a di n g o r d e r t e r m p r o p o rti o n al t o t h e a v e r a g e q u a r k m a s s

h a s t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt. O n t h e ot h e r h a n d, if t h e s e p a r a m et e r s

a r e k n o w n, t h e h o p pi n g p a r a m et e r f o r a fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k

m a s s c a n b e d et e r mi n e d wit h o ut f u rt h e r m e a s u r e m e nt s.
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Si n c e w e h a v e t w o e x p r e s si o n s f o r t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s, w e

c a n e q u at e b ot h a n d d e ri v e

m i j =
Z m Z P

Z A

{ [

m q, i j + ( r m − 1 )
Tr

[
M q

]

N f

]

+ a B i j

}

, (4 .2 7 )

B i j = b m

m 2
q, i + m 2

q, j

2
+ ( b A − b P )m 2

q, i j

+

(

b̄ m − ( b A − b P )
(r m − 1 )

N f
− ( b̄ A − b̄ P )

)

m q, i j Tr
[
M q

]

+ ( r m d m − b m )
Tr

[
M 2

q

]

N f

+ ( r m d̄ m − b̄ m − ( r m − 1 )( b̄ A − b̄ P )
Tr

[
M q

] 2

N f
.

W h e n w e i nt r o d u c e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt

Z ≡
Z m Z P

Z A
(4 .2 8 )

a n d s ol v e e q. ( 4 .2 7 ) f o r t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s, w e a r ri v e at

m q, i j =
m i j

Z
− ( r m − 1 )

Tr
[
M q

]

N f
− a B i j . (4 .2 9 )

T hi s e x p r e s si o n c a n b e u s e d t o eli mi n at e t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k

m a s s i n e q. ( 4 .2 5 ),

m R, i j =
Z A

Z P
m i j

[

1 +
(b A − b P )

Z
a m i j (4 .3 0 )

+

(

( b̄ A − b̄ P ) − (b A − b P )
(r m − 1 )

N f

)

a Tr
[
M q

]
]

,

w h e r e w e, a s al w a y s, i g n o r e d all hi g h e r o r d e r t e r m s. I n e x c h a n g e

f o r t h e eli mi n ati o n of m q, i j w e h a v e i nt r o d u c e d t h e p a r a m et e r r m . I n

o r d e r t o c o m pl et el y r e m o v e t h e d e p e n d e n c e o n κ c r , w e u s e e q. (4 .2 9 )

t o r e w rit e t h e q u a r k m a s s m at ri x [7 7 ] a n d o bt ai n

m R, i j =
Z A

Z P
m i j

[

1 + ( b̃ A − b̃ P )a m i j (4 .3 1 )

+

(
( b̄ A − b̄ P )

Z r m
− ( b̃ A − b̃ P )

(r m − 1 )

r m N f

)

a M s u m

]

,

wit h

b̃ A − b̃ P ≡
(b A − b P )

Z
(4 .3 2 )

M s u m ≡ m 1 2 + m 2 3 + · · · + m ( N f− 1 ) N f
+ m N f1

= Z r m Tr
[
M q

]
+ O (a ) . (4 .3 3 )
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I n e q. (4 .3 1 ), all d e p e n d e n c e o n t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r h a s

b e e n r e m o v e d.

S o f a r w e h a v e n ot s p e ci fi e d t h e i m p r o v e m e nt of v al e n c e q u a r k s, i. e.,

q u a r k s t h at a r e n ot p a rt of t h e a cti o n a n d t h e r ef o r e n ot i n cl u d e d i n

d y n a mi c al f e r mi o n l o o p s. I n A p p e n di x A of [ 7 4 ] it w a s s h o w n t h at B ot h h a ve t o be

re g ul ari ze d à l a

Wils o n.
t h e di s c u s si o n of t hi s c h a pt e r c a n b e e xt e n d e d t o a t h e o r y wit h N f

s e a a n d N v al v al e n c e q u a r k s. T h e q u a r k m at ri x c o nt ri b uti o n s r e m ai n

u n c h a n g e d w h e n p a rti all y q u e n c h e d v al e n c e q u a r k s a r e i nt r o d u c e d

a n d t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r i s d e fi n e d b y t h e p oi nt w h e r e all

N f s e a q u a r k m a s s e s v a ni s h.

4 .3 .5 T he r ati o- differe n ce met h o d

We c a n c o m bi n e t h e t w o d e fi niti o n s f o r r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s,

e q. ( 4 .1 7 ) a n d e q. (4 .2 5 ), i n o r d e r t o c o n st r u ct a t hi r d d e fi niti o n wit h

diff e r e nt c ut- off eff e ct s. We r ef e r t o t h e c o n st r u cti o n i n t hi s s e cti o n a s

r ati o- diff e r e n c e m et h o d [ 7 8 ].

We d e fi n e a r ati o of c u r r e nt q u a r k m a s s e s r a n d a diff e r e n c e of

s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s d vi a

r i j ≡
m i

m j
, d i j ≡ a m q, i − a m q, j , (4 .3 4 )

w h e r e w e i nt r o d u c e d

m i ≡ m i i ′ (4 .3 5 )

a s a s h o rt h a n d f o r a c u r r e nt q u a r k m a s s d e fi n e d f r o m t w o q u a r k s

of diff e r e nt fl a v o r i a n d i ′ b ut e q u al m a s s. I n t hi s w a y, w e sti c k t o

n o n- si n gl et, n o n- di a g o n al e nt ri e s of t h e q u a r k m at ri x. T hi s s et u p i s

c h o s e n s u c h t h at t h e m ulti pli c ati v e r e n o r m ali z ati o n of t h e c u r r e nt

q u a r k m a s s e s c a n c el s, w hil e t h e a d diti v e r e n o r m ali z ati o n of t h e b a r e

s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s vi a t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r a n d t h e

l e a di n g o r d e r d e p e n d e n c e o n Tr
[
M q

]
i s c a n c el e d i n t h e diff e r e n c e.

T a ki n g i nt o a c c o u nt t h e m a s s- d e p e n d e nt i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s,

w e d e fi n e t h e i m p r o v e d r ati o s a n d diff e r e n c e s b y Tr
[
M q

]
c a n be

eli mi n ate d i n f a v or

of M s u m / (Z r m ) as

i n e q. (4 .3 1 ).
r I,i j = r i j

[
1 + ( b A − b P )d i j

]
, (4 .3 6 )

d I,i j = d i j

[

1 + b m d i j
r i j + 1

r i j − 1
+ a b̄ m Tr

[
M q

]
]

. (4 .3 7 )

F r o m t h e s e d e fi niti o n s w e c o n st r u ct t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s vi a

m R, i = Z m
r I,i j d I,i j

r I,i j − 1
, (4 .3 8 )

a n d w e c a n e x p r e s s t h e m a s s r e n o r m ali z ati o n f a ct o r Z m vi a

Z m =
Z A Z

Z P
. (4 .3 9 )
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T h e si m ul ati o n of f ull Q C D, e v e n w h e n t h e t o p q u a r k i s c o n si d e r e d a s

d e c o u pl e d f r o m t h e t h e o r y, i s c u r r e ntl y p r o hi biti v el y e x p e n si v e a n d

c a n n ot b e a c c o m pli s h e d j u st b y a n i n c r e a s e i n c o m p uti n g p o w e r. O u r

a bilit y t o si m ul at e Q C D wit h u p t o f o u r di sti n ct fl a v o r s, i n b o x e s w hi c h

a r e l a r g e e n o u g h t o h a v e fi nit e si z e eff e ct s u n d e r c o nt r ol a n d wit h

l atti c e s p a ci n g s t h at all o w f o r a s af e e xt r a p ol ati o n t o t h e c o nti n u u m

li mit, i s b a s e d o n si g ni fi c a nt al g o rit h mi c i m p r o v e m e nt s i n t h e fi el d

d u ri n g t h e l a st y e a r s. S o m e of t h e s e will b e hi g hli g ht e d i n t hi s c h a pt e r.

E s p e ci all y t h e si m ul ati o n of q u a r k s wit h p h y si c al m a s s e s s e e m e d t o

b e p r o hi biti v el y e x p e n si v e at t h e b e gi n ni n g of t hi s c e nt u r y [ 7 9 ]. T hi s

p r o bl e m h a s b e e n o v e r c o m e b y t h e d e v el o p m e nt of n e w, q u a r k m a s s

i n d e p e n d e nt s ol v e r s [8 0 – 8 6 ]. A s all si m ul ati o n s c o n si d e r e d i n t hi s

t h e si s h a v e b e e n d o n e u si n g t h e o p e n Q C D p a c k a g e [ 5 3 , 5 9 ], w e f o c u s o n

t h e al g o rit h m s i m pl e m e nt e d i n t hi s p r o g r a m. S o m e of t h e t e c h ni q u e s

a r e s u m m a ri z e d i n [ 8 7 ]. T h e d et ail s of t h e i m pl e m e nt ati o n s c a n b e

f o u n d i n t h e d o c u m e nt ati o n of o p e n Q C D [5 3 ].

5 .1 s i m u l a t i o n a l g o r i t h m s

T h e c al c ul ati o n of t h e p at h i nt e g r al of Q C D c a n n ot b e d o n e a n al yti c all y

d u e t o t h e c o m pl e xit y of t h e n o n-li n e a r e q u ati o n s. E v e n t h e di s c r eti z e d

v e r si o n c a n n ot b e d et e r mi n e d a n al yti c all y, d u e t o t h e l a r g e n u m b e r

of i nt e g r ati o n s i n t h e p at h i nt e g r al. T h e r ef o r e, t h e n u m e ri c al s ol uti o n

i s d et e r mi n e d u si n g i m p o rt a n c e s a m pli n g a n d M a r k o v C h ai n M o nt e

C a rl o ( M C M C). T h e di st ri b uti o n of t h e r e p r e s e nt ati v e e n s e m bl e of

fi el d s i s d et e r mi n e d f r o m t h e a cti o n of Q C D. We a s s u m e t h at t h e r e a d e r

i s f a mili a r wit h t h e b a si c s of t hi s t e c h ni q u e, p e d a g o gi c al i nt r o d u cti o n s

c a n b e f o u n d i n [ 1 3 , 1 4 , 8 8 ].

We n ot e t h at t h e si m ul ati o n vi a M C M C l e a d s t o c o n fi g u r ati o n s of

g a u g e fi el d s w hi c h a r e c o r r el at e d i n t h e si m ul ati o n ti m e, si n c e e a c h

c o n fi g u r ati o n i s b a s e d o n it s p r e d e c e s s o r. T h e t r a n siti o n p r o b a bilit y

f r o m o n e c o n fi g u r ati o n U t o a n ot h e r U ′, d e n ot e d b y T (U → U ′),

s ati s fi e s t h e s o- c all e d d et ail e d b al a n c e p r o p e rt y

P (U )T (U → U ′) = P (U ′)T (U ′ → U ) , (5 .1 )

w h e n a M et r o p oli s a c c e pt / r ej e ct st e p [ 8 9 ] i s u s e d. I n t hi s e q u ati o n,

P (U ) i s t h e p r o b a bilit y w ei g ht of c o n fi g u r ati o n U i n t h e p r o b a bilit y

di st ri b uti o n.
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5 .1 .1 H y bri d M o nte C arl o

T h e si m ul ati o n of q u a r k l o o p s i s n o n t ri vi al si n c e t h e G r a s s m a n n- v al-

u e d fi el d s c a n n ot b e r e p r e s e nt e d st r ai g htf o r w a r dl y i n t h e c o m p ut e r. It

c a n b e a c hi e v e d u si n g t h e H y b ri d M o nt e C a rl o ( H M C) [ 9 0 – 9 2 ] al g o-

rit h m. A n e x c ell e nt i nt r o d u cti o n i s gi v e n i n [ 8 7 ] a n d i n t h e f oll o wi n g

w e b ri e fl y r e c all t h e b a si c s of t h e al g o rit h m. We st a rt wit h t h e d ef-

i niti o n of t h e H M C al g o rit h m f o r t h e g a u g e a cti o n a n d aft e r w a r d s

d e s c ri b e t h e i n cl u si o n of q u a r k l o o p s.

T h e p a rtiti o n s u m of t h e t h e o r y i s e xt e n d e d b y m o m e nt a π (x , µ ) =

π a (x , µ )T a s u c h t h at

Z =

∫

D [U ]e − S ( U ) →

∫

D [π ]D [U ]e − 1
2 ( π ,π ) − S ( U ) , (5 .2 )

wit h

(π , π ) ≡
∑

x ,µ

π a
µ (x ), π a

µ (x ) (5 .3 )

H e r e, S (U ) i s a t h e g a u g e a cti o n d e fi n e d f r o m t h e fi el d s U . T hi s c h a n g e

i n t h e d e fi niti o n of t h e p a rtiti o n s u m d o e s n ot alt e r t h e e x p e ct ati o n

v al u e s of o b s e r v a bl e s si n c e it a m o u nt s t o a m ulti pli c ati o n of t h e o ri g-

i n al s u m wit h a c o n st a nt f a ct o r. T h e e x p o n e nt i n t h e i nt e g r al i s t h e

H a milt o ni a n

H (π , U ) =
1

2
(π , π ) + S (U ) . (5 .4 )

T h e s y st e m n o w o b e y s H a milt o n’ s e q u ati o n s of m oti o nA de fi niti o n of t he

deri v ati ve ∂ a
x ,µ c a n,

e. g., be f o u n d i n [ 9 3 ]. ∂ t π µ (x ) = −T a ∂ a
x ,µ S (u ) ≡ − F µ (x ), (5 .5 )

∂ t U µ (x ) = π µ (x )U µ (x ) (5 .6 )

i n t e r m s of a fi ctiti o u s M o nt e C a rl o ti m e t , n ot t o b e c o nf u s e d wit h

t h e E u cli d e a n ti m e. F i s t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s f o r c e. F r o m t h e

cl a s si c al e q u ati o n s of m oti o n a n d Li o u vill e’ s t h e o r e m w e k n o w t h at

t h e H a milt o ni a n a n d t h e p h a s e s p a c e v ol u m e a r e c o n s e r v e d. If t h e

e q u ati o n s of m oti o n s w e r e s ol v e d e x a ctl y, t h e H M C al g o rit h m w o ul d

b e e x a ct i n t h e s e n s e t h at

∂ t H = 0 ⇔ ∆ H = H (π , U ) − H (π ′, U ′) = 0 (5 .7 )

f o r s o m e c o n fi g u r ati o n (π ′, U ′) b a s e d o n (π , U ). I n p r a cti c e, w e c a n-

n ot i nt e g r at e e x a ctl y b ut h a v e t o r e s o rt t o n u m e ri c al m et h o d s. T h e

al g o rit h m b e c o m e s e x a ct a g ai n w h e n t h e e v ol uti o n i s c o m bi n e d wit h a

M et r o p oli s st e p wit h t h e a c c e pt a n c e p r o b a bilit y e x p ( −∆ H ). T h e H M C

al g o rit h m t h e n c o m p ri s e s t h r e e st e p s w hi c h a r e r e p e at e d f o r a n u m b e r

of t r aj e ct o ri e s:

1 . G e n e r at e r a n d o m m o m e nt a wit h a p r o b a bilit y d e n sit y p r o p o r-

ti o n al t o e x p{− 1
2 (π , π )}.
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2 . I nt e g r at e t h e e q u ati o n s of m oti o n f r o m ti m e t = 0 t o s o m e ti m e

t = τ , c all e d t r aj e ct o r y l e n gt h, a n d d et e r mi n e U ′ f r o m U a n d π . A tr aje ct or y le n gt h

of τ = 2 M D U h as

bee n s h o w n t o be a

g o o d c h oi ce

c o nsi deri n g t he

st a bilit y a n d c ost of

Q C D si m ul ati o ns

[9 4 ].

3 . A c c e pt t h e n e w c o n fi g u r ati o n wit h P a c c = mi n [1 , e x p( −∆ H )] .

T h e t r aj e ct o r y l e n gt h i s gi v e n i n m ol e c ul a r d y n a mi c s u nit s ( M D U).

5 .1 .2 I nte gr ati o n s c he mes

T h e n u m e ri c al i nt e g r ati o n of t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s e q u ati o n s ( 5 .6 )

c a n b e d o n e a c c o r di n g t o diff e r e nt i nt e g r ati o n s c h e m e s. T h e y diff e r

i n t h ei r a s s o ci at e d i nt e g r ati o n e r r o r w hi c h i s c o m p e n s at e d b y t h e

a c c e pt / r ej e ct st e p.

We di vi d e t h e i nt e g r ati o n i nt e r v al [0 , τ ] i n N 0 st e p s of si z e ϵ 0 a n d

d et e r mi n e t h e el e m e nt a r y u p d at e st e p s vi a T a yl o r e x p a n si o n t o b e

I π (ϵ 0 ) : π → π − ϵ 0 F (5 .8 )

I U (ϵ 0 ) : U → e x p (ϵ 0 π )U . (5 .9 )

I n t h e s o- c all e d l e a pf r o g i nt e g r at o r, t h e u p d at e st e p s a r e c o n n e ct e d vi a

L P F R (ϵ 0 ) = I π

(
1
2 ϵ 0

)
I U (ϵ 0 )I π

(
1
2 ϵ 0

)
(5 .1 0 )

a n d N 0 s u c h st e p s c a n b e c o m bi n e d t o i nt e g r at e f r o m 0 t o τ . O m el y a n,

M r y gl o d, a n d F ol k [ 9 5 ] i nt r o d u c e d O(1 0 0 ) diff e r e nt i nt e g r ati o n s c h e m e s,

of w hi c h t w o a r e u s e d i n o u r si m ul ati o n s. F o r t h e s e c o n d o r d e r i n-

t e g r at o r, a r e d u n d a nt p a r a m et e r λ i s i nt r o d u c e d. T h e u p d at e s c h e m e

i s

O M F 2 (ϵ 0 ) = I π (ϵ 0 λ ) I U ( 1
2 ϵ 0 )I π (ϵ 0 (1 − 2 λ )) I U ( 1

2 ϵ 0 )I π (ϵ 0 λ )) .

(5 .1 1 )

Si n c e t h e f o r c e h a s t o b e e v al u at e d t wi c e a s oft e n a s wit h t h e l e a pf r o g

m et h o d w h e n t hi s u p d at e st e p i s u s e d w e c o ul d t hi n k t h at t hi s i nt e g r a-

t o r p e rf o r m s w o r s e. It t u r n s o ut t h at t h e n o r m of t h e e r r o r c o ef fi ci e nt s

i s t e n ti m e s s m all e r w hi c h all o w s u si n g l o n g e r st e p si z e s [9 6 ] w h e n

O M F 2 i n st e a d of L P F R i s u s e d. T hi s l e a d s t o a p e rf o r m a n c e g ai n b y

a b o ut 5 0 % [ 9 7 ]. V al u e s of λ b et w e e n 1 / 6 a n d 0 .2 h a v e b e e n s h o w n We use λ = 1 / 6 i n

o ur si m ul ati o ns.t o gi v e a g o o d p e rf o r m a n c e [9 6 , 9 7 ]. T h e l e a pf r o g i nt e g r at o r a n d t h e

O M F 2 i nt e g r at o r yi el d vi ol ati o n s of t h e H a milt o ni a n c o n s e r v ati o n of

O
(
ϵ 2

0

)
.

I n o u r si m ul ati o n s w e al s o u s e t h e f o u rt h o r d e r i nt e g r at o r O M F4

w hi c h h a s 5 t u n a bl e u p d at e st e p s a n d r e d u c e s t h e i nt e g r ati o n e r r o r

t o O
(
ϵ 4

0

)
t h u s all o wi n g e v e n s m all e r st e p si z e s. I n o p e n Q C D , t h e s e a r e

gi v e n b y e q s. ( 6 3 ) a n d (7 1 ) of [9 5 ]. T h e vi ol ati o n of t h e H a milt o ni a n

c o n s e r v ati o n a s a f u n cti o n of t h e st e p- si z e f o r t h e i nt e g r at o r s L P F R,

O M F 2 a n d O M F 4 i s i n v e sti g at e d i n fi g u r e 4 of [ 9 8 ].
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5 .1 .3 H M C wit h d y n a mi c al q u ar ks

U ntil n o w, w e c o n si d e r e d H M C o nl y f o r a n u n s p e ci fi e d a cti o n. N o w,

w e l o o k at t h e a p pli c ati o n t o d y n a mi c al f e r mi o n s. F o r Q C D wit h a

d o u bl et of m a s s- d e g e n e r at e s e a q u a r k s, w e c a n e x p r e s s t h e a cti o n a sT he a p pr o xi m ati o n of

m ass- de ge ner ate u p

a n d d o w n q u ar ks is

v ali d, as l o n g as

Q E D effe cts w hi c h

h a ve a si mil ar

i m p a ct o n p h ysi c al

o bser v a bles as t he

is os pi n bre a ki n g, are

ne gle cte d [ 3 5 ].

S (U ) = S g (U ) − l n
(
d et (D † D )

)
. (5 .1 2 )

A s st at e d b ef o r e, t h e n u m e ri c r e p r e s e nt ati o n of t h e G r a s s m a n n- v al u e d

q u a r k fi el d s i s n o n-t ri vi al. We c a n ci r c u m v e nt t hi s i s s u e b y u si n g

p s e u d o-f e r mi o n fi el d s ϕ (x ) [9 9 ]. T h e s e fi el d s c a r r y a Di r a c a n d a

c ol o r i n d e x, b ut t h ei r c o m p o n e nt s a r e c o m pl e x n u m b e r s r at h e r t h a n

G r a s s m a n n n u m b e r s. We c a n u s e t h e p s e u d o-f e r mi o n fi el d s t o e x p r e s s

t h e q u a r k d et e r mi n a nt. U si n g t h e t r a n sf o r m ati o n ϕ = D η , w e c a n

w rit e
∫

D [η ]D [η † ]e − ( η ,η ) =

∫

D [ϕ ]D [ϕ † ]
1

d et (D † D )
e − ( D − 1 ϕ ,D − 1 ϕ ) .

(5 .1 3 )

It c a n b e s e e n t h at t h e d et e r mi n a nt of D † D i s t h e J a c o bi a n of t hi s

t r a n sf o r m ati o n. T hi s p r o p e rt y c a n b e u s e d t o e x p r e s s t hi s d et e r mi n a nt

vi a

d et (D † D ) =
1

Z ϕ
e − ( ϕ ,( D † D ) − 1 ϕ ) ≡

1

Z ϕ
e − S pf ( U ,ϕ ) , (5 .1 4 )

w h e r e Z ϕ i s t h e p a rtiti o n s u m i n cl u di n g t h e p s e u d o-f e r mi o n fi el d s.

We c a n n o w w rit e t h e eff e cti v e a cti o n a s

S eff (U ) = S g (U ) + S pf (U , ϕ ) (5 .1 5 )

a n d r e vi sit t h e st e p s i n t h e H M C al g o rit h m:

1 . G e n e r at e r a n d o m m o m e nt a wit h p r o b a bilit y d e n sit y p r o p o r-

ti o n al t o e x p {− 1
2 (π , π )} a n d ge ner ate pse u d o-fer mi o n fiel ds a c c or di n g

t o t he pr o b a bilit y de nsit y e x p ( −S pf ). T his c a n be d o ne vi a a n or m all y

distri b ute d fiel d η a n d ϕ = D η .

2 . I nt e g r at e t h e e q u ati o n s of m oti o n f r o m ti m e t = 0 t o t = τ a n d

d et e r mi n e U ′ f r o m U a n d π b ase d o n S eff . ϕ re m ai ns u n c h a n ge d.

3 . A c c e pt t h e n e w c o n fi g u r ati o n wit h P a c c = mi n [1 , e x p( −∆ H eff )].H eff =
1
2 (π , π ) + S eff

T h e f o r c e F i n t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s i nt e g r ati o n c a n b e s plit u p

i nt o a g a u g e f o r c e F 0 a n d a q u a r k f o r c e F 1 . It r e q ui r e s t w o i n v e r si o n s of

t h e Di r a c o p e r at o r t o d et e r mi n e F 1 w hi c h t a k e s m o st of t h e c o m p uti n g

ti m e i n t h e H M C al g o rit h m [8 7 ].
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5 .1 .4 R ati o n al H y bri d M o nte C arl o

T h e i n cl u si o n of f u rt h e r q u a r k s t o t h e s e a c a n n ot b e d o n e st r ai g htf o r-

w a r dl y wit h t h e H M C al g o rit h m. A d di n g a n ot h e r m a s s- d e g e n e r at e

p ai r of h e a vi e r q u a r k s c a n b e d o n e ( s e e, e. g., [ 1 0 0 ]), b ut t hi s i s n ot

e v e n cl o s e t o a n a p p r o xi m ati o n of t h e st r a n g e a n d c h a r m q u a r k i n

Q C D. T h e r ef o r e, it i s hi g hl y d e si r a bl e t o si m ul at e si n gl e q u a r k fl a v o r s. m c
m s

≈ 1 3 .7

T h e si m ul ati o n of si n gl e q u a r k fl a v o r s vi a H M C d o e s n ot w o r k, si n c e

t h e p o siti vit y of D c a n n ot b e g u a r a nt e e d. T h e d et e r mi n a nt of t h e

st r a n g e- q u a r k Di r a c o p e r at o r

d et (D s ) = ± |d et (D s )| (5 .1 6 )

i s o nl y g u a r a nt e e d t o b e p o siti v e, if c hi r al s y m m et r y i s e x a ctl y p r e-

s e r v e d o n t h e l atti c e [ 8 7 ]. T h e Di r a c o p e r at o r c a n t h e n b e r e pl a c e d b y

t h e n o n- n e g ati v e a n d h e r miti a n o p e r at o r

|Q s | =
(
Q 2

s

) 1 / 2
, Q s = γ 5 D s (5 .1 7 )

a n d it s d et e r mi n a nt c a n b e e x p r e s s e d b y p s e u d o-f e r mi o n fi el d s. C hi r al

s y m m et r y i s n ot p r e s e r v e d w h e n Wil s o n f e r mi o n s a r e u s e d, a s it i s

t h e c a s e i n o u r si m ul ati o n s. N e v e rt h el e s s, si n c e t h e st r a n g e q u a r k i s

c o m p a r a bl y h e a v y o n e c a n a s s u m e t h at t h e s p e ct r al g a p of t h e Di r a c

o p e r at o r i s l a r g e e n o u g h s u c h t h at t h e c o n fi g u r ati o n s wit h a n e g ati v e

d et e r mi n a nt h a v e a n e gli gi bl e w ei g ht i n t h e p a rtiti o n s u m [ 1 0 1 ]. I n a

r e c e nt p u bli c ati o n [ 1 0 2 ] it w a s p oi nt e d o ut t h at t hi s a s s u m pti o n m a y

n ot h ol d u n d e r c e rt ai n ci r c u m st a n c e s a n d a c o r r e cti o n vi a r e w ei g hti n g

h a s t o b e p e rf o r m e d i n t hi s c a s e.

T h e c al c ul ati o n of t h e i nt e g r al f o r t h e st r a n g e d et e r mi n a nt c a n b e

p e rf o r m e d wit h t h e P ol y n o mi al H y b ri d M o nt e C a rl o ( P H M C) [ 1 0 3 –

1 0 5 ] o r t h e R ati o n al H y b ri d M o nt e C a rl o ( R H M C) [1 0 6 , 1 0 7 ] al g o rit h m.

I n o u r si m ul ati o n s, w e u s e t h e l att e r.

R H M C r eli e s o n t h e r ati o n al f u n cti o n

R n ,ϵ (y ) = A
(y + a 1 )( y + a 3 ) . . . (y + a 2 n − 1 )

(y − a 2 )( y − a 4 ) . . . (y − a 2 n )
(5 .1 8 )

wit h d e g r e e [n , n ] w hi c h a p p r o xi m at e s 1 /
√

y i n t h e i nt e r v al [ϵ , 1 ] wit h

t h e s m all e st p o s si bl e r el ati v e d e vi ati o n

δ = m a x
[ϵ ,1 ]

|1 −
√

y R n ,ϵ (y ) | . (5 .1 9 )

T h e r ati o i n e q. ( 5 .1 8 ) i s c all e d t h e o pti m al r ati o n al a p p r o xi m ati o n

o r Z ol ot a r e v a p p r o xi m ati o n. T h e c o ef fi ci e nt s A > 0 a n d a 1 > a 2 >

· · · > a 2 n > 0 t h at mi ni mi z e δ , a s w ell a s δ it s elf c a n b e d et e r mi n e d

a n al yti c all y [ 1 0 8 ]. R c a n t h e n b e u s e d t o r e p r e s e nt t h e st r a n g e q u a r k

d et e r mi n a nt vi a

d et (D s ) = W s R
− 1 (5 .2 0 )
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w h e r e R = R (D †
s D ) i s a p p r o p ri at el y s c al e d t o a p p r o xi m at e t h e i n v e r s e

i n t h e c o m pl et e s p e ct r al r a n g e of D †
s D , d e n ot e d b y [r a , r b ]. T h e f a ct o rI n t he a p pli c ati o n, it

m ust be e ns ure d b y a

pr o per s c ali n g t h at

t he a p pr o xi m ati o n is

v ali d i n t he w h ole

s pe ctr al r a n ge.

W s = d et (D s R ) (5 .2 1 )

i s t h e s o- c all e d r e w ei g hti n g f a ct o r, n e e d e d t o c o r r e ct f o r t h e a p p r o xi-

m ati o n e r r o r δ .

T h e d et e r mi n a nt c a n n o w, si mil a r t o e q. ( 5 .1 4 ), b e r e p r e s e nt e d vi a

t w o p s e u d o-f e r mi o n fi el d s ϕ 1 , ϕ 2 vi a

d et (Q s ) ∝

∫

D [ϕ 1 ]D [ϕ 2 ]e − S pf ( U ,ϕ 1 ,ϕ 2 ) (5 .2 2 )

S pf =
(
ϕ 1 , (|Q s |R ) − 1 ϕ 1

)
+ ( ϕ 2 , R ϕ 2 ) . (5 .2 3 )

Si n c e t h e fi r st t e r m i s c o n st a nt u p t o d e vi ati o n of si z e δ a n d t h e r ef o r e

n e a rl y i n d e p e n d e nt of t h e g a u g e fi el d, it d o e s n ot h a v e t o b e i n cl u d e d

i n t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s H a milt o n f u n cti o n, a s l o n g it i s i n cl u d e d

i n t h e fi n al a c c e pt / r ej e ct st e p [8 7 ]. A p a rt f r o m t hi s m o di fi c ati o n, t h e

m ol e c ul a r- d y n a mi c s e v ol uti o n c a n p r o c e e d a s i n t h e H M C al g o rit h m.

5 .1 .5 Re wei g hti n g

W h e n t h e g a u g e fi el d e v ol uti o n i s p e rf o r m e d wit h t h e R H M C al g o-

rit h m, t h e si m ul at e d a cti o n d e vi at e s f r o m t h e a cti o n of t h e t h e o r y b y

t h e a p p r o xi m ati o n e r r o r of t h e Z ol ot a r e v a p p r o xi m ati o n. T hi s e r r o r i s

c o r r e ct e d wit h t h e r e w ei g hti n g f a ct o r f r o m e q. ( 5 .2 1 ). W h e n r e w ei g ht-

i n g i s a p pli e d, t h e e x p e ct ati o n v al u e of a n o b s e r v a bl e O i s d e fi n e d a s

[1 0 9 ]

⟨O ⟩ w =
⟨O W ⟩

⟨W ⟩
(5 .2 4 )

w h e r e ⟨.⟩ i s t h e u s u al e x p e ct ati o n v al u e a n d W i s t h e r e w ei g hti n g

f a ct o r. F r o m n o w o n, w e a s s u m e t h at t hi s r e pl a c e m e nt i s d o n e f o r all

e x p e ct ati o n v al u e s if it i s n e c e s s a r y a n d o mit t h e s u b s c ri pt w .

T h e r e w ei g hti n g f a ct o r W s f r o m e q. (5 .2 1 ) c a n b e d et e r mi n e d vi a

st o c h a sti c e sti m ati o n. Wit h t h e r a n d o m n oi s e fi el d s η i , t h e f a ct o r W s

o n a si n gl e c o n fi g u r ati o n i s gi v e n b yWe c h o ose t he

n u m ber of p oles N

s u c h t h at

1 2 N e δ 2 ⩽ 1 0 − 4 ,

w here N e is t he

n u m ber of e ve n

l atti ce p oi nts a n d δ

w as i ntr o d u ce d i n

e q. ( 5 .1 9 ).

W s =

N∑

j = 1

e x p
{

−
(
η j , (1 + Z ) − 1 / 2 η j

) }
, (5 .2 5 )

w h e r e

Z = D † D R 2 − 1 . (5 .2 6 )

If t h e n u m b e r of p ol e s i s c h o s e n a p p r o p ri at el y, t h e fl u ct u ati o n s i n t h e

r e w ei g hti n g f a ct o r a r e g u a r a nt e e d t o b e s m all a n d o n e n oi s e fi el d i s

s uf fi ci e nt t o d et e r mi n e W s p r e ci s el y [ 1 0 8 ].
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5 .2 f r e q u e n c y s p l i t t i n g

T h e i n cl u si o n of t h e st r a n g e q u a r k a d d s a t hi r d f o r c e t o t h e m ol e c-

ul a r- d y n a mi c s e q u ati o n s w hi c h h a s t o b e d et e r mi n e d wit h it e r ati v e

m et h o d s. T h e st e p si z e ϵ 0 , t h e st r e n gt h of t h e f o r c e s a n d t h e a c c e p-

t a n c e r at e a r e cl o s el y c o n n e ct e d. If t h e f o r c e i s l a r g e r i n m a g nit u d e,

it r e q ui r e s s m all e r st e p si z e s i n o r d e r t o a c hi e v e t h e s a m e a c c e pt a n c e

r at e.

It t u r n s o ut t h at t h e q u a r k f o r c e s a r e a n o r d e r of m a g nit u d e s m all e r

t h a n t h e f o r c e d e ri vi n g f r o m t h e g a u g e fi el d [5 9 ]. T hi s l e a d t o t h e i d e a

of u si n g diff e r e nt i nt e g r ati o n st e p si z e s f o r diff e r e nt f o r c e s [ 1 1 0 , 1 1 1 ].

If w e c o n si d e r t h e g a u g e f o r c e F 0 , a q u a r k f o r c e F 1 wit h st e p si z e s

ϵ 0 =
τ

N 0 N 1
, ϵ 1 =

τ

N 1
(5 .2 7 )

a n d t h e l e a pf r o g i nt e g r at o r ( 5 .1 0 ), w e c a n c o n st r u ct a s o- c all e d hi e r a r-

c hi c al i nt e g r ati o n s c h e m e:

L P F R 0 (ϵ 0 ) = I π ,0

(
1
2 ϵ 0

)
I U (ϵ 0 )I π ,0

(
1
2 ϵ 0

)
(5 .2 8 )

L P F R 1 (ϵ 1 ) = I π ,1

(
1
2 ϵ 0

)
[L P F R 0 (ϵ 0 )]N 0 I π ,0

(
1
2 ϵ 1

)
, (5 .2 9 )

w h e r e t h e n ot ati o n of t h e st e p I π i nt r o d u c e d i n e q. (5 .8 ) h a s b e e n

r e pl a c e d b y

I π ,k (ϵ k ) = π → π − ϵ k F k . (5 .3 0 )

T hi s s c h e m e c a n b e g e n e r ali z e d t o a n y n u m b e r of f o r c e s, u si n g dif-

f e r e nt i nt e g r ati o n s c h e m e s f o r e v e r y l e v el. Hi e r a r c hi c al i nt e g r ati o n

s c h e m e s c a n l e a d t o e v e n l a r g e r p e rf o r m a n c e g ai n s, if f r e q u e n c y s plit-

ti n g of t h e q u a r k d et e r mi n a nt i s u s e d.

5 .2 .1 H ase n b us c h s plitti n g

T h e s o- c all e d H a s e n b u s c h f r e q u e n c y s plitti n g [ 1 1 2 ] i s u s e d t o s plit u p

t h e d et e r mi n a nt of t h e m a s s- d e g e n e r at e p ai r of li g ht q u a r k s vi a

|d et (D )|2 = d et
(
D D † + µ 2

n

)
d et

(
D D †

D D † + µ 2
1

)

×

n − 1∏

i = 1

d et

(
D D † + µ 2

i

D D † + µ 2
i + 1

)

(5 .3 1 )

wit h t u n a bl e p a r a m et e r s µ n < µ n − 1 < · · · < µ 1 . I n t h e H M C al g o-

rit h m, t h e f a ct o ri z e d d et e r mi n a nt s a r e a g ai n r e p r e s e nt e d b y p s e u-

d o-f e r mi o n s wit h t h e a cti o n

S pf (U , ϕ ) =
(
ϕ n , (D D † + µ 2

n ) − 1 ϕ n

)

+

n − 1∑

i = 1

(
ϕ i , (D D † + µ 2

i + 1 )( D D † + µ 2
i ) − 1 ϕ i

)

+
(
ϕ 0 , ϕ 0 + µ 1 (D D † ) − 1 ϕ 0

)
. (5 .3 2 )
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It w a s f o u n d f o r n = 2 t h at t h e fl u ct u ati o n of t h e f o r c e i s r e d u c e d

s u c h t h at t h e st e p- si z e c a n b e i n c r e a s e d b y a f a ct o r of t w o t o a c hi e v e

a si mil a r a c c e pt a n c e r at e [ 1 1 3 ]. L at e r it w a s f o u n d t h at t h e d o mi n a nt

c o nt ri b uti o n c o m e s f r o m t h e fi r st f a ct o r i n e q. ( 5 .3 1 ) [1 1 4 ]. T h e diff e r e nt

f o r c e s d e ri vi n g f r o m t h e f a ct o ri z ati o n c a n b e i nt e g r at e d o n diff e r e nt

ti m e s c al e s t o f u rt h e r i n c r e a s e t h e p e rf o r m a n c e.

T u ni n g t h e p a r a m et e r s µ i i s n o n-t ri vi al. If s e v e r al f a ct o r s a r e u s e d,

a hi e r a r c h y a c c o r di n g t o t h e s c h e m e µ n = 1 a n d µ i
µ i − 1

= 1 0 l e a d s t o a

g o o d p e rf o r m a n c e [ 5 9 ]. F r o m t h e s h a d o w H a milt o ni a n a p p r o a c h, it

w a s f o u n d t h at t h e c o st d o n ot s c al e wit h ∆ H , b ut wit h it s v a ri a n c e

[1 1 5 , 1 1 6 ]. T h e s h a d o w H a milt o ni a n c a n b e u s e d t o o pti mi z e t h e

p a r a m et e r s µ i b e y o n d t h e si m pl e r ul e gi v e n a b o v e [ 1 1 7 , 1 1 8 ].

5 .2 .2 S plitti n g t he r ati o n al deter mi n a nt

F r e q u e n c y s plitti n g c a n al s o b e i nt r o d u c e d f o r t h e r ati o n al d et e r mi-

n a nt [ 1 0 7 ]. I n t hi s c a s e, t h e r ati o n al f u n cti o n R gi v e n b y e q. ( 5 .1 8 ) i s

f a ct o ri z e d i n s e v e r al t e r m s

P k ,l =

k∏

i = k

y + a 2 j − 1

y + a 2 j
(5 .3 3 )

l e a di n g t o

d et
(
R − 1

n ,ϵ

)
∝ d et

(
P − 1

1 ,j

)
d et

(
P − 1

j + 1 ,k

)
· · · d et

(
P − 1

m + 1 ,n

)
. (5 .3 4 )

A s i n t h e ot h e r c a s e s, t hi s f a ct o ri z ati o n c a n b e si m ul at e d u si n g a n

a c c o r di n g n u m b e r of p s e u d o-f e r mi o n fi el d s i n t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s

e v ol uti o n. T h e a cti o n i n v ol v e d i n t h e i nt e g r ati o n c a n b e e x p r e s s e d b y

S R H M C
pf = S

( 1 ,j )
pf + S

( j + 1 ,k )
pf + · · · + S

( m + 1 ,n )
pf (5 .3 5 )

w h e r e t h e si n gl e t e r m s a r e gi v e n b y

S
( i ,j )
pf =

(
ϕ

( i ,j )
2 , P i ,j ϕ

( i ,j )
2

)
. (5 .3 6 )

H e r e, w e o nl y l o o k at t h e p a rt of t h e a cti o n t h at i s t a k e n i nt o a c c o u nt

i n t h e i nt e g r ati o n a s d e s c ri b e d i n e q. (5 .2 3 ). A s it i s t h e c a s e f o r

H a s e n b u s c h f r e q u e n c y s plitti n g, t hi s t h e f a ct o ri z ati o n of t h e r ati o n al

d et e r mi n a nt all o w s t o s e p a r at e f o r c e s wit h diff e r e nt s c al e s i n t h e

m ol e c ul a r- d y n a mi c s e v ol uti o n. T h e s e f o r c e s c a n b e i nt e g r at e d o n

diff e r e nt ti m e s c al e s a n d t r e at e d wit h diff e r e nt s ol v e r s.

5 .2 .3 T wiste d m ass re wei g hti n g

T h e Wil s o n Di r a c o p e r at o r i s n ot p r ot e ct e d a g ai n st ei g e n v al u e s s m all e r

t h a n t h e b a r e q u a r k m a s s, si n c e c hi r al s y m m et r y i s b r o k e n. T h e r ef o r e,

t h e fi el d s p a c e i s di vi d e d b y s u rf a c e s of z e r o ei g e n v al u e s w hi c h a r e
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b a r ri e r s of i n fi nit e a cti o n. If t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s e v ol uti o n w a s

d o n e e x a ctl y, t h e s e b a r ri e r s c o ul d n ot b e c r o s s e d [ 6 0 ]. T hi s p r o bl e m We d o n ot e x pe ct

t his pr o ble m t o be

prese nt i n

si m ul ati o ns i n t he

S c hr ö di n ger

f u n cti o n al, d ue t o

t he g a p bel o w t he

l o west ei ge n v al ues.

c a n b e o v e r c o m e b y a d di n g a s m all t wi st e d- m a s s t e r m µ 0 i n t h e a cti o n

w hi c h h a s t o b e c o m p e n s at e d f o r b y a n ot h e r r e w ei g hti n g f a ct o r W 0

[5 9 , 1 0 9 ]. Eff e cti v el y, t hi s a m o u nt s t o a p pl yi n g t h e t r a n sf o r m ati o n

m 0 → m 0 + i µ0 γ 5 (5 .3 7 )

t o t h e Di r a c o p e r at o r of t h e p ai r of li g ht q u a r k s.

E q u ati o n ( 5 .3 1 ) i s t h e n c h a n g e d t o

|d et (D )|2 = d et
(
D D † + µ 2

n

)
d et

(
D D † + µ 2

0

D D † + 2 µ 2
0

)

×

n − 1∏

i = 0

d et

(
D D † + µ 2

i

D D † + µ 2
i + 1

)

. (5 .3 8 )

A l a r g e r v al u e of µ 0 t e n d s t o st a bili z e t h e al g o rit h m, b ut it al s o i n-

c r e a s e s t h e fl u ct u ati o n of t h e r e w ei g hti n g f a ct o r. It i s d e si r a bl e t o h a v e

littl e fl u ct u ati o n s b e c a u s e ot h e r wi s e t h e p r e ci si o n f o r o b s e r v a bl e s wit h

s m all c o r r el ati o n t o W 0 i s r e d u c e d [6 0 , 1 1 9 ].

5 .3 s o l v e r

T h e Di r a c e q u ati o n o n t h e l atti c e i s a c o u pl e d s y st e m of n o n-li n e a r

e q u ati o n s w hi c h c a n n ot b e s ol v e d a n al yti c all y. N u m e ri c al m et h o d s

h a v e t o b e u s e d t o i n v e rt t h e Di r a c m at ri x. D u ri n g t h e i nt e g r ati o n of

t h e m ol e c ul a r- d y n a mi c s e q u ati o n s, w e h a v e t o p e rf o r m t hi s i n v e r si o n

f o r e v e r y p s e u d o-f e r mi o n fi el d. W hil e t hi s l o o k s li k e a gi a nt o v e r h e a d,

t h e u s e of a p p r o p ri at e s ol v e r s c a n l e a d t o a si g ni fi c a nt s p e e d u p a n d

t h e r e b y e n a bl e u s t o si m ul at e li g ht q u a r k s o n fi n e l atti c e s.

We ill u st r at e t h e c h all e n g e i n t hi s p a r a m et e r r e gi o n b y a n i n v e sti-

g ati o n of t h e c o n diti o n n u m b e r κ (D ) of t h e Di r a c o p e r at o r w hi c h i s

d e fi n e d b y

κ (D ) = ||D ||||D − 1 ||, (5 .3 9 )

w h e r e ||.|| i s a n a p p r o p ri at e n o r m f o r D . We c a n e x p r e s s κ vi a [ 8 7 ] A p ossi ble n or m is

gi ve n i n A p pe n di x B

of [ 1 2 0 ]
κ (D ) =

(
r b

r a

) 1 / 2

∝ (a m ) − 1 (5 .4 0 )

w h e r e w e d e n ot e t h e e xt r e m al ei g e n v al u e s of D † D n y r a a n d r b .

T h e a c c u r a c y of t h e s ol uti o n i s li mit e d b y t hi s c o n diti o n n u m b e r.

M a n y al g o rit h mi c i m p r o v e m e nt s i n it e r ati v e s ol v e r s a r e a c hi e v e d a

t r a n sf o r m ati o n of D s u c h t h at t h e c o n diti o n n u m b e r of t h e i n v e rt e d

o p e r at o r i s r e d u c e d.

I n t h e H M C al g o rit h m, a p e rf o r m a n c e g ai n f o r s u b s e q u e nt s ol v e s

c a n b e a c hi e v e d b y t h e c h r o n ol o gi c al i n v e r si o n m et h o d [ 1 2 1 ]. H e r e,
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t h e s ol uti o n f r o m t h e l a st n s ol v e s i s e xt r a p ol at e d t o t h e c u r r e nt M o nt e

C a rl o ti m e a n d u s e d a s st a rti n g p oi nt f o r t h e n e w s ol v e. Wit h t hi s

s et u p, t h e s ol uti o n c a n b e f o u n d u si n g l e s s it e r ati o n s.

I n t h e f oll o wi n g w e will d e s c ri b e t h e s ol v e r s t h at a r e p a rt of t h eSi n ce t he Wils o n

Dir a c o per at or h as

o nl y

ne arest- nei g h b or

i nter a cti o ns, all

s ol vers i n t his

se cti o n are well

s uite d f or t he

i n versi o n of s p arse

m atri ces

o p e n Q C D p a c k a g e, si n c e t h e s e h a v e b e e n u s e d i n t h e c o u r s e of o u r

si m ul ati o n s. F r o m t h e t e c h ni c al p oi nt of vi e w, t h e s ol v e r s i m pl e m e nt e d

i n t hi s p a c k a g e a r e st at e- of-t h e- a rt.

5 .3 .1 C o nj u g ate Gr a die nt s ol ver

T h e C o nj u g at e G r a di e nt ( C G) [ 1 2 2 ] s ol v e r i s o n e v a ri a nt of m a n y

s o- c all e d K r yl o v s u b s p a c e s ol v e r s. D e ri v ati o n s of t h e al g o rit h m c a n

b e f o u n d i n [ 1 2 3 , 1 2 4 ] a n d it s u s e f o r l atti c e fi el d t h e o r y i s d e s c ri b e d

i n [1 4 , 8 8 ].

T h e m ai n i d e a of t h e al g o rit h m i s t o s ol v e t h e e q u ati o n

A · x = b (5 .4 1 )

b y mi ni mi zi n g t h e f u n cti o n

f (x ) =
1

2
x · A · x − b · x (5 .4 2 )

w hi c h i s mi ni m al, w h e n it s g r a di e nt

∇ f = A · x − b (5 .4 3 )

v a ni s h e s. T h e mi ni mi z ati o n i s o bt ai n e d b y a n it e r ati v e c o n st r u cti o n of

v e ct o r s p k w hi c h mi ni mi z e f (x k + α k p k ) w h e r e

x k = x k − 1 + α k − 1 p k − 1 . (5 .4 4 )

T h e v e ct o r s p k a r e o rt h o g o n al t o A · p i wit h i ≠ k a n d b uil d u p a

v e ct o r s p a c e, t h e s o- c all e d K r yl o v s u b s p a c e

K k =( p 0 , . . . , p k ) . (5 .4 5 )

A s a r e s ult, x k + 1 mi ni mi z e s f o v e r t h e w h ol e s p a c e K k [1 2 4 ]. Si n c e

t h e m at ri x A i n e q. (5 .4 1 ) h a s t o b e p o siti v e d e fi nit e a n d s y m m et ri c f o r

t hi s p r o c e d u r e t o w o r k, t h e c o nj u g at e g r a di e nt s ol v e r c a n b e u s e d t o

s ol v e

D † D ψ = η . (5 .4 6 )

5 .3 .2 M ulti-s hift C o nj u g ate Gr a die nt s ol ver

T h e M ulti- S hift C o nj u g at e G r a di e nt ( M S C G) s ol v e r [ 1 2 5 , 1 2 6 ] i s a n

e xt e n si o n t o t h e C G s ol v e r. It all o w s t o s ol v e n + 1 e q u ati o n s

A · x = b (A + s i ) · x = b , i ∈ [1 , n ] (5 .4 7 )
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at o n c e [ 1 2 7 ]. T hi s c a n b e u s e d f o r t h e d et e r mi n ati o n of v al e n c e q u a r k

p r o p a g at o r s wit h diff e r e nt q u a r k m a s s e s a n d ( e v e n m o r e i m p o rt a nt)

i n t h e R H M C al g o rit h m. H e r e, t h e s ol v e r c a n b e u s e d i n t h e d e-

t e r mi n ati o n of t h e f o r c e s f r o m (5 .3 6 ), b a s e d o n t h e f a ct o r s i n (5 .3 3 )

[1 0 8 ].

5 .3 .3 E ve n- o d d pre c o n diti o ni n g

A s m e nti o n e d i n t h e i nt r o d u cti o n of t hi s s e cti o n, a d e c r e a s e of t h e

c o n diti o n n u m b e r of t h e Di r a c m at ri x l e a d s t o a n i n c r e a s e of t h e

p e rf o r m a n c e of i n v e r si o n s. T h e r e d u cti o n of κ (D ) c a n b e a c hi e v e d

b y a t r a n sf o r m ati o n of t h e Di r a c m at ri x. T hi s t e c h ni q u e i s c all e d

p r e c o n diti o ni n g. N o w a d a y s, t h e r e e xi st a n u m b e r of p r e c o n diti o ni n g

al g o rit h m s w hi c h u s e i nf o r m ati o n o n t h e s y st e m of e q u ati o n s t o

t r a n sf o r m t h e m i n a p r o fit a bl e m a n n e r.

E v e n- o d d p r e c o n diti o ni n g [ 1 2 0 ] i s i n s pi r e d b y t h e st r u ct u r e of t h e

Wil s o n Di r a c o p e r at o r. It i s b a s e d o n t h e f a ct t h at o nl y n e a r e st- n ei g h-

b o r i nt e r a cti o n s a r e p r e s e nt i n t h e Di r a c o p e r at o r. A l atti c e p oi nt i s

cl a s si fi e d o d d o r e v e n b a s e d o n t h e p a rit y of t h e s u m of it s c o o r di n at e s

x 0 + x 1 + x 2 + x 3 . Aft e r w a r d s, e v e r y q u a r k fi el d ψ c a n b e s plit u p i nt o

t w o p a rt s

ψ = ψ e ψ o ,  w h e r e ψ e (x )|x o d d = 0 ψ o (x )|x e v e n = 0 (5 .4 8 )

a n d if t h e l atti c e p oi nt s a r e l a b el e d s u c h t h at t h e e v e n p oi nt s c o m e

fi r st, t h e Di r a c o p e r at o r c a n b e w ritt e n i n t h e bl o c k f o r m

D =

(
D e e D e o

D o e D o o

)

. (5 .4 9 )

H e r e, t h e fi r st c ol u m n a ct s o n t h e e v e n p oi nt s a n d t h e s e c o n d c ol u m n

o n t h e o d d o n e s. We c a n s ol v e t h e t w o e q u ati o n s i n t h e s y st e m

(
D e e D e o

D o e D o o

) (
ψ e

ψ o

)

=

(
η e

η o

)

(5 .5 0 )

t o a r ri v e at t h e e q u ati o n

(D e e − D e o D − 1
o o D o e )ψ e = η e − D e o D − 1

o o η 0 (5 .5 1 )

f o r ψ e . T h e s ol uti o n of t hi s e q u ati o n c a n b e u s e d t o d et e r mi n e ψ o vi a

ψ o = D − 1
o o (η o − D o e ψ e ) . (5 .5 2 )

T h e o p e r at o r

D̂ = D e e − D e o D − 1
o o D o e , (5 .5 3 )
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w hi c h i s t h e S c h u r c o m pl e m e nt of D [8 8 ], i s c all e d t h e e v e n- o d d

p r e c o n diti o n e d Di r a c o p e r at o r a n d w e c a n f a ct o ri z e t h e d et e r mi n a nt

of t h e o ri gi n al o p e r at o r i nt o

d et (D ) = d et (D o o ) d et ( D̂ ) . (5 .5 4 )

A s a c o n s e q u e n c e of e v e n o d d- p r e c o n diti o ni n g, o nl y D o o h a s t o b e

i n v e rt e d. T h e c o m pl e xit y r e d u c e s e v e n f u rt h e r si n c e d et(D o o ) c a n b e

f a ct o ri z e d i nt o a p r o d u ct of d et e r mi n a nt s o n t h e o d d sit e s of t h e l atti c e

[1 2 0 ].

E v e n- o d d p r e c o n diti o ni n g c a n b e c o m bi n e d wit h t h e al g o rit h mi c

t e c h ni q u e s f o r s ol v e r s p r e s e nt e d a b o v e. T h e c h a n g e of t h e d e fi niti o n

of t h e Di r a c o p e r at o r t h e n h a s t o b e t r a n sl at e d i nt o t h e p r e s e nt e d

f o r m ul a e.

5 .3 .4 Bl o c k pre c o n diti o ni n g

T h e i d e a of e v e n- o d d p r e c o n diti o ni n g c a n b e e xt e n d e d t o bl o c k s of

l atti c e p oi nt s. T h e S c h w a r z alt e r n ati n g p r o c e d u r e c a n b e u s e d f o r s u c h

p r e c o n diti o ni n g [ 1 2 8 , 1 2 9 ].

H e r e, t h e l atti c e i s di vi d e d i nt o e q u al si z e d bl o c k s Λ i . F o r e v e r y

si n gl e bl o c k, w e c a n d e fi n e Λ i a s t h e s et of p oi nt s wit hi n t h e bl o c k

a n d Λ ∗
i a s t h e s et of p oi nt s o ut si d e t h e bl o c k. We d e n ot e wit h ∂ Λ i t h e

b o u n d a r y p oi nt s i nsi de t h e bl o c k a n d wit h ∂ Λ ∗
i t h e b o u n d a r y p oi nt s

o utsi de t h e bl o c k. T h e Di r a c m at ri x c a n t h e n, si mil a r t o e q. (5 .4 9 ), b e

w ritt e n i n t h e bl o c k f o r m

D =

(
D̃ Λ i

D̃ ∂ Λ i

D̃ ∂ Λ ∗
i

D̃ Λ ∗
i

)

. (5 .5 5 )

F oll o wi n g [ 1 2 9 ], w e c a n d e fi n e m at ri c e s a cti n g o n t h e w h ol e l atti c e a sT his is t he s a me as

i m p osi n g Diri c hlet

b o u n d ar y c o n diti o ns

o n ∂ Λ i [1 2 8 ]. D Λ i
=

(
D̃ Λ i

0

0 0

)

, D Λ ∗
i

=

(
0 0

0 D̃ Λ ∗
i

)

, . . . (5 .5 6 )

i n o r d e r t o w rit e t h e Di r a c o p e r at o r a s

D = D Λ i
+ D Λ ∗

i
+ D ∂ Λ i

+ D ∂ Λ ∗
i
. (5 .5 7 )

T h e al g o rit h m of t h e S c h w a r z alt e r n ati n g p r o c e d u r e n o w fi n d s a gl o b alAs i n t he

S c hr ö di n ger

f u n cti o n al, D Λ i
is

n ot e x pe cte d t o

be c o me

ill- c o n diti o ne d, d ue

t o t he i nfr are d

c ut- off o n gl u o n a n d

q u ar k m o des b y t he

b o u n d ar y c o n diti o ns

[1 2 8 ].

s ol uti o n b y it e r ati v el y s ol vi n g t h e e q u ati o n

D ψ ′(x )|x ∈ Λ i
= η (x ), ψ ′(x )|i ̸ ∈Λ i

= ψ (x ) (5 .5 8 )

bl o c k b y bl o c k. H e r e, t h e fi el d ψ (x ) w hi c h i s d e fi n e d o n t h e w h ol e

l atti c e i s t h e s ol uti o n b ef o r e bl o c k Λ i h a s b e e n vi sit e d a n d ψ ′(x ) t h e

s ol uti o n aft e r w a r d s. F o r t h e st a rt of t h e p r o c e d u r e, ψ (x ) = 0 c a n b e
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c h o s e n. We c a n n o w di vi d e t h e bl o c k s i nt o t h e s u b s et of e v e n bl o c k s

Ω a n d t h e s u b s et of all o d d bl o c k s Ω ∗ ,

Λ i ∈ Ω ∀ i o d d (5 .5 9 )

Λ i ∈ Ω ∗ ∀ i e v e n . (5 .6 0 )

T h e p r o c e s s of s ol vi n g ( 5 .5 8 ) l e a v e s t h e fi el d o ut si d e of Λ i u n c h a n g e d.

T hi s c h a n g e aff e ct s t h e f oll o wi n g s ol uti o n o n Λ i a n d o n t h e n ei g h-

b o ri n g bl o c k s. All ot h e r bl o c k s i n t h e s a m e s et Ω ( ∗ ) a r e u n aff e ct e d.

T h e r ef o r e, it i s p o s si bl e t o u p d at e all bl o c k s i n Ω o r Ω ∗ si m ult a n e o u sl y.

A n u p d at e o n Ω , f oll o w e d b y a n u p d at e o n Ω ∗ i s c all e d a S c h w a r z

c y cl e.

T h e r at e of c o n v e r g e n c e of t hi s al g o rit h m i s n ot g o o d e n o u g h t o

c o m p et e wit h ot h e r al g o rit h m s, b ut it c a n b e c h o s e n a s p r e c o n diti o ni n g

p r o c e d u r e f o r a K r yl o v s ol v e r. I n c o nt r a st t o e v e n- o d d p r e c o n diti o ni n g,

w e d o n ot p r e c o n diti o n t h e Di r a c m at ri x b ut r at h e r c o m p ut e a n a p-

p r o xi m at e s ol uti o n f o r t h e Di r a c e q u ati o n. T h e r ef o r e, it i s s uf fi ci e nt t o n c y = 4 a n d

n m r = 5 are

e xe m pl ar y v al ues.
u s e a s m all n u m b e r of S c h w a r z c y cl e s n c y a n d i n si d e t h e s e c y cl e s o nl y

a s m all n u m b e r of s ol v e r it e r ati o n s n m r f o r e q. (5 .5 8 ). T h e s p e e d c a n

b e f u rt h e r e n h a n c e d b y t h e u s e of si n gl e p r e ci si o n i n st e a d of d o u bl e

p r e ci si o n f o r t hi s “ sl o p p y ” s ol v e. Aft e r w a r d s, a K r yl o v s ol v e r c a n b e

u s e d t o c o m p ut e t h e p r e ci s e s ol uti o n. T hi s c a n b e d o n e wit h si g nif-

i c a ntl y l e s s eff o rt t h a n i n t h e n o n- p r e c o n diti o n e d c a s e. I n o p e n Q C D ,

t h e mi ni m al r e si d u al al g o rit h m i s u s e d f o r t h e sl o p p y a n d t h e G C R

al g o rit h m f o r t h e p r e ci s e s ol v e. T h e l att e r i s d e s c ri b e d i n f ull d et ail i n

[1 2 9 ] a n d g u a r a nt e e s t h e c o r r e ct s ol uti o n, e v e n if t h e p r e c o n diti o ni n g

i s d o n e i n e x a ctl y.

I n a d diti o n t o n c y a n d n m r , t h e bl o c k si z e i s a n ot h e r t u n a bl e p a r a m-

et e r. L a r g e r bl o c k s l e a d t o a b ett e r p r e c o n diti o ni n g b ut al s o c o n s u m e

m o r e ti m e i n t h e bl o c k s ol v e. If t h e bl o c k s fit o n t h e l o c al l atti c e s

o n si n gl e C P U c o r e s, a l ot of c o m m u ni c ati o n c a n b e a v oi d e d, si n c e

o nl y t h e b o u n d a ri e s of t h e bl o c k s h a v e t o b e c o m m u ni c at e d. T hi s i s

e s p e ci all y i m p o rt a nt f o r l a r g e l atti c e s w hi c h a r e s plit i n m a n y l o c al

l atti c e s. F or t he f or m ul ati o n

of a n

S A P- pre c o n diti o ne d

H M C al g orit h m see

[1 3 0 ].

Bl o c k p r e c o n diti o ni n g c a n b e c o m bi n e d wit h e v e n- o d d p r e c o n di-

ti o ni n g f o r t h e bl o c k s ol v e s gi v e n b y e q. (5 .5 8 ). I n t hi s c a s e, t h e Di r a c

o p e r at o r h a s t o b e a dj u st e d a p p r o p ri at el y.

5 .3 .5 De fl ati o n a c celer ati o n

T h e m o st r e c e ntl y d e v el o p e d t e c h ni q u e u s e d i n o u r si m ul ati o n s i s t h e

s o- c all e d d e fl ati o n a c c el e r ati o n [ 8 0 , 8 1 ]. T h e g e n e r al i d e a i s t o p r oj e ct

t h e s o u r c e o n a s u b s p a c e w hi c h i s o rt h o g o n al t o t h e ei g e n v e ct o r s of

t h e s m all e st ei g e n v al u e s of t h e Di r a c o p e r at o r i n o r d e r t o d e c r e a s e t h e

c o n diti o n n u m b e r of t h e s y st e m. I nf o r m ati o n o n t h e s e ei g e n v e ct o r s i s

r e q ui r e d t o p e rf o r m t h e p r oj e cti o n.
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If o n e u s e s t h e p r oj e cti o n i n l a r g e v ol u m e, o n e e n c o u nt e r s a p r o bl e m

w hi c h i s c o n n e ct e d t o a p r o p e rt y of t h e Di r a c o p e r at o r of Q C D. T h e

B a n k s- C a s h e r r el ati o n st at e s t h at t h e d e n sit y of ei g e n v al u e s λ k of t h e

m a s sl e s s Di r a c o p e r at o r at t h e o ri gi n i s p r o p o rti o n al t o t h e q u a r k

c o n d e n s at e i n t h e c hi r al li mit [ 1 3 1 ]. I n fi nit e s p a c e-ti m e, t hi s l e a d s

t o a n i n c r e a s e of t h e n u m b e r of l o w m o d e s w hi c h i s p r o p o rti o n al t o

t h e v ol u m e V . Wit h t h e t e r m l o w m o d e s w e d e s c ri b e m o d e s wit h

ei g e n v al u e s b el o w s o m e b o u n d a r y M . T h e c o m p ut ati o n al eff o rt f o r

a n e x a ct p r oj e cti o n i n c r e a s e s wit h O (V 2 ) [8 7 ].W he n c hir al

s y m metr y is br o ke n,

e. g., w he n usi n g

Wils o n q u ar ks, t he

ei ge n v al ues are n ot

pr ote cte d fr o m

fl u ct u ati o ns t o w ar ds

zer o.

T h e ei g e n v al u e s of t h e m a s si v e o p e r at o r D † D a r e gi v e n b y α k =

m 2 + λ 2
k . A d e c r e a s e i n t h e q u a r k m a s s t h u s r e s ult s i n l o w e r ei g e n-

v al u e s, a n i n c r e a s e d c o n diti o n n u m b e r a n d t h e r ef o r e i n a hi g h e r

c o m p ut ati o n al eff o rt. I n e x a ct, d o m ai n- d e c o m p o s e d d e fl ati o n r e m o v e s

t h e st r o n g d e p e n d e n c e of t h e c o m p ut ati o n al eff o rt o n t h e q u a r k m a s s

a n d at t h e s a m e ti m e a v oi d s t h e O (V 2 ) s c ali n g.

T h e g e n e r al i d e a of d e fl ati o n i s o utli n e d i n [ 8 7 ] a n d t h e e x a ct p r o c e-

d u r e w hi c h i s u s e d i n o u r si m ul ati o n s, i s d e s c ri b e d i n A p p e n di x A of

[8 1 ]. H e r e, w e c oll e ct t h e b a si c i n g r e di e nt s.

T h e p r oj e cti o n of t h e Di r a c e q u ati o n o nt o t h e ei g e n v al u e s α k i s

d e fi n e d b y

P ′ψ =

N∑

k = 1

v k (v k , ψ ) , (5 .6 1 )

w h e r e v k d e n ot e t h e ei g e n v e ct o r s. T h e c al c ul ati o n of t h e s e ei g e n v e ct o r s

b e c o m e s v e r y e x p e n si v e f o r l a r g e v ol u mi n a. T h e r ef o r e, t h e s o- c all e d

i n e x a ct d e fl ati o n i s u s e d. H e r e, a p r oj e cti o n o nt o a n o rt h o n o r m al s et

of N fi el d s ϕ k vi aT he c o nstr u cti o n of

t he fiel ds ϕ k is

o utli ne d bel o w.
P ψ =

N∑

k = 1

ϕ k (ϕ k , ψ ) (5 .6 2 )

i s c o n si d e r e d. T hi s p r oj e ct o r i s u s e d t o d e fi n e t h e l eft a n d ri g ht

p r oj e ct o r s

P L = 1 − D P (P D P ) − 1 P (5 .6 3 )

P R = 1 − P (P D P ) − 1 P D (5 .6 4 )

w hi c h a r e e m pl o y e d t o d e c o u pl e t h e Di r a c e q u ati o n i nt o a “littl e ”

s y st e m

⇔ D (1 − P R )ψ = ( 1 − P L )η (5 .6 5 )

D ψ ∥ = η ∥ (5 .6 6 )

a n d a d e fl at e d s y st e m

⇔ D P R ψ = P L η (5 .6 7 )

D ψ ⊥ = η ⊥ . (5 .6 8 )
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T h e s ol uti o n of t h e littl e s y st e m i s e a s y t o c o m p ut e a n d t h e c o n diti o n

n u m b e r of t h e d e fl at e d s y st e m i s si g ni fi c a ntl y s m all e r, if t h e l o w m o d e s

a r e ef fi ci e ntl y p r oj e ct e d o ut.

T h e p r o c e s s i s r e fi n e d b y di vi di n g t h e l atti c e i nt o n o n- o v e rl a p pi n g

bl o c k s Λ , a s it w a s d o n e i n s e cti o n 5 .3 .4 . Wit h t h e o rt h o n o r m al fi el d s

ϕ Λ
1 . . . ϕΛN s

o n t h e bl o c k s Λ , t h e p r oj e cti o n A l ar ger v al ue of N s

i m pr o ves t he

pr oje cti o n b ut

i n cre ases t he c ost.P =
∑

Λ

P Λ , P Λ ψ =

N s∑

k = 1

ϕ Λ
k (ϕ Λ

k , ψ ) (5 .6 9 )

i s u s e d. Si n c e t h e di m e n si o n of t h e bl o c k s i s p r o p o rti o n al t o t h e

v ol u m e, t h e c o m p ut ati o n al eff o rt i s l o w e r e d f r o m O (N s V 2 ) t o O(N s V ).

T h e fi r st st e p w h e n s ol vi n g t h e Di r a c e q u ati o n wit h a d e fl at e d

s ol v e r i s t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e. T hi s i s a c hi e v e d b y

it e r ati v el y c o n st r u cti n g l o w- p r e ci si o n s ol uti o n s of ϕ k ,i = D − 1 ϕ k ,i − 1 , T he h o p pi n g

p ar a meter use d i n

t his s ol ve d oes n ot

h a ve t o c oi n ci de wit h

t he h o p pi n g

p ar a meters i n t he

a cti o n.

w h e r e t h e gl o b al fi el d s ϕ k ,0 a r e c h o s e n t o b e r a n d o m fi el d s. Wit hi n

t hi s st e p, t h e s m all Di r a c e q u ati o n h a s t o b e s ol v e d a n u m b e r of ti m e s.

T h e bl o c k fi el d s ϕ Λ
k c a n b e b uilt b y p r oj e cti n g t h e gl o b al fi el d s t o t h e

bl o c k s f oll o w e d b y a n o rt h o n o r m ali z ati o n p r o c e s s o n t h e si n gl e bl o c k s.

Aft e r t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e, t h e d e fl at e d s y st e m

c a n b e s ol v e d wit h t h e G C R s ol v e r. I n o p e n Q C D , t h e d e fl at e d s y st e m

i s bl o c k- p r e c o n diti o n e d u si n g t h e m et h o d s of s e cti o n 5 .3 .4 , b ef o r e it

i s s ol v e d. W h e r e a s d e fl ati o n p r oj e ct s a w a y t h e l o w m o d e s, t h e S A P

p r e c o n diti o ni n g r e d u c e s t h e hi g h- m o d e c o m p o n e nt s [ 8 0 ].

D e fl ati o n o nl y l e a d s t o a p e rf o r m a n c e g ai n, if all l o w m o d e s a r e

s uf fi ci e ntl y w ell a p p r o xi m at e d b y t h e p r oj e cti o n s u b s p a c e. Si n c e

t h e n u m b e r of l o w m o d e s i s si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n t h e n u m b e r

of d e fl ati o n fi el d s N s , t hi s i s n ot g u a r a nt e e d a p ri o ri. L ü s c h e r [8 0 ]

i n v e sti g at e d n u m e ri c all y t h e s o- c all e d p r o p e rt y of l o c al c o h e r e n c e of

t h e l o w m o d e s. H e f o u n d t h at all l o w m o d e s, w h e n p r oj e ct e d t o t h e

bl o c k s, a r e c o nt ai n e d i n t h e r el ati v el y s m all d e fl ati o n s u b s p a c e s, u p t o

s m all d e fi cit s t h at d e p e n d o n t h e bl o c k si z e.

T h e p e rf o r m a n c e of t h e d e fl at e d s ol v e r d e p e n d s o n m a n y diff e r e nt

p a r a m et e r s a n d t h ei r i nt e r pl a y m a y diff e r, b a s e d o n t h e p r o bl e m

at h a n d. T h e r ef o r e, a n e xt e n si v e p a r a m et e r t u ni n g m a y l e a d t o a

si g ni fi c a nt g ai n i n t h e p e rf o r m a n c e. I n c h a pt e r 9 , w e d et ail s o m e of

t h e e x p e ri e n c e s t h at w e h a v e m a d e i n t h e p a r a m et e r t u ni n g.

If t h e d e fl at e d s ol v e r i s u s e d i n t h e H M C al g o rit h m, t h e d e fl ati o n

s u b s p a c e d o e s n ot h a v e t o b e g e n e r at e d f r o m s c r at c h f o r e v e r y s ol v e.

I n st e a d, it c a n b e u s e d f o r s o m e ti m e ∆ τ , b ef o r e it l o o s e s it s ef fi ci e n c y.

A n u p d at e of t h e fi el d s ϕ Λ
k r e st o r e s t h e q u alit y of t h e s u b s p a c e [ 8 1 ].
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5 .3 .6 Dist a n ce pre c o n diti o ni n g

If a n it e r ati v e s ol v e r i s u s e d t o o bt ai n a s ol uti o n f o r t h e Di r a c e q u ati o n,

t h e st o p pi n g c rit e ri o n r eli e s o n a gl o b al r e si d u u m r gl . T h e it e r ati v e

p r o c e d u r e i s st o p p e d a s s o o n a s t h e c o n diti o n

r gl ≡

⏐
⏐
⏐
⏐
⏐

∑

z

D x ,z S
( n )
z − η

( y )
x

⏐
⏐
⏐
⏐
⏐
V

< r ∗ wit h D ≡ D [U ] + m 0 ,

(5 .7 0 )

i s f ul fill e d f o r s o m e fi x e d b o u n d r ∗ . H e r e, η
( y )
x i s a s o u r c e w hi c h i s

n o n- z e r o o n ti m e- sli c e y 0 a n d S
( n )
z i s t h e s ol uti o n aft e r n it e r ati o n s.

D i s t h e Di r a c o p e r at o r f o r a v al e n c e q u a r k wit h b a r e m a s s m 0 . T h e

n o r m i s d et e r mi n e d o n t h e v ol u m e V = T × L 3 .

T hi s d e fi niti o n of t h e st o p pi n g c rit e ri o n c a n l e a d t o p r o bl e m s w h e n

h e a v y b a r e m a s s e s m 0 a r e c o n si d e r e d. T h e n o r m of t h e q u a r k p r o p a g a-

t o r o bt ai n e d i n t h e s ol uti o n of t h e Di r a c e q u ati o n d e c a y s e x p o n e nti all y

s u c h t h at

|S (x 0 )| = e x p
(
−

a m v

2
|x 0 − y 0 |

)
(5 .7 1 )

w h e r e m v i s t h e m a s s of t h e p s e u d o s c al a r m e s o n f r o m t h e ( v al e n c e)

q u a r k p r o p a g at o r. W h e n t hi s m a s s i s l a r g e, t h e n o r m d e c a y s r a pi dl y

s u c h t h at d e vi ati o n s |D S − η | at l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s x 0 − y 0

a r e t o o s m all t o h a v e a n y i n fl u e n c e o n e q. ( 5 .7 0 ). T h e r e si d u u m i s n ot

s e n siti v e t o c h a n g e s of O (1 0 0 % ) at l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s [ 1 3 2 ].

If t h e v al u e of r gl i s l o w e r e d, t h e n u m b e r of ti m e sli c e s t h at h a v e a n

i n fl u e n c e o n t h e st o p pi n g c rit e ri o n i n i n c r e a s e d. H o w e v e r, m a c hi n e

p r e ci si o n s et s a b o u n d o n t h e mi ni m al s ol v e r r e si d u u m a n d f o r l atti c e s

wit h l a r g e ti m e e xt e nt, a l a r g e p a rt of t h e ti m e sli c e s c a n n ot b e u s e d

f o r t h e c al c ul ati o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s.

T hi s p r o bl e m c a n b e c u r e d b y t h e u s e of di st a n c e p r e c o n diti o ni n g

[1 3 3 ]. I n t h e i m pl e m e nt ati o n of [1 3 4 ], t h e Di r a c e q u ati o n i s alt e r e d t o

a p r e c o n diti o n e d o n e. T h e p r e c o n diti o ni n g m at ri x P i s a u nit m at ri x

i n s pi n, c ol o r a n d s p ati al c o o r di n at e s. I n t h e ti m e c o o r di n at e s, it i s a

di a g o n al m at ri x a n d w e d e fi n e it vi a

P = di a g (p i ), p i = e x p
(
α |y 0 − x

( i )
0 |

)
, x

( i )
0 / a = i . (5 .7 2 )

We t r a n sf o r m t h e Di r a c e q u ati o n b y t h e m ulti pli c ati o n of P f r o m t h e

l eft a n d i n s e rt a f a ct o r of P − 1 P . T hi s l e a d s t o

(P D P − 1 )( P S ) = P η (5 .7 3 )

⇔ P S = ( P D − 1 P − 1 )( P η ) (5 .7 4 )

w hi c h i s s ol v e d i n st e a d of t h e o ri gi n al Di r a c e q u ati o n. S u b s e q u e ntl y,

t h e s ol uti o n of t h e o ri gi n al p r o bl e m i s o bt ai n e d f r o m (P S ) b y a m ulti-

pli c ati o n wit h P − 1 .
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T h e u s e of a n a p p r o p ri at e c h oi c e f o r t h e p a r a m et e r α c o u nt e r a ct s

t h e e x p o n e nti al d e c r e a s e of t h e n o r m of t h e p r o p a g at o r. T hi s l e a d s t o

a n i n c r e a s e d c o st of t h e i n v e r si o n. T h e r ef o r e, w e m o nit o r t h e q u alit y

of t h e s ol uti o n u n d e r a v a ri ati o n of α . We d e fi n e t h e l o c al r e si d u u m

vi a

r l o c(x 0 , y 0 ) =

⏐
⏐
⏐
∑

z D x ,z S
( n )
z − η

( y )
x

⏐
⏐
⏐
L 3⏐

⏐
⏐S

( n )
x

⏐
⏐
⏐
L 3

, (5 .7 5 )

w h e r e t h e n o r m i s t a k e n o n e a c h ti m e sli c e s e p a r at el y. We u s e t h e l o c al

r e si d u u m t o j u d g e t h e q u alit y of t h e s ol uti o n o n si n gl e ti m e sli c e s. T h e

d e p e n d e n c e o n t h e s o u r c e p o siti o n y 0 i s m a d e e x pli cit i n e q. (5 .7 5 ).

B y t u ni n g α t o a n a p p r o p ri at e v al u e, w e o bt ai n a s ol uti o n w hi c h

f ul fill s r gl < r ∗ a n d r l o c(x 0 , y 0 ) < r ∗ f o r x 0 < t ∗ . Si n c e w e h a v e t o

di s c a r d a n u m b e r of ti m e sli c e s cl o s e t o t h e b o u n d a r y d u e t o c ut- off

eff e ct s, w e c h o o s e t ∗ = 7
8 T i n o u r m e a s u r e m e nt s o n C L S e n s e m bl e s.

T h e t u ni n g of α s u c h t h at t h e c o n diti o n f o r r l o c i s f ul fill e d c a n b e

d o n e f o r a si n gl e s o u r c e o n o n e c o n fi g u r ati o n f o r e a c h e n s e m bl e. I n

p ri n ci pl e diff e r e nt b o u n d s f o r r gl a n d r l o c c a n b e c h o s e n. I n t hi s c a s e,

t h e b o u n d o n r l o c d et e r mi n e s t h e r a n g e of ti m e sli c e s t h at c a n b e u s e d

f o r c o m p ut ati o n s of p h y si c al o b s e r v a bl e s.

5 .4 e r r o r s i n m o n t e c a r l o d a t a

T h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m o u r si m ul ati o n c o n v e r g e t o t h e t r u e v al u e s

i n t h e li mit of i n fi nit el y l a r g e st ati sti c s. F o r t h e r e ali sti c c a s e of a

fi nit e n u m b e r of g a u g e c o n fi g u r ati o n s a n d m e a s u r e m e nt s, w e h a v e t o

q u a ntif y t h e st ati sti c al e r r o r o n o u r e n s e m bl e a v e r a g e s. D e p e n di n g

o n a p p r o xi m ati o n s, t h e o r eti c al o r n u m e ri c al c o n st r ai nt s, w e h a v e t o

a s si g n a n a d diti o n al s y st e m ati c e r r o r t o o u r r e s ult s. B y d e fi niti o n, w e

c a n n ot k n o w t h e si z e of t hi s s y st e m ati c e r r o r, b ut w e will c a r ef ull y

e sti m at e it s si z e.

I n t hi s s e cti o n, w e will di s c u s s t h e d et e r mi n ati o n of t h e st ati sti c al

e r r o r s of o u r d at a. We will t a k e a l o o k at c h a r a ct e ri sti c f e at u r e s of d at a

f r o m M a r k o v c h ai n M o nt e C a rl o a n d o u r t o ol s t o d et e r mi n e t h e e r r o r s

a s r eli a bl e a s p o s si bl e.

5 .4 .1 C orrel ati o ns

Si n c e t h e g a u g e c o n fi g u r ati o n s u s e d t o c al c ul at e p h y si c al o b s e r v a bl e s

a r e g e n e r at e d i n a M a r k o v c h ai n, s u b s e q u e nt c o n fi g u r ati o n s a r e c o r r e-

l at e d a n d t hi s c o r r el ati o n i s al s o p r e s e nt f o r o b s e r v a bl e s d et e r mi n e d

o n t h e c o n fi g u r ati o n s. We h a v e t o t a k e t h e s e c o r r el ati o n s i nt o a c c o u nt,

w h e n w e d et e r mi n e t h e st ati sti c al e r r o r s of e n s e m bl e a v e r a g e s.

A s s u mi n g t h at o u r c o n fi g u r ati o n s a r e t h e r m ali z e d a n d h a v e b e e n

g e n e r at e d i n a fi nit e n u m b e r of M o nt e C a rl o st e p s t o s a m pl e t h e
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di st ri b uti o n a c c o r di n g t o t h e w ei g ht f r o m t h e p at h i nt e g r al, w e d e fi n e

t h e e n s e m bl e a v e r a g e of a n o b s e r v a bl e O α vi aWe o mit t he

ge ner ali z ati o n of t he

f oll o wi n g f or m ul ae

t o N r i n de pe n de nt

M C r u ns. It is

i n c or p or ate d i n t he

deri v ati o ns i n [ 1 3 5 ].

⟨O α ⟩ = O α + δ O α , O α =
1

N

N∑

i = 1

O α ,i , (5 .7 6 )

w h e r e N i s t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s a n d O α ,i i s t h e o b s e r v a bl e

o n c o n fi g u r ati o n i. T h e st ati sti c al e r r o r δ O α h a s t o d et e r mi n e d b a s e d

o n a n i n v e sti g ati o n of t h e a ut o c o r r el ati o n f u n cti o n of t h e o b s e r v a bl e s.

I n t h e f oll o wi n g, w e will p r e s e nt t h e r e s ult s of [5 6 , 1 3 5 – 1 3 8 ]. I n t h e s e

r ef e r e n c e s a T a yl o r e x p a n si o n of f u n cti o n s of p ri m a r y o b s e r v a bl e s O α

h a s b e e n u s e d t o d e ri v e t h e m et h o d s t o d et e r mi n e t h e st ati sti c al

e r r o r a n d t h e e r r o r of t h e e r r o r of M o nt e C a rl o o b s e r v a bl e s. T h e

a ut o c o r r el ati o n f u n cti o n of t w o o b s e r v a bl e s O α , O β i s d e fi n e d b y

Γ α β (t ) = li m
K → ∞

1

K

K∑

i = 1

[O α ,i + t − ⟨O α ,i ⟩]
[
O β ,i + t − ⟨O β ,i ⟩

]
(5 .7 7 )

a n d it c a n b e d et e r mi n e d f r o m t h e r e s ult s i n t h e M o nt e C a rl o c h ai n.

U p p e r v al u e s f o r K a n d t a r e gi v e n b y N .All res ults f or

deri ve d o bser v a bles

tri vi all y h ol d f or

pri m ar y o bser v a bles,

as well.

I n m o st c a s e s, w e a r e n ot i nt e r e st e d i n t h e d et e r mi n ati o n of p ri m a r y

o b s e r v a bl e s O α b ut i n t h e c al c ul ati o n of c o m pli c at e d f u n cti o n s of

p ri m a r y o b s e r v a bl e s. T h e a ut o c o r r el ati o n f u n cti o n of t h e s e d e ri v e d

o b s e r v a bl e s F (O α ) c a n b e d e fi n e d f r o m Γ α β vi a

Γ F (t ) =
∑

α ,β

F α Γ α β (t )F β , F α =
∂ F

∂ ⟨O α ⟩
. (5 .7 8 )

T h e p a rti al d e ri v ati v e s F α c a n b e d et e r mi n e d n u m e ri c all y o r, m o r e

a c c u r at el y, vi a a ut o m ati c diff e r e nti ati o n a s d e s c ri b e d i n [ 1 3 8 ].

F r o m Γ F w e c a n d e fi n e t h e n ai v e v a ri a n c e σ 2
F a n d t h e n o r m ali z e d

a ut o c o r r el ati o n f u n cti o n ρ F (t ) vi a

σ 2
F = Γ F (0 ) , ρ F (t ) =

Γ F (t )

Γ F (0 )
. (5 .7 9 )

If n o c o r r el ati o n i s p r e s e nt i n t h e d at a, t h e st ati sti c al e r r o r c a n b e

d et e r mi n e d di r e ctl y f r o m σ 2
F a n d N . A s m e a s u r e f o r t h e st r e n gt h of

t h e a ut o c o r r el ati o n w e i nt r o d u c e t h e i nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e

τ i nt(F ) =
1

2
+

∞∑

t = 1

ρ F (t ) , (5 .8 0 )

w hi c h c a n b e e m pl o y e d t o d et e r mi n e t h e M o nt e C a rl o e r r o r of t h e

d e ri v e d o b s e r v a bl e F vi a

δ F =

√

2 τ i nt(F )
σ 2

N
. (5 .8 1 )

I n t h e p r e s e n c e of a ut o c o r r el ati o n s, t h e st ati sti c s i s t h e r ef o r e eff e cti v el y

r e d u c e d b y a f a ct o r of
√

2 τ i nt(F ).
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We a r e li mit e d t o fi nit e st ati sti c s, a n d t h e r ef o r e w e c a n n ot p e rf o r m

t h e s u m ρ F (t ) t o i n fi nit y a s gi v e n i n e q. (5 .8 0 ). Si n c e t h e a b s ol ut e si z e

of ρ F d e c r e a s e s e x p o n e nti all y wit h t w hil e it s e r r o r r e m ai n s r o u g hl y

c o n st a nt, w e h a v e t o t r u n c at e t h e s u m at s o m e v al u e W [1 3 7 ]. I n [1 3 5 ],

t h e s u m m ati o n wi n d o w W i s c h o s e n s u c h t h at t h e s y st e m ati c e r r o r

d u e t o t h e t r u n c ati o n a n d t h e st ati sti c al e r r o r a r e b al a n c e d a n d t h e

r e ci p e f o r t h e a ut o m ati c wi n d o wi n g p r o c e d u r e i s gi v e n i n e q s. ( 5 0 – 5 2 )

of t h at r ef e r e n c e.

We will r ef e r t o t h e a b o v e m et h o d f o r t h e e r r o r e sti m ati o n a s Γ

m et h o d. Ot h e r m et h o d s a s t h e J a c k k nif e a n d t h e B o ot st r a p p r o c e d u r e

t o g et h e r wit h bi n ni n g [1 3 7 , 1 3 9 , 1 4 0 ] w hi c h a r e s h o w n t o p e rf o r m

i nf e ri o r [1 3 5 , 1 3 8 ] i n t h e p r e s e n c e of sl o w m o d e s a r e n ot c o n si d e r e d i n

t hi s t h e si s.

5 .4 .2 Sl o w m o des

T h e a ut o c o r r el ati o n f u n cti o n Γ α β c a n b e s h o w n t o h a v e t h e s p e ct r al

d e c o m p o siti o n [ 5 6 , 5 8 ] W he n t he H M C

al g orit h m is use d,

t he c oef fi cie nts λ n

a n d c α n are re al.Γ α β (t ) =

∞∑

n = 0

R e
{

c α n c β n λ
|t |
n

}
, |λ n | = e − 1 / τ n (5 .8 2 )

wit h t h e s o- c all e d e x p o n e nti al a ut o c o r r el ati o n ti m e s τ 0 ⩾ τ 1 ⩾ . . .

w hi c h a r e p r o p e rti e s of t h e al g o rit h m. B a s e d o n t hi s r e p r e s e nt ati o n,

w e c a n gi v e a n u p p e r li mit f o r t h e i nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e

w hi c h i s gi v e n b y

τ i nt(O α ) ⩽ τ 0 . (5 .8 3 )

T h e c o u pli n g s c α n of a n o b s e r v a bl e t o t h e m o d e s λ n a r e n ot k n o w n

a p ri o ri. If a n o b s e r v a bl e c o u pl e s t o a sl o w m o d e, i. e., a m o d e wit h a

l a r g e v al u e τ i a n d t h e wi n d o w f o r t h e d et e r mi n ati o n of τ i nt i s n ot of

t h e o r d e r of τ i , t h e d et e r mi n ati o n of t h e st ati sti c al e r r o r i s n ot s a v e. I n

[5 6 ] a st r at e g y t o e sti m at e t h e st ati sti c al e r r o r i n t h e p r e s e n c e of sl o w

m o d e s h a s b e e n d e ri v e d.

H e n c ef o rt h, w e will r ef e r t o t h e e x p o n e nti al a ut o c o r r el ati o n ti m e

of t h e sl o w e st m o d e τ 0 a s τ e x p . T h e si z e of τ e x p c a n b e e sti m at e d

u si n g p ri o r i nf o r m ati o n o n t h e M o nt e C a rl o c h ai n. F o r t hi s t a s k, w e

i n v e sti g at e t h e i nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e s of o b s e r v a bl e s w hi c h

a r e k n o w n t o c o u pl e st r o n gl y t o t h e sl o w M C m o d e s. E x a m pl e s a r e O nl y p arit y e ve n

o bser v a bles c o u ple t o

Γ α β i n t he c ase of

t he H M C al g orit h m.

t h e s q u a r e d t o p ol o gi c al c h a r g e Q 2 a n d t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g ḡ 2
G F .

F o r o b s e r v a bl e s d et e r mi n e d o n t h e l a r g e- v ol u m e C L S si m ul ati o n s, w e

u s e i nf o r m ati o n f r o m d et ail e d a n al y s e s o n l a r g e st ati sti c s t o e sti m at e

τ e x p [5 6 , 6 0 ].
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U si n g t hi s p ri o r k n o wl e d g e, w e c a n a d d a n e x p o n e nti al t ail t o t h e

i nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e a n d r e d e fi n e it b y [5 6 , 1 3 8 ]

τ i nt(F ) =
1

2
+

W∑

t = 1

ρ F (t ) + τ e x p ρ F (W + 1 ) , (5 .8 4 )

w h e r e W i s d et e r mi n e d b y t h e p oi nt w h e r e ρ F i s c o m p ati bl e wit h z e r o

wit hi n o n e st a n d a r d d e vi ati o n. E v e n w h e n u si n g t hi s f o r m ul a t o e sti-I n [6 0 ], t he l o wer

b o u n d N ⩾ τ e x p is

gi ve n.
m at e t h e e r r o r, t h e l e n gt h of a M o nt e C a rl o r u n h a s t o b e si g ni fi c a ntl y

l a r g e r t h a n t h e e x p o n e nti al a ut o c o r r el ati o n ti m e, t o p r o vi d e a s a v e

e r r o r e sti m ati o n.
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I n t h e l a st c h a pt e r w e h a v e d e s c ri b e d t h e t e c h ni q u e s t h at a r e u s e d i n

o u r w o r k t o g e n e r at e a s et of g a u g e c o n fi g u r ati o n s a c c o r di n g t o t h e

p r o b a bilit y w ei g ht gi v e n b y t h e B olt z m a n n f a ct o r i n t h e Wi c k r ot at e d

p at h i nt e g r al. We h a v e al s o d e s c ri b e d t h e s ol v e r s t h at a r e u s e d t o

n u m e ri c all y s ol v e t h e Di r a c e q u ati o n. I n t hi s c h a pt e r w e will e x pl ai n

h o w w e d e fi n e c e rt ai n p h y si c al o b s e r v a bl e s o n t h e l atti c e a n d di s c u s s

t h e t e c h ni q u e s t h at a r e u s e d f o r t h e e xt r a cti o n b a s e d o n t h e g a u g e

c o n fi g u r ati o n s. A s p e ci al f o c u s i s l ai d o n t e c h ni q u e s t h at s u p p r e s s

s y st e m ati c eff e ct s a n d i m p r o v e t h e st ati sti c al p r e ci si o n s u c h a s t h e

g e n e r ali z e d ei g e n v al u e p r o bl e m o r s m e a ri n g t e c h ni q u e s.

6 .1 m e s o n m a s s e s

I n l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s h a d r o n m a s s e s a r e u s e d t o c ali b r at e

t h e di s c r eti z e d t h e o r y, i. e., t o eli mi n at e t h e b a r e p a r a m et e r s of t h e

L a g r a n gi a n i n f a v o r of p h y si c al o b s e r v a bl e s. Si n c e m o st m e s o n m a s s e s

c a n b e e xt r a ct e d t o a hi g h p r e ci si o n a n d a r e r el ati v el y e a s y t o c o m p ut e,

t h e y a r e w ell s uit e d f o r t hi s t a s k. T h e b a si s f o r t h e e xt r a cti o n of

e n e r gi e s of p h y si c al st at e s of t h e H a milt o ni a n i s gi v e n b y t h e s p e ct r al

d e c o m p o siti o n of t w o- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s.

6 .1 .1 T he s pe ctr al de c o m p ositi o n of c orrel ati o n f u n cti o ns

D e n oti n g t h e e x p e ct ati o n v al u e of a t w o- p oi nt G r e e n f u n cti o n a s

C (t ) = ⟨0 |O (t + t i)O
† (t i)|0 ⟩ = ⟨O (t + t i)O

† (t i)⟩ , (6 .1 )

w h e r e a st at e i s c r e at e d at ti m e t i a n d a n ni hil at e d at ti m e t + t i, w e

c a n d e d u c e it s s p e ct r al d e c o m p o siti o n b y t h e i n s e rti o n of a c o m pl et e

s et of ei g e n st at e s of t h e c o r r e s p o n di n g H a milt o ni a n H wit h a p r o p e r

n o r m ali z ati o n [ 1 4 1 ],

1 =

∑
n |n ⟩⟨n |

2 E n L 3
. (6 .2 )

H e r e E n a r e t h e e n e r gi e s of t h e ei g e n st at e s of H wit h E 1 < E 2 < . . .

a n d L 3 i s t h e s p ati al v ol u m e. T hi s l e a d s t o

C (t ) =
∑

n

⟨0 | ˆO |n ⟩
e − E n t

2 E n L 3
⟨n | ˆO † |0 ⟩ =

∑

n

⏐
⏐⟨0 | ˆO |n ⟩

⏐
⏐2

2 E n L 3
e − E n t

≡
∑

n

|C n |2 e − E n t , (6 .3 )
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w h e r e ˆO i s t h e o p e r at o r a cti n g i n Hil b e rt s p a c e w hi c h c o r r e s p o n d s

t o t h e i nt e r p ol at o r O . F o r l a r g e ti m e s t → ∞ , all st at e s wit h E n > E 1

a r e e x p o n e nti all y s u p p r e s s e d a n d w e c a n a p p r o xi m at e t h e c o r r el ati o n

f u n cti o n b y

C (t ) = |C 1 |2 e − E 1 t + O (e − ∆ n t ), ∆ n = E n − E 1 . (6 .4 )

F o r t h e e xt r a cti o n of t h e g r o u n d st at e e n e r g y, t h e c o r r el at o r c a n b eWe will i n vesti g ate

t he differe nt fit

m o dels a n d t he

ass o ci ate d s yste m ati c

u n cert ai nties i n

se cti o n 1 5 .2 .

fitt e d t o a si n gl e e x p o n e nti al f u n cti o n at l a r g e ti m e s o r t o a s u m

of e x p o n e nti al s, w h e n a r a n g e i n cl u di n g s h o rt e r ti m e di st a n c e s t i s

c o n si d e r e d.

If w e a r e o nl y i nt e r e st e d i n t h e g r o u n d st at e e n e r gi e s a n d n ot i n

t h e m at ri x el e m e nt s |C n |2 , w e c a n al s o c o n si d e r t h e s o- c all e d eff e cti v e

m a s s w hi c h a p p r o xi m at e s t h e e n e r g y E 0 . O n e p o s si bl e d e fi niti o n f o r

t h e eff e cti v e m a s s b a s e d o n t h e c o r r el ati o n f u n cti o n o n t w o s u b s e q u e nt

ti m e sli c e s i s d et e r mi n e d vi aT here e xist ot her

de fi niti o ns w hi c h

differ o nl y b y c ut- off

effe cts.
m eff (t ) = l n

(
C (t )

C (t + a )

)

. (6 .5 )

F r o m t h e eff e cti v e m a s s, a n e sti m at e f o r t h e e n e r g y E 0 c a n b e e xt r a ct e d

b y a o n e- p a r a m et e r fit t o a c o n st a nt at l a r g e ti m e s t . F o r fit s i n cl u di n g

r el ati v el y s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s, w e h a v e t o t a k e t h e s y st e m ati c

eff e ct s d u e t o e x cit e d st at e s i nt o a c c o u nt. We c a n d e ri v e t h e s e eff e ct s b y

r e w riti n g e q. ( 6 .4 ), u si n g t h e T a yl o r e x p a n si o n of t h e n at u r al l o g a rit h m

a n d t h e o b s e r v ati o n t h at e q. ( 6 .5 ) r e p r e s e nt s a di s c r eti z e d d e ri v ati v e of

t h e l o g a rit h m of t h e c o r r el ati o n f u n cti o n. We a r ri v e at

m eff (t ) = −
d

d t
l n (C (t ) ) (6 .6 )

= −
d

d t
l n

(

|C 1 |2 e − E 1 t

[

1 +
|C 2 |2

|C 1 |2
e − ∆ 2 t + O (e − ∆ 3 t )

] )

(6 .7 )

= E 1 + ∆ 2
|C 2 |2

|C 1 |2
e − ∆ 2 t + O

(
e − ∆ 3 t

)
, (6 .8 )

w h e r e w e j u st w rit e t h e fi r st o r d e r c o r r e cti o n e x pli citl y. We s e e t h at t h e

eff e cti v e m a s s f o r m s a pl at e a u wit h e x p o n e nti al c o r r e cti o n s at s m all

ti m e s.

6 .1 .2 C orrel ati o n f u n cti o ns a n d o pe n b o u n d ar y c o n diti o ns

If p e ri o di c b o u n d a r y c o n diti o n s i n t h e ti m e di r e cti o n a r e u s e d, a s it i s

a c o m m o n c h oi c e f o r l atti c e si m ul ati o n s, t h e s p e ct r al d e c o m p o siti o n i n

e q. ( 6 .3 ) h a s t o b e e xt e n d e d b y t h e b a c k w a r d- p r o p a g ati n g c o u nt e r p a rtT is t he te m p or al

e xte nt of t he l atti ce. C (T − t ). O ri gi n of t h e s e t e r m s a r e t h e s o- c all e d w r a p p e r s, i. e., e x p o-

n e nti all y d e c a yi n g c o nt ri b uti o n s w hi c h w r a p a r o u n d t h e b o u n d a ri e s.

If t h e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n i s of t h e o r d e r of T / 2 , b ot h c o nt ri b uti o n s

a r e of e q u al si z e.
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T h e si m ul ati o n s c o n si d e r e d i n o u r w o r k f e at u r e o p e n o r S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s i n t h e ti m e di r e cti o n a n d t h e r ef o r e

n o w r a p p e r s a r e p r e s e nt i n o u r d at a. N e v e rt h el e s s, t h e a n al y si s of

c o r r el ati o n f u n cti o n s f r o m l atti c e s wit h t h e s e b o u n d a r y c o n diti o n s i s

n o n-t ri vi al si n c e eff e ct s of t h e b o u n d a ri e s a r e e n c o u nt e r e d. B ef o r e w e

e xt r a ct m e s o n a n d q u a r k m a s s e s o n c o n fi g u r ati o n s wit h o p e n b o u n d-

a r y c o n diti o n s, w e h a v e t o t hi n k a b o ut t h e i m p a ct of t h e b o u n d a ri e s

o n t h e s e o b s e r v a bl e s.

T h e eff e ct s of t h e b o u n d a ri e s d o n ot o nl y m a nif e st t h e m s el v e s a s

c ut- off eff e ct s, b ut al s o a s p h y si c al o n e s: Si n c e t h e b o u n d a ri e s h a v e

t h e q u a nt u m n u m b e r s of t h e v a c u u m, st at e s wit h v a c u u m q u a nt u m

n u m b e r s c o nt ri b ut e t o c o r r el ati o n f u n cti o n s, if s o u r c e o r si n k a r e

cl o s e t o t h e b o u n d a ri e s a n d t h e c o nt r a cti o n s a r e n o n- v a ni s hi n g [ 1 4 2 ,

1 4 3 ]. T h e y h a v e t o b e c o n si d e r e d i n s p e ct r al q u a ntiti e s a s t h e eff e cti v e

m a s s i n e q. ( 6 .8 ). A d diti o n all y, c ut- off eff e ct s t h at s c al e wit h O(a ) a r e Si n ce we use

tree-le vel

i m pr o ve me nt, we

e x pe ct effe cts of or der

O (a g 2
0 ).

e x p e ct e d at t h e b o u n d a ri e s. A s e x pl ai n e d i n s e cti o n 3 .4 , t h e s e c a n b e

c u r e d wit h t h e p r o p e r c o u nt e r t e r m s [ 5 8 ].

I n c o nt r a st t o eff e cti v e m a s s e s, q u a r k m a s s e s f r o m t h e P C A C r el ati o n

d o n ot s uff e r f r o m e x p o n e nti al c o r r e cti o n s. T h e y a r e l o c al o p e r at o r

i d e ntiti e s a n d v ali d o n e v e r y ti m e sli c e, diff e ri n g b y O(a ) f r o m t h e

c o nti n u u m v al u e [ 3 1 , 1 4 4 ]. C o n si d e ri n g t h e b o u n d a ri e s i nt r o d u c e

a d diti o n al c ut- off eff e ct s, w e e x p e ct si g ni fi c a nt d e vi ati o n s f r o m a

pl at e a u cl o s e t o t h e b o u n d a ri e s.

Si n c e t r a n sl ati o n al i n v a ri a n c e i n t h e ti m e di r e cti o n i s b r o k e n b y t h e

b o u n d a ri e s, s o m e t h o u g ht h a s t o b e s p e nt t o fi x t h e a b s ol ut e l o c ati o n

of t h e s o u r c e of c o r r el ati o n f u n cti o n s o n l atti c e s wit h o p e n b o u n d a r y

c o n diti o n s. If c o r r el ati o n f u n cti o n s f r o m s o u r c e s o n diff e r e nt ti m e

sli c e s a r e t o b e c o m bi n e d, e. g., b y a n a v e r a g e o v e r t h e s e s o u r c e s,

s p e ci al c a r e h a s t o b e t a k e n.

6 .2 t h e g e n e r a l i z e d e i g e n v a l u e p r o b l e m

If t h e e xt r a cti o n of e n e r gi e s of hi g h e r st at e s i n t h e s p e ct r al d e c o m p o si-

ti o n (6 .3 ) i s d e si r e d, a t w o o r t h r e e st at e fit t o t h e c o r r el ati o n f u n cti o n

d o e s n ot l e a d t o s ati sf yi n g r e s ult s i n m o st c a s e s. I n t hi s c a s e t h e

e x p o n e nti al c o nt ri b uti o n s c a n n ot b e s af el y e xt r a ct e d b ef o r e t h e si g n al

g et s l o st i n t h e n oi s e o r e n e r g y l e v el s a r e t o o cl o s e t o e a c h ot h e r t o

di s c ri mi n at e b et w e e n t h e m i n t h e p r e s e n c e of st ati sti c al fl u ct u ati o n s.

V a ri ati o n al m et h o d s c a n b e u s e d t o o v e r c o m e t hi s p r o bl e m s. We

st a rt b y i nt r o d u ci n g t h e N × N c o r r el ati o n m at ri x C (t ) w hi c h i s d e fi n e d

b y

C i j (t ) = ⟨O i (t )O
∗
j (0 )⟩ , (6 .9 )
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a n d h a s t h e s p e ct r al d e c o m p o siti o n

C i j (t ) =

∞∑

i = 1

e − E n t ψ n i ψ ∗
n j , i, j = 1 , . . . N , (6 .1 0 )

ψ n i ≡ (ψ n ) i = ⟨0 | ˆO |n ⟩ , (6 .1 1 )

w h e r e t h e st at e s |n ⟩ a r e ei g e n st at e s of t h e H a milt o ni a n ,We de n ote o per at ors

i n t he H a milt o ni a n

f or m ul ati o n,

c orres p o n di n g t o

fiel ds wit h a h at.

Ĥ c a n be de fi ne d as

t he l o g arit h m of t he

tr a nsfer m atri x [2 6 ].

Ĥ |n ⟩ = E n |n ⟩ E n < E n + 1 . (6 .1 2 )

It w a s s h o w n [1 4 5 , 1 4 6 ] t h at t h e ei g e n v al u e s λ n (t , t 0 ), λ 1 > λ 2 > . . .

of t h e g e n e r ali z e d ei g e n v al u e p r o bl e m ( G E V P)

C (t )v n (t , t 0 ) = λ n (t , t 0 )C (t 0 )v n (t , t 0 ) , n = 1 , . . . , N , t > t 0

(6 .1 3 )

a r e gi v e n b y

λ n (t , t 0 ) = e − ( t − t 0 ) E n
[
1 + O (e − t ∆ n )

]
, ∆ n = mi n

m ≠ n
|E n − E m |.

(6 .1 4 )

T h e s ol uti o n of t h e G E V P t h e r ef o r e all o w s t o e xt r a ct t h e e n e r gi e s of

hi g h e r st at e s f r o m t h e ti m e d e p e n d e n c e of t h e ei g e n v al u e s λ n (t , t 0 ).

T h e n u m b e r of st at e s t h at c a n b e e xt r a ct e d d e p e n d s o n t h e di m e n-

si o n of t h e c o r r el ati o n m at ri x C (t ) . At m o st N e n e r g y l e v el s c a n b e

d et e r mi n e d f r o m a N × N c o r r el ati o n m at ri x.

T h e o p e r at o r s w hi c h a r e u s e d t o b uil d t h e c o r r el ati o n m at ri x, h a v e

t o h a v e t h e c o r r e ct q u a nt u m n u m b e r s t o p r oj e ct o n t h e d e si r e d st at e s.

At t h e s a m e ti m e, t h e y h a v e t o b e li n e a rl y i n d e p e n d e nt t o e n s u r e t h e

p o siti v e d e fi nit e n e s s of C (t 0 ). T h e i nt e r p ol at o r s c a n b e c o n st r u ct e dWe will l o o k at

differe nt s me ari n g

te c h ni q ues i n se cti o n

6 .5 .

e x pli citl y b y diff e r e nt l atti c e d e fi niti o n s of t h e c o nti n u u m o p e r at o r o r

b y a n it e r ati v e s m e a ri n g p r o c e d u r e a p pli e d t o o n e d e fi niti o n of t h e

l atti c e i nt e r p ol at o r.

It w a s s u g g e st e d i n [1 4 6 ] t o e xt r a ct t h e e n e r g y l e v el s at fi x e d t 0 < t

b y

E eff
n = l n

(
λ n (t , t 0 )

λ n (t + 1 , t 0 )

)

, (6 .1 5 )

w hi c h i s si mil a r t o t h e d e fi niti o n of t h e eff e cti v e m a s s f r o m c o r r el ati o n

f u n cti o n s i n e q. (6 .5 ). Si n c e t h e e x p o n e nti all y d e c a yi n g c o nt ri b uti o n s

of hi g h e r st at e s di s a p p e a r wit h a n i n c r e a si n g s o u r c e- si n k s e p a r ati o n,

t h e e n e r gi e s c a n i n p ri n ci pl e b e e xt r a ct e d at t hi s p oi nt. U nf o rt u n at el y,

if diff e r e nt e n e r g y l e v el s a r e cl o s e t o e a c h ot h e r, t h e d e c a y of e x cit e d

st at e s i s sl o w a n d l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s h a v e t o b e c o n si d e r e d.

At t h e s a m e ti m e, t h e a b s ol ut e si z e of t h e s y st e m ati c e r r o r d u e t o

hi d d e n e x cit e d st at e s r e m ai n s u n k n o w n.

A n e x pli cit c al c ul ati o n of t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n s t o e n e r gi e s

a n d m at ri x el e m e nt s c o n st r u ct e d f r o m t h e G E V P [ 1 4 7 ] r e v e al e d t h at
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t h e s e c a n b e f u rt h e r s u p p r e s s e d. If t h e c o n diti o n t 0 ⩾ t / 2 i s s ati s fi e d,

t h e ei g e n v al u e s a r e gi v e n b y

λ n (t , t 0 ) = e − ( t − t 0 ) E n
[
1 + O (e − t ∆ N + 1 ,n )

]
, ∆ m ,n = E m − E n .

(6 .1 6 )

We c a n s e e t h at t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n s n o w v a ni s h m u c h f a st e r

a n d t h at t h e e xt r a cti o n of n e a r b y st at e s d o e s n ot p o s e a p r o bl e m

a n y m o r e. B y fitti n g t h e e n e r g y l e v el s E n , n = 1 , . . . , N a n d t h e e n e r g y T his esti m ati o n c a n

be st a bili ze d b y

si m ult a ne o usl y

fitti n g all e ner gies

a n d t heir c orre cti o ns

as d o ne i n [ 1 4 8 ].

l e v el E N + 1 wit h a n e nl a r g e d c o r r el ati o n m at ri x, a d et e r mi n ati o n of

t h e si z e of t h e s y st e m ati c eff e ct s d u e t o t h e e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s

i s p o s si bl e. I n p r a cti c e, c h o o si n g a s uf fi ci e ntl y l a r g e v al u e f o r t 0 mi g ht

b e dif fi c ult si n c e l a r g e st ati sti c al fl u ct u ati o n s c a n vi ol at e t h e p o siti vit y

of C (t 0 ) at l at e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s.

I n o u r w o r k, w e c h o o s e t h e n o r m ali z ati o n of t h e st at e s s u c h t h at t h e

r el ati o n s

(v m (t , t 0 ) , C (t 0 )v n (t , t 0 )) = δ m n (6 .1 7 )

a n d

(v n (t , t 0 ) , C (t )v n (t , t 0 )) = λ n (t , t 0 ) (6 .1 8 )

h ol d.

If w e d e fi n e t h e o p e r at o r s

R n = (v n (t , t 0 ) , C (t )v n (t , t 0 )) − 1 / 2 λ n (t 0 + t / 2 , t 0 )

λ n (t 0 + t , t 0 )
, (6 .1 9 )

Q̂ eff
n = R n

(
ˆO , v n (t , t 0 )

)
, (6 .2 0 )

a s it w a s d o n e i n [ 1 4 7 ], w e c a n c al c ul at e m at ri x el e m e nt s of t h e l o c al

o p e r at o r s P̂ f r o m
⟨

0
⏐
⏐
⏐Q̂ eff

n e − ˆH t P̂ e − ˆH t ( Q̂ eff
n ′ ) †

⏐
⏐
⏐ 0

⟩
=

⟨
Q eff

n (2 t )P (Q eff
n ′ (0 )) ∗

⟩
(6 .2 1 )

= ⟨n |P̂ |n ′⟩ + O (e − ∆ N + 1 ,n t 0 ) ,

(6 .2 2 )

p r o vi d e d t 0 ⩾ t / 2 h ol d s. We d o n ot g o i nt o m o r e d et ail c o n c e r ni n g

t h e e xt r a cti o n of m at ri x el e m e nt s f r o m t h e G E V P at t hi s p oi nt. We

will d o t hi s wit h a s p e ci al f o c u s o n H Q E T, w h e n w e d e fi n e t h e m at ri x

el e m e nt s c o n si d e r e d i n t h e eff e cti v e t h e o r y i n c h a pt e r 1 7 .

6 .3 f i t t i n g

I n m a n y a p pli c ati o n s w e li k e t o d et e r mi n e t h e p a r a m et e r s of a m o d el,

b a s e d o n o u r n u m e ri c al d at a. T h e q u alit y of t h e fi n al r e s ult s d e p e n d s

o n t h e st ati sti c al a c c u r a c y a n d t h e c o n si d e r ati o n of all s o u r c e s of

s y st e m ati c eff e ct s. T h e d et e r mi n ati o n of o u r b e st e sti m at o r s f o r t h e

m o d el p a r a m et e r s i s d o n e vi a fitti n g, t h e mi ni mi z ati o n of t h e diff e r e n c e

b et w e e n t h e m o d el a n d t h e d at a. P e d a g o gi c al i nt r o d u cti o n s c a n b e

f o u n d i n [1 2 4 , 1 4 0 ].
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6 .3 .1 Fitti n g c orrel ate d d at a

L atti c e d at a a r e n ot o nl y c o r r el at e d b et w e e n s u b s e q u e nt c o n fi g u r ati o n s,

b ut al s o b et w e e n diff e r e nt l atti c e sit e s o n si n gl e c o n fi g u r ati o n s. W h e n

c o r r el ati o n f u n cti o n s a r e fitt e d t o a m o d el f u n cti o n, t hi s c o r r el ati o n

h a s t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt. T hi s i s d o n e u si n g t h e c o v a ri a n c e m at ri x

C b et w e e n t h e d at a p oi nt s.

If w e c o n si d e r a m o d el ϕ (x , A ) wit h N A m a n y p a r a m et e r s A i a n d

a v a ri a bl e x , e. g., ϕ (x , A ) = A 1 + x A 2 a n d w e m e a s u r e d at a ȳ j at

N x m a n y v al u e s x j , t h e n w e e x p e ct t h e m t o b e n o r m all y di st ri b ut e d

a c c o r di n g t o t h e di st ri b uti o n [ 1 4 0 , 1 4 9 ]

P ( ȳ ) = ( d et (2 π C )) − 1 / 2 e x p

(

−
1

2
δ ȳ T C − 1 δ ȳ

)

. (6 .2 3 )

H e r e δ ȳ = ȳ − Y i s t h e d e vi ati o n of t h e m e a s u r e d v al u e s f r o m t h e

c o r r e ct o n e s a n d t h e c o v a ri a n c e m at ri x i s d e fi n e d b y C i j = ⟨δ ȳ i δ ȳ j ⟩.

W h e n w e p e rf o r m a fit t o m e a s u r e d d at a, w e li k e t o d et e r mi n e t h e

b e st p o s si bl e e sti m at o r s ā f o r t h e p a r a m et e r s A i , b a s e d o n t h e d at a

p oi nt s ȳ j a n d t h ei r c o v a ri a n c e. T hi s i s d o n e vi a a mi ni mi z ati o n ofT he mi ni mi z ati o n is

d o ne iter ati vel y a n d

m a y be n o n-tri vi al

f or a c o m ple x m o del.
χ 2 (a ) = r T W r , r j = ȳ j − ϕ j (a ) (6 .2 4 )

wit h a w ei g ht m at ri x W . I n o r d e r t o e x pl oit all d at a a n d c o r r el ati o n s, it

s e e m s t o b e t h e b e st w a y t o c h o o s e t h e i n v e r s e of t h e c o v a ri a n c e m at ri x

C − 1 a s w ei g ht m at ri x. We will c all t hi s p r o c e d u r e c orrel ate d fitti n g .

U nf o rt u n at el y, t h e c o v a ri a n c e m at ri x it s elf c a n o nl y b e e xt r a ct e d wit h

e r r o r s. Fl u ct u ati o n i n t h e d at a m a y l e a d t o a l a r g e c o n diti o n n u m b e r

of t h e m at ri x. I n a d diti o n, if t h e n u m b e r of d at a p oi nt s i s l a r g e r t h a n

t h e n u m b e r of i n d e p e n d e nt c o n fi g u r ati o n s, C h a s ei g e n v al u e s w hi c h

a r e z e r o. I n t h e l att e r c a s e, a n i n v e r si o n i s n ot p o s si bl e. I n t h e fi r st

( m o r e f r e q u e nt) c a s e, t h e d et e r mi n ati o n of t h e s m all e st ei g e n v al u e s

w hi c h h a v e t h e l a r g e s w ei g ht, i s i m p r e ci s e.

T h e r e a r e s e v e r al st u di e s w hi c h i n di c at e t h at c o r r el at e d fitti n g m a y

i nt r o d u c e a bi a s o r gi v e w o r s e r e s ult s t h a n u n c orrel ate d fitti n g [1 5 0 – 1 5 3 ].

I n t h e c a s e of u n c o r r el at e d fitti n g, i s i s c o m m o n t o u s e t h e i n v e r s e

of t h e di a g o n al of C a s w ei g ht m at ri x W . Eff e cti v el y, e a c h v al u e i s

w ei g ht e d wit h t h e i n v e r s e of it s v a ri a n c e a n d t h e c o r r el ati o n b et w e e n

t h e d at a i s n e gl e ct e d.

If w e k n o w t h e u n d e rl yi n g m o d el, w e e x p e ct t h e b e st e sti m at o r s ā

t o b e f o u n d f o r t h e mi ni m al χ 2 . If w e d o n ot k n o w t h e m o d el, t h e

sit u ati o n i s m o r e c o m pli c at e d. F o r u n c o r r el at e d d at a a n d a m o d el

w hi c h i s li n e a r i n t h e fit p a r a m et e r s, w e e x p e ct [ 1 4 0 ]

χ 2
mi n

N D F
= 1 ,  w h e r e N D F = N x − N A . (6 .2 5 )

If t h e r ati o i s si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n u nit y, t h e m o d el i s n ot a bl e t o

d e s c ri b e t h e d at a s uf fi ci e ntl y. If it i s si g ni fi c a ntl y s m all e r, w e h a v e
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t o o m u c h f r e e d o m i n o u r m o d el, n ot all p a r a m et e r s a r e c o n st r ai n e d

s uf fi ci e ntl y b y t h e d at a.

I n t h e c a s e of c o r r el at e d d at a, t hi s r ul e of t h u m b i s n ot v ali d a n y-

m o r e, si n c e t h e eff e cti v e n u m b e r of d e g r e e s of f r e e d o m i s s m all e r t h a n M ore pre cisel y, t he

effe cti ve v al ue f or

N x is re d u ce d d ue t o

t he c orrel ati o n.

N x − N A . T h e r ef o r e, a m o d el s el e cti o n m a y b e c o m e dif fi c ult. T hi s

p r o bl e m i s o v e r c o m e b y t h e i nt r o d u cti o n of a n eff e cti v e χ 2 [1 4 9 , 1 5 4 ]

w hi c h i s t h e e x p e ct e d v al u e of χ 2
mi n f o r d at a wit h c o r r el ati o n a c c o r di n g

t o C . T h e f o r m ul a f o r it s d et e r mi n ati o n c a n b e d e ri v e d b a s e d o n a n

e x p a n si o n of t h e e sti m at e d m o d el p a r a m et e r s a n d t h e m o d el f u n cti o n

a = A + δ a (6 .2 6 )

ϕ (a ) = ϕ (A ) +

N A∑

i = 1

δ a i ∂ i ϕ + . . . , ∂ i ϕ =
∂ ϕ (A )

∂ A i
(6 .2 7 )

a n d it s fi n al f o r m r e a d s T he ter m

W 1 / 2 C W 1 / 2

re d u ces t o t he

c orrel ati o n m atri x

f or u n c orrel ate d fits

wit h

W = ( di a g (C )) − 1 .

χ 2
e x p ( ā ) = Tr

[
(1 − P ϕ ) W 1 / 2 C W 1 / 2

]
. (6 .2 8 )

H e r e, W i s t h e w ei g ht m at ri x w hi c h i s u s e d i n t h e fit a n d C i s t h e

c o v a ri a n c e m at ri x d e ri v e d f r o m t h e d at a. T h e p r oj e ct o r (1 − P ϕ ) i s

o rt h o g o n al t o t h e p r oj e ct o r P ϕ a n d P ϕ p r oj e ct s o nt o t h e s u b s p a c e

s p a n n e d b y t h e N x × N A m at ri x

Q = W 1 / 2 V , V i j =
∂ ϕ (x i , A )

∂ A j
(6 .2 9 )

We c a n d et e r mi n e it vi a

P ϕ = Q (Q T Q ) − 1 Q T . (6 .3 0 )

We n o w e x p e ct χ 2
e x p ( ā ) =

Tr [1 − P ϕ ] = N D F

f or W = C − 1χ 2
mi n ( ā )

χ 2
e x p ( ā )

≃ 1 (6 .3 1 )

if t h e d at a a r e d e s c ri b e d b y t h e m o d el. U si n g χ e x p , w e c a n t e st a m o d el

f u n cti o n i n t h e p r e s e n c e of c o r r el ati o n s wit h o ut t h e n e e d t o p e rf o r m

t h e p ot e nti all y p r o bl e m ati c i n v e r si o n of t h e c o v a ri a n c e m at ri x.

6 .4 g r a d i e n t f l o w o b s e r v a b l e s

St r o n gl y c o u pl e d g a u g e fi el d s s h o w l a r g e fl u ct u ati o n s. I n l atti c e Q C D,

t hi s c a n l e a d t o u n d e si r e d eff e ct s si n c e ult r a vi ol et ( U V) m o d e s of t h e

fi el d s c a n r e d u c e t h e o v e rl a p of l atti c e i nt e r p ol at o r s wit h t h e g r o u n d

st at e o r c o m pli c at e t h e d e fi niti o n of t o p ol o gi c al o b s e r v a bl e s. T h e s e U V

fl u ct u ati o n s c a n e v e n b e u n p h yi s c al. I n t hi s c a s e, t h e y a r e r e m o v e d b y

t h e e n s e m bl e a v e r a g e.

F o r a l o n g ti m e, s m e a ri n g t e c h ni q u e s h a v e b e e n u s e d t o i m p r o v e

t h e o v e rl a p of l atti c e i nt e r p ol at o r s wit h p h y si c al w a v e f u n cti o n s a n d
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w e will c o m e b a c k t o t h e s e t e c h ni q u e s i n s e cti o n 6 .5 . A r at h e r r e c e nt

d e v el o p m e nt i s t h e i nt r o d u cti o n of t h e Wil s o n o r G r a di e nt fl o w [ 1 5 5 ,

1 5 6 ] w hi c h s ol v e s t h e p r o bl e m s d e s c ri b e d a b o v e a n d off e r s m o r e

t h e o r eti c al c o nt r ol t h a n s m e a ri n g.

6 .4 .1 T he Wils o n fl o w

T he de fi niti o n of a

fer mi o n fl o w is gi ve n

i n [1 5 7 ]. We will n ot

c o nsi der it i n t his

w or k.

T h e Y a n g- Mill s g r a di e nt fl o w i s d e fi n e d b y t h e e v ol uti o n of t h e g a u g e

fi el d s i n a fi ctiti o u s ti m e t ⩾ 0 . It i s gi v e n b y t h e p a rti al diff e r e nti al

e q u ati o n [ 1 5 7 ]

d B µ (x , t )

d t
= D ν G ν µ (x , t ) = −

δ S Y M (B )

δ B µ (x , t )
, B µ (x , 0 ) = A µ (x )

(6 .3 2 )

wit h t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e

D µ = ∂ µ + [B µ , ·] (6 .3 3 )

a n d t h e fi el d st r e n gt h

G µ ν = [D µ , D ν ] = ∂ µ B ν − ∂ ν B µ + [B µ , B ν ] . (6 .3 4 )

T h e fi el d s B µ d e p e n d o n t h e f o u r di m e n si o n al s p a c e-ti m e c o o r di n at e

x a n d t h e fl o w ti m e t w hi c h i s n ot t o b e c o nf u s e d wit h t h e E u cli d e a n

ti m e x 0 o r t h e M o nt e C a rl o ti m e. T h e i niti al fi el d c o n fi g u r ati o n s a r e

gi v e n b y t h e g a u g e fi el d s. T h e e v ol uti o n of B µ a c c o r di n g t o D ν G µ ν

l e a d s t o a s m o ot hi n g of t h e g a u g e fi el d s al o n g t h e n e g ati v e g r a di e nt

of t h e Y a n g- Mill s a cti o n t o w a r d s t h e mi ni m u m of t h e a cti o n [ 1 5 8 ].

Eff e cti v el y, t hi s l e a d s t o a s m o ot hi n g of t h e fi el d s o v e r a r e gi o n wit h

r a di u s
√

8 t i n all f o u r di m e n si o n s [1 5 6 ].

I n [1 5 7 , 1 5 9 ] it w a s s h o w n t o all o r d e r s of p e rt u r b ati o n t h e o r y t h at

gl u o ni c o b s e r v a bl e s b uilt f r o m t h e g a u g e fi el d s B µ a r e a ut o m ati c all y

fi nit e aft e r t h e r e m o v al of t h e c ut- off, i. e., t h e y d o n ot n e e d a n y

a d diti o n al r e n o r m ali z ati o n w h e n t h e f o u r di m e n si o n al t h e o r y h a s

b e e n r e n o r m ali z e d.

T h e Wil s o n fl o w [ 1 5 6 , 1 6 0 , 1 6 1 ] i s a l atti c e v e r si o n of t h e Y a n g- Mill s

g r a di e nt fl o w a n d it i s d e fi n e d b y

a 2 d

d t
V µ (x , t ) = − g 2

0 [∂ x ,µ S W (V µ )] V µ (x , t ) V µ (x , 0 ) = U µ (x )

(6 .3 5 )

wit h t h e Li e- al g e b r a v al u e d d e ri v ati v e of t h e a cti o n, a s w e h a v e s e e n it

i n t h e H M C al g o rit h m, e q. (5 .5 ). H e r e, t hi s d e ri v ati v e i s t a k e n wit h

r e s p e ct t o t h e fl o w e d g a u g e li n k s V µ (x , t ) . If t h e n u m e ri c al s ol uti o n i s

d et e r mi n e d b y t h e E ul e r m et h o d, w e c a n w rit e t h e e v ol uti o n of t h e

g a u g e li n k f o r a st e p si z e ϵ a s

V µ (x , t + ϵ ) = e x p
(
− ϵ g 2

0 ∂ x ,µ S W

)
V µ (x , t ) (6 .3 6 )
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a n d a n d t hi s f o r m all o w s u s t o g ai n i n si g ht i n t h e e v ol uti o n. I n p r a cti c e,

w e u s e t h e R u n g e- K utt a- F e hl b e r g m et h o d [ 1 5 8 , 1 6 2 – 1 6 4 ] t o s ol v e t h e

p a rti al diff e r e nti al e q u ati o n.

6 .4 .2 T he Ze ut he n fl o w

U nf o rt u n at el y, t h e Wil s o n fl o w h a s r at h e r l a r g e c ut- off eff e ct s. T h e r e

e xi st diff e r e nt a p p r o a c h e s t o i m p r o v e t h e s c ali n g t o w a r d s t h e c o n-

ti n u u m li mit, s e e e. g. [1 6 5 – 1 6 7 ]. A s w e h a v e s e e n it f o r m a n y ot h e r

di s c r eti z e d q u a ntiti e s, t h e s y st e m ati c i m p r o v e m e nt of t h e Wil s o n fl o w

à l a S y m a n zi k c a n b e a c hi e v e d s u c h t h at n o O (a 2 ) c ut- off eff e ct s a r e

i nt r o d u c e d b y t h e fl o w it s elf [1 6 8 ]. T h e s o- c all e d Z e ut h e n fl o w i s

d e fi n e d b y

a 2 d

d t
V µ (x , t ) = − g 2

0

(

1 +
a 2

1 2
∇ ∗

µ ∇ µ

)

[∂ x ,µ S L W (V µ )] V µ (x , t )

(6 .3 7 )

wit h t h e s a m e i niti al c o n diti o n a s t h e Wil s o n fl o w, t h e l atti c e f o r w a r d I n t he S c hr ö di n ger

f u n cti o n al, t he ter m

pr o p orti o n al t o a 2 is

set t o 0 if µ = 0 a n d

o ne of t he e n d p oi nts

is at a ti me b o u n d ar y

at 0 or T [4 5 ].

a n d b a c k w a r d d e ri v ati v e s a n d t h e L ü s c h e r- Wei s z a cti o n, e q. ( 2 .1 7 ). All

o b s e r v a bl e s w hi c h w e will d e fi n e f r o m t h e g r a di e nt fl o w, c a n b e b a s e d

o n t h e Wil s o n a n d t h e Z e ut h e n fl o w a n d t h e diff e r e nt d e fi niti o n s diff e r

i n t h ei r c ut- off eff e ct s.

6 .4 .3 Setti n g a s c ale fr o m t he fl o w

It i s p o s si bl e t o d e fi n e a r e n o r m ali z e d c o u pli n g f r o m t h e fl o w a n d t hi s

c o u pli n g c a n b e e m pl o y e d t o s et t h e s c al e i n l atti c e si m ul ati o n s [ 1 5 6 ,

1 5 7 , 1 6 9 ]. I n t h e c o nti n u u m, t h e Y a n g- Mill s a cti o n d e n sit y f r o m fl o w e d

fi el d s c a n b e d e fi n e d f r o m t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r vi a

E = −
1

2
Tr [G µ ν G µ ν ] . (6 .3 8 )

T hi s d e fi niti o n c a n b e di r e ctl y t r a n sl at e d t o a di s c r eti z e d f o r m of t h e

a cti o n d e n sit y b y c o n st r u cti n g t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r f r o m cl o v e r

pl a q u ett e s. A n ot h e r d e fi niti o n i s d e fi n e d a n al o g o u sl y t o t h e Wil s o n

a cti o n ( 2 .6 ) b y

E = 2
∑

p ∈ P x

R e Tr [1 − V (p , t ) ] , (6 .3 9 )

w h e r e w e t a k e t h e s u m o v e r all u n o ri e nt e d pl a q u ett e s. B ot h d e fi niti o n s T he de fi niti o n f or t 0

b ase d o n cl o ver

pl a q uettes h as bee n

use d t o set t he s c ale

f or t he C L S

e nse m bles.

diff e r b y t h ei r c ut- off eff e ct s a n d c a n b e u s e d t o d e fi n e a r ef e r e n c e

s c al e t 0 b y t h e i m pli cit e q u ati o n
{
t 2 ⟨E ⟩

}
t = t 0

= 0 .3 . (6 .4 0 )

Of c o u r s e, ot h e r v al u e s t h a n 0 .3 c o ul d b e c h o s e n o n t h e ri g ht h a n d

si d e. T h e alt e r n ati v e s c al e w 0 w hi c h i s b a s e d o n t h e d e ri v ati v e of t 2 E

h a s b e e n c o n st r u ct e d t o r e d u c e c ut- off eff e ct s [ 1 6 5 ].
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I n [1 5 6 ], t h e c o n n e cti o n b et w e e n t 2 ⟨E ⟩ i n i n fi nit e v ol u m e a n d t h e

r e n o r m ali z e d c o u pli n g ḡ M S (µ ) i n t h e M S s c h e m e at t h e s c al e µ =

1 /
√

8 t w a s s h o w n t o b e

t 2 ⟨E (t )⟩ =
3 (N 2 − 1 ) ḡ 2

1 2 8 π 2

{
1 + c̄ 1 ḡ 2 + O ( ḡ 4 )

}
, (6 .4 1 )

f o r t h e g a u g e g r o u p S U (N ) wit h t h e n u m e ri c al c o n st a nt c̄ 1 . F r o m t hi s

r el ati o n it i s a p p a r e nt t h at w e c a n d e fi n e a r e n o r m ali z e d c o u pli n g

f r o m t h e fl o w.

6 .4 .4 T he gr a die nt fl o w c o u pli n g i n t he S c hr ö di n ger f u n cti o n al

We will u s e t h e d e fi niti o n of t h e r e n o r m ali z e d g r a di e nt fl o w c o u pli n g

ḡ G F f r o m t h e fl o w i n o u r m at c hi n g p r o c e d u r e i n t h e S c h r ö di n g e r f u n c-

ti o n al. T h e c o u pli n g f o r S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n sT he i n vesti g ati o n of

t he c o u pli n g i n a

fi nite b o x wit h

peri o di c b o u n d ar y

c o n diti o ns h as bee n

d o ne i n [ 1 7 0 ].

h a s b e e n d e fi n e d a n d st u di e d i n [ 1 5 8 ]. It i s d e fi n e d f o r a n a r bit r a r y

S U (N ) g a u g e fi el d b y

ḡ 2
G F = N − 1 t 2 ⟨E (t )⟩ = ḡ 2

M S
+ O ( ḡ 4

M S
) (6 .4 2 )

wit h t h e n o r m ali z ati o n c o n st a nt N . T h e s e c o n d e q u ati o n s h o w s t h e

c o n n e cti o n b et w e e n t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g a n d a r e n o r m ali z e d

c o u pli n g d e fi n e d i n t h e M S s c h e m e. If w e s et t h e s c al e b y t h e b o x si z e

L , w e c a n w rit e

µ =
1

√
8 t

=
1

c L
, (6 .4 3 )

w h e r e c i s a di m e n si o nl e s s c o n st a nt t h at r e p r e s e nt s t h e f r a cti o n of t h e

s m o ot hi n g r a n g e o v e r t h e t ot al b o x si z e [ 1 5 8 ]. I n o r d e r t o f ull y s p e cif y

t h e c o u pli n g i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h b o u n d a r y fi el d s a n d

b r o k e n t r a n sl ati o n al i n v a ri a n c e i n t h e ti m e di r e cti o n, w e h a v e t o d e fi n e

t h e v al u e of t h e b o u n d a r y fi el d s ρ a n d t h e ti m e- sli c e x 0 , w h e r e w e

e v al u at e t h e a cti o n d e n sit y. E x pli citl y w riti n g o ut all t h e d e p e n d e n ci e s,

w e a r ri v e at

ḡ 2
G F (L ) = N − 1 (c , ρ , x 0 / T )t 2 ⟨E (t , x 0 )⟩|t = c 2 L 2 / 8 , (6 .4 4 )

a s t h e d e fi niti o n of t h e c o u pli n g. T h e n o r m ali z ati o n c o n st a nt N i n t h e

c o nti n u u m li mit w a s d et e r mi n e d i n [ 1 5 8 ] t o e n s u r e

ḡ 2
G F = g 2

0 + O (g 4
0 ) . (6 .4 5 )

B a s e d o n t h e i n v e sti g ati o n s i n [ 1 5 8 ], a n u m b e r of c h oi c e s w e r e m a d e

i n [4 5 ] i n o r d e r t o fi x t h e d e fi niti o n of t h e c o u pli n g. I n o u r w o r k, w e

sti c k t o t h e s e c h oi c e s a n d d e fi n e i n t h e f oll o wi n g t h e g r a di e nt fl o w

c o u pli n g a s w e u s e it i n o u r w o r k.

It w a s f o u n d t h at t h e c ut- off eff e ct s i n d u c e d b y t h e b o u n d a ri e s i n t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al a r e r e d u c e d if o nl y t h e s p ati al ( o r m a g n eti c)
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T a bl e 6 .1 : N o r m ali z ati o n c o n st a nt N (c , a / L ) f o r c = 0 .3 a n d x 0 = T / 2 , t h e

t r e e-l e v el i m p r o v e d L ü s c h e r- Wei s z g a u g e a cti o n, z e r o b o u n d a r y

fi el d s a n d t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g d e fi n e d f r o m t h e Z e ut h e n

fl o w [ 1 7 1 ].

L 0 / a N (c , a / L )

4 0 .0 1 2 3 4 1 1 7 0 4 6 8 2 7 0

6 0 .0 1 0 1 6 2 6 9 1 4 6 2 4 3 0

8 0 .0 0 9 0 3 1 6 1 4 8 0 7 9 3 1

1 0 0 .0 0 8 7 4 4 9 6 6 3 7 1 3 9 3

1 2 0 .0 0 8 6 5 0 9 1 7 8 5 6 8 0 9

1 6 0 .0 0 8 5 9 1 7 5 8 4 4 9 5 0 8

L 0 / a N (c , a / L )

2 0 0 .0 0 8 5 7 5 3 5 9 6 2 7 1 0 3

2 4 0 .0 0 8 5 6 9 3 8 7 8 4 7 5 4 0

3 2 0 .0 0 8 5 6 5 5 4 1 6 5 0 0 0 6

4 0 0 .0 0 8 5 6 4 4 8 0 6 8 4 9 6 2

4 8 0 .0 0 8 5 6 4 0 9 8 0 2 5 0 7 3

6 4 0 .0 0 8 5 6 3 8 5 3 9 4 3 3 8 3

c o m p o n e nt s of t h e a cti o n d e n sit y a r e u s e d. T h e st ati sti c al p r e ci si o n i s

n ot i m p ai r e d b y n e gl e cti n g t h e ti m e c o m p o n e nt. T h e n o r m ali z ati o n

c o n st a nt N h a s b e e n d et e r mi n e d i n e q. ( 3 .1 ) of [1 5 8 ]. I n t h e s a m e

r ef e r e n c e, a n o r m ali z ati o n c o n st a nt wit h e x pli citl y r e m o v e d c ut- off

eff e ct s h a s b e e n i nt r o d u c e d. T h e v al u e s of t hi s c o n st a nt N (c , a / L ) f o r

all r el e v a nt v al u e s of L / a i n t hi s w o r k a r e gi v e n i n t a bl e 6 .1 . T h e u s e

of N (c , a / L ) i s e x p e ct e d r e d u c e c ut- off eff e ct s i n t h e c o u pli n g. T h e I n t he deter mi n ati o n

of t he i m pr o ve me nt

c oef fi cie nts i n t he

C L S c o u pli n g re gi o n,

we c h ose c = 0 .3 5 .

c o n st a nt c w a s fi x e d t o 0 .3 i n o u r p r oj e ct o n H Q E T. F oll o wi n g [4 5 ], w e

t h e r ef o r e d e fi n e

ḡ 2
G F ≡ ḡ 2

0 .3 (L ) (6 .4 6 )

wit h

ḡ 2
c (L ) = t 2 N − 1 (c , a / L )

⟨E m a g (t , x ) δ̂ ( Q )⟩

⟨ δ̂ ( Q )⟩

⏐
⏐
⏐
⏐
⏐√

8 t = c L ,x 0 = T / 2

(6 .4 7 )

a n d

E m a g (t , x ) =
1

4

[
G a

i j G
a
i j

] L W
, i, j = 1 , 2 , 3 . (6 .4 8 )

If w e d o n ot s p e cif y it e x pli citl y, t h e u s e of t h e Z e ut h e n fl o w i s a s s u m e d.

Wit h t h e d e fi niti o n of t h e L ü s c h e r- Wei s z g a u g e a cti o n f r o m e q. ( 2 .1 7 ),

w e c a n e x p r e s s t h e m a g n eti c c o m p o n e nt of t h e a cti o n d e n sit y b y

E m a g =
∑

x

[
5

3
P i j (x , t ) −

1

1 2
R i j (x , t )

]

, (6 .4 9 )

w h e r e w e d e n ot e t h e s p ati al pl a q u ett e s wit h P i j a n d t h e s p ati al 2 × 1

r e ct a n gl e s wit h R i j . I n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h d y n a mi c al

q u a r k s, t h e c h oi c e s m a d e f o r t h e b o u n d a r y fi el d s a n d t h e p h a s e a n gl e s
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θ a r e of i m p o rt a n c e f o r t h e p r e ci s e d e fi niti o n of t h e c o u pli n g. T h e

c h oi c e s m a d e i n o u r w o r k h a v e b e e n s p e ci fi e d i n c h a pt e r 3 .

I n t h e d e fi niti o n of t h e c o u pli n g i n e q. (6 .4 7 ) w e i n cl u d e d a r e w ei g ht-Re wei g hti n g is

e x pl ai ne d i n se cti o n

5 .1 .5 .
i n g wit h t h e r e w ei g hti n g f a ct o r δ̂ ( Q ) w hi c h w e di d n ot y et e x pl ai n.

We d e fi n e t h e r e w ei g hti n g f a ct o r b y

δ̂ ( Q ) =

⎧
⎨

⎩

1 , |Q | < 0 .5

0 , ot h e r wi s e
, (6 .5 0 )

w h e r e Q d e n ot e s t h e t o p ol o gi c al c h a r g e. T hi s p r o c e d u r e w a s i nt r o-

d u c e d a n d m oti v at e d i n [ 1 7 2 ]. I n t h e n e xt s e cti o n, w e i nt r o d u c e a

di s c r eti z e d d e fi niti o n of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e. Aft e r w a r d s w e m oti-

v at e t h e r e w ei g hti n g of e q. ( 6 .5 0 ) w hi c h eff e cti v el y p r oj e ct s o nt o t h e

s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e.

6 .4 .5 T he t o p ol o gi c al c h ar ge fr o m t he gr a die nt fl o w

T h e t o p ol o gi c al c h a r g e i s u s e d t o di sti n g ui s h diff e r e nt t o p ol o gi c al

s e ct o r s w hi c h e m e r g e i n t h e t h e o r y. I n t h e c o nti n u u m, t h e s e diff e r e nt

t o p ol o gi c al s e ct o r s a r e di s c o n n e ct e d i n fi el d s p a c e a n d it i s n ot p o s si bl e

t o t u n n el b et w e e n t h e m. T w o fi el d s b el o n gi n g t o diff e r e nt h o m ot o p y

cl a s s e s c a n n ot b e c o nti n u o u sl y d ef o r m e d i nt o a n ot h e r. T h e r e e xi st

i n fi nit el y m a n y s u c h cl a s s e s w hi c h a r e c h a r a ct e ri z e d b y t h ei r i nt e g e r

t o p ol o gi c al c h a r g e Q . T hi s c h a r g e c a n b e d e fi n e d f r o m t h e fi el d

st r e n gt h t e n s o r vi a [ 1 7 3 ]

Q = −
1

3 2 π 2

∫

d 4 x ϵ µ ν ρ σ Tr [F µ ν F ρ σ ] . (6 .5 1 )

F r o m t h e Ati y a h- Si n g e r i n d e x t h e o r e m [ 1 7 4 ] it i s k n o w n t h at t h eT his st ate me nt is

o nl y tr ue, if t he

Dir a c o per at or

e x hi bits e x a ct zer o

m o des.

t o p ol o gi c al c h a r g e c a n al s o b e d et e r mi n e d f r o m t h e l eft h a n d e d n −

a n d ri g ht h a n d e d n + z e r o m o d e s of t h e E u cli d e a n Di r a c e q u ati o n vi a

[1 1 ]

Q =
1

N f
(n − − n + ) . (6 .5 2 )

T h e t o p ol o gi c al c h a r g e t h e r ef o r e c o n n e ct s g a u g e a n d f e r mi o ni c p r o p-

e rti e s of t h e t h e o r y.

W h e n w e si m ul at e t h e fi el d t h e o r y wit h M o nt e C a rl o m et h o d s, w e

h a v e t o e n s u r e t h at all t o p ol o gi c al s e ct o r s a r e s a m pl e d a c c o r di n g t o

t h ei r w ei g ht i n t h e p at h i nt e g r al i n t h e c o nti n u u m li mit. I n o r d e r t o

m o nit o r t h e s a m pli n g, w e h a v e t o h a v e a d e fi niti o n of t h e t o p ol o gi c al

c h a r g e o n t h e l atti c e. Si n c e Wil s o n’ s f o r m ul ati o n of q u a r k s o n t h e

l atti c e b r e a k s c hi r al s y m m et r y e x pli citl y, w e c a n n ot e x p r e s s Q i n t e r m s

of t h e z e r o m o d e s of t h e Di r a c o p e r at o r s b ut h a v e t o d et e r mi n e t h e

c h a r g e f r o m t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r.
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It w a s s h o w n [1 5 6 , 1 7 5 – 1 7 7 ] t h at Q c a n b e d e fi n e d f r o m t h e l at-

ti c e v e r si o n of t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r s u c h t h at it r e d u c e s t o t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i n t h e c o nti n u u m li mit, if t h e s m o ot h n e s s c o n diti o n

s p = R e Tr [1 − U (p ) ] , h = m a x
p

s p , h < 0 .0 6 7 (6 .5 3 )

i s s ati s fi e d b y t h e pl a q u ett e s p o n t h e l atti c e. T o w a r d s t h e c o nti n- At t he s a me ti me, all

p ossi ble v al ues of h

are prese nt i n t he

f u n cti o n al i nte gr al.

u u m li mit, t h e g a u g e c o n fi g u r ati o n s wit h h ⩾ 0 .0 6 7 h a v e a q ui c kl y

d e c r e a si n g w ei g ht a n d t h e r ef o r e, t h e di s c o n n e ct e d s e ct o r s e m e r g e

n at u r all y.

T h e g r a di e nt fl o w c a n b e u s e d t o s m o ot h t h e fi el d s at l a r g e r v al u e s

of a a n d t h e r ef o r e all o w t h e g a u g e c o n fi g u r ati o n s t o p a s s t h e c o n-

diti o n i n e q. ( 6 .5 3 ). Si n c e t h e fl o w t r a n sf o r m ati o n i s i n v e rti bl e, all

p h y si c al p r o p e rti e s of t h e t h e o r y a r e c o n s e r v e d a n d t h e d e fi niti o n of

t h e t o p ol o gi c al c h a r g e f r o m t h e g a u g e fi el d s b e c o m e s u n a m bi g u o u s

[1 5 6 ].

I n o u r w o r k, w e d e fi n e t h e t o p ol o gi c al c h a r g e d e n sit y b y [1 7 8 ]

q (x , t ) = −
1

3 2 π 2
ϵ µ ν ρ σ Tr [G µ ν (x , t )G ρ σ (x , t ) ] (6 .5 4 )

wit h t h e fi el d st r e n gt h t e n s o r s f r o m t h e fl o w e d cl o v e r pl a q u ett e s. T h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i s t h e n d e fi n e d b y

Q = a 4
∑

x

q (x , c ) , (6 .5 5 )

w h e r e c i s c h o s e n a s f o r t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g a n d t h e Z e ut h e n

fl o w i s u s e d. T hi s d e fi niti o n d o e s n ot l e a d t o i nt e g e r v al u e s, b ut v al u e s We will i ns pe ct t his

be h a vi or m ore cl osel y

w he n we l o o k at

me as ure me nts of Q

o n o ur e nse m bles.

w hi c h a r e di st ri b ut e d a r o u n d i nt e g e r s. T o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit,

t h e wi dt h of t h e s e di st ri b uti o n s s h ri n k s a n d i n t h e c o nti n u u m li mit

t h e i nt e g e r v al u e d t o p ol o gi c al c h a r g e i s r e st o r e d.

I n s e cti o n 3 .4 w e m oti v at e d t h e u s e of o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s

f o r l a r g e v ol u m e si m ul ati o n s wit h t h e a bilit y t o p r o p e rl y s a m pl e all

t o p ol o gi c al s e ct o r s w h e n g oi n g t o t h e c o nti n u u m li mit. T hi s i s n ot T here h as bee n a

s u g gesti o n t o use

o pe n- S F b o u n d ar y

c o n diti o ns f or cert ai n

a p pli c ati o ns [ 1 7 9 ].

p o s si bl e, w h e n u si n g S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s a n d

w e h a v e t o li v e wit h e n s e m bl e s w h e r e Q i s st u c k i n si n gl e s e ct o r s f o r

l a r g e f r a cti o n s of t h e aff o r d a bl e M o nt e C a rl o ti m e. F o rt u n at el y, t h e

p r o b a bilit y of t o p ol o gi c al s e ct o r s wit h n o n- z e r o c h a r g e i s s u p p r e s s e d

i n s m all v ol u m e s.

I n [1 7 2 ], t h e p r oj e cti o n o nt o t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al

c h a r g e a c c o r di n g t o e q. ( 6 .5 0 ) w a s i nt r o d u c e d. Si n c e Q i s n o n-i nt e g e r

o n t h e l atti c e, t hi s s e ct o r i s d e fi n e d b y n e a r e st-i nt e g e r r o u n di n g. If

o b s e r v a bl e s e x pli citl y d e p e n d o n t h e t o p ol o gi c al s e ct o r a n d it i s n ot

p o s si bl e t o s a m pl e all s e ct o r s o n s o m e e n s e m bl e s, a bi a s i s i nt r o d u c e d

i n t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. F o r s o m e o b s e r v a bl e s, t hi s bi a s c a n b e

r e m o v e d w h e n t h e q u a ntit y i s p r oj e ct e d o nt o t h e s e ct o r of v a ni s hi n g

t o p ol o gi c al c h a r g e o n all e n s e m bl e s. F o r l a r g e l atti c e s p a ci n g s, t hi s

a m o u nt s eff e cti v el y t o a r e d u cti o n of t h e st ati sti c s u p t o 7 0 %. At t h e
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s a m e ti m e, c riti c al sl o wi n g d o w n t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit mi g ht

b e a v oi d e d.

I n t h e c a s e of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g, t h e p r oj e cti o n o nt o t h e

s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e i s m a n d at o r y si n c e it i s p a rt of

o u r d e fi niti o n. F o r ot h e r o b s e r v a bl e s, w e h a v e t o b e m o r e c a r ef ul. If

w e w a nt t o d et e r mi n e p h y si c al o b s e r v a bl e s o n l a r g e v ol u m e s, w e h a v e

t o i n cl u d e all t o p ol o gi c al s e ct o r s t o s a m pl e t h e p at h i nt e g r al. T hi s i s

diff e r e nt w h e n w e l o o k at o b s e r v a bl e s d e fi n e d f r o m W a r d i d e ntiti e s,

e. g., c u r r e nt q u a r k m a s s e s. T h e o p e r at o r i d e ntiti e s h ol d wit hi n e a c h

s e ct o r a n d t h e r ef o r e o u r r e s ult s a r e still v ali d if w e o nl y c o n si d e r o n e

t o p ol o gi c al s e ct o r. A p r oj e cti o n t o t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al

c h a r g e j u st c h a n g e s t h e c ut- off eff e ct s [ 7 4 ]. We will i n di c at e t h e u s e of

t hi s p r oj e cti o n i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w h e n a p pli e d t o ot h e r

o b s e r v a bl e s t h a n t h e c o u pli n g.

6 .5 s m e a r i n g

A s i n di c at e d i n t h e l a st s e cti o n, s m e a ri n g t e c h ni q u e s a r e wi d el y u s e d

t o i n c r e a s e t h e o v e rl a p of t h e di s c r eti z e d i nt e r p ol at o r s wit h p h y si c al

w a v e f u n cti o n s a n d t o eli mi n at e u n p h y si c all y hi g h m o d e s of t h e g a u g e

fi el d s. I n g e n e r al, w e c a n di sti n g ui s h b et w e e n g a u g e s m e a ri n g, w h e r e

t h e g a u g e fi el d s a r e alt e r e d, a n d q u a r k s m e a ri n g w hi c h i s a p pli e d t o

t h e q u a r k fi el d s. I n t hi s s e cti o n, w e w a nt t o i nt r o d u c e t h e s m e a ri n g

t e c h ni q u e s u s e d i n o u r w o r k.

6 .5 .1 A P E s me ari n g

A P E s m e a ri n g [ 1 8 0 ] i s it e r ati v el y a p pli e d t o t h e s p ati al g a u g e li n k s.

O n e st e p of s p ati al A P E s m e a ri n g r e pl a c e s t h e o ri gi n al g a u g e li n k

a c c o r di n g t o

U i (n ) → P S U ( 3 )

[

(1 − α )U i (n )

+
α

4

± 3∑

j = ± 1 ,j ≠ i

U j (n )U i (n + a ĵ) U j (n + î) − 1

⎤

⎦ .

(6 .5 6 )

I n t hi s r e pl a c e m e nt, t h e c o nt ri b uti o n s of t h r e e-li n k p at h s of n ei g h b o r-

i n g g a u g e li n k s a r e a d d e d t o e a c h s p ati al li n k. T h e r e b y, it s s p ati al

e xt e nt i s e nl a r g e d. Hi g h m o d e s a r e s u p p r e s s e d if w e c h o o s e t h e s m e a r-

i n g p a r a m et e r α i n t h e r a n g e 0 ⩽ α ⩽ 0 .7 5 [1 8 1 ]. If A P E s m e a ri n g i s

p e rf o r m e d i n cl u di n g t h e li n k s i n t h e ti m e di r e cti o n, t h e n o r m ali z ati o n

of t h e s u m c h a n g e s t o α / 6 .

Aft e r t h e r e pl a c e m e nt b y t h e s u m of g a u g e li n k s, t h e n e w g a u g e

li n k s a r e n ot el e m e nt s of t h e g a u g e g r o u p S U (3 ) a n y m o r e. T h e r ef o r e,

w e p r oj e ct t h e c o m p o n e nt s of t h e g a u g e li n k s o nt o t h e g r o u p. I n
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e q u ati o n ( 6 .5 6 ), t hi s p r oj e cti o n i s i n di c at e d b y P S U ( 3 ) . We p r oj e ct

t h e c o m pl e x 3 × 3 m at ri c e s W a c c o r di n g t o t h e p r o c e d u r e gi v e n i n

r ef e r e n c e [ 1 8 2 ]. We c a r r y o ut t h e r e pl a c e m e nt

W →
W

√
1
3 Tr [W W † ]

(6 .5 7 )

a n d p r o c e e d wit h f o u r it e r ati o n s of

W → X

(

1 −
i

3
I m [d et (X ) ]

)

, (6 .5 8 )

w h e r e X = W

(
3

2
−

1

2
W † W

)

.

T h e it e r ati v e s m e a ri n g i n e q. ( 6 .5 6 ) i s a p pli e d a n u m b e r of ti m e s

a n d t h e g a u g e li n k s g et s m e a r e d o ut m o r e a n d m o r e d u ri n g t hi s

p r o c e d u r e. O p e r at o r s b a s e d o n diff e r e nt n u m b e r of s m e a ri n g st e p s

c a n b e c o m bi n e d i n t h e v a ri ati o n al m et h o d, cf. s e cti o n 6 .2 .

6 .5 .2 H Y P s me ari n g

T h e s p ati al e xt e nt of t h e s m e a ri n g p r o c e d u r e i s li mit e d, w h e n h y p e r-

c u bi c bl o c ki n g ( H Y P) s m e a ri n g [ 1 8 3 , 1 8 4 ] i s a p pli e d. I n t hi s m et h o d,

t h e e xt e nt of t h e s m e a r e d li n k s i s li mit e d t o t h e h y p e r c u b e s att a c h e d

t o t h e o ri gi n al li n k. T h e s m e a ri n g i s p e rf o r m e d vi a t h r e e s m e a ri n g

st e p s w hi c h w e will s p e cif y i n t h e f oll o wi n g.

T h e fi n al H Y P s m e a r e d li n k s V µ (n ) w hi c h a r e u s e d l at e r o n i n t h e

e xt r a cti o n of p h y si c al q u a ntiti e s, a r e d e fi n e d b y

V µ (n ) = P S U ( 3 )

[

(1 − α 1 )U µ (n )

+
α 1

6

∑

± ν ≠ µ

Ṽ ν ;µ (n ) Ṽ µ ;ν (n + a ν̂ ) Ṽ ν ;µ (n + µ̂ ) − 1

⎤

⎦ ,

(6 .5 9 )

w h e r e w e i nt r o d u c e d s o- c all e d d e c o r at e d li n k s Ṽ . I n t h e n ot ati o n of

[1 8 3 ], Ṽ µ ;ν (n ) i s a d e c o r at e d li n k i n di r e cti o n µ at t h e l atti c e p oi nt n

w hi c h i s c o n st r u ct e d wit h o ut st a pl e s e xt e n di n g i n di r e cti o n ν . T h e s e

li n k s a r e d e fi n e d b y

Ṽ µ ;ν (n ) = P S U ( 3 )

[

(1 − α 2 )U µ (n )

+
α 2

4

∑

± ρ ≠ ν ,µ

V̄ ρ ;ν µ (n ) V̄ µ ;ρ ν (n + a ρ̂ ) V̄ ρ ;ν µ (n + µ̂ ) − 1

⎤

⎦ ,

(6 .6 0 )
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w h e r e t h e n ot ati o n V̄ ρ ;ν µ (n ) i s si mil a r t o t h e o n e a b o v e; t h e li n k i s

e xt e n d e d b y st a pl e s w hi c h d o n ot e xt e n d i n di r e cti o n s ν o r µ . Fi n all y,

t h e li n k s V̄ a r e d e fi n e d b y a m o di fi e d A P E s m e a ri n g st e p vi a

V̄ µ ;ν ρ (n ) = P S U ( 3 )

[

(1 − α 3 )U µ (n )

+
α 3

2

∑

± η ≠ ρ ,ν ,µ

U η (n )U µ (n + a η̂ ) U η (n + µ̂ ) − 1

⎤

⎦ .

(6 .6 1 )

I n t hi s st e p, o nl y t w o st a pl e s i n t h e di r e cti o n o rt h o g o n al t o ρ , ν a n d µ

a r e a d d e d.

T h e p r o c e d u r e d e fi n e d a b o v e a c hi e v e s a s m e a r e d, f at li n k t h at

c o n si st s of u n s m e a r e d, t hi n li n k s i n si d e t h e h y p e r c u b e att a c h e d t o t h e

o ri gi n al li n k. T h e p a r a m et e r s et α ≡ (α 1 , α 2 , α 3 ) h a s t o b e o pti mi z e d

t o a c hi e v e a g o o d p e rf o r m a n c e f o r t h e p r o bl e m at h a n d. I n o u r w o r k,

w e c o n si d e r t w o s et s of t h e s e p a r a m et e r s. We d e fi n e

H Y P 1 : α = ( 0 .7 5 , 0 .6 , 0 .3 ) , (6 .6 2 )

w hi c h i s t h e s et of p a r a m et e r s i nt r o d u c e d i n [ 1 8 3 ] a n d

H Y P 2 : α = ( 1 .0 , 1 .0 , 0 .5 ) , (6 .6 3 )

m oti v at e d i n [ 1 8 2 ].

We will u s e b ot h v e r si o n s of H Y P s m e a ri n g i n t h e c o nt e xt of H Q E T

i n c h a pt e r 1 6 . It w a s f o u n d i n [1 8 5 ] t h at a n e x p o n e nti all y i m p r o v e d

st ati sti c al p r e ci si o n c a n b e a c hi e v e d f o r o b s e r v a bl e s i n cl u di n g st ati c

q u a r k s if H Y P s m e a ri n g i s u s e d. Si n c e w e d o n ot k n o w a p ri o ri w hi c hT he s me ari n g itself

a n d t he c al c ul ati o n

of st ati c q u ar k li nes

is rel ati vel y c he a p.

v e r si o n p e rf o r m s b ett e r, w e will al w a y s c o n si d e r H Y P 1 a n d H Y P 2 . I n

a c o m p a ri s o n of t h e fi n al r e s ult s, w e will i n v e sti g at e w hi c h t h e s et of

p a r a m et e r s l e a d s t o s m all e r c ut- off eff e ct s o r a n e n h a n c e d st ati sti c al

p r e ci si o n.

6 .5 .3 G a ussi a n s me ari n g

U p t o n o w w e h a v e c o n si d e r e d m o di fi c ati o n s of t h e g a u g e li n k s. We

will n o w l o o k at s m e a ri n g t e c h ni q u e s w hi c h a r e u s e d t o e nl a r g e t h e

s p ati al e xt e nt of q u a r k fi el d s. T h e c o n st r u cti o n of e xt e n d e d i nt e r-

p ol at o r s w hi c h a r e c o nt r a ct e d t o f o r m q u a r k p r o p a g at o r s, ai m s at

i n c r e a si n g t h e o v e rl a p wit h p h y si c al w a v e f u n cti o n s.

O n e p o s si bilit y t o c o n st r u ct s u c h e xt e n d e d s o u r c e s i s G a u s si a n

s m e a ri n g [ 1 8 6 ]. H e r e, t h e n e w fi el d i s c o n st r u ct e d it e r ati v el y b y t h e

r e pl a c e m e ntT he dis creti ze d

L a pl a ce o per at or ∆ is

de fi ne d i n a p p. A. ψ (x ) → ψ ′(x ) = (1 + κ G a 2 ∆ )ψ (x ) , (6 .6 4 )
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w h e r e w e u s e t h e t h r e e di m e n si o n al l atti c e L a pl a c e o p e r at o r ∆ ≡

− ∇ i ∇
∗
i . T h e p a r a m et e r κ G d e n ot e s t h e c o u pli n g st r e n gt h of t h e We use κ G = 0 .1

n e a r e st n ei g h b o r i nt e r a cti o n s. T h e e xt e nt of t h e n e w fi el d d e p e n d s o n

t h e n u m b e r of it e r ati o n s n k . T h e r el ati o n b et w e e n n k a n d t h e p h y si c al

e xt e nt i s n ot k n o w n a p ri o ri, b ut a p p r o xi m at el y it i s gi v e n b y

r k ≈ 2 a
√

κ G n k . (6 .6 5 )

We c a n al s o d e fi n e t h e s q u a r e of t h e s m e a ri n g r a di u s vi a

⟨r 2 ⟩ ≡

∑
x r 2 Tr

[
ψ † (x )ψ (x )

]

∑
x Tr [ψ † (x )ψ (x ) ]

, r 2 = x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 (6 .6 6 )

a n d d et e r mi n e it o n t h e l atti c e. M e a s u r e d v al u e s of ⟨r 2 ⟩ c a n b e u s e d

t o t u n e t o c o n st a nt s m e a ri n g r a dii a c r o s s diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s.

If w e e x p r e s s t h e s m e a ri n g p r o c e d u r e b y t h e o p e r at o r S k d e fi n e d b y

S k = ( 1 + κ G a 2 ∆ ) n k , (6 .6 7 )

w e c a n b uil d i nt e r p ol ati n g fi el d s wit h g a m m a st r u ct u r e Γ vi a

O i j
k = a 3

∑

x

ψ̄ i (x )S k Γ ψ j (x ) . (6 .6 8 )

W h e n G a u s si a n s m e a ri n g i s a p pli e d, w e u s e A P E s m e a r e d g a u g e

fi el d s i n t h e L a pl a c e o p e r at o r. Wit h t hi s c o n st r u cti o n, u n p h y si c al

fl u ct u ati o n s of t h e g a u g e fi el d s h a v e b e e n s m o ot h e d o ut a n d d o n ot

p r o p a g at e i nt o t h e q u a r k fi el d s [ 1 8 7 ].

6 .5 .4 S me ari n g fr o m t hree- di me nsi o n al fer mi o ns

I n [1 8 8 ] t h e c r e ati o n of e xt e n d e d i nt e r p ol ati n g o p e r at o r s f r o m q u a r k

fi el d s a n d a d diti o n al t h r e e- di m e n si o n al s pi n o r fi el d s h a s b e e n i nt r o-

d u c e d. T h e i m pl e m e nt ati o n r e q ui r e s t h e i n v e r si o n of a t h r e e- di m e n-

si o n al Di r a c o p e r at o r.

We st a rt o u r di s c u s si o n wit h t h e d e fi niti o n of s m e a r e d s o u r c e s f r o m

s pi n o r fi el d s ϕ (x ) . T h e c o r r e s p o n di n g a cti o n o n a si n gl e ti m e sli c e i s

gi v e n b y

S s p = a 3
∑

x

ϕ (x )

[
1

2
{γ i (∇ i + ∇ ∗

i ) − a ∇ ∗
i ∇ i } + m 3 D

]

ϕ (x ) ,

(6 .6 9 )

a n d n o p r o p a g ati o n i n ti m e i s all o w e d f o r t h e s pi n o r fi el d s ϕ (x ) . T h e y

a r e q u e n c h e d b ut c o u pl e t o t h e s p ati al p a rt s of t h e g a u g e fi el d a n d

t h e r ef o r e r e c ei v e q u a nt u m c o r r e cti o n s. T h e e xt e n d e d q u a r k fi el d i s

d e fi n e d f r o m t h e s pi n o r fi el d s ϕ a n d t h e u n s m e a r e d q u a r k fi el d s ψ

vi a Λ (x 0 ) de n otes t he

set of s p ati al sites o n

ti me sli ce x 0 .ψ s p (x ) = a 3
∑

y ∈ Λ ( x 0 )

ϕ (x ) ϕ̄ ( y )Γ 3 D ψ (x 0 , y ) , (6 .7 0 )
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w h e r e w e s u m o v e r all sit e s o n ti m e sli c e x 0 . T h e Di r a c st r u ct u r e Γ 3 D

i s c h o s e n a p p r o p ri at el y t o o bt ai n t h e c o r r e ct q u a nt u m n u m b e r s.

W h e n t w o s u c h e xt e n d e d q u a r k fi el d s a r e c o nt r a ct e d, w e o bt ai n t h e

p r o p a g ati o n of a t h r e e- di m e n si o n al f e r mi o n i n s p a c e, t h e st a n d a r d

p r o p a g ati o n i n s p a c e-ti m e t o a diff e r e nt ti m e sli c e a n d s u b s e q u e ntl y

a n ot h e r t h r e e- di m e n si o n al p r o p a g ati o n. T h e r ef o r e a n e xt e n d e d i nt e r-

p ol at o r h a s b e e n c o n st r u ct e d f r o m t h e a b o v e d e fi niti o n.

S pi n o r fi el d s h a v e b e e n c h o s e n f o r t h e c o n st r u cti o n of t hi s s m e a ri n g

m et h o d si n c e t h e y l o w e r t h e c a n o ni c al di m e n si o n of t h e e xt e n d e d

q u a r k fi el d s a n d h a v e ni c e r e n o r m ali z ati o n p r o p e rti e s. T h e y a r e a ut o-

m ati c all y r e n o r m ali z e d if t h e q u a r k fi el d s ψ a r e p r o p e rl y r e n o r m ali z e d

a n d d u e t o t h e i m p r o v e d s h o rt di st a n c e b e h a vi o r w hi c h c a n b e d e-

d u c e d f r o m t h e o p e r at o r p r o d u ct e x p a n si o n w e e x p e ct a n i m p r o v e d

o v e rl a p wit h t h e p h y si c al g r o u n d st at e.

Si mil a rl y t o q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s, w e c a n d e fi n e t h e h o p pi n g

p a r a m et e r f o r t h e s pi n o r fi el d s b y

a m 3 D =
1

2

(
1

κ 3 D
− 6

)

, (6 .7 1 )

a n d t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r c a n b e o bt ai n e d f r o m t h e p oi nt

w h e r e t h e m a s s of a c o r r e s p o n di n g t h r e e- di m e n si o n al pi o n v a ni s h e s.

6 .5 .5 S me ari n g fr o m t hree- di me nsi o n al b os o ns

T h e c o n st r u cti o n of e xt e n d e d q u a r k fi el d s f r o m q u e n c h e d, t h r e e- di-

m e n si o n al fi el d s c a n al s o b e d e fi n e d f r o m s c al a r fi el d s [ 1 8 8 ]. I n t hi s

c a s e, w e u s e t h e s c al a r fi el d s ϕ (x ) wit h t h e l atti c e a cti o n

S s c = a 3
∑

x

(

−
1

2
ϕ (x )∆ ϕ † (x ) +

m 2
3 D

2
ϕ † (x )ϕ (x )

)

(6 .7 2 )

o n t h e ti m e sli c e x 0 wit h t h e 3 D L a pl a c e o p e r at o r a s it i s u s e d i n

G a u s si a n s m e a ri n g. T h e e xt e n d e d q u a r k fi el d i s t h e n d e fi n e d b y

ψ α , s c(x ) = a 3
∑

y ∈ Λ ( x 0 )

ϕ (x ) ϕ̄ ( y )ψ α (x 0 , y ) , (6 .7 3 )

w h e r e w e d e n ot e d t h e s pi n o r i n d e x wit h α . I n t hi s c a s e, w e n e e d

f o u r i n v e r si o n s of t h e s c al a r o p e r at o r t o d et e r mi n e all f o u r s pi n o r

c o m p o n e nt s of t h e e xt e n d e d q u a r k fi el d.

T h e 3 D h o p pi n g p a r a m et e r i s d e fi n e d a s f o r t h e s pi n o r fi el d s,

e q. ( 6 .7 1 ). I n c o nt r a st t o t h e t h r e e- di m e n si o n al f e r mi o n s, t h e t h e-

o r y wit h q u e n c h e d t h r e e- di m e n si o n al b o s o n s i s n ot r e n o r m ali z a bl e

a n d t h e t h e o r eti c al c o nt r ol o v e r t h e s m e a ri n g a c r o s s diff e r e nt l atti c e

s p a ci n g s i s l o st [ 1 8 8 ]. N e v e rt h el e s s, w e c a n u s e t h e b o s o n s t o d e fi n e

a v ali d s m e a ri n g p r o c e d u r e if w e a r e n ot i nt e r e st e d i n t h e r e n o r m al-

i z ati o n p r o p e rti e s. T h e c a n o ni c al di m e n si o n of a n i nt e r p ol at o r b uilt
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f r o m ψ α , s c i s still l o w e r t h a n i n t h e u n s m e a r e d c a s e a n d w e e x p e ct t h e

s h o rt di st a n c e p r o p e rti e s t o b e i m p r o v e d. T h e t u ni n g of t h e h o p pi n g

p a r a m et e r h a s t o b e p e rf o r m e d vi a e x pli cit m e a s u r e m e nt s of t h e r a di u s

d e fi n e d i n e q. ( 6 .6 6 ). T hi s r a di u s c a n al s o b e u s e d t o c o m p a r e i nt e r p o-

l at o r s b a s e d o n diff e r e nt s m e a ri n g t e c h ni q u e s wit h si mil a r s m e a ri n g

r a dii.





7
H E A V Y Q U A R K E F F E C T I V E T H E O R Y

Si n c e w e a r e n ot a bl e t o c o v e r all e n e r g y s c al e s t h at c o nt ri b ut e t o p h y s-

i c al o b s e r v a bl e s i n cl u di n g b ott o m q u a r k s i n l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s,

w e h a v e t o r e s o rt t o a n eff e cti v e t h e o r y t o d e s c ri b e Q C D o b s e r v a bl e s

i n cl u di n g o n e h e a v y q u a r k. O u r t h e o r y of c h oi c e i s H e a v y Q u a r k

Eff e cti v e T h e o r y ( H Q E T) w hi c h i s c o n st r u ct e d f r o m a n e x p a n si o n of

t h e Q C D L a g r a n gi a n i n i n v e r s e p o w e r s of t h e h e a v y q u a r k m a s s m h .

I n t h e st ati c li mit, i. e., f o r o n e i n fi nit el y h e a v y q u a r k, H Q E T all o w s

u s t o d e d u c e u n d e rl yi n g f e at u r e s of t h e L a g r a n gi a n. At t h e s a m e

ti m e, t h e e x p a n si o n i n p o w e r s of 1 / m h i s f a st t o e n o u g h t o b e a bl e t o

d e s c ri b e p h y si c s at t h e s c al e of t h e b q u a r k t o hi g h p r e ci si o n u si n g

t h e n e xt-t o-l e a di n g t e r m s i n t h e e x p a n si o n. T hi s m a k e s H Q E T a n

e xt r e m el y u s ef ul t o ol t o i n c o r p o r at e b q u a r k s i n l atti c e si m ul ati o n s

I n t hi s c h a pt e r w e will s k et c h t h e d e ri v ati o n of t h e H Q E T L a-

g r a n gi a n, d e s c ri b e it s s y m m et ri e s a n d e x pl ai n t h e i m pli c ati o n s o n

p h y si c al o b s e r v a bl e s. Aft e r w a r d s w e will f o r m ul at e t h e t h e o r y o n t h e

l atti c e a n d d e s c ri b e o u r st r at e g y t o r e n o r m ali z e t h e eff e cti v e t h e o r y

vi a a n o n- p e rt u r b ati v e fi nit e- v ol u m e m at c hi n g wit h Q C D.

7 .1 c o n t i n u u m h q e t

S o m eti m e s, i n st e a d of t r yi n g t o d e s c ri b e all f e at u r e s of a t h e o r y, it

m a k e s s e n s e t o f o c u s o n s p e ci fi c p r o p e rti e s a n d t o d e s c ri b e t h e s e b y a n

eff e cti v e t h e o r y w hi c h i s v ali d i n a w ell d e fi n e d li mit of t h e f ull t h e o r y.

I n o u r c a s e, w e a r e n ot a bl e t o d e s c ri b e t h e l o w e n e r g y p r o p e rti e s of

Q C D w hil e t a ki n g i nt o a c c o u nt t h e eff e ct s of h e a v y q u a r k s.

It i s k n o w n t h at t h e i m p a ct of v e r y h e a v y p a rti cl e s i s s m all o r e v e n

i r r el e v a nt at l o w e n e r gi e s. F e r mi’ s t h e o r y of t h e We a k i nt e r a cti o n s

[1 8 9 ] i s a n e x a m pl e f o r a n eff e cti v e t h e o r y w hi c h w o r k s v e r y w ell if

w e r e st ri ct o u r s el v e s t o t h e d e s c ri pti o n of l o w e n e r g y p r o c e s s e s [ 1 9 0 ].

T h e st r u ct u r e of t h e w e a k i nt e r a cti o n c a n n ot b e r e s ol v e d, if e n e r gi e s at

t h e s c al e of h a d r o n s a r e c o n si d e r e d. A q u ar k is

c o nsi dere d as he a v y,

if its m ass is

c o nsi der a bl y l ar ger

t h a n Λ Q C D .

I n t h e c o n st r u cti o n of a n eff e cti v e t h e o r y f o r h e a v y q u a r k s, t h r e e

st e p s a r e n e c e s s a r y [ 1 9 1 ]. We h a v e t o i nt e g r at e o ut t h e h e a v y d e g r e e s

of f r e e d o m i n t h e g e n e r ati n g f u n cti o n al of t h e f ull t h e o r y w hi c h i s

p o s si bl e b e c a u s e t h e h e a v y p a rti cl e s d o n ot a p p e a r a s e xt e r n al st at e s

at l o w e n e r gi e s. T h e r e s ult of t hi s p r o c e d u r e i s a L a g r a n gi a n w hi c h

i s n o n-l o c al b e c a u s e of t h e vi rt u al p a rti cl e s of t h e f ull t h e o r y w hi c h

a r e a bl e t o t r a v el o v e r a di st a n c e ∝ 1 / m h . T h e r ef o r e, a n e x p a n si o n

of t h e eff e cti v e t h e o r y i n 1 / m h i s d o n e t o di s e nt a n gl e s h o rt a n d l o n g

di st a n c e eff e ct s. I n t h e l a st st e p w hi c h i s c all e d m at c hi n g, w e h a v e

7 9
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t o r e n o r m ali z e t h e c o ef fi ci e nt s of t h e eff e cti v e t h e o r y i n o r d e r t o

i n c o r p o r at e t h e q u a nt u m c o r r e cti o n s of t h e f ull t h e o r y.

B ef o r e w e l o o k at t h e i m pl e m e nt ati o n of H Q E T a n d t h e n o n- p e rt u r-

b ati v e m at c hi n g p r o c e d u r e o n t h e l atti c e, w e i n v e sti g at e t h e eff e cti v e

t h e o r y a n d it s p r o p e rti e s i n t h e c o nti n u u m.

7 .1 .1 Deri v ati o n of t he H Q E T L a gr a n gi a n

We s u m m a ri z e t h e b a si c st e p s of t h e d e ri v ati o n of t h e H Q E T L a g r a n g e

d e n sit y b a s e d o n [ 1 9 2 – 1 9 4 ]. We st a rt wit h t h e Q C D L a g r a n gi a n wit h

a si n gl e h e a v y q u a r k Q a n d a n u n s p e ci fi e d n u m b e r of li g ht q u a r k s.

T h e h e a v y q u a r k, alt h o u g h b a s e d o n t h e s a m e t h e o r eti c al f o oti n g,

diff e r s f r o m t h e li g ht q u a r k s j u st b y it s m a s s w hi c h w e c o n si d e r t o

b e si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n Λ Q C D . We n o w w a nt t o s e p a r at e t h e li g ht

f r o m t h e h e a v y d e g r e e of f r e e d o m s a n d t o r e fl e ct t hi s s e p a r ati o n i n

t h e L a g r a n g e d e n sit y.

We st a rt wit h t h e st a n d a r d Q C D L a g r a n gi a n a n d s plit it i nt o a h e a v y

a n d a li g ht p a rt t o o bt ai n

L Q C D ≡ L h e a v y + L li g ht = Q̄ ( iD/ − m Q )Q + L li g ht . (7 .1 )

L h e a v y c o nt ai n s t h e h e a v y q u a r k fi el d s Q a n d Q̄ , t h e m a s s of t h e

h e a v y q u a r k m Q a n d t h e st a n d a r d c o v a ri a nt d e ri v ati v e. F r o m n o w o n,

w e will n ot c o n si d e r L li g ht a n y m o r e w hi c h i s j u st t h e st a n d a r d Q C D

L a g r a n g e d e n sit y f o r t h e li g ht q u a r k s.

We p r o c e e d b y s plitti n g u p t h e h e a v y q u a r k fi el d i nt o a n u p-

p e r /l a r g e c o m p o n e nt ϕ a n d a l o w e r / s m all c o m p o n e nt χ vi a

ϕ v =
1

2
(1 + v/ )Q = P + Q , v/ ϕ v = ϕ v (7 .2 )

χ v =
1

2
(1 − v/ )Q = P − Q , v/ χ v = − χ v (7 .3 )

w h e r e w e i nt r o d u c e d t h e p r oj e cti o n o p e r at o r s P ± wit h t h e p r o p e rti e s

P ± =
1

2
(1 ± v/ ) , P ± P ± = P ± ,

P + P − = P − P + = 0 , P + + P − = 1 . (7 .4 )

T h e s e p r oj e ct o nt o t h e h a d r o n’ s v el o cit y v . T h e h a d r o n’ s m o m e nt u m

c a n b e w ritt e n a s

p µ
Q = m Q v µ + k µ , (7 .5 )

w h e r e t h e r e si d u al m o m e nt u m k i s m u c h s m all e r t h a n t h e h e a v y q u a r k

m a s s m Q a n d w e n o r m ali z e t h e v el o cit y a s

v · v = 1 . (7 .6 )

I n t hi s w a y, w e c a n c o n si d e r t h e h e a v y q u a r k a s al m o st st ati c i n t h e

r ef e r e n c e f r a m e of t h e h a d r o n. All i nt e r a cti o n s wit h li g ht q u a r k s a r e
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s m all c o m p a r e d t o t h e h e a v y q u a r k m a s s a n d t h e h e a v y q u a r k i s

al m o st o n- s h ell.

We n o w d e c o m p o s e t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e i nt o a ti m e ( ‖ ) a n d a

s p ati al ( ⊥ ) c o m p o n e nt,

D µ = D µ
∥ + D µ

⊥ , (7 .7 )

D µ
∥ = v µ (v · D ) , D µ

⊥ = ( g µ ν − v µ v ν )D ν .

I n t h e n e xt st e p w e n e e d t h e r el ati o n s

{D/ ⊥ , v/ } = 0 (7 .8 )

a n d

P ± γ µ = ± v µ + γ µ P ∓ (7 .9 )

w hi c h c a n b e d e ri v e d u si n g t h e d e fi niti o n of t h e p r oj e ct o r s a n d t h e

v el o cit y of t h e h e a v y q u a r k.

We c a n n o w r e w rit e t h e h e a v y p a rt of t h e L a g r a n gi a n a n d s e p a r at e

t h e s m all a n d l a r g e c o m p o n e nt s. Si n c e mi x e d t e r m s v a ni s h, w e e n d

u p wit h

L h e a v y = ( ϕ̄ v + χ̄ v )
(
iD/ ∥ + iD/ ⊥ − m Q

)
(ϕ v + χ v )

= ϕ̄ v

(
i(v · D ) − m Q

)
ϕ v + ϕ̄ v iD/ ⊥ χ v

− χ̄ v

(
i(v · D ) + m Q

)
χ v + χ̄ v iD/ ⊥ ϕ v . (7 .1 0 )

I n o r d e r t o d e c o m p o s e t h e m o m e nt u m of t h e h e a v y q u a r k i nt o a l a r g e

a n d a r e si d u al pi e c e, w e m ulti pl y t h e q u a r k fi el d s wit h a p h a s e f a ct o r,

ϕ v = e − im Q ( v ·x ) h v , χ v = e − im Q ( v ·x ) H v (7 .1 1 )

a n d wit h

i∂ µ ϕ v (x ) = e − im Q ( v ·x ) (m Q v µ + i∂ µ )h v (7 .1 2 )

i∂ µ χ v (x ) = e − im Q ( v ·x ) (m Q v µ + i∂ µ )H v (7 .1 3 )

a n d

ϕ̄ v iD/ ⊥ χ v = h̄ v iD/ ⊥ H v (7 .1 4 )

χ̄ v iD/ ⊥ ψ v = H̄ v iD/ ⊥ h v (7 .1 5 )

w e a r ri v e at

L h e a v y = h̄ v i(v · D )h v − H̄ v

(
i(v · D ) + 2 m Q

)
H v

+ h̄ v iD/ ⊥ H v + H̄ v iD/ ⊥ h v . (7 .1 6 )

F r o m t hi s r e p r e s e nt ati o n of t h e L a g r a n g e d e n sit y w e c a n s e e t h at t h e

fi el d H v c o r r e s p o n d s t o t h e m a s s 2 m Q b ut h v i s m a s sl e s s. T h e mi x e d
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t e r m s c o u pl e t h e h e a v y a n d t h e li g ht d e g r e e s of f r e e d o m a n d d e s c ri b e

t h e p ai r c r e ati o n o r a n ni hil ati o n of h e a v y q u a r k s a n d a nti q u a r k s.

I n t h e n e xt st e p, w e li k e t o i nt e g r at e o ut t h e h e a v y d e g r e e s of

f r e e d o m. I n t hi s s k et c h of t h e d e ri v ati o n w e d o t hi s t o t r e e-l e v el, i. e.,

w e s ol v e t h e e q u ati o n s of m oti o n i n o r d e r t o e x p r e s s H v i n t e r m s of

h v . F r o m t h e fi el d e q u ati o n

(i(v · D ) + 2 m Q )H v = iD/ ⊥ h v (7 .1 7 )

w e d e ri v e

H v =
1

(i(v · D ) + 2 m Q )
iD/ ⊥ h v (7 .1 8 )

a n d u s e t hi s r el ati o n t o o bt ai n

L h e a v y = h̄ v

[

i(v · D ) + iD/ ⊥

1

(i(v · D ) + 2 m Q )
iD/ ⊥

]

h v . (7 .1 9 )

A s w e c a n s e e f r o m e q. ( 7 .1 9 ), a n o n-l o c al t e r m i s p r e s e nt i n t h e L a-

g r a n gi a n a s t h e r e s ult of i nt e g r ati n g o ut t h e h e a v y d e g r e e s of f r e e d o m.

Si n c e (v · D ) ≪ 2 m Q h ol d s, w e c a n u s e t h e e x p a n si o n

1

(i(v · D ) + 2 m Q )
=

1

2 m Q

∞∑

n = 0

(
− i(v · D )

2 m Q

) n

(7 .2 0 )

i n t h e L a g r a n gi a n i n e q. (7 .1 9 ) a n d w rit e

L h e a v y = h̄ v i(v · D )h v −
1

2 m Q
h̄ v D/ ⊥

∞∑

n = 0

(
− i(v · D )

2 m Q

) n

D/ ⊥ h v .

(7 .2 1 )

We c all t h e fi r st t e r m of t hi s L a g r a n gi a n t h e st ati c p a rt a n d t h e a c c u r a c y

of t h e eff e cti v e t h e o r y i n c r e a s e s wit h t h e n u m b e r of t e r m s c o n si d e r e d

i n t h e e x p a n si o n i n t h e s e c o n d t e r m. I n o u r w o r k, w e will c o n si d e r

t h e st ati c t h e o r y, a s w ell a s t h e t h e o r y i n cl u di n g t h e l e a di n g t e r m of

t h e e x p a n si o n i n 1 / (2 m Q ). T h e r ef o r e w e e x pli citl y w rit e o ut t h e fi r st

t w o t e r m s,

L h e a v y = L st at + L ( 1 ) + O

(
Λ Q C D

m 2
Q

)

(7 .2 2 )

= h̄ v i(v · D )h v −
1

2 m Q
h̄ v D/ ⊥ D/ ⊥ h v . + O

(
Λ Q C D

m 2
Q

)

,

(7 .2 3 )

a n d wit h a f e w li n e s of al g e b r a, w e c a n e x p r e s s t h e l e a di n g c o r r e cti o n

L ( 1 ) b y [ 1 9 5 ],We use d

[D µ , D µ ] =

− ig F µ ν a n d σ µ ν

de fi ne d i n a p p. A.
L ( 1 ) = −

1

2 m Q
h̄ v (iD ⊥ ) 2 h v −

1

2 m Q
h̄ v

( g

2
σ µ ν F µ ν

)
h v (7 .2 4 )

≡ − ω ki n O ki n − ω s pi n O s pi n . (7 .2 5 )
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At t h e cl a s si c al l e v el, t h e p r e-f a ct o r s a r e gi v e n b y ω ki n = ω s pi n =

1 / (2 m Q ) b ut at t h e q u a nt u m l e v el, b ot h c o ef fi ci e nt s r e c ei v e c o r r e cti o n s.

I n E u cli d e a n s p a c e a n d i n t h e r e st f r a m e of t h e h e a v y q u a r k, w e w rit e

L h e a v y = h̄ v D 0 h v − ω ki n O ki n − ω s pi n O s pi n , (7 .2 6 )

wit h t h e ki n eti c a n d s pi n o p e r at o r s

O ki n = h̄ v D 2 h v O s pi n = h̄ v g σ · B h v , σ · B =
− i

2
σ i j F

i j . (7 .2 7 )

T h e ki n eti c o p e r at o r d e s c ri b e s t h e ki n eti c e n e r g y f r o m t h e off- s h ell

r e si d u al m oti o n of t h e h e a v y q u a r k. T h e s pi n t e r m d e s c ri b e s t h e

i nt e r a cti o n of t h e gl u o n fi el d wit h t h e s pi n of t h e h e a v y q u a r k. It

c o nt ai n s t h e n o n- A b eli a n a n al o g u e of t h e P a uli t e r m. B a s e d o n t hi s

L a g r a n gi a n, w e c a n n o w di s c u s s t h e p r o p e rti e s of t h e eff e cti v e t h e o r y,

b ef o r e w e f o r m ul at e it o n t h e l atti c e.

7 .1 .2 He a v y Q u ar k S y m metr y

T h e st ati c L a g r a n gi a n h a s m o r e s y m m et ri e s a s t h e L a g r a n g e d e n sit y of

Q C D a n d t h e y a r e s u b s u m e d u n d e r t h e t e r m h e a v y q u a r k s y m m et r y

[1 9 1 ]. We s e e t h at n o Di r a c m at ri c e s a r e p r e s e nt i n L st at a n d t h e r ef o r e

i nt e r a cti o n s of t h e h e a v y q u a r k wit h gl u o n s l e a v e it s s pi n u n c h a n g e d

[1 9 6 ]. T h e L a g r a n gi a n i s i n v a ri a nt u n d e r t h e S U (2 ) s y m m et r y g r o u p

of s pi n r ot ati o n s. Si n c e t h e h e a v y q u a r k m a s s i s n ot p r e s e nt i n t h e

st ati c L a g r a n gi a n, it i s al s o i n v a ri a nt u n d e r r ot ati o n s i n t h e fl a v o r

s p a c e of N h h e a v y q u a r k fl a v o r s [ 1 9 7 ]. T h e r ef o r e, t h e s y m m et r y g r o u p

of t hi s c o m bi n e d s pi n- fl a v o r s y m m et r y i s S U (2 N h ). I n t h e li mit of

i n fi nit el y h e a v y q u a r k s, t h e st r o n g i nt e r a cti o n b e c o m e s i n d e p e n d e nt

of t h e q u a r k’ s m a s s a n d s pi n. It i s i m p o rt a nt t o n ot e t h at t h e s e T his sit u ati o n is

s o me w h at differe nt

t o c hir al

pert ur b ati o n t he or y.

s y m m et ri e s a r e s y m m et ri e s of t h e eff e cti v e t h e o r y a n d n ot of t h e Q C D

L a g r a n gi a n, e v e n w h e n t h e li mit of h e a v y q u a r k s i s c o n si d e r e d. T h e

t e r m s i n L ( 1 ) b r e a k h e a v y q u a r k s y m m et r y e x pli citl y. T h e r ef o r e, w e

e x p e ct s y m m et r y vi ol ati o n s t o i n c r e a s e w h e n t h e h e a v y q u a r k m a s s

d e c r e a s e s.

H e a v y q u a r k s y m m et r y h a s i m pli c ati o n s o n t h e s p e ct r o s c o p y of

st at e s c o nt ai ni n g h e a v y q u a r k s. We c a n e x p a n d t h e m a s s of a m e s o n

wit h o n e h e a v y q u a r k i n t h e i n v e r s e h e a v y q u a r k m a s s a n d o bt ai n

[1 9 8 ]

m H = m Q + Λ̄ +
∆ m 2

2 m Q
+ O (1 / m 2

Q ) , (7 .2 8 )

w h e r e all c o nt ri b uti o n s wit h o ut d e p e n d e n c e o n t h e h e a v y q u a r k a r e Λ̄ d e p e n ds o n t he

fl a v or of t he li g ht

q u ar k.
c oll e ct e d i n Λ̄ [1 9 9 ]. F r o m t h e f a ct o r of 1 / m Q , w e s e e t h at all c o nt ri-

b uti o n s st e m mi n g f r o m t h e n e xt-t o-l e a di n g o r d e r t e r m s a r e c oll e ct e d

i n ∆ m 2 . We c a n e x p r e s s t hi s t e r m b y [1 9 9 , 2 0 0 ]

∆ m 2 = − λ 1 + 2

[

J (J + 1 ) −
3

2

]

λ 2 , (7 .2 9 )
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w h e r e J i s t h e t ot al s pi n of t h e m e s o n. T h e t e r m λ 1 p a r a m et ri z e s t h e

ki n eti c e n e r g y of t h e h e a v y q u a r k i n si d e t h e m e s o n a n d t h e s e c o n d

t e r m d e s c ri b e s t h e i nt e r a cti o n of t h e gl u o n fi el d wit h t h e h e a v y q u a r k

s pi n [ 1 9 4 ]. T h e v al u e s of Λ̄ , λ 1 a n d λ 2 a r e p r o p e rti e s of t h e li g ht

c o n stit u e nt s of t h e m e s o n a n d t h e r ef o r e i n d e p e n d e nt of t h e h e a v y

q u a r k m a s s. We s e e t h at t h e s pi n i nt e r a cti o n i n d u c e s a h y p e r fi n e

s plitti n g of st at e s wit h s a m e li g ht q u a r k s pi n j b ut diff e r e nt t ot al

a n g ul a r m o m e nt u m J = j ± 1
2 w hi c h a r e d e g e n e r at e i n t h e li mit of

i n fi nit el y h e a v y q u a r k s.

T h e s y m m et ri e s of H Q E T all o w a s o- c all e d r e si d u al m a s s t e r m δ m

f o r t h e h e a v y q u a r k w hi c h i s of o r d e r O(Λ Q C D ). If it i s n ot i n cl u d e d i n

t h e st ati c L a g r a n gi a n, it will b e i n d u c e d b y q u a nt u m c o r r e cti o n s [1 9 9 ].

If δ m = 0 i s c h o s e n t h e h e a v y q u a r k m a s s c oi n ci d e s wit h t h e p ol e

m a s s i n p e rt u r b ati o n t h e o r y. F r o m t hi s c h oi c e, t h e bi n di n g e n e r g y

Λ̄ = li m
m Q → ∞

(m H − m Q ) (7 .3 0 )

c a n b e d e fi n e d. If δ m ≠ 0 i s c h o s e n, t h e bi n di n g e n e r g y c h a n g e s s u c h

t h at t h e p h y si c al o b s e r v a bl e s r e m ai n u n c h a n g e d u n d e r t hi s c h a n g e.

7 .2 h q e t o n t h e l a t t i c e

H a vi n g di s c u s s e d t h e d e ri v ati o n of t h e c o nti n u u m L a g r a n gi a n of

H Q E T a n d t h e s y m m et r y p r o p e rti e s of t h e eff e cti v e t h e o r y, w e n o w

t u r n t o t h e r e g ul a ri z ati o n o n t h e l atti c e. T h e t w o li g ht q u a r k s a n d t h e

st r a n g e q u a r k a r e u n aff e ct e d b y t hi s di s c u s si o n a n d t h e y a r e still d e-

s c ri b e d b y t h e a cti o n s d e fi n e d i n c h a pt e r 2 . P e d a g o gi c al i nt r o d u cti o n s

c o n c e r ni n g t h e i m pl e m e nt ati o n of H Q E T o n t h e l atti c e c a n b e f o u n d

i n [4 1 , 2 0 1 , 2 0 2 ] a n d w e h a v e u s e d t h e m a s b a si s f o r t h e di s c u s si o n i n

t hi s s e cti o n.

7 .2 .1 L atti ce a cti o n

If w e c h o o s e t h e r e st f r a m e of t h e B - m e s o n a s o u r r ef e r e n c e f r a m e, t h e

st ati c p a rt of t h e L a g r a n gi a n i s gi v e n b y t h e fi r st t e r m i n e q. ( 7 .2 6 ).

If w e n a m e t h e q u a r k fi el d s b y ψ h , ψ̄ h t o m at c h t h e n ot ati o n of t h e

lit e r at u r e a n d r e pl a c e t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e b y t h e l atti c e v e r si o n of

t h e b a c k w a r d c o v a ri a nt d e ri v ati v e gi v e n b y

∇ ∗
0 ψ (x ) =

1

a

[
ψ (x ) − U †

0 (x − a 0̂ ) ψ (x − a 0̂ )
]

, (7 .3 1 )

w e a r ri v e at t h e s o- c all e d Ei c ht e n- Hill a cti o n [ 1 9 5 , 2 0 3 , 2 0 4 ]. I n t hi s a c-

ti o n, n o d o u bl e r s a r e p r e s e nt a n d t h e l e a di n g di s c r eti z ati o n eff e ct s a r e
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of o r d e r O (a 2 ) [2 0 5 ]. We c a n e x p r e s s t h e l atti c e a cti o n c o r r e s p o n di n g

t o e q. (7 .2 6 ) vi a [2 0 6 ]

S H Q E T = a 4
∑

x

{

L st at (x ) +

n∑

ν = 1

L ( ν ) (x )

}

,  wit h (7 .3 2 )

L st at = ψ̄ h (x ) [∇ ∗
0 + δ m ] ψ h , (7 .3 3 )

L ( ν ) =
∑

i

ω
( ν )
i L

( ν )
i (x ) , (7 .3 4 )

w h e r e w e h a v e i n cl u d e d a m a s s c o u nt e r-t e r m δ m w hi c h h a s m a s s- di-

m e n si o n o n e. T hi s c o u nt e r-t e r m i s n e e d e d t o c a n c el a li n e a r di v e r g e n c e

i n t h e s elf- e n e r g y of t h e st ati c q u a r k [2 0 4 ]. I n o u r c al c ul ati o n s w e will I n e x c h a n ge, t he

b - q u ar k m ass

be c o mes li ne arl y

di ver ge nt.

s et it t o z e r o i n t h e l atti c e a cti o n a n d a b s o r b it s eff e ct i n t h e r e d e fi niti o n

of t h e b - q u a r k m a s s. T h e 1 / m c o r r e cti o n s L ( ν ) a r e gi v e n b y t h e s e c o n d

a n d t hi r d t e r m of e q. ( 7 .2 6 ) wit h di s c r eti z e d v e r si o n s of t h e p r o d u ct s

σ · B a n d D 2 .

I n p r a cti c e, w e will r e pl a c e t h e n ai v e l atti c e d e ri v ati v e b y t h e m o r e

g e n e r al v e r si o n

∇ ∗
W ψ (x ) =

1

a

[
ψ (x ) − W †

0 (x − a 0̂ ) ψ (x − a 0̂ )
]

. (7 .3 5 )

H e r e W 0 i s a ti m e-li k e t r a n s p o rt e r w hi c h diff e r s f r o m U 0 si n c e it i s

b a s e d o n a H Y P s m e a r e d g a u g e fi el d. I n [ 1 8 5 ] it h a s b e e n s h o w n t h at

a n e x p o n e nti all y i m p r o v e d st ati sti c al p r e ci si o n c a n b e g ai n e d b y t hi s

c h oi c e of t h e d e ri v ati v e. I n o u r w o r k, w e will c o n si d e r H Y P 1 a n d

H Y P 2 s m e a ri n g a s i nt r o d u c e d i n s e cti o n 6 .5 .2 .

T h e h e a v y q u a r k p r o p a g at o r t o st ati c o r d e r c a n b e o bt ai n e d f r o m

t h e s ol uti o n of [2 0 2 ]

D 0 G h (x , y ) = δ (x , y )P + . (7 .3 6 )

Si n c e t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e i s gi v e n i n t e r m s of g a u g e fi el d s, n o

i n v e r si o n of t h e Di r a c m at ri x i s n e c e s s a r y a n d w e c a n c o m p ut e t h e

p r o p a g at o r a n al yti c all y vi a

G h (x , y ) = θ (x 0 − y 0 )δ ( 3 ) (x − y )P (y , x ) † P + . (7 .3 7 )

I n t hi s e q u ati o n w e h a v e u s e d t h e Wil s o n li n e f r o m x t o y w hi c h i s

d e fi n e d b y

P (x , x ) = 1 ,

P (x , x + N µ̂ ) = W µ (x )W µ (x + a µ̂ ) · · · W µ (x + N a µ̂ ) . (7 .3 8 )

We c a n s e e f r o m t hi s d e fi niti o n t h at t h e st ati c h e a v y q u a r k p r o p a g at e s

o nl y f o r w a r d i n ti m e. T hi s i s e x p e ct e d si n c e w e c h o o s e t h e r e st f r a m e

of t h e B - m e s o n a s r ef e r e n c e f r a m e. A c c o r di n gl y, a h e a v y a nti- q u a r k

p r o p a g at e s b a c k w a r d i n ti m e.
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7 .2 .2 E x pe ct ati o n v al ues at ne xt-t o-le a di n g or der

We c a n n ot d e fi n e t h e p at h i nt e g r al f r o m t h e H Q E T a cti o n at o r d e r

1 / m si n c e t h e a cti o n c o nt ai n s t h e di m e n si o n fi v e o p e r at o r s O ki n a n d

O s pi n . T h e p at h i nt e g r al i s n ot r e n o r m ali z a bl e w h e n t h e s e o p e r at o r s a r e

i n cl u d e d i n t h e a cti o n. T o ci r c u m v e nt t hi s i s s u e, w e t a k e a n a p p r o a c h

t h at i s si mil a r t o S y m a n zi k’ s i d e a of a n eff e cti v e l atti c e t h e o r y t h at w e

h a v e u s e d i n t h e c o nt e xt of i m p r o v e d l atti c e a cti o n s.

We c a n e x p a n d t h e B olt z m a n n f a ct o r i n t h e p at h i nt e g r al i n p o w e r s

of t h e i n v e r s e h e a v y q u a r k m a s s 1 / m h ,

e − ( S li g ht+ S H Q E T ) = e x p

{

−

(

S li g ht + a 4
∑

x

L st at (x )

) }

×

⎡

⎣ 1 − a 4
∑

x

L ( 1 ) (x ) +
1

2
a 4

(
∑

x

L ( 1 ) (x )

) 2

− a 4
∑

x

L ( 2 ) (x ) + . . .

]

(7 .3 9 )

a n d s e e t h at o nl y o n e t e r m i n t h e e x p a n si o n c o nt ri b ut e s at o r d e r

O (1 / m h ). B a s e d o n t hi s e x p a n si o n w e c a n d et e r mi n e t h e e x p e ct ati o n

v al u e of a n o p e r at o r O vi a

⟨O ⟩ ≈
1

Z

∫

D ϕ O

(

1 + a 4
∑

x

[ω ki n O ki n (x )

+ ω s pi n O s pi n (x )]

)

e − ( S li g ht+ S st at
H Q E T )

= ⟨O ⟩ st at + ω ki n a 4
∑

x

⟨O O ki n ⟩ st at + ω s pi n a
4

∑

x

⟨O O s pi n ⟩ st at .

(7 .4 0 )

T h e e x p e ct ati o n v al u e ⟨.⟩ st at i s d et e r mi n e d f r o m t h e p at h i nt e g r al

i n cl u di n g t h e li g ht a cti o n a n d t h e st ati c p a rt of t h e h e a v y L a g r a n gi a n.

A s s h o rt h a n d n ot ati o n f o r e q. ( 7 .4 0 ) w e will w rit e

⟨O ⟩ ≡ ⟨O ⟩ st at + ω ki n ⟨O ⟩ ki n + ω s pi n ⟨O ⟩ s pi n . (7 .4 1 )

At t hi s p oi nt w e li k e t o n ot e t h at t h e O (a ) i m p r o v e m e nt of t h e

a cti o n, a s w e h a v e d o n e it i n c h a pt e r 2 f o r t h e li g ht p a rt of t h e a cti o n,

i s c r u ci al f o r a d et e r mi n ati o n of o b s e r v a bl e s at n e xt-t o-l e a di n g o r d e r

of H Q E T. Si n c e t e r m s of O (a ) a n d t e r m s of O (1 / m h ) a r e b ot h of m a s s

di m e n si o n mi n u s o n e t h e y will mi x o n t h e l atti c e. If o p e r at o r s of O (a )

a r e p r e s e nt, w e c a n n ot di s e nt a n gl e t h ei r c o nt ri b uti o n s f r o m t h o s e of

t h e t e r m s b el o n gi n g t o O(1 / m h ). Wit h t h e i m p r o v e d r el ati vi sti c a cti o n

a s w e h a v e i nt r o d u c e d it i n c h a pt e r 2 a n d t h e st ati c p a rt of t h e H Q E T

L a g r a n gi a n w hi c h h a s l e a di n g di s c r eti z ati o n eff e ct s of O (a 2 ), w e a r e

i n t h e p o siti o n t o i n cl u d e n e xt-t o-l e a di n g t e r m s of H Q E T. T h e l e a di n g

c o r r e cti o n s p r e s e nt i n o u r t h e o r y a r e t h e n of o r d e r O (a 2 , a / m h ).
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7 .3 n o n - p e r t u r b a t i v e m a t c h i n g w i t h q c d

We h a v e i nt r o d u c e d t h e m at c hi n g p a r a m et e r s ω ki n a n d ω s pi n i n t h e

cl a s si c al d e ri v ati o n of t h e H Q E T L a g r a n gi a n. At t h e q u a nt u m l e v el,

t h e s e p a r a m et e r s r e c ei v e c o r r e cti o n s a n d w e h a v e t o p r o p e rl y r e n o r-

m ali z e d t h e m t o t a k e i nt o a c c o u nt all l o o p eff e ct s of t h e d y n a mi c al

t h e o r y. O n t h e l atti c e, t h e H Q E T p a r a m et e r s h a v e a n e x pli cit d e p e n-

d e n c e o n t h e l atti c e s p a ci n g a n d t h e h e a v y q u a r k m a s s.

A p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n of t h e m at c hi n g c o ef fi ci e nt s c a n o nl y

b e d o n e u p t o s o m e o r d e r g 2 l
0 a n d t h e mi xi n g of o p e r at o r s diff e ri n g i n

di m e n si o n s b y p t r a n sl at e s i nt o c o ef fi ci e nt s di v e r gi n g a s a − p . Aft e r

t h e p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n of a c o ef fi ci e nt c k w e a r e l eft wit h t h e

r e m ai n d e r [ 2 0 6 ]

∆ c k ∼ g
2 ( l + 1 )
0 a − p ∼ a − p [l n(a Λ ) ]− ( l + 1 ) a → 0

→ ∞ . (7 .4 2 )

T h e r ef o r e, t h e c o nti n u u m li mit of t h e di s c r eti z e d t h e o r y d o e s n ot e xi st

if t h e m at c hi n g c o ef fi ci e nt s a r e d et e r mi n e d p e rt u r b ati v el y.

7 .3 .1 M at c hi n g i n fi nite v ol u me

We will r e n o r m ali z e t h e H Q E T p a r a m et e r s b y t h e r e q ui r e m e nt t h at

t h e eff e cti v e t h e o r y d e s c ri b e s t h e s a m e p h y si c s a s Q C D i n cl u di n g t h e

r el ati vi sti c h e a v y q u a r k. F o r e a c h f r e e p a r a m et e r of t h e eff e cti v e t h e o r y

w e h a v e t o d e fi n e a s o- c all e d m at c hi n g c o n diti o n. I n p ri n ci pl e w e c o ul d

d et e r mi n e p h y si c al o b s e r v a bl e s a n d m at c h t h e m wit h e x p e ri m e nt al

i n p ut. Wit h t hi s a p p r o a c h t h e p r e di cti v e p o w e r of t h e eff e cti v e t h e o r y

i s q ui c kl y l o st, e v e n at l e a di n g o r d e r, si n c e w e d o n ot o nl y h a v e t o

fi x t h e p a r a m et e r s of t h e L a g r a n gi a n, b ut al s o t h e r e n o r m ali z ati o n

p a r a m et e r s of c o m p o sit e o p e r at o r s. T h e r ef o r e, w e h a v e t o t a k e a

diff e r e nt p at h.

We li k e t o fi x t h e H Q E T p a r a m et e r s b y r e s ult s g ai n e d f r o m si m-

ul ati o n s of f ull Q C D o n t h e l atti c e. If w e t ri e d t o d o t hi s i n l a r g e

v ol u m e, w e h a d t h e s a m e p r o bl e m s w hi c h l e d t o t h e c o n si d e r ati o n of

t h e eff e cti v e t h e o r y: We a r e n ot a bl e t o c o m p ut e l a r g e v ol u m e q u a nti-

ti e s i n v ol vi n g b ott o m q u a r k s si n c e w e a r e n ot a bl e t o c h o o s e l atti c e

s p a ci n g s t h at a r e s m all e n o u g h t o s uf fi ci e ntl y s u p p r e s s di s c r eti z ati o n

eff e ct s.

A s pi o n e e r e d i n [ 2 0 6 ], t hi s u n pl e a s a nt sit u ati o n c a n b e r e s ol v e d if

w e c o n si d e r o b s e r v a bl e s d e fi n e d i n s m all v ol u m e s, p r o vi d e d t h at b ot h

Q C D a n d H Q E T a r e w ell- d e fi n e d i n t hi s v ol u m e a n d t h e p a r a m et e r s

i n t h e L a g r a n gi a n s a r e v ol u m e-i n d e p e n d e nt.

We d e fi n e t h e m at c hi n g e q u ati o n s t o fi x H Q E T p a r a m et e r s Φ H Q E T
i

i n fi nit e v ol u m e t o b e

Φ H Q E T
i (L , M , a ) = Φ Q C D

i (L , M , 0 ) (7 .4 3 )
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wit h

Φ Q C D
i (L , M , 0 ) = li m

a → 0
Φ Q C D

i (L , M , a ) , (7 .4 4 )

i. e., w e fi x t h e p a r a m et e r s of H Q E T at fi nit e l atti c e s p a ci n g a n d i n fi nit e

v ol u m e b y t h e c o nti n u u m li mit of t h e c o r r e s p o n di n g Q C D o b s e r v a bl e s

i n t h e s a m e v ol u m e. We h a v e m a d e t h e d e p e n d e n c e of t h e m at c hi n g

p a r a m et e r s o n t h e m at c hi n g v ol u m e L , t h e r e n o r m ali z e d h e a v y q u a r k

m a s s M a n d t h e l atti c e s p a ci n g a e x pli cit.

T h e si m ul ati o n s t o p e rf o r m t hi s m at c hi n g h a v e t o s ati sf y s o m e

c o n st r ai nt s. T h e l atti c e s p a ci n g of t h e si m ul ati o n s w hi c h a r e u s e d t o

d et e r mi n e t h e c o nti n u u m li mit i n e q. ( 7 .4 4 ) h a s t o b e s m all e n o u g h t o

e n s u r e a ≫ m b t o c o nt r ol all di s c r eti z ati o n eff e ct s. At t h e s a m e ti m e,

t h e s p ati al v ol u m e L 3 h a s t o b e l a r g e e n o u g h t o all o w f o r a r eli a bl e

e x p a n si o n i n 1 / m . T hi s l e a d s t o t h e c o n st r ai nt 1 / L ≪ m b . D u e t o

t h e li mit ati o n i n c o m p uti n g r e s o u r c e s, w e a r e li mit e d t o l atti c e s wit h

L / a = O (1 0 ). T h e c o m bi n ati o n of t h e s e c o n st r ai nt s l e a d s t o t h e c h oi c e

of a v ol u m e of a b o ut L ≈ 0 .5 f m a n d l atti c e s p a ci n g s of t h e Q C D

e n s e m bl e s i n t h e r a n g e 0 .0 2 f m > a > 0 .0 0 8 f m.

I n c o nt r a st t o t h e m at c hi n g o b s e r v a bl e s, p h y si c al o b s e r v a bl e s h a v e t o

b e c o m p ut e d i n l a r g e v ol u m e a n d t h e m ai n o bj e cti v e of t h e m at c hi n g

p r o c e d u r e i s t o d et e r mi n e t h e H Q E T p a r a m et e r s i n t h e r e gi o n of

l a r g e v ol u m e a n d l atti c e s p a ci n g s i n t h e r e gi o n 0 .1 f m > a > 0 .0 4 f m.

T h e r ef o r e, w e will u s e a st e p s c ali n g of t h e p a r a m et e r s f r o m t h e

m at c hi n g r e gi o n t o t h e r e gi o n of l a r g e v ol u m e si m ul ati o n s.

B ef o r e w e d et ail t h e p r o c e s s of t h e m at c hi n g i n fi nit e v ol u m e a n d t h e

st e p s c ali n g p r o c e d u r e w e li k e t o m e nti o n h o w t o c o n st r ai n t h e li g ht

p a r a m et e r s of t h e t h e o r y. Si n c e t h e a cti o n of t h e li g ht q u a r k s r e m ai n s

t h e s a m e w h e n s wit c hi n g f r o m Q C D t o H Q E T, w e c a n t ri vi all y f ul fill

t h e m at c hi n g c o n diti o n of e q. (7 .4 3 ) f o r t h e li g ht d e g r e e s of f r e e d o m.

We will fi x t h e v ol u m e of t h e l atti c e s a n d t h e li g ht q u a r k m a s s e s f r o m

t h e c o n diti o n sRe me m ber t h at we

w or k wit h t hree

m ass- de ge ner ate

q u ar k fl a v ors i n t he

se a.

Φ H Q E T
1 (L ) = ḡ 2 (L ) = c o n st , a n d Φ H Q E T

2 (L ) = L m l = 0 .

(7 .4 5 )

T h e s e p a r a m et e r s a r e i n d e p e n d e nt of t h e h e a v y q u a r k m a s s a n d b y

fi xi n g t h e m w e o bt ai n p a r a m et e r t ri pl e s ( L / a , β , κ l ) w hi c h all o w u s t o

t a k e t h e c o nti n u u m li mit.

7 .3 .2 Deter mi n ati o n of t he m at c hi n g p ar a meters

We n o w e x pl ai n t h e f ull m at c hi n g p r o c e d u r e al o n g t h e li n e s of [ 2 0 7 ]

a n d fi g u r e 7 .1 w hi c h i s t a k e n f r o m t hi s r ef e r e n c e. We d e n ot e t h e

s p ati al e xt e nt of t h e m at c hi n g v ol u m e b y L 1 a n d o bt ai n t h e m at c hi n g

e q u ati o n

Φ H Q E T
i (L 1 , M , a ) = Φ Q C D

i (L 1 , M , 0 ) . (7 .4 6 )
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S S F

S 1 S 2 S 3 S 4 S 5

H Q E TQ C D

m at c h

a

ωω̃
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Fi g u r e 7 .1 : A L P H A’ s st r at e g y f o r B- p h y si c s vi a a n o n- p e rt u r b ati v e fi nit e-

v ol u m e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T. T a k e n f r o m [ 2 0 7 ].

A s a fi r st st e p, w e h a v e t o s et u p e n s e m bl e s wit h s m all l atti c e s p a c-

i n g s t o o bt ai n t h e c o nti n u u m li mit of t h e m at c hi n g o b s e r v a bl e s wit h

r el ati vi sti c h e a v y q u a r k s Φ Q C D
i (L 1 , M , 0 ), a s d e pi ct e d a s S 1 i n fi g. 7 .1 .

I n t h e n e xt st e p, w e d et e r mi n e t h e c o r r e s p o n di n g o b s e r v a bl e s i n t h e

eff e cti v e t h e o r y o n a s et of e n s e m bl e s wit h t h e s a m e s p ati al e xt e nt L 1

b ut c o a r s e l atti c e s p a ci n g s. We f o r m all y s plit t h e H Q E T o b s e r v a bl e s

i nt o t w o p a rt s

Φ H Q E T
i (L , M , a ) = η (L , a ) + ϕ (L , a )ω (M , a ) + O (1 / m 2

h ) (7 .4 7 )

s u c h t h at t h e d e p e n d e n c e o n t h e h e a v y q u a r k m a s s M i s c o nt ai n e d

i n t h e f a ct o r ω (M , a ) a n d w e i n cl u d e eff e ct s of o r d e r O (1 / m h ). B a s e d

o n t hi s r e p r e s e nt ati o n, w e c a n s ol v e e q. ( 7 .4 6 ) t o o bt ai n t h e m at c hi n g

p a r a m et e r s i n t h e m at c hi n g v ol u m e L 1 w hi c h w e c all ω̃ f r o m We s u p press t he

i n de x i a n d i n di c ate

o n w hi c h set of

e nse m bles t he b are

o bser v a bles h a ve

bee n deter mi ne d,

i nste a d.

˜ω (M , a ) ≡ ϕ − 1
S 2

(L 1 , a )
[
Φ Q C D (L 1 , M , 0 ) − η S 2

(L 1 , a )
]

. (7 .4 8 )

Wit h t hi s p r o c e d u r e, w e h a v e c o m bi n e d st e p s S 1 a n d S 2 f r o m 7 .1 t o

d et e r mi n e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s i n fi nit e v ol u m e.

I n t h e n e xt st e p S 3 , w e d et e r mi n e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s o n

l atti c e s wit h a s p ati al e xt e nt L 2 = 2 L 1 vi a a st e p s c ali n g p r o c e d u r e. We

t h e r ef o r e h a v e t o g e n e r at e a n ot h e r s et of e n s e m bl e s. T h e s e e n s e m bl e s

h a v e t h e s a m e b a r e p a r a m et e r s a s t h e H Q E T e n s e m bl e s i n t h e m at c hi n g

v ol u m e b ut t wi c e t h e n u m b e r of l atti c e p oi nt s i n e a c h di r e cti o n. Si n c e

t h e l atti c e s p a ci n g r e m ai n s t h e s a m e, t h e p h y si c al e xt e nt i s s c al e d b y a

f a ct o r of t w o.
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T h e H Q E T p a r a m et e r s i n L 2 a r e d et e r mi n e d vi a

Φ H Q E T
S 3

(L 2 , M , 0 ) = li m
a → 0

{η S 3
(L 2 , a ) + ϕ S 3

(L 2 , a ) ˜ω (M , a )} (7 .4 9 )

u si n g η S 3
(L 2 , a ) a n d ϕ S 3

(L 2 , a ) d et e r mi n e d o n t h e e n s e m bl e s wit h

L = L 2 a n d ˜ω (M , a ) f r o m t h e m at c hi n g v ol u m e. Si n c e t h e r a n g e of

l atti c e s p a ci n g s i n t hi s st e p h a s o nl y a s m all o v e rl a p wit h t h e l atti c e

s p a ci n g s of t h e l a r g e- v ol u m e C L S si m ul ati o n s, w e h a v e t o i n cl u d e

a n ot h e r st e p i n t h e p r o c e d u r e.

T h e fi n al m at c hi n g p a r a m et e r s ω i f o r t h e r e n o r m ali z ati o n i n l a r g e

v ol u m e ( S 5 ) a r e d et e r mi n e d u si n g a d diti o n al si m ul ati o n s i n t h e v ol-

u m e L 3
2 b ut wit h c o a r s e r l atti c e s p a ci n g s t h a n i n S 3 . T hi s s et of

e n s e m bl e s i s c all e d S 4 i n fi g u r e 7 .1 . T h e r e s ol uti o n s of t h e e n s e m-

bl e s i n t hi s s et c o v e r t h e r a n g e of r e s ol uti o n s of t h e l a r g e- v ol u m e

si m ul ati o n s.

T h e fi n al m at c hi n g p a r a m et e r s f o r t h e r e n o r m ali z ati o n of t h e eff e c-

ti v e t h e o r y i n l a r g e v ol u m e a r e t h e n d et e r mi n e d vi a

ω (M , a ) ≡ ϕ − 1
S 4

(L 2 , a )
[
Φ H Q E T

S 3
(L 2 , M , 0 ) − η S 4

(L 2 , a )
]

. (7 .5 0 )

We i n di c at e e x pli citl y b y t h e s u b s c ri pt S 4
t h at ϕ − 1

S 4
(L 2 , a ) a n d η S 4

(L 2 , a )

h a v e b e e n d et e r mi n e d at t h e r e s ol uti o n s of S 4 w hi c h a r e diff e r e nt f r o m

t h e o n e s i n e q. (7 .4 9 ).

D e p e n di n g o n t h e c h o s e n s et of m at c hi n g o b s e r v a bl e s, t h e m at c hi n g

e q u ati o n s c a n b e d e fi n e d i n a diff e r e nt w a y t o i m p r o v e t h e p r e ci si o n of

t h e c al c ul ati o n. T h e r ef o r e, t h e st r at e g y d e s c ri b e d a b o v e o nl y gi v e s a n

i nt r o d u cti o n i n t h e g e n e r al s et u p of t h e m at c hi n g. A f ull d e s c ri pti o n

of t h e st r at e g y a s it i s u s e d i n t h e t w o fl a v o r t h e o r y i s gi v e n i n [ 2 0 8 ].

T h e s et u p of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s a n d t h e g e n e r ati o n of t h e

f o u r g r o u p s of e n s e m bl e s i s i n d e p e n d e nt of t h e s p e ci fi c c h oi c e of t h e

m at c hi n g o b s e r v a bl e s. Si n c e t h e t u ni n g t o w a r d s t h e L C P a n d t h e

g e n e r ati o n of t h e O (2 5 ) e n s e m bl e s i s t h e m ai n p a rt of t hi s w o r k, w e

d o n ot g o i nt o m o r e d et ail c o n c e r ni n g t h e m at c hi n g c o n diti o n s.

7 .3 .3 Q u ar k m ass de pe n de n ce

A s i n di c at e d i n t h e m at c hi n g c o n diti o n i n e q. ( 7 .4 3 ), t h e p a r a m et e r s of

t h e eff e cti v e t h e o r y h a v e a n e x pli cit d e p e n d e n c e o n t h e m a s s of t h e

h e a v y q u a r k i n t h e Q C D si m ul ati o n s. T o m a p o ut t hi s d e p e n d e n c e

a n d t o b e a bl e t o i nt e r p ol at e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s t o t h e p oi nt

w h e r e t h e h e a v y q u a r k m a s s h a s t h e p h y si c al v al u e of t h e b ott o m

q u a r k m a s s, w e s c a n a r a n g e of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s a r o u n d

t h e b ott o m q u a r k m a s s.

We will p a r a m et ri z e t h e d e p e n d e n c e i n t e r m s of t h e di m e n si o nl e s sWe will c o m me nt o n

t he deter mi n ati o n of

R GI q u ar k m asses i n

se cti o n 8 .3 .

q u a ntit y z = L 1 M , w h e r e L 1 i s s p ati al e xt e nt of t h e m at c hi n g v ol u m e

a n d M i s t h e R e n o r m ali z ati o n G r o u p I n v a ri a nt ( R GI) m a s s. I n o r d e r

t o fi x t h e h o p pi n g p a r a m et e r s f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m at c hi n g
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p a r a m et e r s at fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s a c r o s s all e n s e m bl e s i n

t h e m at c hi n g v ol u m e, w e will u s e e q. (4 .1 7 ) i n a sit u ati o n wit h h e a v y

v al e n c e a n d m a s sl e s s s e a q u a r k s. T h e r ef o r e, w e h a v e t o d et e r mi n e t h e

c o ef fi ci e nt s Z m a n d b m i n t h e c o u pli n g r e gi o n of t h e m at c hi n g. T hi s

t a s k will b e d o n e i n c h a pt e r 1 2 .

We c a n e m pl o y t h e v al u e of M b = 6 .8 7 4 (6 6 ) G e V f r o m [ 2 0 9 ] b a s e d

o n [ 2 1 0 ] f o r N f = 2 + 1 fl a v o r Q C D t o g et a n e sti m at e f o r z i n t h e

m at c hi n g r e gi o n. Wit h t h e c o n v e r si o n f a ct o r 1 9 7 .3 2 6 9 8 0 M e V f m f r o m

[2 ] w e c a n c o n v e rt t h e R GI v al u e t o M b = 3 4 .8 (3 4 ) f m− 1 a n d wit h

L 1 ≈ 0 .5 f m w e d et e r mi n e z ≈ 1 7 .4 f o r t h e R GI b ott o m q u a r k m a s s i n

t h e m at c hi n g v ol u m e.

B a s e d o n t hi s a r g u m e nt, w e will d et e r mi n e t h e m at c hi n g p a r a m-

et e r s f o r a r a n g e of v al u e s of z a r o u n d 1 7 .4 a n d p a r a m et ri z e t h e m

i n z . A d e di c at e d m e a s u r e m e nt i n l a r g e v ol u m e will all o w u s t o d e-

t e r mi n e t h e b ott o m q u a r k m a s s o n t h e C L S e n s e m bl e s b a s e d o n o u r

n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g a p o st e ri o ri.

7 .4 h q e t o b s e r v a b l e s

W h e r e a s t h e m at c hi n g i s d o n e i n fi nit e v ol u m e, t h e p h y si c al o b s e r v-

a bl e s w hi c h w e w a nt t o d et e r mi n e i n t h e eff e cti v e t h e o r y, will b e

e v al u at e d o n l a r g e- v ol u m e e n s e m bl e s. I n t h e c o nt e xt of t hi s w o r k, w e

b e g a n t o m e a s u r e s o m e of t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s t o d et e r mi n e b a si c

o b s e r v a bl e s a s t h e m a s s of t h e b ott o m q u a r k a n d t h e B - m e s o n d e c a y

c o n st a nt. B ot h o b s e r v a bl e s c a n o nl y b e d et e r mi n e d p r o p e rl y w h e n t h e

m e a s u r e m e nt s i n t h e eff e cti v e t h e o r y a r e c o m bi n e d wit h t h e H Q E T

p a r a m et e r s o bt ai n e d i n t h e m at c hi n g p r o c e d u r e. Si n c e b ot h o b s e r v-

a bl e s a r e b a s e d o n t h e a xi al c u r r e nt, w e i nt r o d u c e it s r e p r e s e nt ati o n i n

t h e eff e cti v e t h e o r y.

7 .4 .1 T he a xi al c urre nt i n H Q E T

A s st at e d i n t h e l a st s e cti o n, r e n o r m ali z ati o n, i m p r o v e m e nt a n d t h e

i n cl u si o n of n e xt-t o-l e a di n g t e r m s i n t h e H Q E T e x p a n si o n a r e cl o s el y

i nt e rt wi n e d. T h e ti m e c o m p o n e nt of t h e r e n o r m ali z e d a n d i m p r o v e d

a xi al c u r r e nt i n H Q E T i s gi v e n b y [ 2 0 5 , 2 1 1 ]

A H Q E T
0 = Z H Q E T

A (1 + b st at
A a m q )

(
A st at

0 + a c
( 1 )
A δ A

( 1 )
0 + a c

( 2 )
A δ A

( 2 )
0

)
,

(7 .5 1 )

w h e r e t h e c o ef fi ci e nt s Z H Q E T
A , b st at

A , c
( 1 )
A a n d c

( 2 )
A d e p e n d o n t h e c o u-

pli n g b ut n ot o n t h e q u a r k m a s s. T h e c u r r e nt s a r e gi v e n b y

A st at
0 (x ) = ψ̄ q (x )γ 0 γ 5 ψ h (x ) (7 .5 2 )
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a n d

δ A
( 1 )
0 (x ) = ψ̄ q (x )

1

2
γ 5 γ i (∇

S
i −

←−
∇ S

i )ψ h (x ) (7 .5 3 )

δ A
( 2 )
0 (x ) = ψ̄ q (x )

1

2
γ 5 γ i (∇

S
i +

←−
∇ S

i )ψ h (x ) (7 .5 4 )

w h e r e t h e li g ht q u a r k fi el d s a r e l a b el e d b y t h e s u b s c ri pt q . T h e

s y m m et ri z e d s p ati al d e ri v ati v e s a r e gi v e n b y

∇ S
i =

1

2
(∇ i + ∇ ∗

i )
←−
∇ S

i =
1

2
(
←−
∇ i +

←−
∇ ∗

i ) . (7 .5 5 )

T h e c u r r e nt δ A
( 2 )
0 v a ni s h e s f o r c o r r el ati o n f u n cti o n s d e fi n e d at v a n-

i s hi n g m o m e nt u m. T h e r ef o r e w e d o n ot h a v e t o c o n si d e r it i n t h e

d et e r mi n ati o n of t h e b q u a r k m a s s a n d d e c a y c o n st a nt s.

7 .4 .2 T he B mes o n m ass

T h e c o r r el ati o n f u n cti o n c o r r e s p o n di n g t o t h e a xi al c u r r e nt i s n o w

gi v e n b y [ 2 0 1 ]

C A A = e − m b a r e x 0 a 3
(
Z H Q E T

A

) 2
(1 + b st at

A a m q ) 2

×
[
C st at

A A (x 0 ) + c
( 1 )
A C st a rt

δ A A (x 0 ) + ω ki n C ki n
A A (x 0 ) + ω s pi n C

s pi n
A A (x 0 )

]

(7 .5 6 )

wit h t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s

C st at
A A (x 0 ) = a 3

∑

x

⟨A st at
0 (x )

(
A st at

0 (0 )
) †

⟩ st at (7 .5 7 )

C ki n
A A (x 0 ) = a 3

∑

x

⟨A st at
0 (x )

(
A st at

0 (0 )
) †

⟩ ki n (7 .5 8 )

C
s pi n
A A (x 0 ) = a 3

∑

x

⟨A st at
0 (x )

(
A st at

0 (0 )
) †

⟩ s pi n (7 .5 9 )

C st at
δ A A (x 0 ) = a 3

∑

x

⟨A st at
0 (x )

(
A

( 1 )
0 (0 )

) †
⟩ st at

+ a 3
∑

x

⟨A
( 1 )
0 (x )

(
A st at

0 (0 )
) †

⟩ st at . (7 .6 0 )

T h e e x p o n e nti al f a ct o r i s i n cl u d e d t o c o m p e n s at e f o r a p o w e r di v e r-

g e n c e. F r o m t hi s c o r r el ati o n f u n cti o n, w e c a n d et e r mi n e t h e B - m e s o n

m a s s vi a

m B = − li m
t → ∞

l o g C A A (t ) = m b a r e + E st at + ω ki n E ki n + ω s pi n E
s pi n

(7 .6 1 )

wit h t h e H Q E T m at ri x el e m e nt s

E st at = − li m
t → ∞

∂ 0 + ∂ ∗
0

2
l o g

[
C st at

A A (t )
]

(7 .6 2 )

E 1 / m = − li m
t → ∞

∂ 0 + ∂ ∗
0

2

C
1 / m ( t )
A A

C st at
A A (t )

, 1 / m ∈ [s pi n, ki n ] . (7 .6 3 )
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T h e c o nt ri b uti o n of C st at
δ A A v a ni s h e s f o r t h e m e s o n m a s s a n d t h e b a r e

m a s s

m b a r e = m b + δ m (7 .6 4 )

i s gi v e n b y t h e b q u a r k m a s s a n d a c o u nt e r t e r m. T o d et e r mi n e t h e

B - m e s o n m a s s, w e t h e r ef o r e h a v e t o c al c ul at e m b a r e a s o n e of t h e

m at c hi n g p a r a m et e r s.

7 .4 .3 T he G E V P i n H Q E T

A s al r e a d y i n di c at e d i n s e cti o n 6 .2 , w e c a n u s e t h e G E V P m et h o d t o

s u p p r e s s e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s i n c o nt e xt of l a r g e- v ol u m e H Q E T

o b s e r v a bl e s. T h e m et h o d t o i n cl u d e t e r m s of n e xt-t o-l e a di n g o r d e r Se cti o n 4 of [ 1 4 7 ]

e x pl ai ns t he met h o d

usi n g st ati c-li g ht B s

mes o ns as e x a m ple.

h a s b e e n d e v el o p e d i n [ 1 4 7 ]. I n t h e d e ri v ati o n, t h e 1 / m c o r r e cti o n s a r e

c o n si d e r e d a s s m all p e rt u r b ati o n s of t h e st ati c c o r r el ati o n f u n cti o n s.

I n st e a d of si m pl e c o r r el ati o n f u n cti o n s, w e n o w u s e m at ri c e s of

c o r r el ati o n f u n cti o n s, b a s e d o n N diff e r e nt i nt e r p ol ati n g o p e r at o r s, a s

gi v e n i n e q. ( 6 .9 ), a n d s ol v e t h e G E V P (6 .1 3 ) f o r t h e st ati c c o r r el ati o n

m at ri x

C st at (t )v st at
n (t , t 0 ) = λ st at

n (t , t 0 )C st at (t 0 )v st at
n (t , t 0 ) . (7 .6 5 )

T h e g e n e r ali z e d ei g e n v al u e s a n d ei g e n v e ct o r s f r o m t hi s s ol uti o n c a n

t h e n b e u s e d t o c o m p ut e t h e e n e r g y l e v el s vi a

E eff, st at
n (t , t 0 ) = −

1

a

(
l o g

[
λ st at

n (t + a , t 0 )
]

− l o g
[
λ st at

n (t , t 0 )
] )

(7 .6 6 )

E
eff, 1 / m
n (t , t 0 ) =

λ
1 / m
n (t , t 0 )

λ st at
n (t , t 0 )

−
λ

1 / m
n (t + a , t 0 )

λ st at
n (t + a , t 0 )

(7 .6 7 )

f o r 1 / m ∈ [s pi n, ki n ] a n d t h e r ati o of ei g e n v al u e s i s gi v e n b y

λ
1 / m
n (t , t 0 )

λ st at
n (t , t 0 )

=
(
v st at

n (t , t 0 ),
[
[λ st at

n (t , t 0 )] − 1 C 1 / m (t ) − C 1 / m (t 0 )
]

v st at
n (t , t 0 )

)
.

(7 .6 8 )

B a s e d o n t h e s e f o r m ul a s f o r t h e eff e cti v e e n e r gi e s, w e a r e a bl e t o

c o m p ut e t h e B m e s o n m a s s wit h r e d u c e d s y st e m ati c e r r o r s c o m p a r e d

t o e q s. (7 .6 2 – 7 .6 3 ).
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P H Y S I C S

I n s e cti o n 7 .3 w e h a v e d e s c ri b e d o u r m at c hi n g st r at e g y a n d s p e ci fi e d

h o w w e t r a n sl at e t h e fi nit e- v ol u m e r e s ult s t o p a r a m et e r s of t h e ef-

f e cti v e t h e o r y i n l a r g e v ol u m e, w h e r e w e li k e t o c o m p ut e p h y si c al

o b s e r v a bl e s.

I n t hi s c h a pt e r, w e e x pl ai n h o w w e s et u p t h e li n e of c o n st a nt

p h y si c s a n d h o w t h e t u ni n g of t h e b a r e p a r a m et e r s of t h e t h e o r y h a s

b e e n p e rf o r m e d. We will al s o di s c u s s r e s ult s c o n c e r ni n g t h e st e p

s c ali n g f u n cti o n s f o r t h e r e n o r m ali z e d c o u pli n g a n d t h e r e n o r m ali z e d

q u a r k m a s s a n d c o m p a r e t h e m wit h t h e r e s ult s f r o m [ 4 5 , 6 4 ]. We

will f o c u s o n t h e p h y si c s i n t hi s c h a pt e r a n d di s c u s s t h e t e c h ni c al a n d

al g o rit h mi c c h all e n g e s i n t h e e n s e m bl e g e n e r ati o n i n c h a pt e r 9 .

We p e rf o r m t h e fi nit e- v ol u m e si m ul ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n c-

ti o n al a n d u s e t h e t r e e-l e v el S y m a n zi k i m p r o v e d g a u g e a cti o n. R el a-

ti vi sti c s e a a n d v al e n c e q u a r k s a r e r e p r e s e nt e d vi a cl o v e r i m p r o v e d

Wil s o n q u a r k s. All d et ail s c o n c e r ni n g t h e s et u p of si m ul ati o n s i n t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al a n d t h e di s c r eti z e d a cti o n h a v e b e e n gi v e n i n

t h e c h a pt e r s 2 a n d 3 . I n all si m ul ati o n s c o n n e ct e d t o t h e m at c hi n g w e

s et c t a n d c̃ t t o t h ei r o n e-l o o p v al u e s a c c o r di n g t o e q s. (3 .1 8 – 3 .2 5 ) a n d

t h e b o u n d a r y θ a n gl e s t o 0 .5 . T h e r ef o r e, o u r s et u p m at c h e s t h e o n e

gi v e n i n [ 4 5 ].

8 .1 t h e l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s : q c d

T h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i n fi nit e v ol u m e i s d e fi n e d b y t h e v ol u m e,

t h e m a s s e s of t h e li g ht q u a r k s a n d t h e m a s s of t h e h e a v y q u a r k. Si n c e

h e a v y q u a r k s a r e o nl y i n cl u d e d a s v al e n c e q u a r k s, w e d o n ot h a v e t o

c o n si d e r t hi s p a rt of t h e L C P d e fi niti o n at t h e l e v el of t h e e n s e m bl e

g e n e r ati o n.

T o si m ul at e r el ati vi sti c h e a v y q u a r k s wit h o u r c o m p uti n g r e s o u r c e s,

w e ai m at a l atti c e e xt e nt of ≈ 0 .5 f m. I n li n e wit h o u r st r at e g y of

m a s s-i n d e p e n d e nt r e n o r m ali z ati o n s c h e m e s, w e will i n cl u d e t h r e e

m a s sl e s s q u a r k fl a v o r s i n o u r si m ul ati o n s. T h e r ef o r e, t h e d e fi niti o n of

t h e li g ht p a rt of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i s gi v e n b y

ḡ 2
G F (L 1 / 2 ) = g 2

⋆ , m l = 0 (8 .1 )

w h e r e t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g u s e d t o fi x t h e s p ati al e xt e nt i s

d e fi n e d i n e q. ( 6 .4 6 ) a n d m l d e n ot e s t h e m a s s of t h e t h r e e m a s s- d e-

g e n e r at e q u a r k fl a v o r s.

A s it c a n b e s e e n f r o m e q. ( 8 .1 ), w e d o n ot d e fi n e o u r li n e of c o n st a nt

p h y si c s i n t h e m at c hi n g v ol u m e L 1 b ut i n t h e v ol u m e L 0 ≡ L 1 / 2 . T hi s

9 7
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i s d o n e f o r t e c h ni c al r e a s o n s. We will fi x t h e e x a ct v al u e of g 2
⋆ b y t h e

si m ul ati o n wit h t h e fi n e st r e s ol uti o n, i. e., t h e l atti c e wit h t h e l a r g e st

v al u e of L / a . F o r all c o a r s e r l atti c e s p a ci n g s, w e will h a v e t o d o a

s e ri e s of si m ul ati o n s i n o r d e r t o t u n e t h e b a r e p a r a m et e r s s u c h t h at

e q. ( 8 .1 ) i s f ul fill e d o n e v e r y e n s e m bl e.

If t h e t u ni n g w a s d o n e i n t h e m at c hi n g v ol u m e, w e w o ul d h a v e

t o si m ul at e m ulti pl e e n s e m bl e s wit h u p t o 4 8 l atti c e p oi nt s i n all

f o u r di m e n si o n s. T hi s i s n ot f e a si bl e wit h o u r c o m p uti n g r e s o u r c e s.

T h e r ef o r e, w e fi x t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i n t h e v ol u m e L 0 . I n

t h e m at c hi n g v ol u m e, t h e L C P will b e vi ol at e d b y c ut- off eff e ct s of

o r d e r O (a 2 ), b ut w e will r e c o v e r a c o r r e ct r e s ult i n t h e c o nti n u u m

li mit w hi c h i s t a k e n b ef o r e t h e m at c hi n g i s d o n e, cf. e q. (7 .4 3 ).

I n t h e t u ni n g v ol u m e L 0 , w e g e n e r at e e n s e m bl e s at fi v e diff e r e nt

r e s ol uti o n s c o r r e s p o n di n g t o L 0 / a ∈ {1 2 , 1 6 , 2 0 , 2 4 , 3 2 }. We will c h o o s e

T = L f o r all e n s e m bl e s s u c h t h at t h e v ol u m e i s gi v e n b y V = L 4
0 . Wit h

t hi s s et u p w e a r e a bl e t o p e rf o r m a r eli a bl e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n

o n fi v e l atti c e s i n t h e v ol u m e L 1 = 2 L 0 . We will fi x g 2
⋆ b a s e d o n t h e

m e a s u r e d v al u e o n t h e e n s e m bl e wit h L 0 / a = 3 2 t o s a v e t h e c o st f o r

a n y t u ni n g at t hi s m o st e x p e n si v e e n s e m bl e i n L 0 .

8 .1 .1 T he r u n ni n g of t he c o u pli n g

We li k e t o a c hi e v e L 0 ≈ 0 .2 5 f m, b ut t h e e x a ct v al u e i s i r r el e v a nt a s l o n g

a s t h e p h y si c al e xt e nt r e m ai n s c o n st a nt o n all e n s e m bl e s. A n i niti al

g u e s s f o r t h e b a r e c o u pli n g g 2
0 f o r o u r si m ul ati o n wit h L 0 = 3 2 a c a n

b e i nf e r r e d f r o m t h e i n v e sti g ati o n s i n [ 4 5 , 2 1 2 ]. T h e r e, t h e e v ol uti o n of

t h e r e n o r m ali z e d c o u pli n g i n t h e r a n g e L ∈ [0 .0 5 f m, 1 .0 f m] h a s b e e n

d et e r mi n e d u si n g a l a r g e s et of S c h r ö di n g e r f u n cti o n al e n s e m bl e s wit h

t h e s a m e s et u p a s w e h a v e d e s c ri b e d it i n c h a pt e r 3 .

T h e s c al e at t h e u p p e r e n d of t hi s r a n g e i s d e n ot e d b y 1 / L h a d a n d

si n c e L h a d ≈ 1 f m, w e k n o w t h at w e c a n r e a c h L ≈ 0 .2 5 f m b y t w o

st e p s i n a st e p s c ali n g, w h e r e t h e l atti c e e xt e nt i s di vi d e d b y t w o. T h e

c o r r e s p o n di n g st e p s c ali n g f u n cti o n σ (u ) [2 1 3 ] i s gi v e n b y

σ (u ) = ḡ 2 (2 L )
⏐
⏐
ḡ 2 ( L ) = u

(8 .2 )

a n d c a n b e c o n si d e r e d a s di s c r et e v e r si o n of t h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p

β f u n cti o n [4 5 ]. F r o m t hi s β f u n cti o n σ (u ) i s i m pli citl y d e fi n e d vi a

l o g(2 ) = −

∫ √
σ ( u )

√
u

d x

β (x )
(8 .3 )

wit h

β ( ḡ ) = − L
∂ ḡ ( L )

∂ L
∼

ḡ → 0
− b 0 ḡ 3 − b 1 ḡ 5 + . . . (8 .4 )
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w h e r e t h e t w o l e a di n g c o ef fi ci e nt s a r e i n d e p e n d e nt of t h e r e n o r m al-

i z ati o n s c h e m e a n d gi v e n b y

b 0 =
1 1 − 2

3 N f

(4 π ) 2
, b 1 =

1 0 2 − 3 8
3 N f

(4 π ) 2
. (8 .5 )

T hi s e x p a n si o n of t h e β f u n cti o n i n t h e c o u pli n g i s o nl y a p pli c a bl e i n

t h e p e rt u r b ati v e r e gi m e of Q C D. U si n g t h e n o n- p e rt u r b ati v e r e s ult s

f r o m [4 5 ], t h e r u n ni n g c a n b e d o n e i n t h e st r o n gl y- c o u pl e d r e gi o n of

o u r si m ul ati o n s.

W h e n σ (u ) i s k n o w, w e a r e a bl e t o p e rf o r m t h e i n v e r s e st e p s c ali n g

f r o m L h a d d o w n t o L 0 . I n [4 5 ] t h e n o n- p e rt u r b ati v e β f u n cti o n i s

p a r a m et ri z e d b y a p ol y n o mi al vi a

β (g ) = −
g 3

P (g 2 )
P (g 2 ) = p 0 + p 1 g 2 + p 2 g 4 + . . . (8 .6 )

a n d t h e c o r r e s p o n di n g f o r m of t h e st e p s c ali n g f u n cti o n r e a d s

l o g(2 ) = −

∫ √
σ ( u )

√
u

d x

β (x )
=

∫ √
σ ( u )

√
u

d x
P (x 2 )

x 3

= −
p 0

2

[
1

σ (u )
−

1

u

]

+
p 1

2
l o g

[
σ (u )

u

]

+

n m a x∑

n = 1

p n + 1

2 n
[σ n (u ) − u n ] . (8 .7 )

T h e p a r a m et e r s p 0 , p 1 a n d p 2 h a v e b e e n d et e r mi n e d i n [ 4 5 ] a n d t h ei r

v al u e s a n d c o v a ri a n c e s a r e gi v e n i n e q s. ( 4 .1 5 – 4 .1 6 ) of t h at r ef e r e n c e.

St a rti n g f r o m ḡ 2
G F (L h a d ) = 1 1 .3 1 , w e c a n p e rf o r m t w o st e p s of t h e

i n v e r s e st e p s c ali n g f u n cti o n t o a r ri v e at

σ − 1 (σ − 1 ( ḡ 2
G F (L h a d ))) = 3 .9 5 (1 8 ) , (8 .8 )

f o r t h e a p p r o xi m at e t a r g et of t h e c o u pli n g i n L 0 .

8 .1 .2 I nter p ol ati o n of t he c o u pli n g at fi xe d L / a

I n t a bl e s 1 a n d 8 of [ 4 5 ] t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g s w hi c h h a v e

b e e n d et e r mi n e d f r o m a l a r g e s et of e n s e m bl e s t h at w a s u s e d f o r t h e

c al c ul ati o n of t h e st e p s c ali n g f u n cti o n a r e li st e d. We c a n e m pl o y t h e s e

r e s ult s t o p e rf o r m i nt e r p ol ati o n s at fi x e d L / a t o d et e r mi n e t h e b a r e

c o u pli n g g 2
0 w hi c h r e s ult s i n a fi x e d r e n o r m ali z e d c o u pli n g ḡ 2

G F . T h e

a v ail a bl e d at a c a n b e e xt e n d e d b y t h e n u m b e r s i n t a bl e I V of [ 2 1 4 ].

A si mil a r p r o c e d u r e h a s b e e n p e rf o r m e d i n [ 4 5 ]. A s d e s c ri b e d i n

A. 2 of t h at r ef e r e n c e, a P a d é a n s at z h a s b e e n u s e d t o fit T he fi n al fits i n [ 4 5 ]

are p ol y n o mi als of

de gree t hree a n d f o ur.
v (β ) =

1

ḡ 2
G F (L , β )

, (8 .9 )



3. 8 4. 0 4. 2 4. 4 4. 6 4. 8 5. 0 5. 2 5. 4
β

− 0. 4 7 5

− 0. 4 7 0

− 0. 4 6 5

− 0. 4 6 0

− 0. 4 5 5

1/
ḡ

2 GF
−

β
/

6

L / a = 1 2

ḡ 2
G F = 3. 9 4 9

∆ ḡ 2
G F / ḡ 4

G F < 0. 0 0 1 2

I nt e r p ol ati o n

Si m ul ati o n s

1 0 0 s i m u l a t i o n s a l o n g a l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s

Fi g u r e 8 .1 : I nt e r p ol ati o n of ḡ 2
G F i n β f o r L 0 / a = 1 2 si mil a r t o fi g. 1 1 of [ 4 5 ].

Si n c e w e p e rf o r m e d a n u m b e r of si m ul ati o n s a r o u n d β = 4 .3 , si n-

gl e d at a p oi nt s o v e rl a p i n t hi s r e gi o n. We s h o w t h e i nt e r p ol ati n g

c u r v e b y t h e r e d b a n d a n d o u r g o al o n t h e p r e ci si o n b y t h e g r a y

c u r v e. T h e d a s h e d li n e d e n ot e s g 2
⋆ .

a n d w e c a n u s e t h e s a m e a p p r o a c h t o d et e r mi n e a v al u e of β f o r t h e

t e nt ati v e g o al f r o m e q. (8 .8 ). I n o u r i nt e r p ol ati o n s, w e di d n ot s e e a

b e n e fit i n u si n g a P a d é a n s at z v e r s u s a q u a d r ati c a n s at z i n a r e gi o n

l o c ali z e d a r o u n d t h e t a r g et v al u e. Si n c e t h e e r r o r e sti m ati o n f r o m a

li n e a r fit i s m o r e r eli a bl e a n d t h e fit i s m o r e li k el y t o c o n v e r g e, w e

u s e a q u a d r ati c i nt e r p ol ati o n. U si n g t h e a v ail a bl e d at a, w e a r ri v e at

β ≈ 4 .9 f o r o u r si m ul ati o n at L 0 / a = 3 2 .

T h e v al u e of g 2
⋆ i s d et e r mi n e d f r o m t h e m e a s u r e d g r a di e nt fl o w

c o u pli n g o n t h e e n s e m bl e wit h L 0 / a = 3 2 a n d β = 4 .9 . B a s e d o n

a p p r o xi m at el y 5 0 0 0 c o n fi g u r ati o n s w hi c h h a v e b e e n s e p a r at e d b y 2 0

m ol e c ul a r d y n a mi c s u nit s, w e d et e r mi n e t h e t a r g et v al u e

ḡ 2
G F (L 0 / a = 3 2 ) = 3 .9 4 9 (1 1 ) , → g 2

⋆ = 3 .9 4 9 . (8 .1 0 )

B a s e d o n t hi s t a r g et, w e g e n e r at e t h e e n s e m bl e s wit h s m all e r l atti c e s.

F o r L 0 / a ∈ {1 2 , 1 6 } w e e m pl o y t h e i nt e r p ol ati o n of v (β ) t o d et e r mi n e

a fi r st g u e s s f o r t h e b a r e c o u pli n g g 2
0 w hi c h i s n e e d e d t o a c hi e v e

ḡ 2
G F (L 0 / a ) = g 2

⋆ . T h e d at a p oi nt s f o r t h e i nt e r p ol ati o n a n d t h e c u r v e

f r o m a q u a d r ati c fit a n s at z f o r L 0 / a = 1 2 a r e s h o w n i n fi g u r e 8 .1 .We will s h ortl y

c o m me nt o n t he

re q uire d pre cisi o n.
I n b ot h c a s e s, w e a r e n ot a bl e t o m at c h g 2

⋆ t o t h e r e q ui r e d p r e ci si o n

wit h t h e fi r st e n s e m bl e. Aft e r w e h a v e g e n e r at e d e n o u g h st ati sti c s

t o s af el y d et e r mi n e t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g, w e p e rf o r m a n e w

i nt e r p ol ati o n i n cl u di n g t h e n e wl y d et e r mi n e d d at a p oi nt.

We t a b ul at e all e n s e m bl e s g e n e r at e d i n t h e t u ni n g p r o c e d u r e i n

t a bl e B.1 . T hi s t a bl e i n cl u d e s t h e b a r e p a r a m et e r s of t h e a cti o n, t h e
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4. 4
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4. 9

β

fi n al v al u e

i nt e r p ol ati o n

β at ḡ 2
G F = 3. 9 4 9

q c d 1 0 1

Fi g u r e 8 .2 : I nt e r p ol ati o n of β f o r ḡ 2
G F = 3 .9 4 9 a s d et e r mi n e d f r o m t h e i nt e r p o-

l ati o n s at fi x e d L 0 / a t o L 0 / a = 2 0 . T h e bl u e st a r d e pi ct s t h e r e s ult

f o r β at L 0 / a = 2 0 a s d et e r mi n e d f r o m t h e t u ni n g p r o c e d u r e. It

i s n ot i n cl u d e d i nt e r p ol ati o n.

n u m b e r of r e pli c a, t h e s e p a r ati o n of t h e e n s e m bl e s i n M o nt e C a rl o

ti m e, t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g a n d t h e m a s s of t h e s e a q u a r k s. I n

s o m e c a s e s, t h e m a s s of t h e s e a q u a r k h a s n ot b e e n d et e r mi n e d, si n c e

it h a d b e e n cl e a r f r o m t h e c o u pli n g t h at a n ot h e r si m ul ati o n at t h e

s a m e l atti c e s p a ci n g h a d t o b e p e rf o r m e d.

F o r t h e t u ni n g at L 0 / a = 2 4 , w e u s e t h e i nf o r m ati o n p r o vi d e d i n [4 5 ].

A s it i s t h e c a s e f o r L 0 / a = 3 2 , t h e e n s e m bl e s i n t h e i nt e r p ol ati o n diff e r

f r o m t h e L C P b y c ut- off eff e ct s, si n c e t h e y h a v e b e e n g e n e r at e d a s

st e p s c ali n g e n s e m bl e s f r o m e n s e m bl e s wit h L / a = 1 2 . N e v e rt h el e s s,

u si n g t h e e xi sti n g d at a t o g et h e r wit h o u r o w n t u ni n g r u n s e n a bl e s u s

t o p e rf o r m a r eli a bl e i nt e r p ol ati o n.

F o r L 0 / a = 2 0 , n o d at a p oi nt s f o r a n i nt e r p ol ati o n h a v e b e e n a v ail-

a bl e i n t h e t a r g et r e gi o n. T h e r ef o r e, w e f oll o w a t w o- st e p p r o c e d u r e

i n t hi s c a s e. Fi r st, w e p e rf o r m t h e i nt e r p ol ati o n s i n L 0 / a ∈ {1 2 , 1 6 , 2 4 }

a n d d et e r mi n e t h e c o r r e s p o n di n g v al u e s of β at t h e s e l atti c e s p a ci n g s.

I n t h e s e c o n d st e p w e c o m bi n e t h e v al u e s of β wit h t h e p ai r (3 2 , 4 .9 )

a n d p e rf o r m a q u a d r ati c i nt e r p ol ati o n of β t o L 0 / a = 2 0 . Aft e r t h e

g e n e r ati o n of t w o e n s e m bl e s wit h L 0 / a = 2 0 i n t h e t a r g et r e gi o n, t h e

m e a s u r e d v al u e s of ḡ 2
G F h a v e b e e n u s e d t o p e rf o r m l o c al i nt e r p ol a-

ti o n s. We s h o w t h e i nt e r p ol ati o n i n L 0 / a t o g et h e r wit h t h e v al u e f o r

β o bt ai n e d o n t h e fi n al e n s e m bl e i n fi g. 8 .2 .



3. 9 4

3. 9 5

3. 9 6

1 2 1 6 2 0 2 4 3 2

ḡ
2 G
F

(L
0
)

L 0 / a

g 2 f r o m L 0 / a = 3 2

m e a s u r e d c o u pli n g s

1 0 2 s i m u l a t i o n s a l o n g a l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s

Fi g u r e 8 .3 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g s at t h e fi v e diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s i n L 0

aft e r t h e t u ni n g p r o c e d u r e t o g et h e r wit h t h e t a r g et g 2
⋆ .

8 .1 .3 Tar get pre cisi o n

A s it c a n b e s e e n f r o m t a bl e B. 1 , w e h a v e g e n e r at e d f o u r t o si x e n s e m-

bl e s f o r e v e r y l atti c e s p a ci n g. T h e n u m b e r of r u n s h a s b e e n di ct at e d

b y t h e t a r g et p r e ci si o n of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g w hi c h w e will

d e ri v e i n t hi s s e cti o n.

B a s e d o n t h e w o r k i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [ 2 1 5 ], w e li k e t o a c hi e v e

a t u ni n g t h at i s m o r e p r e ci s e b y a b o ut a f a ct o r of t h r e e. T hi s a m o u nt s

t o a r el ati v e p r e ci si o n of

∆ L 0

L 0
= 0 .0 1 . (8 .1 1 )

Si n c e t h e t u ni n g i s d o n e vi a t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g, w e h a v e t o

t r a n sl at e t hi s t a r g et i nt o a r el ati v e p r e ci si o n of t h e c o u pli n g. If w e

e x p a n d ḡ 2 (L + ∆ L ) a n d u s e e q. ( 8 .4 ) f o r t h e d e ri v ati v e of ḡ wit h r e s p e ct

t o L , w e c a n d e ri v e t h e r el ati o n

∆ L

L
= −

∆ ḡ 2

2 ḡ β ( ḡ )
=

[
− ḡ

2 β ( ḡ )

]
∆ ḡ 2

ḡ 2
(8 .1 2 )

w hi c h c o n n e ct s t h e r el ati v e e r r o r of t h e c o u pli n g wit h t h e r el ati v e

e r r o r of t h e l atti c e e xt e nt. U si n g t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n

of t h e β f u n cti o n f r o m [4 5 ], w e c a n d et e r mi n e t h e t a r g et p r e ci si o n of

t h e c o u pli n g t o b e

∆ ḡ 2

ḡ 2
= 2

ḡ 2

P ( ḡ 2 )

∆ L

L
(8 .1 3 )
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Fi g u r e 8 .4 : E xt r a p ol ati o n of t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r s o bt ai n e d f r o m

[2 1 6 ] f o r β = 4 .7 1 6 5 b a s e d o n diff e r e nt fit i nt e r v al s. T h e d a s h e d

li n e d e n ot e s L / a = 2 4 .

a n d at t h e t a r g et c o u pli n g g 2
⋆ w e a r ri v e at

∆ ḡ 2

ḡ 2
= 0 .0 0 4 7 ,

∆ ḡ 2

ḡ 4
= 0 .0 0 1 2 , ∆ ḡ 2 = 0 .0 1 8 7 . (8 .1 4 )

F r o m t h e v al u e s i n t a bl e B. 1 w e c a n s e e t h at w e h a v e s u r p a s s e d

t hi s g o al o n t h e r el ati v e p r e ci si o n f o r t h e si m ul ati o n at L 0 / a = 3 2 ,

w h e r e w e a r ri v e at a r el ati v e e r r o r of ∆ L / L ≈ 0 .6 %. F o r all ot h e r l atti c e

s p a ci n g s w e h a v e r e a c h e d a n e v e n hi g h e r p r e ci si o n. I n fi g u r e 8 .3 , w e

s h o w t h e c o u pli n g s d et e r mi n e d o n all fi v e e n s e m bl e s. It i s a p p a r e nt

t h at t h e y h a v e a n e x c ell e nt o v e rl a p wit h e a c h ot h e r a n d g 2
⋆ .

8 .1 .4 T u ni n g t o w ar ds t he criti c al h o p pi n g p ar a meter

T h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i n e q. ( 8 .1 ) c o n si st s of t w o r e q ui r e m e nt s

a n d t o f ul fill b ot h, w e h a v e t o t u n e t h e b a r e p a r a m et e r s of t h e L a-

g r a n g e d e n sit y. W h e r e a s t h e t u ni n g of β h a s b e e n d e s c ri b e d i n t h e

f o r m e r s e cti o n, w e will n o w d e s c ri b e h o w w e h a v e t u n e d t h e s e a q u a r k

h o p pi n g p a r a m et e r κ l s u c h t h at t h e t h r e e s e a q u a r k s a r e m a s sl e s s. We

n ot e i n p a s si n g t h at b ot h t u ni n g p r o c e d u r e s h a v e t o b e p e rf o r m e d

si m ult a n e o u sl y si n c e t h e r e i s a d e p e n d e n c e of t h e g r a di e nt fl o w c o u-

pli n g o n t h e s e a q u a r k m a s s e s a n d t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r κ c r

d e p e n d s o n β .

T h e d et e r mi n ati o n of t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r i n d e p e n d e n c e

of g 2
0 a n d L / a h a s b e e n p e rf o r m e d i n [ 2 1 6 ] f o r L / a ∈ {8 , 1 0 , 1 2 , 1 6 } a n d

t h e r e s ulti n g i nt e r p ol ati o n f o r m ul a e h a v e b e e n p r o vi d e d i n [4 5 ]. T h e

p a r a m et ri z ati o n gi v e n b y e q. ( A. 3 ) a n d t a bl e 7 of [ 4 5 ] g u a r a nt e e t h e



1 0 4 s i m u l a t i o n s a l o n g a l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s

c o n diti o n L m l < 0 .0 0 5 t o h ol d. We will u s e t hi s c rit e ri o n a s b o u n d a r yWe use t he q u ar k

m ass fr o m t he P C A C

rel ati o n f or t he

t u ni n g t o w ar ds κ c r .

f o r t h e t u ni n g, i. e., w e will c o n si d e r q u a r k s a s m a s sl e s s if t h e y f ul fill

L m l < 0 .0 0 5 . T hi s b o u n d i s m o r e r e st ri cti v e b y a n o r d e r of m a g nit u d e

c o m p a r e d t o t h e t w o- fl a v o r si m ul ati o n s i n [ 2 1 5 ].

C o n c e r ni n g t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s of [ 4 5 ] w e h a v e t o k e e p

i n mi n d o n e i m p o rt a nt p oi nt. I n [4 5 , 2 1 6 ] t h e q u a r k m a s s h a s b e e n

d e fi n e d a s a v e r a g e o v e r all c o n fi g u r ati o n s, r e g a r dl e s s of t h e t o p ol o gi c al

s e ct o r. I n o u r w o r k, w e will c o n si d e r t h e q u a r k m a s s e s aft e r t h e

p r oj e cti o n t o t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e, a s d e fi n e d i n

e q. ( 6 .5 0 ). Si n c e t h e t o p ol o gi c al c h a r g e i s z e r o f o r all o u r c o n fi g u r ati o n s

i n L 0 , t hi s d et ail i s n ot i m p o rt a nt f o r t h e di s c u s si o n i n t hi s s e cti o n b ut

it will b e c o m e i m p o rt a nt f o r l a r g e r p h y si c al v ol u m e s.

F o r o u r si m ul ati o n s wit h L / a ∈ {1 2 , 1 6 } w e a r e a bl e t o e m pl o y t h e

i nt e r p ol ati o n f o r m ul a f r o m [4 5 ] t o d et e r mi n e κ l = κ c r . F o r t h e ot h e r

e n s e m bl e s n o i nf o r m ati o n o n κ c r i s a v ail a bl e. T o d et e r mi n e a fi r st

g u e s s f o r κ c r at L / a ∈ {2 0 , 2 4 , 3 2 }, w e u s e t h e i nf o r m ati o n f r o m t h e

i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s f o r s m all e r v al u e s of L / a at t h e c o r r e s p o n di n g

v al u e of β . A s s h o w n i n fi g u r e 8 .4 , w e u s e t h e s e v al u e s of t h e c riti c al

h o p pi n g p a r a m et e r f o r s m all e r v al u e s of L / a t o p e rf o r m a li n e a r

e xt r a p ol ati o n i n (a / L ) 2 . T o e sti m at e s y st e m ati c eff e ct s, w e c o n si d e r

t h r e e fit s wit h f o u r, t h r e e a n d t w o p oi nt s a n d u s e t h e e xt r a p ol ati o n

b a s e d o n t w o p oi nt s a s fi n al r e s ult. I n t h e e x e m pl a r y d et e r mi n ati o n

of t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r f o r (L 0 / a = 2 4 , β = 4 .7 1 6 5 ), t h e

e xt r a p ol ati o n s u si n g t h e t w o a n d t h r e e l eft m o st p oi nt s gi v e t h e s a m e

r e s ult.

I n o u r t u ni n g p r o c e d u r e, w e h a v e m a d e t h e e x p e ri e n c e t h at t h e

v al u e d et e r mi n e d f r o m t h e e xt r a p ol ati o n i s d et e r mi n e d w ell e n o u g h

t o a c hi e v e a s e a q u a r k m a s s cl o s e t o t h e b o u n d of L m l < 0 .0 0 5 . I n

m a n y c a s e s, a s hift of O (2 · 1 0 − 6 ) i n t h e h o p pi n g p a r a m et e r l e a d s

t o a s e a q u a r k m a s s t h at i s z e r o wit hi n e r r o r s. We h a v e al s o t ri e d

e xt r a p ol ati o n s i n (a / L ) 3 w hi c h i s t h e l e a di n g b e h a vi o r i n p e rt u r b ati o n

t h e o r y [6 2 ]. I n m a n y c a s e s, t hi s e xt r a p ol ati o n l e a d s t o e v e n l a r g e r

q u a r k m a s s e s.

I n g e n e r al, t h e e xt r a p ol ati o n l e a d s t o a g o o d fi r st g u e s s f o r t h e

h o p pi n g p a r a m et e r. Si n c e t h e a ut o c o r r el ati o n ti m e of t h e s e a q u a r k

m a s s i s r at h e r s h o rt, it i s p o s si bl e t o m o nit o r t h e q u a r k m a s s at t h eIt h as t o be e ns ure d

t h at t he e nse m ble is

t her m ali ze d, bef ore a

M o nte C arl o a ver a ge

is t a ke n.

b e gi n ni n g of t h e si m ul ati o n s a n d, if n e c e s s a r y, s hift t h e h o p pi n g

p a r a m et e r s u c h t h at t h e a b s ol ut e v al u e of t h e q u a r k m a s s i s r e d u c e d.

If n e w e n s e m bl e s h a d t o b e g e n e r at e d b e c a u s e t h e g r a di e nt fl o w

c o u pli n g h a d n ot b e e n m at c h e d g 2
⋆ t o t h e r e q ui r e d p r e ci si o n, w e h a v e

u s e d o u r e x p e ri e n c e s t o a dj u st κ l f r o m t h e e xt r a p ol ati o n b y s m all

s hift s. T h e d et e r mi n ati o n of c u r r e nt q u a r k m a s s e s o n o u r e n s e m bl e s

i s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 1 2 .

We h a v e b e e n a bl e t o g e n e r at e e n s e m bl e s wit h v a ni s hi n g q u a r k

m a s s e s f o r n e a rl y all r e s ol uti o n s. T h e e n s e m bl e wit h L 0 / a = 3 2 w hi c h

h a s b e e n u s e d t o s et g 2
⋆ h a s a q u a r k m a s s w hi c h i s sli g htl y l a r g e r t h a n
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o u r b o u n d. Si n c e t h e vi ol ati o n i s s m all, w e b eli e v e t h at t hi s d o e s n ot

p o s e a p r o bl e m f o r t h e m at c hi n g p r o c e d u r e.

8 .1 .5 Ste p s c ali n g t o t he m at c hi n g v ol u me

We h a v e g at h e r e d t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g s a n d s e a q u a r k m a s s e s

of all e n s e m bl e s w hi c h h a v e b e e n g e n e r at e d i n t h e t u ni n g p r o c e d u r e

i n L 0 , i n t a bl e B.1 . We h a v e w ritt e n t h e c o u pli n g β i n a b ol d f o nt f o r

t h o s e e n s e m bl e s w h e r e t h e L C P c o n diti o n (8 .1 ) i s s ati s fi e d.

T h e s e fi v e e n s e m bl e a r e t h e b a si s f o r t h e e n s e m bl e g e n e r ati o n i n

t h e m at c hi n g v ol u m e L 1 . We g e n e r at e fi v e e n s e m bl e s wit h t h e s a m e

b a r e p a r a m et e r s of t h e L a g r a n gi a n, β a n d κ l, b ut d o u bl e t h e n u m b e r

of l atti c e sit e s i n e v e r y di r e cti o n. T h e s e e n s e m bl e s wit h t h e p h y si c al

v ol u m e L 1 = 2 L 0 a r e li st e d i n t a bl e 8 .1 t o g et h e r wit h t h e m e a s u r e d

g r a di e nt fl o w c o u pli n g s a n d q u a r k m a s s e s.

T a bl e 8 .1 : Q C D e n s e m bl e s f o r t h e m at c hi n g wit h H Q E T i n L 1 . N r e p i s t h e

n u m b e r of r e pli c a r u n s, w hil e N m s gi v e s t h e n u m b e r of c o n fi g u r a-

ti o n s, s e p a r at e d b y τ m s m ol e c ul a r d y n a mi c s u nit s. T h e t r aj e ct o r y

l e n gt h i s τ = 2 t h r o u g h o ut.

L 1 / a  β κ  N r e p
τ m s

M D
N m s ḡ 2

G F L 1 m 1

2 4 4 .3 0 3 0 0 .1 3 5 9 9 4 7 2 1 0 1 2 0 0 0 5 .5 9 2 (1 1 )  +0 .0 0 8 6 0 (1 9 )

3 2 4 .4 6 6 2 0 .1 3 5 5 9 8 5 3 1 0 1 3 5 0 0 5 .6 8 9 (1 4 )  +0 .0 0 7 6 1 (1 3 )

4 0 4 .6 0 1 7 0 .1 3 5 2 8 4 8 1 0 1 0 8 8 2 5 5 .7 5 5 (2 2 )  +0 .0 0 8 0 2 (1 3 )

4 8 4 .7 1 6 5 0 .1 3 5 0 1 8 1 6 3 0 3 1 9 0 5 .7 7 0 (2 6 )  +0 .0 0 6 1 0 (1 6 )

6 4 4 .9 0 0 .1 3 4 5 9 9 1 4 4 0 2 0 3 5 5 .8 4 8 (3 4 )  +0 .0 1 4 8 6 (1 5 )

We h a v e f o r t h e fi r st ti m e g e n e r at e d a n e n s e m bl e wit h S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s a n d 6 4 l atti c e p oi nt s all f o u r di m e n-

si o n s. T h e t u ni n g of t h e al g o rit h mi c p a r a m et e r s t o o pti mi z e t h e

p e rf o r m a n c e f o r t hi s d e m a n di n g e n s e m bl e i s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 9 .

F o r e v e r y e n s e m bl e w e h a v e ai m e d at st ati sti c s of a b o ut 1 0 0 0 0 0 M D U

t o b e a bl e t o m a p o ut t h e m at c hi n g p a r a m et e r s at o r d e r 1 / m h .

F r o m e x p e ri e n c e s i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [ 2 1 5 ] w e k n o w t h at t h e

m at c hi n g o b s e r v a bl e s s h o w a n oti c e a bl e a ut o c o r r el ati o n t h at i n c r e a s e s

t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit. T h e r ef o r e, w e h a v e i n c r e a s e d t h e di s-

t a n c e i n M o nt e C a rl o ti m e b et w e e n t w o c o n fi g u r ati o n s f o r t h e t w o

fi n e st e n s e m bl e s. Wit h t hi s p r o c e d u r e w e a r e a bl e t o r e d u c e t h e m e m-

o r y c o n s u m pti o n of o u r p r oj e ct a n d at t h e s a m e ti m e w e d o n ot l o w e r

t h e eff e cti v e st ati sti c s.
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Fi g u r e 8 .5 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g s ḡ 2
G F (L 1 / a ) i n (a / L 0 ) 2 t o g et h e r wit h a

li n e a r e xt r a p ol ati o n t o t h e c o nti n u u m li mit. We s h o w t h e r e s ult

f r o m σ (u ) a n d t h e p a r a m et ri z ati o n of Σ (u , a / L ) f r o m [4 5 , 2 1 7 ] f o r

c o m p a ri s o n.

F r o m t a bl e 8 .1 , w e c a n s e e t h at t h e s e a q u a r k m a s s e s a r e si g ni fi c a ntl y

l a r g e r t h a n o n t h e e n s e m bl e s i n L 0 . T hi s c a n b e e x pl ai n e d b y c ut- off

eff e ct s. T h e diff e r e n c e

L 0 [m 1 1 (2 L 0 ) − m 1 1 (L 0 )] (8 .1 5 )

i s e x p e ct e d t o v a ni s h wit h O(a 2 ) i n t h e c o nti n u u m li mit. T h e v ali d a-

ti o n of t hi s b e h a vi o r f ail s a n d w e r at h e r s e e a s c ali n g p r o p o rti o n al t o

a / L . Si n c e O(a ) i m p r o v e m e nt of P C A C m a s s e s i s o bt ai n e d f r o m t h e

t u ni n g of c A , w e s u s p e ct t h at t h e v al u e of c A f r o m t h e i nt e r p ol ati o n

f o r m ul a p r o vi d e d i n [6 7 ] t h at h a s b e e n u s e d f o r t h e c al c ul ati o n of

P C A C m a s s e s i n t hi s st u d y mi g ht b e i n c o r r e ct i n o u r c o u pli n g r e gi o n.

It h a s b e e n e xt r a ct e d f o r c o u pli n g s i n t h e r a n g e β ∈ [3 .3 , 3 .8 1 ] a n dA de di c ate d

deter mi n ati o n of c A

i n t he m at c hi n g

re gi o n mi g ht be

usef ul.

t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a h a s b e e n c o n st r ai n e d t o t h e p e rt u r b ati v e

o n e-l o o p b e h a vi o r f o r s m all c o u pli n g s. I n t h e r e gi o n of t h e m at c hi n g

e n s e m bl e s, t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a of [ 6 7 ] i s n ot c o n st r ai n e d b y d at a.

T h e r ef o r e, w e h a v e t o e x p e ct r e m n a nt O (a ) eff e ct s f o r o b s e r v a bl e s t h at

i n cl u d e c A .

T h e c ut- off eff e ct s i n t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g c a n b e c o m p a r e d

wit h p r e di cti o n s of [ 4 5 ] w h e r e t h e st e p s c ali n g f u n cti o n of t h e c o u-We h a ve i ntr o d u ce d

σ (u ) i n e q. (8 .7 ) pli n g σ (u ) h a s b e e n d et e r mi n e d. I n t hi s st u d y, e n s e m bl e s wit h

L / a ∈ {8 , 1 2 , 1 6 } a n d t h e c o r r e s p o n di n g e n s e m bl e s wit h t h e s a m e

b a r e p a r a m et e r s a n d 2 L / a l atti c e p oi nt s h a v e b e e n u s e d t o d et e r mi n e

t h e di s c r eti z e d st e p s c ali n g f u n cti o n Σ (u , a / L ). Aft e r w a r d s, t h e f u n c-

ti o n σ (u ) h a s b e e n o bt ai n e d f r o m t h e c o nti n u u m li mit of Σ (u , a / L ) i n

a gl o b al fit i n u a n d a / L . T h e c o nti n u u m li mit h a s b e e n p u bli s h e d i n
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[4 5 ] a n d t h e p a r a m et ri z ati o n of t h e c ut- off eff e ct s i s d o c u m e nt e d i n

[2 1 7 ].

We s h o w o u r d at a t o g et h e r wit h t h e c o nti n u u m st e p s c ali n g f u n cti o n

σ (u ) a n d t h e p a r a m et ri z ati o n of Σ (u , a / L ) f o r u = 3 .9 4 9 i n fi g u r e 8 .5 .

It c a n b e s e e n t h at o u r d at a p oi nt s f all e x a ctl y o nt o t h e p a r a m et ri z ati o n

of t h e c ut- off eff e ct s. Si n c e t h e a ut o c o r r el ati o n ti m e of t h e g r a di e nt

fl o w c o u pli n g i n c r e a s e s t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit, t h e st ati sti c al

p r e ci si o n i s r e d u c e d. N e v e rt h el e s s, o u r d at a p r o vi d e s a n e x c ell e nt

c h e c k f o r t h e r e s ult s of [ 4 5 ]. F r o m t h e s e r e s ult s, w e c o m p ut e

σ (3 .9 4 9 ) = 5 .8 6 7 (2 9 ) . (8 .1 6 )

f o r t h e c o nti n u u m li mit of t h e di s c r eti z e d st e p s c ali n g f u n cti o n. F r o m

a li n e a r fit t o t h e fi v e d at a p oi nt s o bt ai n e d f r o m t h e e n s e m bl e s i n L 0

a n d 2 L 0 , w e e xt r a ct t h e c o nti n u u m li mit

σ (3 .9 4 9 ) = 5 .8 4 3 (1 6 ) (8 .1 7 )

a n d w e s h o w t h e c o r r e s p o n di n g c u r v e i n fi g u r e 8 .5 . If w e e x cl u d e t h e

ri g ht m o st d at a p oi nt, w e o bt ai n

σ (3 .9 4 9 ) = 5 .8 7 1 (2 2 ) . (8 .1 8 )

Si n c e t h e i nt e g r at e d a ut o r c o r r el ati o n ti m e of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g

i n c r e a s e s t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit, o u r c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n

i s n ot ti g htl y c o n st r ai n e d b y t h e fi n e st e n s e m bl e s. T h e s y st e m ati c

eff e ct d u e t o t h e v a ri ati o n s of t h e fit r a n g e i s of t h e s a m e si z e a s t h e

st ati sti c al e r r o r. T h e r ef o r e, w e c a n n ot i n c r e a s e t h e r el ati v e p r e ci si o n of We will deter mi ne

t he p h ysi c al v al ue of

L 1 i n t he ne xt

se cti o n.

L f r o m t h e u s e of o u r e xt r a p ol ati o n.

H o w e v e r, o u r r e s ult s p r o vi d e a v al u a bl e t e st of t h e c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n p e rf o r m e d i n [ 4 5 ] w hi c h w a s t h e b a si s f o r t h e d et e r mi-

n ati o n of t h e st r o n g c o u pli n g c o n st a nt α s i n [2 1 4 ]. A n i m p r o v e m e nt of

t h e p r e ci si o n of σ (u ) c o ul d b e r e a c h e d, if o u r r e s ult s w e r e i n cl u d e d i n

t h e gl o b al c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of [4 5 ].

T h e s et of e n s e m bl e s li st e d i n t a bl e 8 .1 will b e u s e d t o d et e r mi n e t h e

m at c hi n g o b s e r v a bl e s i n t h e f ull t h e o r y, i. e., Q C D wit h t h r e e fl a v o r s of

m a s sl e s s q u a r k s a n d o n e r el ati vi sti c h e a v y q u a r k wit h a m a s s a r o u n d

t h e b ott o m q u a r k m a s s. I n t h e n e xt st e p s, w e will s p e cif y t h e li g ht li n e

of c o n st a nt p h y si c s f o r t h e eff e cti v e t h e o r y.

8 .1 .6 T he m at c hi n g v ol u me

B ef o r e w e p r o c e e d t o t h e g e n e r ati o n of t h e H Q E T e n s e m bl e s i n t h e

m at c hi n g v ol u m e, w e li k e t o d et e r mi n e t h e p h y si c al si z e of t h e m at c h-

i n g v ol u m e a n d it s r el ati v e e r r o r. We p e rf o r m t h e c o n v e r si o n f r o m

l atti c e u nit s t o p h y si c al u nit s u si n g t h e i nf o r m ati o n f r o m [1 4 2 , 2 1 4 ].

T h e r e, a r ef e r e n c e s c al e h a s b e e n d e fi n e d o n t h e C L S e n s e m bl e s [ 6 0 ] at

µ ⋆
r ef = 4 7 8 (7 ) M e V (8 .1 9 )
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a n d t hi s r ef e r e n c e s c al e i s c o n n e ct e d t o t h e h a d r o ni c s c al e vi aWe h a ve use d t his

h a dr o ni c s c ale i n

e q. ( 8 .8 ). µ ⋆
r ef

µ h a d, 1
= 2 .4 2 8 (1 8 ) . (8 .2 0 )

We n o w t u r n a r o u n d t h e a r g u m e nt s of s e cti o n 8 .1 .1 a n d d et e r mi n e t h e

s c al e f a ct o r s = L h a d / L 0 b a s e d o n t h e m e a s u r e d c o u pli n g g 2
⋆ . U si n g

e q. ( 8 .7 ), w e c a n d et e r mi n e t hi s s c al e f a ct o r f r o m t w o c o u pli n g s g 1 a n d

g 2 vi a

l n
[
s

(
g 2

1 , g 2
2

) ]
=

∫ g 2

g 1

d x
P (x 2 )

x 3

=
p 0

2 g 2
1

−
p 0

2 g 2
2

+ p 1 l n

(
g 2

g 1

)

+
p 2

2
(g 2

2 − g 2
1 ) . (8 .2 1 )

Wit h

g 2
2 = ḡ 2

G F (L h a d ) , g 2
1 = σ (g 2

⋆ ) (8 .2 2 )

a n d

L h a d =
1

µ h a d
=

2 .4 2 8

µ ⋆
r ef

(8 .2 3 )

w e d et e r mi n e t h e p h y si c al e xt e nt of t h e t u ni n g v ol u m e t o

L 1 = 0 .4 9 9 8 (3 5 ) f m , (8 .2 4 )

w h e r e w e h a v e u s e d σ (g 2
⋆ ) of e q. ( 8 .1 6 ). We h a v e t h u s b e e n a bl e t o

g e n e r at e o u r e n s e m bl e s s u c h t h at t h e m at c hi n g v ol u m e h a s a n e xt e nt

of 0 .5 f m a n d w e h a v e fi x e d t hi s p h y si c al e xt e nt wit h a r el ati v e e r r o r of

∆ L 1 / L 1 = 0 .7 %. If w e t a k e i nt o a c c o u nt t h e e r r o r o n ḡ 2
G F (L 0 / a = 3 2 )

i n t h e d et e r mi n ati o n of t h e p h y si c al si z e, w e o bt ai n a r el ati v e e r r o r of

0 .9 % w hi c h i s still b el o w o u r i niti al t a r g et of 1 %.

B a s e d o n e q. ( 8 .2 4 ), w e a r e a bl e t o d et e r mi n e t h e r a n g e of l atti c e

s p a ci n g s o n t h e Q C D si d e of t h e m at c hi n g. It i s gi v e n b y

a ∈ [0 .0 0 7 8 f m, 0 .0 2 1 f m] ≈ [(9 .5 G e V ) − 1 , (2 5 .3 G e V ) − 1 ] . (8 .2 5 )

B a s e d o n t h e s e v al u e s, w e a r e c o n fi d e nt t h at w e a r e a bl e t o p e rf o r m a

c o nt r oll e d c o nti n u u m li mit of o b s e r v a bl e s at t h e s c al e of t h e b ott o m

q u a r k m a s s.

8 .2 t h e l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s : h q e t

T h e li g ht p a rt of t h e a cti o n r e m ai n s u n c h a n g e d, w h e n w e s wit c h

f r o m Q C D t o H Q E T. T h e o nl y diff e r e n c e, i n t e r m s of t h e e n s e m bl e

g e n e r ati o n, i s t h at w e will g e n e r at e e n s e m bl e s wit h m u c h c o a r s e r

l atti c e s p a ci n g s. Si n c e w e will m at c h t h e c o nti n u u m li mit of t h e Q C D

o b s e r v a bl e s wit h t h e H Q E T o b s e r v a bl e s at fi nit e l atti c e s p a ci n g, t h e
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Fi g u r e 8 .6 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g s at t h e fi v e diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s i n L 1

aft e r t h e t u ni n g p r o c e d u r e t o g et h e r wit h t h e t a r g et σ (g 2
⋆ ).

li n e of c o n st a nt p h y si c s f o r t h e H Q E T e n s e m bl e s i n t h e v ol u m e L 1 i s

d e fi n e d b y

ḡ 2
G F (L 1 ) = σ (g 2

⋆ ) , m l = 0 . (8 .2 6 )

We u s e t h e c o nti n u u m st e p s c ali n g f u n cti o n of [ 4 5 ] t o d e fi n e t h e

L C P. T hi s i s d o n e f o r p r a cti c al r e a s o n s. T h e g e n e r ati o n of t h e Q C D

e n s e m bl e s i n L 1 i s c o m p ut ati o n all y d e m a n di n g a n d i s a t a s k o n t h e

ti m e s c al e of m a n y m o nt h s. T h e c o nti n u u m li mit of t h e m e a s u r e d

g r a di e nt fl o w c o u pli n g s c a n o nl y b e o bt ai n e d a s s o o n a s all e n s e m bl e s

h a v e b e e n g e n e r at e d. T o s p e e d u p t h e e n s e m bl e g e n e r ati o n i n t h e

H Q E T s e ct o r, w e r el y o n t h e st e p s c ali n g f u n cti o n of [ 4 5 ]. I n hi n d si g ht,

t h e a g r e e m e nt of e q s.(8 .1 6 ) a n d (8 .1 7 ) j u sti fi e s t hi s a p p r o a c h.

8 .2 .1 T u ni n g i n t he m at c hi n g v ol u me

O n t h e H Q E T si d e of t h e m at c hi n g p r o c e d u r e, w e g e n e r at e fi v e e n-

s e m bl e s wit h L 1 / a ∈ {8 , 1 2 , 1 6 , 2 0 , 2 4 }. F r o m t h e d et e r mi n ati o n of t h e O n t he l ar ge- v ol u me

C L S e nse m bles, t he

l atti ce s p a ci n gs are

i n t he r a n ge a ∈

[0 .0 3 9 f m, 0 .0 8 7 f m]

p h y si c al l atti c e e xt e nt, w e d e d u c e t h at w e p e rf o r m o u r si m ul ati o n s i n

t h e r a n g e

a ∈ [0 .0 2 1 f m, 0 .0 6 2 f m] ≈ [(3 .2 G e V ) − 1 , (9 .5 G e V ) − 1 ] , (8 .2 7 )

w hi c h w o ul d b e cl e a rl y i n a p p r o p ri at e f o r r el ati vi sti c b ott o m q u a r k s.

Si n c e w e c o n si d e r t h e h e a v y q u a r k s i n t h e eff e cti v e t h e o r y, w e d o n ot

f a c e si g ni fi c a nt di s c r eti z ati o n eff e ct s a n d w e will b e a bl e t o p e rf o r m a

r eli a bl e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s.

T h e t u ni n g t o t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s of e q. ( 8 .2 6 ) i s p e rf o r m e d

a s it w a s d o n e f o r t h e Q C D e n s e m bl e s a n d w e li st all e n s e m bl e s



1 1 0 s i m u l a t i o n s a l o n g a l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s

g e n e r at e d i n t h e t u ni n g p r o c e d u r e i n t a bl e B. 2 . T h e e n s e m bl e s w h e r e

t h e c o u pli n g i s w ritt e n i n a b ol d f o nt a r e t h e o n e s t o b e u s e d i n t h e

m at c hi n g p r o c e d u r e. D u e t o t h e s m all v ol u m e, all c o n fi g u r ati o n s a r e

i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e.

B a s e d o n i n v e sti g ati o n s i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [ 2 1 5 ] w e k n o w t h at

h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s i n t h e eff e cti v e t h e o r y a r e w e a kl y c o r r el at e d i n

M o nt e C a rl o ti m e. I n e x c h a n g e, w e f a c e a n e x p o n e nti al d e c r e a s e of t h e

si g n al-t o- n oi s e r ati o wit h i n c r e a si n g s o u r c e- si n k s e p a r ati o n. T h e r ef o r e,

w e r e d u c e t h e di st a n c e b et w e e n t w o c o n fi g u r ati o n s t o 4 M D U. Ai mi n g

at st ati sti c s of 6 0 0 0 0 M D U p e r e n s e m bl e, w e will h a v e t o p e rf o r m

m e a s u r e m e nt s o n O (1 5 0 0 0 ) c o n fi g u r ati o n s p e r e n s e m bl e.

Si n c e t h e l e n gt h of t h e M o nt e C a rl o r u n s i s r e d u c e d c o m p a r e d t o

t h e Q C D e n s e m bl e s, w e o b s e r v e l a r g e r u n c e rt ai nti e s i n t h e g r a di e nt

fl o w c o u pli n g s. N e v e rt h el e s s, w e a r e a bl e t o t u n e all e n s e m bl e s t o a

g o o d p r e ci si o n a n d w e s h o w t h e m e a s u r e d c o u pli n g s t o g et h e r wit h

t h e g o al f r o m σ (g 2
⋆ ) i n fi g u r e 8 .6 .

8 .2 .2 Ste p s c ali n g t o w ar ds l ar ge v ol u me si m ul ati o ns

T a bl e 8 .2 : St e p s c ali n g e n s e m bl e s i n 2 L 1 . B o u n d a r y c o n diti o n s a n d a cti o n a r e

c h o s e n e x a ctl y a s i n [ 4 5 ] a n d w e u s e T = L . N r e p i s t h e n u m b e r

of r e pli c a r u n s, w hil e N m s gi v e s t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s,

s e p a r at e d b y τ m s m ol e c ul a r d y n a mi c s u nit s. N
( 0 )
m s gi v e s t h e n u m b e r

of c o n fi g u r ati o n s i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. T h e

t r aj e ct o r y l e n gt h i s τ = 2 t h r o u g h o ut. V al u e s m a r k e d b y a st a r

h a v e b e e n o bt ai n e d o n s h o rt M o nt e C a rl o hi st o ri e s, c o m p a r e d t o

t h ei r i nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e.

2 L 1 / a  β κ  N r e p
τ m s

M D
N m s N

( 0 )
m s ḡ 2

G F 2 L 1 m 1

1 6 3 .6 5 3 7 0 .1 3 7 0 7 2 2 4 8 1 5 0 0 0 1 2 2 1 3 9 .3 7 7 (2 7 ) 0 .0 4 4 6 (6 )

2 4 3 .8 3 4 9 0 .1 3 6 9 6 5 4 2 1 6 1 5 0 0 0 1 2 4 2 3 1 0 .4 8 5 (3 9 ) 0 .0 1 9 2 (3 )

3 2 4 .0 0 1 8 0 .1 3 6 6 8 0 3 3 4 1 5 0 0 0 1 3 6 6 3 1 0 .8 1 0 (9 3 ) 0 .0 1 4 4 (3 )

4 0 4 .1 3 9 4 0 .1 3 6 3 8 5 7 6 4 1 4 5 7 1 4 5 5 1 0 .6 9 (2 3 )∗ 0 .0 1 2 4 (6 )

4 8 4 .2 5 3 0 0 .1 3 6 1 2 2 4 4 4 5 2 4 7 5 2 4 4 1 0 .8 4 (1 6 )∗ 0 .0 1 3 0 (3 )

T o r e a c h a s c al e t h at i s a p pli c a bl e f o r l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s, w e

h a v e t o p e rf o r m a n ot h e r st e p s c ali n g p r o c e d u r e. T hi s ti m e, w e s c al e

f r o m L 1 t o 2 L 1 . We li st t h e fi v e e n s e m bl e s g e n e r at e d i n t hi s v ol u m e

i n t a bl e 8 .2 . A s a p p a r e nt f r o m t h e t a bl e, w e h a v e n ot y et r e a c h e d o u r

g o al f o r t h e st ati sti c s of t h e t w o e n s e m bl e s wit h 2 L 1 / a = 4 0 , 4 8 . Si n c e

τ i nt( ḡ
2
G F ) i s of O(1 5 0 M D U ), t h e d et e r mi n ati o n of t h e g r a di e nt fl o w

c o u pli n g mi g ht b e bi a s e d d u e t o t h e c o m p a r a bl y s h o rt M o nt e C a rl o

hi st o ri e s.
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0. 0 0 0 0. 0 0 4 0. 0 0 8 0. 0 1 2 0. 0 1 6
(a / L 1 )

2

9. 0

9. 5

1 0. 0

1 0. 5

1 1. 0

1 1. 5

ḡ
2 G
F

(2
L

1
)

c o nti n u u m

c ut- off

fit

ḡ 2
G F (2 L 1 )

h q e t 1 1 1

Fi g u r e 8 .7 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g s ḡ 2
G F (2 L 1 / a ) i n (a / L 1 ) 2 t o g et h e r wit h a

li n e a r e xt r a p ol ati o n t o t h e c o nti n u u m li mit. We s h o w t h e r e s ult

f o r σ (σ (u )) a n d t h e p a r a m et ri z ati o n of Σ (u , a / L ) f r o m [4 5 , 2 1 7 ]

f o r c o m p a ri s o n.

I n l a r g e r v ol u m e s t h e t o p ol o gi c al c h a r g e i s n ot f r o z e n t o t h e s e ct o r

Q = 0 a n y m o r e. At t h e s a m e ti m e, w e d o n ot o b s e r v e a f r e el y

fl u ct u ati n g c h a r g e b ut l o n g e r p e ri o d s w h e r e t h e c h a r g e st a y s wit hi n

si n gl e s e ct o r s. We s h o w t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s i n t h e s e ct o r of

v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e i n t a bl e 8 .2 .

I n t h e t w o- fl a v o r p r oj e ct [2 1 5 ], t h e c o nt a ct t o l a r g e v ol u m e si m ul a-

ti o n s h a s b e e n o bt ai n e d u si n g t h e c o nti n u u m li mit of t h e o b s e r v a bl e s

o bt ai n e d f r o m t h e e n s e m bl e s i n t h e v ol u m e 2 L 1 . I n o u r w o r k, t h e o v e r-

l a p of t h e l atti c e s p a ci n g s i n t hi s st e p wit h t h e o n e s of t h e l a r g e- v ol u m e

C L S si m ul ati o n s i s n ot l a r g e e n o u g h t o all o w f o r a s af e i nt e r p ol ati o n

of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s. T h e r ef o r e, w e h a v e t o si m ul at e a n ot h e r

s et of e n s e m bl e s wit h t h e s a m e p h y si c al l atti c e e xt e nt b ut diff e r e nt

r e s ol uti o n s.

T o t u n e t hi s l a st s et of l atti c e s t o t h e c o r r e ct p h y si c al v ol u m e, w e

l o o k a s e c o n d ti m e at t h e st e p s c ali n g f u n cti o n of [4 5 ] a n d c o m p a r e

t h ei r r e s ult s wit h t h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m t h e e n s e m bl e s i n t a b. 8 .2 .

F r o m t w o st e p s of t h e c o nti n u u m st e p s c ali n g f u n cti o n w e o bt ai n Or, e q ui v ale ntl y, o ne

ste p of ste psi ze s = 4

σ (σ (g 2
⋆ )) = 1 1 .2 7 (1 0 ) (8 .2 8 )

w hi c h, f o r t h e s a m e r e a s o n s a s b ef o r e, will b e t a k e n a s g o al f o r t h e

t u ni n g p r o c e d u r e i n t h e v ol u m e L 2 = 2 L 1 . F o r t h e r e a s o n s o utli n e d

a b o v e, w e t a k e o nl y t h e t h r e e c o a r s e st e n s e m bl e s i nt o a c c o u nt f o r t h e

c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of o u r d at a. F r o m a li n e a r fit w e o bt ai n

σ ( ḡ 2
G F (L 1 )) = 1 1 .3 5 (4 ) . (8 .2 9 )
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Fi g u r e 8 .8 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g s at t h e fi v e diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s i n L 2

aft e r t h e t u ni n g p r o c e d u r e t o g et h e r wit h t h e t a r g et σ (σ (g 2
⋆ )) . T h e

m e a s u r e d v al u e s a r e li st e d i n t a b. B. 3 a n d t h e v al u e f o r L / a = 3 2

i s t a k e n f r o m [2 1 4 ].

T hi s r e s ult i s c o m p ati bl e wit h t h e o n e f r o m [ 4 5 ] a n d d u e t o t h e l a r g e

a m o u nt of st ati sti c s, t h e e xt r a p ol at e d r e s ult i s v e r y p r e ci s e. T h e

i n cl u si o n of t h e t w o d at a p oi nt s at fi n e r l atti c e s p a ci n g will h el p t o

r e d u c e t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nt y d u e t o t h e c o a r s e l atti c e s p a ci n g s i n

t h e c u r r e nt e xt r a p ol ati o n.

8 .2 .3 C o nt a ct t o t he l ar ge- v ol u me si m ul ati o ns

T o c o n n e ct t h e fi nit e- v ol u m e m at c hi n g p a r a m et e r s wit h t h e m e a s u r e-

m e nt s i n t h e eff e cti v e t h e o r y at l a r g e v ol u m e, w e h a v e t o b e a bl e t o

i nt e r p ol at e t h e p a r a m et e r s i n t h e r a n g e of i n v e r s e c o u pli n g s β gi v e n b y

t h e C L S si m ul ati o n s. T h e r ef o r e, w e g e n e r at e a n ot h e r s et of e n s e m bl e s

wit h L 2 / a ∈ {1 2 , 1 6 , 2 0 , 2 4 , 3 2 } w hi c h t r a n sl at e s i nt o

a ∈ [0 .0 3 1 f m, 0 .0 8 3 f m] ≈ [(2 .4 G e V ) − 1 , (6 .4 G e V ) − 1 ] , (8 .3 0 )

a n d gi v e s u s a n e x c ell e nt o v e rl a p wit h t h e C L S e n s e m bl e s.

We p e rf o r m a t hi r d t u ni n g p r o c e d u r e t o a c hi e v e t h e g e n e r ati o n of

all e n s e m bl e s al o n g t h e c h o s e n li n e of c o n st a nt p h y si c s. Si n c e t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i s fl u ct u ati n g st r o n gl y o n t h e c o a r s e r e n s e m bl e s,

a si g ni fi c a nt f r a cti o n of t h e c o n fi g u r ati o n i s i n a s e ct o r w h e r e t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i s n o n- z e r o. T h e r ef o r e, t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a e

of [ 4 5 ] f o r κ c r b e c o m e l e s s a c c u r at e a n d w e h a v e t o d e v ot e a n i n c r e a s e d

eff o rt o n t h e t u ni n g of t h e h o p pi n g p a r a m et e r. We li st all e n s e m bl e s

g e n e r at e d at t hi s st e p i n t a bl e B. 3 .
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Fi g u r e 8 .9 : G r a di e nt fl o w c o u pli n g i n d e p e n d e n c e of t h e s e a q u a r k m a s s at

L 2 / a = 1 2 a n d β = 3 .4 0 1 4 .

T h e g e n e r ati o n of s e v e r al e n s e m bl e s wit h t h e s a m e b a r e c o u pli n g β

a n d diff e r e nt h o p pi n g p a r a m et e r s κ l all o w s u s t o st u d y t h e c o r r el ati o n

of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g wit h t h e s e a q u a r k m a s s. F o r L 2 / a = 1 2

a n d β = 3 .4 0 1 4 w e h a v e g e n e r at e d f o u r e n s e m bl e s. I n fi g. 8 .9 w e s h o w

t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g s o bt ai n e d o n t h e s e e n s e m bl e s d e p e n di n g

o n t h e s e a q u a r k m a s s. Si n c e all e n s e m bl e s h a v e b e e n g e n e r at e d

d u ri n g t h e t u ni n g p r o c e d u r e, t h e s p r e a d of t h e s e a q u a r k m a s s e s i s

r at h e r s m all. N e v e rt h el e s s, it i s p o s si bl e t o p e rf o r m a li n e a r fit t o

o bt ai n

ḡ 2
G F (L m 1 = 0 ) = 1 1 .2 9 8 (4 0 )

d ḡ 2
G F

d a m 1
= 0 .5 6 (1 6 ) (8 .3 1 )

f o r t h e c hi r al li mit of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g a n d it s d e ri v ati v e A si mil ar a n al ysis i n

t he re gi o n ḡ 2
G F ≈ 4

re ve ale d a ne gli gi ble

de pe n de n ce o n t he

m ass [ 2 1 7 ].

wit h r e s p e ct t o t h e s e a q u a r k m a s s at t hi s p oi nt i n t h e p a r a m et e r s p a c e.

T h e s hift of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g d u e t o a r e si d u al q u a r k m a s s

L m l < 0 .0 0 5 i s t h e r ef o r e c o m pl et el y n e gli gi bl e.

F o r o u r m e a s u r e m e nt s at L 2 / a = 3 2 , w e d o n ot h a v e t o g e n e r at e a

n e w e n s e m bl e si n c e w e a r e a bl e t o u s e a n al r e a d y e xi sti n g o n e t h at h a s

b e e n g e n e r at e d i n [ 2 1 4 ]. T hi s e n s e m bl e m at c h e s t h e li n e of c o n st a nt

p h y si c s c o n diti o n t o a g o o d p r e ci si o n a n d w e a r e a bl e t o s a v e t h e c o st

of a t u ni n g at t h e l a r g e st v al u e of L 2 / a . We ill u st r at e t h e r e s ult of

t hi s t u ni n g i n fi g u r e 8 .8 , w h e r e w e s h o w t h e t a r g et c o u pli n g a n d t h e

m e a s u r e d c o u pli n g s o bt ai n e d o n t h e fi v e e n s e m bl e s.

Si n c e w e d o n ot h a v e t o p e rf o r m a c o nti n u u m li mit at t hi s st a g e of

t h e m at c hi n g p r o c e d u r e, w e e sti m at e t h at 3 0 0 0 0 M D U a r e e n o u g h t o

o bt ai n p r e ci s e r e s ult s.
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8 .3 t h e r u n n i n g o f t h e m a s s

S o f a r, w e h a v e d e s c ri b e d h o w w e g e n e r at e d o u r e n s e m bl e s s u c h t h at

all of t h e m a r e o n t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s, d e fi n e d b y e q. ( 8 .1 ).

W h at r e m ai n s t o b e d o n e i s t o fi x t h e r e n o r m ali z e d h e a v y q u a r k m a s s

o n t h e Q C D si d e, t o all o w f o r a p a r a m et ri z ati o n of t h e m at c hi n g

c o ef fi ci e nt s i n t h e h e a v y q u a r k m a s s. A s p oi nt e d o ut i n s e cti o n 7 .3 .3 ,

w e li k e t o fi x t h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p i n v a ri a nt ( R GI) q u a r k m a s s

a n d w e h a v e n ot y et s p e ci fi e d, h o w t h e r u n ni n g f r o m t h e s c al e of

fi nit e- v ol u m e si m ul ati o n s t o R GI v al u e s i s p e rf o r m e d.

8 .3 .1 T he ste p s c ali n g f u n cti o n of t he m ass

R e s ult s f o r t h e t h r e e- fl a v o r t h e o r y h a v e b e e n o bt ai n e d i n [ 6 4 ] b a s e d

o n t h e m et h o d s of [ 4 8 , 2 1 8 ] a n d t h e s e r ef e r e n c e s will b e t h e b a si s

of o u r di s c u s si o n i n t hi s s e cti o n. We c o n si d e r t h e s c al e e v ol uti o nT he deri v ati o n is

si mil ar t o t he

de fi niti o n of t he β

f u n cti o n i n e q. (8 .4 )

of q u a r k m a s s e s, a s w e h a v e d o n e it f o r t h e c o u pli n g, a n d u s e t h e

r e n o r m ali z ati o n g r o u p e q u ati o n

µ
d

d µ
m R, i = τ ( ḡ ( µ )) m R, i , i = 1 . . . , N f , µ =

1

L
(8 .3 2 )

f o r t h e N f q u a r k fl a v o r s i n o u r t h e o r y. T h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p

f u n cti o n τ h a s t h e e x p a n si o n

τ (g ) ∼
ḡ → 0

− d 0 ḡ 3 − d 1 ḡ 5 − d 2 ḡ 7 + . . . (8 .3 3 )

wit h t h e u ni v e r s al c o ef fi ci e ntI n c o ntr ast t o t he

c oef fi cie nt b 1 of t he

r u n ni n g c o u pli n g,

t he c oef fi cie nt d 1

de pe n ds o n t he

re n or m ali z ati o n

s c he me.

d 0 =
8

(4 π ) 2
. (8 .3 4 )

T h e i nt e g r ati o n of e q. ( 8 .3 3 ), i n cl u di n g t h e e x pli cit s u bt r a cti o n of t h e

l e a di n g t e r m, l e a d s t o t h e R GI m a s s

M i = m R, i

[
2 b 0 ḡ 2 (µ )

] −
d 0

2 b 0 e x p

{

−

∫ ḡ ( µ )

0
d g

[
τ (g )

β (g )
−

d 0

b 0 g

] }

,

(8 .3 5 )

w hi c h c a n b e i nt e r p r et e d a s i nt e g r ati o n c o n st a nt of t h e r e n o r m al-

i z ati o n g r o u p e q u ati o n (8 .3 2 ). Si n c e τ i s i n d e p e n d e nt of t h e q u a r k

fl a v o r i, t h e s a m e h ol d s f o r t h e r ati o M i / m R, i (µ ) a n d o n e c a n s h o w

t h at r ati o s m R, i (µ )/ m R, j (µ ) a r e s c al e-i n d e p e n d e nt. T h e s c h e m e i n-

d e p e n d e nt v al u e M i i s n o n- p e rt u r b ati v el y d e fi n e d if τ i s e v al u at e d

n o n- p e rt u r b ati v el y.

T h e st e p s c ali n g f u n cti o n of t h e m a s s σ P i s d e fi n e d f r o m t h e st e p

s c ali n g f u n cti o n of t h e c o u pli n g i n e q. ( 8 .3 ) vi a

σ P (u ) = e x p

{

−

∫ √
σ ( u )

√
u

d g
τ (g )

β (g )

}

, (8 .3 6 )
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a n d si n c e w e d e fi n e d σ (u ) b y t w o s c al e s t h at diff e r b y a f a ct o r of t w o,

w e c a n w rit e

σ P (u ) =
m R, i (µ )

m R, i (µ / 2 )

⏐
⏐
⏐
⏐
u = ḡ 2 ( µ )

. (8 .3 7 )

O n t h e l atti c e, t h e c o nti n u u m st e p s c ali n g f u n cti o n σ P i s o bt ai n e d f r o m

t h e c o nti n u u m li mit of t h e di s c r eti z e d f u n cti o n Σ P ,

σ P (u ) = li m
a → 0

Σ P (g 2
0 , a µ )

⏐
⏐
⏐
⏐
u = ḡ 2 ( µ )

, (8 .3 8 )

w h e r e Σ P i s d e fi n e d f r o m t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt of t h e p s e u-

d o s c al a r d e n sit y Z P vi a

Σ P (g 2
0 , a µ ) ≡

Z P (g 2
0 , a µ / 2 )

Z P (g 2
0 , a µ )

. (8 .3 9 )

8 .3 .2 Deter mi n ati o n of R GI q u ar k m asses

T h e w o r k of [ 6 4 ] all o w s u s t o d et e r mi n e R GI q u a r k m a s s e s f r o m

r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s c o m p ut e d at t h e m at c hi n g s c al e s µ m at, 0 =

1 / L 0 a n d µ m at, 1 = 1 / L 1 . T h e s c ali n g f r o m t h e l o w t o t h e hi g h- e n e r g y

r e gi m e i s s plit i nt o t w o p a rt s a c c o r di n g t o

M i =
M i

m R, i (µ 0 / 2 )

m R, i (µ 0 / 2 )

m R, i (µ m at )
m R, i (µ m at ) , (8 .4 0 )

w h e r e t h e s c al e µ 0 h a s b e e n i nt r o d u c e d i n [ 6 4 ]. T h e fi r st t e r m i s gi v e n

b y

M i

m R, i (µ 0 / 2 )
= 1 .7 5 0 5 (8 9 ) . (8 .4 1 )

T h e r u n ni n g i n t h e l o w e n e r g y r e gi o n i s p a r a m et ri z e d f o r a r a n g e of

c o u pli n g s vi a

τ ( ḡ ) = − ḡ 2

∑ 3
n = 0 f n ḡ 2 n

∑ 2
k = 0 p k ḡ 2 k

(8 .4 2 )

w h e r e t h e p a r a m et e r s p k a r e t h e s a m e a s i n e q. ( 8 .2 1 ) a n d t h e p a r a m-

et e r s f n t o g et h e r wit h t h e c o v a ri a n c e s c o v (f i , f j ) a n d c o v (f i , p j ) a r e

p r o vi d e d i n e q s.( 4 .6 – 4 .8 ) of [6 4 ]. F o r t h e r u n ni n g t o t h e v ol u m e L 0 , w e

d et e r mi n e b a s e d o n t h e s e i nf o r m ati o n

m R, i (µ 0 / 2 )

m R, i (µ m at, 0 )
= 0 .8 4 2 3 (2 6 ) , (8 .4 3 )

a n d d e ri v e t h e t ot al r u n ni n g f a ct o r f r o m r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s

i n t h e t u ni n g v ol u m e L 0 t o R GI q u a r k m a s s e s t o b e

h (L 0 ) ≡
M i

m R, i (µ m at, 0 )
= 1 .4 7 4 4 (8 7 ) . (8 .4 4 )

T h e r el ati v e u n c e rt ai nt y of t hi s f a ct o r i s a b o ut 0 .6 % a n d w e will s e e

t h at t hi s i s b y f a r t h e d o mi n a nt c o nt ri b uti o n t o t h e t ot al e r r o r of R GI

q u a r k m a s s e s d et e r mi n e d i n t h e m at c hi n g v ol u m e.
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8 .3 .3 Deter mi n ati o n of t he ste p s c ali n g f u n cti o n

Wit h t h e e n s e m bl e s d e s c ri b e d i n t hi s s e cti o n, w e a r e a bl e t o d et e r mi n e

σ P (u ) f o r t w o v al u e s of u , j u st a s w e h a v e d o n e it f o r σ (u ) . I n p ri n ci pl e,

t h e d at a o bt ai n e d f r o m t h e s e d et e r mi n ati o n s c a n b e u s e d t o g et h e r wit h

t h e d at a of [6 4 ] t o i m p r o v e t h e p r e ci si o n of h (L 0 ).

T o d et e r mi n e σ P (3 .9 4 9 ) a n d σ P (5 .8 6 7 ) , w e h a v e t o d et e r mi n e Z P o n

t h e e n s e m bl e s i n t h e v ol u m e L 0 a n d 2 L 0 o n t h e Q C D si d e a n d L 1

a n d 2 L 1 o n t h e H Q E T si d e of t h e m at c hi n g. We will e x pl ai n h o w t o

d et e r mi n e Z P i n s e cti o n 1 2 .4 .1 , w h e r e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt i s

c al c ul at e d f o r t h e d et e r mi n ati o n of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s.

I n [6 4 ], e n s e m bl e s wit h L / a = 8 , 1 2 , 1 6 a n d t h e c o r r e s p o n di n g 2 L

e n s e m bl e s h a v e b e e n g e n e r at e d t o d et e r mi n e Σ P f o r s e v e n v al u e s of

t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g. T h e r e s ult s f o r Z P a n d Σ P p e r e n s e m bl e

a r e gi v e n i n t a bl e 8 of t h at r ef e r e n c e.

We li st t h e v al u e s of Z P a n d t h e c o r r e s p o n di n g r e s ult f o r Σ P i n

t a bl e 8 .3 a n d s h o w t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e r e s ult s t o g et h e r

wit h t h e r e s ult s f r o m [ 6 4 ] i n fi g. 8 .1 0 . We a r e a bl e t o c o v e r a r e gi o n

m u c h cl o s e r t o t h e c o nti n u u m li mit t h a n it h a s b e e n d o n e i n [ 6 4 ]. At

t h e s a m e ti m e, w e s e e si g ni fi c a nt a ut o c o r r el ati o n f o r Z P a n d τ i nt(Z P )

i n c r e a s e s wit h d e c r e a si n g l atti c e s p a ci n g. T h e r ef o r e, t h e eff e cti v e

st ati sti c s d e c r e a s e s t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit a n d w e a r e n ot a bl e

t o ti g htl y c o n st r ai n t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n wit h o u r d at a p oi nt s.

T a bl e 8 .3 : R e s ult s f o r Z P a n d Σ P at t h e c o u pli n g s g 2
⋆ a n d σ (g 2

⋆ ).

ḡ 2
G F L / a  β κ  Z P (g 2

0 , L / a ) Z P (g 2
0 , 2 L / a ) Σ P (g 2

0 , L / a )

3 .9 4 6 1 (4 1 ) 1 2 4 .3 0 3 0 0 .1 3 5 9 9 4 7 0 .5 7 8 3 5 (3 2 ) 0 .4 8 0 8 0 (4 9 ) 0 .8 3 1 3 (1 0 )

3 .9 4 7 5 (6 1 ) 1 6 4 .4 6 6 2 0 .1 3 5 5 9 8 5 0 .5 6 9 7 2 (4 5 ) 0 .4 7 3 1 3 (7 9 ) 0 .8 3 0 5 (1 6 )

3 .9 4 9 3 (6 3 ) 2 0 4 .6 0 1 7 0 .1 3 5 2 8 4 8 0 .5 6 5 0 3 (5 4 ) 0 .4 6 6 3 4 (1 0 5 ) 0 .8 2 5 3 (2 1 )

3 .9 4 9 2 (6 4 ) 2 4 4 .7 1 6 5 0 .1 3 5 0 1 8 1 0 .5 6 0 0 3 (4 8 ) 0 .4 6 3 1 1 (1 2 6 ) 0 .8 2 6 9 (2 4 )

3 .9 4 9 0 (1 1 0 ) 3 2 4 .9 0 0 0 0 .1 3 4 5 9 9 1 0 .5 5 3 9 0 (7 0 ) 0 .4 5 7 2 4 (1 9 9 ) 0 .8 2 5 5 (3 8 )

5 .8 6 4 8 (7 0 ) 8 3 .6 5 3 7 0 .1 3 7 0 7 2 2 0 .4 9 3 8 6 (3 2 ) 0 .3 4 7 0 7 (1 1 1 ) 0 .7 0 2 8 (2 3 )

5 .8 6 9 7 (8 5 ) 1 2 3 .8 3 4 9 0 .1 3 6 9 6 5 4 0 .4 7 6 4 3 (4 4 ) 0 .3 1 6 7 5 (1 8 1 ) 0 .6 6 4 8 (3 9 )

5 .8 6 5 0 (1 1 0 ) 1 6 4 .0 0 1 8 0 .1 3 6 6 8 0 3 0 .4 7 3 4 9 (4 9 ) 0 .3 0 7 4 2 (3 8 7 ) 0 .6 4 9 3 (8 2 )

5 .8 7 6 0 (1 4 0 ) 2 4 4 .2 5 3 0 0 .1 3 6 1 2 2 4 0 .4 6 8 0 7 (8 2 ) 0 .3 0 6 1 0 (9 2 1 ) 0 .6 5 4 0 (1 9 7 )

T h e c o nti n u u m li mit of σ P (g 2
⋆ ) s h o w s a n e x c ell e nt a g r e e m e nt wit h

t h e d at a f r o m [6 4 ]. F o r t h e t h r e e e n s e m bl e s wit h t h e fi n e st l atti c e

s p a ci n g s w e c a n n ot s e e a n y c ut- off eff e ct s wit hi n t h e r at h e r l a r g e

st ati sti c al e r r o r s. T h e o v e rl a p of t h e e xt r a p ol at e d r e s ult s at t h e c o u pli n g

σ (g 2
⋆ ) i s n ot a s g o o d b ut still b ot h d et e r mi n ati o n s a g r e e wit hi n e r r o r.
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0 , a / L 0 )
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(g

2 0
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/
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)

( a / L 1 )
2

σ P (5. 8 6 7 ) = 0. 6 4 7 4 (7 3 )

e xt r a p ol ati o n: 0. 6 3 4 6 (5 8 )

Σ
P
(g 2

0 , a / L 1 )

Fi g u r e 8 .1 0 : C o nti n u u m li mit of t h e st e p s c ali n g f u n cti o n s Σ P at t h e c o u pli n g s

g 2
⋆ a n d σ (g 2

⋆ ). T h e bl u e u n c e rt ai nt y b a n d s h o w s t h e fit t o o u r

d at a p oi nt s w h e r e a s t h e g r a y a r e a s h o w s t h e v al u e s f r o m [ 6 4 ].
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H o w e v e r, t h e r e s ult f o r 2 L 1 / a = 4 8 s h o w s si g ni fi c a nt st ati sti c al e r r o r s

a n d w e h a v e n ot i n cl u d e d t h e r e s ult f o r 2 L 1 / a = 4 0 si n c e t h e M o nt e

C a rl o c h ai n i s t o o s h o rt, c o m p a r e d t o t h e a ut o c o r r el ati o n ti m e of Z P .

A n i n c r e a s e i n st ati sti c s f o r t h e fi n e st l atti c e s p a ci n g s will i m p r o v e

t h e q u alit y of o u r e xt r a p ol ati o n. E v e n wit h o ut t h e d at a f r o m t h e

l a st mi s si n g e n s e m bl e, it i s s a v e t o c o n cl u d e t h at o u r c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n of Σ P p r o vi d e s a s u c c e s sf ul t e st of t h e r e s ult s of [ 6 4 ].

8 .4 c o n c l u s i o n s

Aft e r a n e xt e n si v e t u ni n g of t h e p h y si c al a n d al g o rit h mi c p a r a m et e r s

w e h a v e si m ul at e d all e n s e m bl e s t h at a r e n e e d e d t o p e rf o r m t h eS o me ti me will be

nee de d f or t he l ast

t w o e nse m bles.
m e a s u r e m e nt s f o r t h e n o n- p e rt u r b ati v e fi nit e- v ol u m e m at c hi n g of

Q C D a n d H Q E T a n d t o s c al e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s t o t h e c o u pli n g

r e gi o n of t y pi c al l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s.

T o a g o o d p r e ci si o n, w e h a v e p e rf o r m e d o u r si m ul ati o n s wit h m a s s-

l e s s s e a q u a r k s a n d fi x e d t h e v ol u m e of o u r fi nit e- v ol u m e Q C D si m u-

l ati o n s t o a r el ati v e p r e ci si o n of 0 .7 % w hi c h i s b ett e r b y m o r e t h a n a

f a ct o r of t h r e e c o m p a r e d t o t h e c o m p ut ati o n s i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y.

We h a v e p e rf o r m e d o u r si m ul ati o n s at fi v e diff e r e nt r e s ol uti o n s t o

a c hi e v e r eli a bl e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s. T o all o w f o r t h e p r o p a g a-

ti o n of r el ati vi sti c b ott o m q u a r k s i n b o x e s of s p ati al e xt e nt of 0 .5 f m

w e h a v e g e n e r at e d c o m p ut ati o n all y v e r y d e m a n di n g e n s e m bl e s wit h

4 8 4 a n d 6 4 4 l atti c e sit e s.

T o g et h e r wit h t h e fi n di n g s of c h a pt e r 1 2 , w h e r e t h e h e a v y p a rt of t h e

li n e of c o n st a nt p h y si c s i s fi x e d, w e a r e n o w i n t h e p o siti o n t o p e rf o r m

t h e m e a s u r e m e nt s f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s

at all st a g e s of t h e st r at e g y o utli n e d i n fi g u r e 7 .1 . A s s o o n a s t h e s e

p a r a m et e r s a r e d et e r mi n e d, w e a r e a bl e t o c o m p ut e t h e b ott o m q u a r k

m a s s a n d t h e B a n d B s m e s o n d e c a y c o n st a nt s at n e xt-t o-l e a di n g o r d e r

of H Q E T b a s e d o n t h e m e a s u r e m e nt s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 1 6 . T h e r e,

all c o r r el ati o n f u n cti o n s t h at a r e n e c e s s a r y f o r t h e c o m p ut ati o n at

n e xt-t o-l e a di n g o r d e r h a v e b e e n d et e r mi n e d o n ei g ht e n s e m bl e s at

t h r e e diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s.

O u r r e s ult s f o r t h e st e p s c ali n g f u n cti o n s σ (u ) a n d σ P (u ) c a n b e

i n c o r p o r at e d i n t h e gl o b al fit s p e rf o r m e d i n [4 5 ] a n d [6 4 ] r e s p e cti v el y

t o i n c r e a s e t h e p r e ci si o n of t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s. Hi g h p r e ci si o n

of σ i n t h e c o u pli n g r e gi o n of o u r m at c hi n g e n s e m bl e s i s n e e d e d

i n t h e p r oj e ct o n r e n o r m ali z ati o n b y d e c o u pli n g [2 1 9 ]. A n i n c r e a s e d

p r e ci si o n of σ P r e d u c e s t h e u n c e rt ai nt y of t h e r u n ni n g f a ct o r M / m R, h a d

t h at i s n e e d e d t o e v ol v e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s f r o m t h e s c al e of

l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s t o t h ei r R GI v al u e s. T h e r el ati v e e r r o r o n

t hi s r u n ni n g f a ct o r i s t h e d o mi n a nt c o nt ri b uti o n t o t h e t ot al e r r o r of

o u r r e s ult f o r t h e R GI c h a r m q u a r k m a s s d et e r mi n e d i n c h a pt e r 1 4 .
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I n t h e l a st c h a pt e r w e h a v e d e s c ri b e d t h e e n s e m bl e s t h at w e h a v e si m-

ul at e d f o r t h e m at c hi n g p r o c e d u r e. I n t ot al w e h a v e g e n e r at e d O (6 0 )

diff e r e nt e n s e m bl e s wit h S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y c o n diti o n s

i n t h r e e diff e r e nt p h y si c al v ol u m e s wit h 8 4 t o 6 4 4 l atti c e sit e s. T o o p-

ti mi z e t h e p e rf o r m a n c e a n d t o r e d u c e t h e t ot al c o st of t h e si m ul ati o n s,

w e h a v e p e rf o r m e d a n e xt e n si v e t u ni n g of t h e al g o rit h mi c p a r a m et e r s.

T h e t e c h ni c al dif fi c ulti e s a n d st r at e gi e s t o ci r c u m v e nt t h e m diff e r e d,

d e p e n di n g o n t h e r e gi o n i n t h e p h y si c al p a r a m et e r s p a c e.

S o m e t e c h ni c al a s p e ct s of t h e si m ul ati o n of t h r e e- fl a v o r Q C D i n

fi nit e v ol u m e s u c h a s t h e s c ali n g of t h e s p e ct r al r a n g e of t h e Di r a c

o p e r at o r a n d t h e s c ali n g of a ut o c o r r el ati o n ti m e s h a v e al r e a d y b e e n

di s c u s s e d i n a p p e n di x A of [ 4 5 ]. We h a v e u s e d t h e i nf o r m ati o n

p r o vi d e d i n t hi s st u d y t o s et u p o u r M o nt e C a rl o r u n s a n d t o o bt ai n

i niti al p a r a m et e r s f o r t h e al g o rit h mi c s et u p. I n c o nt r a st t o [4 5 ], w e

h a v e b e e n a bl e t o u s e t h e n e w e st s ol v e r s of t h e o p e n Q C D p a c k a g e w hi c h

f e at u r e p r e c o n diti o ni n g vi a t h e S c h w a r z alt e r n ati n g p r o c e d u r e a n d

i n e x a ct d e fl ati o n. T h e r ef o r e, w e will u s e t hi s s e cti o n t o i n v e sti g at e t h e

p e rf o r m a n c e of t h e s e s ol v e r s i n fi nit e v ol u m e. A d diti o n al i nf o r m ati o n

c o n c e r ni n g t h e s et u p of l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s wit h o p e n Q C D i s

a v ail a bl e i n t a bl e 2 of [ 6 0 ] a n d t a bl e 9 of [ 2 2 0 ].

9 .1 s o l v e r s

T h e u s e of t h e m o d e r n s ol v e r s d e s c ri b e d i n s e cti o n 5 .3 e n a bl e d u s

t o si m ul at e a n d m e a s u r e o n l a r g e l atti c e s. T h e c o m pl e xit y of s ol v e r

al g o rit h m s a n d wit h it t h e n u m b e r of p a r a m et e r s t h at h a v e t o b e

t u n e d i n c r e a s e wit h t h e p e rf o r m a n c e g ai n. F o r t h e o pti mi z ati o n of t h e

d e fl at e d s ol v e r of t h e o p e n Q C D p a c k a g e, O (1 5 ) diff e r e nt p a r a m et e r s

h a v e t o b e t u n e d.

We u s e t h e s ol v e r s i n t w o diff e r e nt a p pli c ati o n s, n a m el y t h e i n v e r-

si o n of t h e Di r a c m at ri x i n t h e c o m p ut ati o n of q u a r k p r o p a g at o r s a n d

t h e i n v e r si o n i n t h e ( R) H M C al g o rit h m. I n t h e l att e r c a s e, t h e c o m-

pl e xit y of t h e t u ni n g p r o c e d u r e i s i nt e rt wi n e d wit h t h e t u ni n g of t h e

al g o rit h mi c p a r a m et e r s of t h e M o nt e C a rl o al g o rit h m. I n t hi s c a s e, t h e

st a bilit y of t h e s ol v e r i s of p a r a m o u nt i m p o rt a n c e. We d o n ot a dj u st

al g o rit h mi c p a r a m et e r s wit hi n o n e M o nt e C a rl o r u n, si n c e c h a n g e s i n

t h e al g o rit h mi c p a r a m et e r s l e a d t o diff e r e nt a ut o c o r r el ati o n s i n t h e

d at a.

1 1 9
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1 2 0  a l g o r i t h m i c e x p e r i e n c e s

Fi g u r e 9 .1 : C o m p a ri s o n of t h r e e diff e r e nt s ol v e r s f o r a r a n g e of v al e n c e q u a r k

m a s s e s o n a l atti c e wit h L 1 / a = 2 4 .

9 .1 .1 Q u ar k m ass de pe n de n ce

We st a rt o u r i n v e sti g ati o n of diff e r e nt s ol v e r s b y c o m p a ri n g t h ei r

p e rf o r m a n c e i n t h e d et e r mi n ati o n of q u a r k p r o p a g at o r s. We l o o k at

t h e s ol v e r s t h at h a v e b e e n i nt r o d u c e d i n s e cti o n 5 .3 . O n a l atti c e wit hT his e nse m ble will be

use d f or t he

m at c hi n g.
L 1 / a = 2 4 w e d et e r mi n e q u a r k p r o p a g at o r s i n a r a n g e of v al e n c e

q u a r k m a s s e s

L ∆ q ≡
L

2

(
1

κ
−

1

κ l

)

∈ [0 , 1 2 ] , (9 .1 )

w h e r e κ l i s t h e li g ht q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r w hi c h i s cl o s e t o t h e

c riti c al o n e. Si n c e w e p e rf o r m o u r c al c ul ati o n i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al, w e a r e a bl e t o e v al u at e t h e p r o p a g at o r s at v a ni s hi n g q u a r k

m a s s e s. A si mil a r a n al y si s f o r p h y si c al q u a r k m a s s e s i n l a r g e v ol u m e

h a s b e e n d o n e i n [ 8 0 ].We use l o c al l atti ces

wit h 2 4 × 1 2 × 4 × 4

a n d a resi d u u m of

1 0 − 1 1 .

F o r t h e t h r e e diff e r e nt s ol v e r s, t h e C G N E s ol v e r, t h e S A P _ G C R s ol v e r

a n d t h e D F L _ S A P _ G C R s ol v e r, t h e i m pl e m e nt ati o n s of t h e o p e n Q C D p a c k-

a g e h a v e b e e n u s e d. I n fi g u r e 9 .1 w e s h o w t h e ti mi n g f o r t h e d et e r mi-
T his a m o u nts t o 1 2

i n versi o ns of t he

Dir a c e q u ati o n.

n ati o n of t h e f o r w a r d a n d t h e b a c k w a r d p r o p a g at o r, si n c e t hi s i s t h e

u s e c a s e s c e n a ri o. We al s o li st t h e ti mi n g s a n d t h e i n v e r si o n c o u nt s

f o r t h e diff e r e nt s ol v e r s i n t a bl e 9 .1 .

All t h r e e s ol v e r s a r e q u a r k m a s s d e p e n d e nt s u c h t h at t h e i n v e r si o n

i s m o r e e x p e n si v e f o r s m all e r q u a r k m a s s e s. We s e e t h at t h e C G N E

s ol v e r p e rf o r m s w o r s e t h a n t h e t w o p r e c o n diti o n e d s ol v e r s a n d i n t h e

c hi r al li mit, t h e d e fl at e d s ol v e r i s b ett e r b y a f a ct o r of fi v e t h a n t h e C G N E .

A s w e w o ul d e x p e ct it, d e fl ati o n l e a d s t o a l e s s st e e p i n c r e a s e t o w a r d s



9 .1 s o l v e r s 1 2 1

t h e c hi r al li mit, si n c e t h e l o w e st ei g e n v al u e s of t h e Di r a c m at ri x h a v e

b e e n p r oj e ct e d a w a y a n d a c c o r di n gl y t h e c o n diti o n n u m b e r i s s m all e r.

F o r q u a r k m a s s e s a b o v e L ∆ q = 2 , w hi c h i s a b o v e t h e c h a r m q u a r k

m a s s, t h e S A P p r e c o n diti o n e d s ol v e r p e rf o r m s b ett e r t h a n t h e d e fl at e d

s ol v e r. I n t a bl e 9 .1 , w e c a n s e e t h at t h e it e r ati o n c o u nt i s c o n st a nt T he iter ati o n c o u nts

i n t he c ase of t he

bl o c k pre c o n diti o ne d

s ol vers are t he

a ver a ge n u m ber of

Kr yl o v ve ct ors, t h at

are re q uire d f or t he

s ol uti o n.

f o r b ot h s ol v e r s. T h e r ef o r e w e c a n c o n cl u d e t h at t h e o v e r h e a d of t h e

d e fl at e d s ol v e r b e c o m e s d o mi n a nt at l a r g e q u a r k m a s s e s, w h e r e t h e

s ol v e it s elf i s f a st.

I n t h e c a s e u n d e r i n v e sti g ati o n, t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n

s u b s p a c e t a k e s 5 .1 (2 ) s e c o n d s. If t h e t w o p r o p a g at o r s a r e d et e r mi n e d

f o r a si n gl e m a s sl e s s q u a r k, t h e o v e r h e a d f r o m t h e g e n e r ati o n of t h e

d e fl ati o n s u b s p a c e i s al r e a d y s m all e r t h a n t h e diff e r e n c e b et w e e n t h e

D F L _ S A P _ G C R a n d t h e S A P _ G C R s ol v e r. If a l a r g e r n u m b e r of i n v e r si o n s

i n t h e li g ht q u a r k s e ct o r i s p e rf o r m e d, t h e ti m e t h at i s n e e d e d f o r t h e

g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e b e c o m e s q ui c kl y i r r el e v a nt. We use l o c al l atti ces

wit h 6 4 × 8 3 a n d a

resi d u u m of 1 0 − 1 1 .
I n t a bl e 9 .2 w e li st t h e r e s ult s of t h e s a m e a n al y si s o n t h e e n s e m bl e

wit h L 1 / a = 6 4 . We d o n ot c o m p a r e t h e a b s ol ut e ti mi n g s b et w e e n

b ot h t a bl e s si n c e t h e n u m b e r of C P U c o r e s h a s n ot b e e n s c al e d wit h

t h e s a m e f a ct o r a s t h e n u m b e r of l atti c e p oi nt s. T h e r ef o r e w e f o c u s

o n t h e c o m p a ri s o n of t h e s ol v e r s wit hi n o n e s et of c o n fi g u r ati o n s.

T h e g e n e r al st at e m e nt s of o u r i n v e sti g ati o n f o r L 1 / a = 2 4 h ol d f o r

L 1 / a = 6 4 a s w ell.

T h e g ai n f r o m t h e u s e of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e i s m u c h l a r g e r f o r

L 1 / a = 6 4 . W h e r e a s t h e r ati o b et w e e n t h e ti mi n g s f o r t h e C G N E s ol v e r

a n d t h e S A P _ G C R s ol v e r st a y s r o u g hl y c o n st a nt w h e n s wit c hi n g f r o m

L 1 / a = 2 4 t o L 1 / a = 6 4 , t h e r ati o b et w e e n t h e ti mi n g s f o r t h e C G N E

s ol v e r a n d t h e D F L _ S A P _ G C R s ol v e r i n c r e a s e s f r o m fi v e t o 1 5 a n d t h e

r ati o b et w e e n t h e ti mi n g s f o r t h e S A P _ G C R s ol v e r a n d t h e D F L _ S A P _ G C R

s ol v e r s c al e s a c c o r di n gl y.

Si n c e t h e s m all e st ei g e n v al u e of t h e Di r a c o p e r at o r i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al s c al e s wit h 1 / T 2 [3 9 ], t h e d e fl ati o n of t h e Di r a c m at ri x

b e c o m e s m o r e i m p o rt a nt f o r l a r g e r l atti c e s. F o r b ot h l atti c e s, t h e

g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e t a k e s a b o ut t h e s a m e ti m e a s t h e

c al c ul ati o n of t h e p r o p a g at o r f o r a li g ht q u a r k.

9 .1 .2 T u ni n g of t he de fl ate d s ol ver

I n t h e l a st s e cti o n w e h a v e n ot s p e ci fi e d t h e p a r a m et e r s of t h e t h r e e

diff e r e nt s ol v e r s. Si n c e w e u s e t h e d e fl at e d s ol v e r w h e n e v e r it i s

p o s si bl e, w e will i n v e sti g at e s o m e of t h e p a r a m et e r s t h at c a n b e t u n e d

t o a c hi e v e a n o pti m al s ol v e r p e rf o r m a n c e. D u ri n g o u r si m ul ati o n s, t h e

st a rti n g p oi nt f o r t h e c h o s e n p a r a m et e r s h a s b e e n s et b y e x p e ri e n c e s

m a d e i n t h e si m ul ati o n of t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al [ 4 5 ] a n d i n

l a r g e v ol u m e [6 0 ]. St a rti n g f r o m a n i niti al s et of p a r a m et e r s, w e h a v e

g r a d u all y a dj u st e d s o m e of t h e p a r a m et e r s d u ri n g t h e t h e r m ali z ati o n

p r o c e s s.
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T a bl e 9 .1 : C o m p a ri s o n of t h e a v e r a g e d i n v e r si o n ti m e s a n d it e r ati o n c o u nt s

b et w e e n C G N E , D F L _ S A P _ G C R a n d S A P _ G C R s ol v e r f o r L 1 / a = 2 4 . T h e

g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e t a k e s 5 .1 (2 ) s.

ti m e [ s] it e r ati o n s

L ∆ q C G N E  D F L _ S A P _ G C R  S A P _ G C R C G N E  D F L _ S A P _ G C R  S A P _ G C R

0 3 4 .5 (1 0 ) 7 .0 4 (2 4 ) 1 3 .2 7 (3 7 ) 9 2 4 2 0 5 0

0 .5 2 2 .2 ( 5 ) 5 .2 5 (2 2 ) 7 .3 7 (2 2 ) 5 9 5 1 5 2 8

1 1 4 .8 ( 3 ) 4 .2 6 (1 5 ) 5 .0 2 ( 6 ) 3 9 4 1 2 1 9

1 .5 1 0 .9 ( 2 ) 3 .5 3 (1 2 ) 3 .8 1 (1 0 ) 2 8 9 1 0 1 4

2 8 .8 0 ( 6 ) 3 .2 3 ( 7 ) 3 .2 5 ( 8 ) 2 3 0 9 1 2

4 5 .0 1 (1 0 ) 2 .1 8 ( 3 ) 2 .0 3 (1 2 ) 1 2 3 6 7

6 3 .6 7 ( 8 ) 1 .9 0 ( 3 ) 1 .4 6 ( 2 ) 8 6 5 5

8 2 .8 5 ( 7 ) 1 .5 2 ( 3 ) 1 .2 1 ( 1 ) 6 6 4 4

1 0 2 .4 4 ( 2 ) 1 .5 3 ( 8 ) 1 .2 2 ( 2 ) 5 5 4 4

1 2 2 .1 7 ( 2 ) 1 .5 2 ( 7 ) 1 .2 2 ( 2 ) 4 8 4 4

T a bl e 9 .2 : C o m p a ri s o n of t h e a v e r a g e d i n v e r si o n ti m e s a n d it e r ati o n c o u nt s

b et w e e n C G N E , D F L _ S A P _ G C R a n d S A P _ G C R s ol v e r f o r L 1 / a = 6 4 . T h e

g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e t a k e s 6 2 .5 (9 ) s.

ti m e [ s] it e r ati o n s

L ∆ q C G N E  D F L _ S A P _ G C R  S A P _ G C R C G N E  D F L _ S A P _ G C R  S A P _ G C R

0 9 6 4 .3 (3 1 ) 6 5 .5 (5 ) 3 2 8 .8 (8 8 ) 2 4 9 3 1 9 1 3 7

0 .5 2 2 3 .7 ( 5 ) 4 1 .0 (1 ) 6 2 .8 ( 2 ) 5 7 5 1 3 2 8

1 1 2 0 .4 ( 3 ) 3 1 .3 (1 ) 3 5 .4 ( 2 ) 3 0 3 1 0 1 6

1 .5 8 3 .6 ( 2 ) 2 5 .1 (1 ) 2 4 .7 ( 1 ) 2 0 9 8 1 1

2 6 4 .7 ( 1 ) 2 2 .7 (1 ) 2 0 .4 ( 1 ) 1 5 8 7 9

4 3 6 .9 ( 1 ) 1 6 .7 (1 ) 1 1 .9 ( 1 ) 8 4 5 5

6 2 6 .4 ( 1 ) 1 3 .4 (1 ) 1 0 .1 ( 1 ) 5 9 4 4

8 2 1 .6 ( 2 ) 1 3 .2 (1 ) 1 0 .2 ( 1 ) 4 6 4 4

1 0 1 9 .5 ( 2 ) 1 0 .5 (1 ) 7 .9 ( 1 ) 3 9 3 3

1 2 1 9 .0 ( 1 ) 1 0 .6 (1 ) 7 .8 ( 1 ) 3 4 3 3
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F o r l a r g e r l atti c e s, w e h a v e p e rf o r m e d e x pli cit s c a n s f o r a r a n g e

of v al u e s f o r diff e r e nt p a r a m et e r s. I n t hi s s e cti o n, w e i n v e sti g at e t h e

p e rf o r m a n c e of t h e d et e r mi n ati o n of li g ht a n d h e a v y p r o p a g at o r s o n

f o u r u n c o r r el at e d c o n fi g u r ati o n s of t h e e n s e m bl e wit h L 1 / a = 2 4 f o r

O (1 0 0 ) diff e r e nt c o m bi n ati o n s of p a r a m et e r s of t h e d e fl at e d s ol v e r.

I n t h e f oll o wi n g, w e will p r e s e nt t h e r e s ult s of o u r p a r a m et e r s c a n s

f o r p a r a m et e r s w h e r e a cl e a r d e p e n d e n c e of t h e e x e c uti o n ti m e o n

t h e v al u e of t h e p a r a m et e r i s vi si bl e. I n s o m e c a s e s, fl u ct u ati o n s i n

t h e e x e c uti o n ti m e d u e t o t e c h ni c al r e a s o n s s e e m t o h a v e a l a r g e r

i m p a ct t h a n t h e c h oi c e of t h e p a r a m et e r a n d w e a r e n ot a bl e t o d r a w a

c o n cl u si o n.

W h e n v a r yi n g o n e p a r a m et e r, w e k e e p all ot h e r s c o n st a nt. We s h o w

t h e b a si s f o r t h e v a ri ati o n, i. e., t h e p a r a m et e r s wit h o ut a n y v a ri ati o n,

i n li sti n g 9 .1 . T h e f ull d o c u m e nt ati o n of all p a r a m et e r s c a n b e f o u n d

i n [2 2 1 ] a n d w e gi v e a n i nt r o d u cti o n i n s e cti o n 5 .3 .5 . I n t h e s h o w n

p a rt of t h e i n p ut fil e, t h e p a r a m et e r s a r e s plit i nt o s e cti o n s f o r t h e

s ol v e r, t h e S A P bl o c k s et u p, t h e s et u p of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e, t h e

p a r a m et e r s f o r t h e s u b s p a c e g e n e r ati o n a n d t h e p a r a m et e r s f o r t h e

d e fl ati o n p r oj e cti o n.

Li sti n g 9 .1 : E nt ri e s of t h e o p e n Q C D i n p ut fil e f o r t h e d e fl at e d s ol v e r. T h e

c h oi c e s s h o w n h e r e a r e t h e b a si s f o r all v a ri ati o n s i n t hi s s e cti o n.

[ S o l v e r 0 ]

s o l v e r  D F L _ S A P _ G C R

n k v 2 4

i s o l v  1

n m r 4

n c y 5

n m x 2 0 4 8

r e s 1 . 0 0 e - 1 1

[ S A P ]

b s 4 4 4 4

[ D e f l a t i o n s u b s p a c e ]

b s 4 4 4 4

N s 2 0

[ D e f l a t i o n s u b s p a c e g e n e r a t i o n ]

k a p p a  0 . 1 3 5 9 9 4 7

m u 0 . 0

n i n v 1 0

n m r 4

n c y 5

[ D e f l a t i o n p r o j e c t i o n ]

n k v 1 8

n m x 2 0 4 8

r e s 0 . 0 1



1 2 4  a l g o r i t h m i c e x p e r i e n c e s

We h a v e p e rf o r m e d o u r a n al y si s f o r a r a n g e of v al e n c e q u a r k m a s s e s

a n d i n m o st c a s e s w e d o n ot s e e a n y q u alit ati v e diff e r e n c e i n t h e

d et e r mi n ati o n of t h e o pti m al p a r a m et e r s f o r diff e r e nt v al e n c e q u a r k

m a s s e s. Si n c e t h e i n v e r si o n of t h e m a s sl e s s Di r a c o p e r at o r i s t h e m o st

e x p e n si v e o p e r ati o n a n d si n c e t hi s i n v e r si o n i s t h e o n e n e e d e d i n t h e

H M C al g o rit h m, w e f o c u s o n t h e m a s sl e s s c a s e i n t hi s st u d y.

We st a rt o u r i n v e sti g ati o n wit h t h e s ol v e r p a r a m et e r s, w hi c h a r e

p a rt of t h e s et u p of t h e d e fl at e d D F L _ S A P _ G C R s ol v e r a n d t h e S A P _ G C R

s ol v e r. We s h o w s c a n s f o r t w o p a r a m et e r s i n fi g u r e 9 .2 . n m r a n d n c y

d e n ot e t h e n u m b e r s of S A P bl o c k s ol v e r it e r ati o n s a n d S A P c y cl e s.

We c a n s e e a cl e a r d e p e n d e n c e of t h e s ol v e r p e rf o r m a n c e o n t h e s e

t w o p a r a m et e r s. T h e o v e r h e a d f r o m t h e bl o c k p r e c o n diti o ni n g s e e m s

t o i n c r e a s e q ui c kl y. O nl y a f e w a p pli c ati o n s s e e m t o b e e n o u g h t o

a c hi e v e a f a st s ol v e.

We c o nti n u e o u r i n v e sti g ati o n s wit h t h e p a r a m et e r s t h at d e fi n e h o w

t h e d e fl ati o n s u b s p a c e i s g e n e r at e d a n d s h o w t h e r e s ult s of t h e s c a n s

f o r t h r e e p a r a m et e r s i n fi g u r e 9 .3 . S o m e of t h e p a r a m et e r s, a s t h e

n u m b e r of s o u r c e s N s t h at i s s h o w n i n t h e fi r st pl ot, h a v e a n i n fl u e n c e

o n t h e eff o rt t h at i s n e e d e d t o g e n e r at e t h e d e fl ati o n s u b s p a c e. We

s e e, t h at t h e q u alit y of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e i s i m p r o v e d w h e n t h e

n u m b e r of s o u r c e s i s i n c r e a s e d. At s o m e p oi nt, t h e ti m e t h at i s n e e d e d

f o r t h e s ol uti o n r e a c h e s a pl at e a u. At t h e s a m e ti m e, t h e c o st f o r t h e

g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e s c al e s li n e a r wit h N s . F o r t h e c a s e

u n d e r i n v e sti g ati o n, t h e ti m e f o r t h e d e fl ati o n s u b s p a c e ri s e s f r o m 4 s

at N s = 1 0 t o 1 7 s at N s = 3 0 . T h e r ef o r e, it i s o nl y b e n e fi ci al t o u s e

a l a r g e n u m b e r of s o u r c e s if t h e Di r a c e q u ati o n h a s t o b e s ol v e d a

n u m b e r of ti m e s.

A n i n c r e a s e i n t h e n u m b e r of i n v e r s e it e r ati o n st e p s n i n v f o r t h e

c o n st r u cti o n of l o w- p r e ci si o n s ol uti o n s i n t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl a-

ti o n s u b s p a c e al s o r e s ult s i n a n i n c r e a s e d eff o rt f o r t h e g e n e r ati o n of

t h e d e fl ati o n s u b s p a c e. O n t h e ot h e r h a n d, w e s e e t h at t h e q u alit y of

t h e d e fl ati o n s u b s p a c e i s i m p r o v e d u p t o n i n v = 1 0 . A f u rt h e r i n c r e a s e

of n i n v d o e s n ot d e c r e a s e t h e i n v e r si o n ti m e, b ut i n c r e a s e s t h e c o st f o r

t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e.

T h e p a r a m et e r s µ a n d κ c a n b e u s e d t o a dj u st t h e Di r a c o p e r at o r i n

t h e g e n e r ati o n of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e t o t h e p h y si c al p a r a m et e r s of

t h e si m ul ati o n. I n M o nt e C a rl o r u n s, a s m all v al u e of µ c a n b e u s e d t oT he ar g u me nt is t he

s a me as i n t he c ase of

t wiste d m ass

re wei g hti n g i n C L S

si m ul ati o ns.

a d d a t wi st t o t h e Di r a c o p e r at o r t o st a bili z e t h e s u b s p a c e g e n e r ati o n.

I n fi g u r e 9 .3 w e c a n s e e t h at i n c r e a si n g t h e t wi st b e y o n d s o m e s m all

T he tre n d s h o w n i n

fi g. 9 .3 c o nti n ues f or

l ar ger v al ues of µ .

v al u e l e a d s t o a g r a d u all y d e c r e a si n g p e rf o r m a n c e of t h e d e fl ati o n

s u b s p a c e. A p p a r e ntl y, t h e l o w m o d e s of t h e Di r a c o p e r at o r c a n n ot

b e ef fi ci e ntl y p r oj e ct e d o ut a n y m o r e. I nt e r e sti n gl y, t h e q u alit y of t h e

d e fl ati o n s u b s p a c e d o e s n ot s h o w a cl e a r d e p e n d e n c e o n t h e v al u e of

κ . I n o u r t e st s, w e s c a n n e d a r a n g e of

L

2

(
1

κ d fl
−

1

κ l

)

∈ [0 , 1 ] , (9 .2 )
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Fi g u r e 9 .2 : S c a n s f o r t h e p a r a m et e r s n m r a n d n c y of t h e d e fl at e d s ol v e r i n t h e

o p e n Q C D p a c k a g e. Ti mi n g s a r e f o r t h e c o m p ut ati o n of t w o li g ht

p r o p a g at o r s.
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a n d di d n ot s e e a n e g ati v e i m p a ct o n t h e p e rf o r m a n c e w h e n d e c r e a si n g

t h e v al u e of κ d fl . I n o u r si m ul ati o n s a n d m e a s u r e m e nt s, w e s et κ d fl

cl o s e t o t h e v al u e of t h e s e a q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r.

We d o n ot s h o w a n e x pli cit s c a n of t h e S A P a n d d e fl ati o n bl o c k

si z e s. B a s e d o n t h e e x p e ri e n c e s i n [ 8 0 , 8 1 , 1 2 8 , 1 2 9 ], w e s et t h e s eI n m oste c ases, t he

bl o c k si ze is ti g htl y

c o nstr ai ne d b y t he

si ze of t he l o c al

l atti ce.

bl o c k s t o t h e s m all e st p o s si bl e v al u e s of 4 4 f o r m o st l atti c e s. A sli g ht

i n c r e a s e of t h e si n gl e bl o c k si z e s d o e s n ot h a v e a si g ni fi c a nt i n fl u e n c e

o n t h e p e rf o r m a n c e. F o r l atti c e s wit h L / a = 2 0 , 4 0 , w h e r e d u e t o t h e

i m pl e m e nt ati o n i n o p e n Q C D o nl y bl o c k s of si z e 1 0 4 c a n b e u s e d, t h e

p e rf o r m a n c e i s si g ni fi c a ntl y w o r s e t h a n f o r s m all e r bl o c k si z e s o n

ot h e r g e o m et ri e s.

We c o n cl u d e t hi s s e cti o n wit h t h e o b s e r v ati o n t h at t h e l o c al mi ni m a

i n t h e p a r a m et e r s c a n s s hift w h e n w e s wit c h t o ot h e r g e o m et ri e s o r

diff e r e nt r e gi o n s i n t h e p h y si c al p a r a m et e r s p a c e. E s p e ci all y w h e n i n-

c r e a si n g t h e n u m b e r of l atti c e sit e s, a s c a n of t h e p e rf o r m a n c e a r o u n d

t h e c o n v e nti o n al v al u e s m a y b e n e c e s s a r y t o a c hi e v e t h e o pti m al p e r-

f o r m a n c e. F o r e x a m pl e, it i s b e n e fi ci al t o i n c r e a s e t h e n u m b e r of

s o u r c e s, w h e n l a r g e r v ol u m e s a r e c o n si d e r e d. A n a d diti o n al c o m-

pli c ati o n i s i nt r o d u c e d b y t h e f a ct t h at m a n y p a r a m et e r s a r e n ot

i n d e p e n d e nt of e a c h ot h e r a n d t h e o pti m al v al u e of o n e p a r a m et e r

c a n s hift if a n ot h e r o n e i s a dj u st e d.

T h e a b o v e r e s ult s c a n al s o b e u s e d f o r M o nt e C a rl o r u n s u si n g t h e

d e fl at e d s ol v e r. I n t hi s c a s e, t h e st a bilit y of t h e s ol v e r al o n g t h e M o nt e

C a rl o r u n h a s t o b e c o n si d e r e d a s i m p o rt a nt c rit e ri o n f o r t h e t u ni n g of

t h e s ol v e r p a r a m et e r s. F o r e x a m pl e, it mi g ht b e b e n e fi ci al t o c h o o s e a

s m all v al u e of µ t o st a bili z e t h e i n v e r si o n s.

9 .2 r h m c

T h e c o m pl e xit y of t h e s et u p of t h e H M C a n d t h e R H M C al g o rit h m

i s i n c r e a s e d w h e n hi e r a r c hi c al i nt e g r ati o n s c h e m e s a n d f r e q u e n c y

s plitti n g a r e u s e d t o o pti mi z e t h e p e rf o r m a n c e. W h e r e a s t h e hi e r a r c h y

gi v e n i n s e cti o n 5 .2 .1 f o r t h e H a s e n b u s c h f r e q u e n c y s plitti n g p r o vi d e s

a si m pl e r ul e t o g et a cl o s e-t o- o pti m al p e rf o r m a n c e, t h e p a r a m et e r

s p a c e i s m o r e c o m pl e x w h e n w e s plit t h e r ati o n al d et e r mi n a nt

T h e n u m b e r of p ol e s i n t h e Z ol ot a r e v a p p r o xi m ati o n i n c r e a s e s wit h

t h e v ol u m e of t h e l atti c e, if t h e b o u n d o n t h e d e vi ati o n f r o m t h e t r u e

v al u e i s h el d c o n st a nt. F o r o u r m o st d e m a n di n g si m ul ati o n s wit h

L / a = 4 8 , 6 4 w e u s e m o r e t h a n t e n p ol e s a n d w e c a n s plit u p t h e

r ati o n al d et e r mi n a nt t o i nt e g r at e s m all r e si d u e s o n l a r g e ti m e s c al e s

u si n g t h e d e fl at e d s ol v e r. T h e m ulti- s hift c o nj u g at e g r a di e nt s ol v e r i s

u s e d f o r t h e fi r st t e r m i n e q. ( 5 .3 4 ).

I n t hi s s e cti o n w e will l o o k i nt o t h e p e rf o r m a n c e of t h e R H M C al-

g o rit h m d e p e n di n g o n t h e n u m b e r of p s e u d of e r mi o n fi el d s i n cl u di n g

si n gl e p ol e s. We d o n ot p e rf o r m a l a r g e s y st e m ati c t e st, b ut r at h e r

li k e t o i n v e sti g at e t h e g e n e r al b e h a vi o r. F o r t hi s t e st w e u s e a n e n-
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Fi g u r e 9 .3 : S c a n s f o r t h e p a r a m et e r s N s , n i n v a n d µ of t h e d e fl ati o n s u b s p a c e

i n t h e o p e n Q C D p a c k a g e. Ti mi n g s a r e f o r t h e c o m p ut ati o n of t w o

li g ht p r o p a g at o r s.
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1 2 8  a l g o r i t h m i c e x p e r i e n c e s

Fi g u r e 9 .4 : Ti m e f o r o n e M o nt e C a rl o t r aj e ct o r y of l e n gt h 2 M D U f o r L / a =

4 8 wit h 1 3 p ol e s i n t h e Z ol ot a r e v a p p r o xi m ati o n. T h e r ati o n al

d et e r mi n a nt i s s plit i nt o 1 + n t e r m s, w h e r e n i s t h e n u m b e r of

t e r m s i n cl u di n g o n e si n gl e p ol e.

s e m bl e wit h L / a = 4 8 l atti c e p oi nt s a n d 1 3 p ol e s i n t h e Z ol ot a r e v

a p p r o xi m ati o n. We s et u p s h o rt M o nt e C a rl o r u n s t o j u d g e o n t h e

p e rf o r m a n c e b y l o o ki n g at t h e ti m e p e r t r aj e ct o r y of l e n gt h 2 M D U

a n d t h e a c c e pt a n c e r at e.Si n ce t he r u ns

i n cl u de O (1 0 )

tr aje ct ories, t he

a c ce pt a n ce r ate

mi g ht be

i ns uf fi cie ntl y

deter mi ne d.

We s plit u p t h e r ati o n al d et e r mi n a nt a c c o r di n g t o ( 5 .3 4 ) wit h n t e r m s

i n cl u di n g o n e si n gl e p ol e of t h e Z ol ot a r e v a p p r o xi m ati o n e a c h a n d

o n e t e r m i n cl u di n g (1 3 − n ) p ol e s. We s h o w t h e ti m e s p e r t r aj e ct o r y

f o r n i n t h e r a n g e [0 , 9 ] i n fi g u r e 9 .4 . T h e s a m e i niti al st at e h a s b e e n

u s e d f o r all r u n s a n d w e c h e c k e d t h at t h e ti m e p e r t r aj e ct o r y r e m ai n e d

c o n st a nt wit hi n e a c h r u n. A p a rt f r o m t h e s et u p of t h e s plitti n g of t h e

d et e r mi n a nt, all al g o rit h mi c p a r a m et e r s r e m ai n t h e s a m e f o r all r u n s.

We s e e t h at t h e c o st f o r o n e t r aj e ct o r y c a n b e d r a sti c all y r e d u c e d

w h e n w e s plit t h e d et e r mi n a nt i n s e v e r al t e r m s. We al s o s h o w t h e ti m e

p e r t r aj e ct o r y di vi d e d b y t h e a v e r a g e a c c e pt a n c e p r o b a bilit y ⟨P a c c ⟩. I n

t hi s w a y, s et u p s t h at h a v e a n e g ati v e i m p a ct o n t h e a c c e pt a n c e r at e a r e

p e n ali z e d. F o r t h e fi r st t h r e e d at a p oi nt s, ⟨P a c c ⟩ < 0 .5 . I n t hi s c a s e, w e

w o ul d h a v e t o r e d u c e t h e st e p si z e of t h e i nt e g r ati o n t o o bt ai n p r o p e r

a c c e pt a n c e r at e s. T hi s w o ul d f u rt h e r i n c r e a s e t h e c o st. T h e s a m e i s

t r u e f o r t h e r u n wit h t h r e e si n gl e p ol e s, w h e r e t h e s ol v e r f ail e d f o r t h e

c h o s e n st e p si z e.

St a rti n g f r o m f o u r p ol e s, t h e ti m e p e r t r aj e ct o r y r e m ai n s a p p r o x-

i m at el y c o n st a nt a n d c h a n g e s i n t h e a c c e pt a n c e r at e s d u e t o a n i m-

p r o v e m e nt of t h e al g o rit h mi c s et u p c a n n ot b e di sti n g ui s h e d f r o m

fl u ct u ati o n s d u e t o t h e s m all st ati sti c s. A s s o o n a s t h e s m all e st c o nt ri-

b uti o n s a r e s e p a r at e d f r o m t h e ot h e r p ol e s, i nt e g r at e d o n l a r g e ti m e
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s c al e s a n d t r e at e d wit h t h e d e fl at e d s ol v e r, t h e p e rf o r m a n c e d o e s n ot

c h a n g e si g ni fi c a ntl y. I n t h e p a r a m et e r t u ni n g f o r o u r r u n i n L 1 / a = 4 8 ,

t h e s et u p u si n g si x si n gl e p ol e s h a s b e e n u s e d t o p e rf o r m f u rt h e r

o pti mi z ati o n s.

A s s o o n a s t h e r ati o n al d et e r mi n a nt i s s plit, w e a r e a bl e t o i nt e g r at e

t h e hi g h e st p ol e s o n l a r g e r ti m e s c al e s a s t h e ot h e r o n e s. I n o u r

si m ul ati o n s o n l a r g e e n s e m bl e s w e u s e d a hi e r a r c hi c al i nt e g r ati o n

s c h e m e wit h t h r e e l e v el s w h e r e t h e i n n e r m o st l e v el h a s b e e n u s e d t o

i nt e g r at e t h e g a u g e f o r c e. T h e o ut e r m o st l e v el i n cl u d e d si n gl e p ol e s

of t h e r ati o n al d et e r mi n a nt a n d o n e p a rt of t h e H M C d et e r mi n a nt

w hi c h w a s s plit vi a H a s e n b u s c h f r e q u e n c y s plitti n g. T h e t u ni n g of t h e

a c c e pt a n c e r at e h a s b e e n d o n e vi a t h e st e p si z e of t h e o ut e r m o st l e v el.

9 .3 s c a l i n g o f a u t o c o r r e l a t i o n t i m e s

T h e s c ali n g of a ut o c o r r el ati o n ti m e s h a s al r e a d y b e e n i n v e sti g at e d f o r a

r a n g e of g r a di e nt fl o w c o u pli n g s a n d l atti c e s wit h si z e L / a = 1 6 , 2 4 , 3 2

i n [4 5 ]. T h e r e, t h e e x p e ct e d s c ali n g of t h e a ut o c o r r el ati o n ti m e wit h

a − 2 [5 8 ] c o ul d b e c o n fi r m e d b y a n i n v e sti g ati o n of t h e i nt e g r at e d

a ut o r c o r r el ati o n ti m e τ i nt of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g.

We s h o w t h e a ut o c o r r el ati o n ti m e of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g s of

t h e e n s e m bl e s t h at will b e u s e d f o r t h e m at c hi n g p r o c e d u r e i n fi g u r e

9 .5 . We s e e t h e s c ali n g of τ i nt wit h a − 2 a n d o b s e r v e t h at t h e a b s ol ut e

v al u e of τ i nt i s si g ni fi c a ntl y l a r g e r f o r t h e t w o s et s of e n s e m bl e s i n t h e

l a r g e r v ol u m e L 2 t h a n f o r t h e t w o s et s of e n s e m bl e s i n t h e m at c hi n g

v ol u m e. T hi s i s i n li n e wit h t h e fi n di n g s i n fi g u r e 1 0 of [ 4 5 ]. Si n c e w e

d et e r mi n e H Q E T o b s e r v a bl e s w hi c h s h o w o nl y s m all a ut o c o r r el ati o n

o n t h e L 2 l ati c e s w e e x p e ct t h at t h e p r e ci si o n of t h e c al c ul ati o n will n o

b e i m p ai r e d b y t h e i n c r e a s e i n τ i nt.

9 .3 .1 T he t o p ol o gi c al c h ar ge i n fi nite v ol u me

Si n c e w e w o r k i n fi nit e v ol u m e a n d wit h s m all v al u e s of t h e l atti c e

s p a ci n g, w e d o n ot s e e a f r e e fl u ct u ati o n of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e.

F o r t h e e n s e m bl e s i n t h e v ol u m e s L 0 a n d L 1 t h e t o p ol o gi c al c h a r g e We st arte d t he

t her m ali z ati o n

pr o cess wit h a c ol d

st art t o e ns ure

Q = 0 at t he

be gi n ni n g of t he M C

r u n.

i s f r o z e n a n d all e n s e m bl e s a r e i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al

c h a r g e. F o r t h e e n s e m bl e s i n L 2 w e s e e t o p ol o gi c al a cti vit y w hi c h i s

s u p p r e s s e d w h e n t h e l atti c e s p a ci n g i s r e d u c e d.

I n o u r r e n o r m ali z ati o n s c h e m e, w e d e fi n e t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g

a n d t h e q u a r k m a s s e s f r o m e n s e m bl e a v e r a g e s i n t h e z e r o t o p ol o gi c al

s e ct o r, i. e., w e e m pl o y t h e p r oj e cti o n

⟨O ⟩ =
⟨O δ̂ ( Q )⟩

⟨ δ̂ ( Q )⟩
(9 .3 )
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Fi g u r e 9 .5 : I nt e g r at e d a ut o c o r r el ati o n ti m e τ i nt of t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g

ḡ 2
G F i n u nit s of M D U f o r t h e diff e r e nt s et s of e n s e m bl e s g e n e r at e d

f o r t h e m at c hi n g. T h e p oi nt s a r e sli g htl y di s pl a c e d t o i m p r o v e

vi si bilit y.

u si n g e q. ( 6 .5 0 ). T h e r ef o r e, w e h a v e t o m o nit o r t h e t o p ol o gi c al c h a r g e

o n all c o n fi g u r ati o n s. We d et e r mi n e Q f r o m fl o w e d g a u g e fi el d s a s

d e fi n e d i n e q. ( 6 .5 5 ) wit h t h e Z e ut h e n fl o w a n d c = 0 .3 .

I n t h e u p p e r p a rt of fi g u r e 9 .6 w e s h o w t h e M o nt e C a rl o hi st o r y

of o n e r e pli c a of t h e e n s e m bl e wit h 2 L 1 / a = 1 6 . We c a n s e e t h at t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i s f r o z e n t o t h e s e ct o r z e r o f o r m o st of t h e ti m e. I n

s o m e c a s e s, t h e i n st a nt o n s f o r mi n g o n t h e l atti c e r e m ai n st a bl e f o r a

l o n g e r ti m e a n d t h e c h a r g e i s f r o z e n i n s e ct o r s wit h Q ≠ 0 . We s e eWe i n vesti g ate t his

m ore cl osel y i n

c h a pter 1 1 .
t h at t h e a b s ol ut e si z e of Q o ut si d e s e ct o r z e r o i s s hift e d f r o m i nt e g e r

v al u e s t o w a r d s z e r o. T hi s i s b a s e d o n c ut- off eff e ct s a n d i nt e g e r v al u e s

a r e r e st o r e d i n t h e c o nti n u u m li mit.

I n t h e mi d dl e of fi g u r e 9 .6 w e s h o w t h e d e p e n d e n c e of t h e t o p ol o g-

i c al c h a r g e o n t h e g r a di e nt fl o w ti m e t f o r 2 0 0 c o n fi g u r ati o n s. D u ri n g

t h e e v ol uti o n of t h e g a u g e fi el d s i n t h e fl o w ti m e w e h a v e e v al u at e d

t h e o b s e r v a bl e u p t o c = 0 .4 i n st e p s of c = 0 .0 1 . We s e e t h at t h ec =
√

8 t / L

s m o ot hi n g p r o c e d u r e r e d u c e s t h e s p r e a d of t h e v al u e s of Q f r o m t h e

w h ol e r a n g e [ −3 , 3 ] t o f o u r di sti n ct r e gi o n s. T h e c h oi c e c = 0 .3 s e e m s

t o b e j u st e n o u g h t o b e i n a r e gi o n w h e r e Q r e m ai n s c o n st a nt

W h e n w e c o m p a r e t h e d et e r mi n ati o n of Q f r o m t h e Z e ut h e n fl o w

Q Z N wit h t h e d et e r mi n ati o n u si n g t h e Wil s o n fl o w Q W , w e n ot e t h at

m o r e s pi k e s, i. e., d e vi ati o n s f r o m Q = 0 a r e p r e s e nt i n t h e c a s e of t h e

Z e ut h e n fl o w. I n [ 2 2 2 ] it i s a r g u e d, t h at t hi s mi g ht b e b a s e d o n s m all

v a c u u m fl u ct u ati o n s t h at a r e p r o m ot e d t o i n st a nt o n-li k e o bj e ct s b y t h e

g r a di e nt fl o w. I n t h e b ott o m pl ot of fi g u r e 9 .6 w e s h o w t h e e v ol uti o n

of Q wit h t f o r t h e Z e ut h e n a n d t h e Wil s o n fl o w f o r t h r e e e x e m pl a r y
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Fi g u r e 9 .6 : T o p ol o gi c al c h a r g e Q o n t h e e n s e m bl e wit h 2 L 1 / a = 1 6 . S e ct o r s of

i nt e g e r c h a r g e a r e vi s u ali z e d b y h o ri z o nt al d ott e d g r a y li n e s. We

d e fi n e Q at c = 0 .3 . To p: P a rt of t h e M o nt e C a rl o hi st o r y. Mi d dle:

D e p e n d e n c e of Q o n t h e fl o w ti m e c . B ott o m: C o m p a ri s o n of Q

d et e r mi n e d f r o m Z e ut h e n a n d Wil s o n fl o w f o r t h r e e e x e m pl a r y

c o n fi g u r ati o n s.
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c o n fi g u r ati o n s w h e r e t h e i nt e g e r t o p ol o gi c al c h a r g e s d et e r mi n e d f r o m

b ot h v e r si o n s of t h e g r a di e nt fl o w diff e r at c = 0 .3 . We s h o w Q f r o m

t h e Z e ut h e n fl o w i n r e d a n d f r o m t h e Wil s o n fl o w i n bl u e a n d d e pi ct

diff e r e nt c o n fi g u r ati o n s b y t h e li n et y p e.

P e r d e fi niti o n, Q Z N a n d Q W c oi n ci d e at t = 0 . F o r t h e s oli d a n d t h e

d ott e d li n e s, t h e c u r v e s d e vi at e f r o m e a c h ot h e r st a rti n g at c ≈ 0 .2 a n d

e n d u p i n t w o di sti n ct t o p ol o gi c al s e ct o r s. I n t h e c a s e of t h e d a s h e d

li n e s, Q Z N c oi n ci d e s wit h Q W at c = 0 .4 b ut n ot at c = 0 .3 . I n g e n e r al,

t h e n u m b e r of c a s e s w h e r e b ot h d e fi niti o n s of t h e fl o w l e a d t o diff e r e nt

r e s ult s i s s m all c o m p a r e d t o t h e n u m b e r of g a u g e c o n fi g u r ati o n s a n d

t h e eff e ct i s s u p p r e s s e d i n t h e e n s e m bl e a v e r a g e. I n a n y c a s e, w e a r e

n ot a bl e t o j u d g e w hi c h of t h e t w o d e fi niti o n s l e a d s t o a m o r e r eli a bl e

r e s ult, si n c e t h e d et e r mi n ati o n of Q f r o m t h e c hi r al m o d e s of t h e Di r a c

o p e r at o r i s n ot a c c e s si bl e u si n g Wil s o n f e r mi o n s.
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W h e n w e di s c u s s e d t h e i m p r o v e m e nt a n d r e n o r m ali z ati o n of q u a r k

m a s s e s i n l atti c e si m ul ati o n s wit h Wil s o n q u a r k s i n s e cti o n 4 .3 , w e

h a v e s e e n t h at a l a r g e n u m b e r of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r-

m ali z ati o n c o ef fi ci e nt s i s n e e d e d t o d et e r mi n e r e n o r m ali z e d q u a r k

m a s s e s wit h o ut di s c r eti z ati o n eff e ct s of O (a ). I n o u r w o r k, w e d et e r-

mi n e d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z , i nt r o d u c e d i n e q. (4 .2 8 ), t h e

i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt b m a n d t h e c o m bi n ati o n b A − b P i n a s et u p

wit h t h r e e m a s sl e s s s e a q u a r k s a n d S c h r ö di n g e r f u n cti o n al b o u n d a r y

c o n diti o n s.

T h e m et h o d s w e u s e t o d et e r mi n e t h e s e o b s e r v a bl e s h a v e t h ei r

o ri gi n i n t h e w o r k of [ 2 2 3 ], w h e r e t h e s a m e o b s e r v a bl e s h a v e b e e n

d et e r mi n e d n o n- p e rt u r b ati v el y i n t h e q u e n c h e d a p p r o xi m ati o n a n d it

w a s e xt e n d e d i n [ 2 2 4 – 2 2 6 ]. I n all of t h e s e w o r k s ( a nti-) p e ri o di c b o u n d-

a r y c o n diti o n s h a v e b e e n u s e d. T h e u s e of S c h r ö di n g e r f u n cti o n al

b o u n d a r y c o n diti o n s w a s fi r st d o n e b y t h e A L P H A c oll a b o r ati o n i n

[2 2 7 ] a n d [2 2 8 ] i n t h e q u e n c h e d a p p r o xi m ati o n. T hi s w o r k h a s b e e n

e xt e n d e d t o t h e t h e o r y wit h t w o m a s sl e s s q u a r k s i n [ 2 2 9 ].

I n o u r w o r k, w e r e fi n e d t h e st r at e g y w hi c h h a s b e e n a p pli e d i n [2 2 9 ].

T hi s r e fi n e d st r at e g y h a s b e e n p u bli s h e d t o g et h e r wit h t h e r e s ult s f o r

o n e of t h e t w o i n v e sti g at e d p a r a m et e r r e gi o n s i n [ 7 4 ] a n d w e will

e x pl ai n it t h o r o u g hl y i n t hi s c h a pt e r. We will st a rt wit h t h e s et u p, a s

it h a s b e e n u s e d i n t h e q u e n c h e d a n d t h e t w o fl a v o r c a s e, i nt r o d u c e

a p a r a m et ri z ati o n of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s a n d d e ri v e t h e n e w

st r at e g y.

1 0 .1 e s t i m a t o r s f r o m t i m e s l i c e a v e r a g e s

T h e d et e r mi n ati o n of e sti m at o r s R X f o r Z , b m a n d b A − b P i s b a s e d

o n t w o of t h e d e fi niti o n s f o r r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s i n s e cti o n

4 .3 . We u s e t h e d e fi niti o n f r o m b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s a n d

f r o m b a r e c u r r e nt q u a r k m a s s e s. We st a rt b y i nt r o d u ci n g t w o q u a r k

fl a v o r s 1 a n d 2 wit h m q, 1 < m q, 2 a n d a t hi r d fl a v o r wit h t h e h o p pi n g

p a r a m et e r c h o s e n s u c h t h at

m q, 3 =
1

2
(m q, 1 + m q, 2 ) (1 0 .1 )

1 3 5
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h ol d s. If w e l o o k at t h e d e fi niti o n of m i j i n e q. (4 .2 7 ), w e c a n c o n vi n c e

o u r s el v e s t h at w e c a n d e fi n e t h e e sti m at o r s b a s e d o n f oll o wi n g r ati o s

R A P ≡
2 (2 m 1 2 − m 1 1 − m 2 2 )

(m 1 1 − m 2 2 )( a m q, 1 − a m q, 2 )

= ( b A − b P )
{
1 + O (a m q, 1 2 ; a Tr

[
M q

]
)
}

(1 0 .2 )

R m ≡
4 (m 1 2 − m 3 3 )

(m 1 1 − m 2 2 )( a m q, 1 − a m q, 2 )

= b m

{
1 + O (a m q, 1 2 ; a Tr

[
M q

]
)
}

(1 0 .3 )

R Z ≡
m 1 1 − m 2 2

m q, 1 − m q, 2
+ ( R A P − R m )( a m 1 1 + a m 2 2 )

= Z
{
1 + O (a 2 ; a Tr

[
M q

]
)
}

. (1 0 .4 )

H e r e, t h e t h r e e q u a r k fl a v o r s 1 , 2 , 3 a r e d e fi n e d a s s p e ci fi e d a b o v e a n d

a s i n e q. ( 4 .3 5 ), w e c o n si d e r q u a r k m a s s e s m i i a s d e fi n e d f r o m t w o

m a s s d e g e n e r at e b ut di sti n ct fl a v o r s.

We h a v e i n di c at e d t h e e x p e ct e d c ut- off eff e ct s w hi c h a r e p r e s e nt

w h e n t h e e sti m at o r s a r e d e fi n e d a s a b o v e. All e sti m at o r s s uff e r f r o m

O (a Tr
[
M q

]
) eff e ct s w hi c h di s a p p e a r w h e n w e w o r k wit h m a s sl e s s

s e a q u a r k s. If a s et u p wit h fi nit e q u a r k m a s s e s i s c h o s e n, a c hi r al

e xt r a p ol ati o n t o t h e p oi nt of v a ni s hi n g q u a r k m a s s e s r e m o v e s t h e s e

eff e ct s.

R A P a n d R m f u rt h e r s uff e r f r o m O(a m q, 1 2 ) eff e ct s. Si n c e t h e s e c o-

ef fi ci e nt s m ulti pl y f a ct o r s of a , t h e s e eff e ct s b e c o m e O(a 2 ) i n t h e

fi n al o b s e r v a bl e s. I n t h e d e fi niti o n of R Z o nl y eff e ct s of O (a 2 ) a r e

p r e s e nt w hi c h w e d o n ot h a v e t o w o r r y a b o ut si n c e t hi s i s b e y o n d

t h e o r d e r w hi c h i s c o n si d e r e d i n t h e i m p r o v e m e nt. A d e fi niti o n of

R Z wit h o ut t h e t e r m p r o p o rti o n al t o (R A P − R m ) w o ul d l e a d t o O (a )

eff e ct s. T h e s e eff e ct s w o ul d al s o b e p r e s e nt i n e v e r y o b s e r v a bl e w hi c h

i s r e n o r m ali z e d b y Z .

Diff e r e nt d e fi niti o n s of t h e e sti m at o r s b a s e d o n a r e pl a c e m e nt of

t h e q u a r k m a s s diff e r e n c e (m 1 1 − m 2 2 ) b y ot h e r c o m bi n ati o n s of

c u r r e nt q u a r k diff e r e n c e s f r o m t h e t h r e e fl a v o r s 1 , 2 , 3 a r e p o s si bl e

a n d a p ri o ri w e d o n ot k n o w, h o w t h e si z e of t h e c ut- off eff e ct s

i s i n fl u e n c e d b y t h e s e c h oi c e s. I n [2 3 0 ], fi v e diff e r e nt p o s si biliti e s

h a v e b e e n i n v e sti g at e d a n d n o si g ni fi c a nt diff e r e n c e h a s b e e n f o u n d.

T h e r ef o r e, t h e a b o v e d e fi niti o n s w hi c h h a v e b e e n u s e d i n t h e f o r m e r

st u di e s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al h a v e b e e n c h o s e n i n o u r w o r k.

S o-f a r, w e di d n ot f u rt h e r s p e cif y h o w t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s a r e

d e fi n e d. I n t h e d e ri v ati o n of c u r r e nt q u a r k m a s s e s w e st r e s s e d t h at t h eA fi nite dist a n ce t o

t he b o u n d aries is

ass u me d.
P C A C r el ati o n i s v ali d o n e v e r y si n gl e ti m e sli c e of t h e l atti c e. T h e r e-

f o r e, w e c a n d e fi n e ti m e- d e p e n d e nt e sti m at o r s R X (x 0 ) , X = Z , m, A P

b a s e d o n l o c al P C A C m a s s e s m i j (x 0 ) o n e v e r y ti m e sli c e of t h e l at-

ti c e. We e x p e ct e sti m at o r s f r o m diff e r e nt ti m e sli c e s t o b e st r o n gl y

c o r r el at e d a n d t o diff e r o nl y b y c ut- off a n d b o u n d a r y eff e ct s. Si n c e
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all d e fi niti o n s b a s e d o n diff e r e nt x 0 a r e e q u all y v ali d, a n a v e r a g e o v e r

ti m e sli c e s i n a r e gi o n [t i , t f ] i n t h e c e nt e r of t h e l atti c e

R X =
a

t f − t i + a

t f∑

x 0 = t i

R x (x 0 ) (1 0 .5 )

i s c h o s e n t o eli mi n at e fl u ct u ati o n s b et w e e n diff e r e nt ti m e sli c e s.

1 0 .2 q u a r k m a s s p a r a m e t r i z a t i o n

D u e t o p o s si bl e n u m e ri c al i n st a biliti e s i n t h e c o m p ut ati o n of t h e

e sti m at o r s cl o s e t o t h e u nit a r y p oi nt a n d f u rt h e r t h e o r eti c al a d v a nt a g e s

w e r e fi n e t h e t h r e e e sti m at o r s u si n g a diff e r e nt d e fi niti o n of t h e q u a r k

m a s s e s t h at e nt e r e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ). T h e b a si s of t hi s r e d e fi niti o n i s a

p a r a m et ri z ati o n of c u r r e nt q u a r k m a s s e s a n d w e will e x pl ai n it cl o s el y

al o n g t h e li n e s of o u r p u bli c ati o n [ 7 4 ].

1 0 .2 .1 Re de fi niti o n of t he esti m at ors

We st a rt wit h t h e o b s e r v ati o n t h at t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s m i j a r e

s y m m et ri c f u n cti o n s u n d e r t h e e x c h a n g e of i a n d j. T h e r ef o r e, w e c a n

e x p r e s s t h e m i n t h e s e ri e s

a m i j (a m q, i j , a ∆ q, i j ) =

∞∑

n ,k = 0

C n k (a ∆ q, i j )
2 n (a m q, i j )

k , (1 0 .6 )

w h e r e w e h a v e i nt r o d u c e d t h e di m e n si o nl e s s c o ef fi ci e nt s C n k a n d t h e

m a s s s plitti n g

∆ q, i j ≡
1

2
(m q, i − m q, j ) =

1

4 a

(
1

κ i
−

1

κ j

)

. (1 0 .7 )

If w e c o m p a r e t hi s p a r a m et ri z ati o n wit h t h e d e fi niti o n of t h e r e n o r- T he e x a ct

i de nti fi c ati o ns are

n ot i m p ort a nt here,

b ut h a ve bee n gi ve n

i n (2 .1 3 ) of [7 4 ].

m ali z e d a n d i m p r o v e d q u a r k m a s s i n e q. ( 4 .2 7 ), w e c a n i d e ntif y t h e

c o ef fi ci e nt s C 0 0 , C 0 1 , C 0 2 a n d C 1 0 wit h c o m bi n ati o n s of i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s. I n t h e li mit of c hi r al s e a

q u a r k m a s s e s, w e w o ul d g et C 0 0 = 0 a n d C 0 1 = Z . Si mil a r o b s e r v a-

ti o n s h a v e b e e n m a d e i n [2 2 3 ] a n d [2 2 7 ].

We c a n u s e t h e s e ri e s e x p a n si o n t o p a r a m et e ri z e d e g e n e r at e a n d

n o n- d e g e n e r at e q u a r k m a s s e s i n t e r m s of m a s s- s plitti n g s. T o a d a pt

t hi s t o o u r g o al of t h e d et e r mi n ati o n of t h e e sti m at o r s R X , w e m a k e

s o m e s p e ci fi c c h oi c e s. We c h o o s e m q, 1 t o b e e q u al t o t h e m a s s of

t h e t h r e e d e g e n e r at e s e a q u a r k s, i. e., m q, 1 = Tr
[
M q

]
/ N f. D u e t o o u r

d e fi niti o n of m q, 3 i n e q. (1 0 .1 ), w e c a n n o w e m pl o y t h e m a s s s plitti n g

∆ ≡ ∆ q, 2 1 =
1

2
(m q, 2 − m q, 1 ) = m q, 3 − m q, 1 (1 0 .8 )
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t o p a r a m et e ri z e t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s n e e d e d i n t h e d et e r mi n ati o n

of t h e R X vi a

a m 1 1 =

∞∑

k = 0

C 0 k (a m q, 1 ) k (1 0 .9 )

a m 2 2 (∆ ) =

∞∑

k = 0

C 0 k (a m q, 1 + 2 a ∆ ) k (1 0 .1 0 )

a m 1 2 (∆ ) =

∞∑

k = 0

C n k (a ∆ ) 2 n (a m q, 1 + a ∆ ) k . (1 0 .1 1 )

I n t h e u nit a r y li mit, ∆ → 0 , all t h r e e q u a r k m a s s e s a r e e q u al. A d di-

ti o n all y w e c a n s e e f r o m t h e f o r m ul a e t h at t h e fi r st d e ri v ati v e s a r e

r el at e d vi a

1

2

∂ m 2 2

∂ ∆

⏐
⏐
⏐
⏐
∆ = 0

=
∂ m 1 2

∂ ∆

⏐
⏐
⏐
⏐
∆ = 0

=
∂ m 1 1

∂ m q, 1
. (1 0 .1 2 )

We c a n u s e t h e s e o b s e r v ati o n s t o p a r a m et e ri z e t h e q u a r k m a s s e s i n

t e r m s of ∆ cl o s e t o t h e u nit a r y p oi nt b y

a m 1 2 (∆ ) = a m 1 1 + N 1 a ∆ + N 2 (a ∆ ) 2 + O (a ∆ ) 3 (1 0 .1 3 )

a m 2 2 (∆ ) = a m 1 1 + 2 N 1 a ∆ + 4 D 2 (a ∆ ) 2 + O (a ∆ ) 3 , (1 0 .1 4 )

w h e r e w e i nt r o d u c e t h e t h e c o ef fi ci e nt s N i a n d D i f o r t h e n o n- d e g e n e r-

at e a n d d e g e n e r at e q u a r k m a s s e s. B y c o m p a ri s o n wit h e q s. ( 1 0 .9 – 1 0 .1 1 )

w e c a n s e e t h at t h e s e a r e r el at e d t o t h e C n k a n d t h e s e a q u a r k m a s s

a m q, 1 . Si n c e w e h a v e c h o s e n m q, 3 = m q, 1 2 , w e c a n u s e t h e i d e ntit y

m 3 3 (∆ ) = m 2 2 (∆ / 2 ) t o w rit e

a m 3 3 (∆ ) = a m 1 1 + N 1 a ∆ + D 2 (a ∆ ) 2 + O (a ∆ ) 3 . (1 0 .1 5 )

T h e t e r m O (a ∆ ) 3 i n di c at e s t e r m s of hi g h e r o r d e r s. T h e s e c a n b e

i n cl u d e d i n t h e p a r a m et ri z ati o n of t h e m a s s e s, l e a di n g t o a d diti o n al

c o ef fi ci e nt s. T h e d e fi niti o n s of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s m 2 2 , m 1 2 a n d
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m 3 3 c a n n o w b e u s e d i n t h e d e fi niti o n s of t h e R X , e q s (1 0 .2 – 1 0 .4 ), t o

o bt ai n c o nti n u o u s p a r a m et ri z ati o n s i n t e r m s of (a ∆ ). We c a n w rit e

R A P ≡

∑ ∞
k = 0

(
N k + 2 − 2 k + 1 D k + 2

)
(a ∆ ) k

N 1 +
∑ ∞

k = 0 2 k + 1 D k + 1 (a ∆ ) k
(1 0 .1 6 )

=
N 2 − 2 D 2 + O (a ∆ )

N 1 + O (a ∆ )

∆ ,m q, 1 → 0
− − − − − − → (b A − b P ) ,

R m ≡

∑ ∞
k = 0 (N k + 2 − D k + 2 ) (a ∆ ) k

N 1 +
∑ ∞

k = 0 2 k + 1 D k + 1 (a ∆ ) k
(1 0 .1 7 )

=
N 2 − D 2 + O (a ∆ )

N 1 + O (a ∆ )

∆ ,m q, 1 → 0
− − − − − − → b m ,

R Z ≡

(

N 1 +

∞∑

k = 1

2 k D k + 1 (a ∆ ) k

)

+ 2

(

2 a m 1 1 + N 1 (a ∆ ) +

∞∑

k = 2

2 k D k (a ∆ ) k

)

×

∑ ∞
k = 0 (1 − 2 k + 1 )D k + 2 (a ∆ ) k

N 1 +
∑ ∞

k = 0 2 k + 1 D k + 1 (a ∆ ) k
(1 0 .1 8 )

= N 1 −
2 D 2 a m 1 1

N 1
+ O (a ∆ ) 2 ∆ ,m q, 1 → 0

− − − − − − → Z .

I n t h e fi r st st e p, w e h a v e i n cl u d e d all hi g h e r o r d e r s i n t h e s u m s. I n

p r a cti c e, w e h a v e t o c ut at s o m e o r d e r of (a ∆ ).

F r o m t h e a b o v e e q u ati o n s, w e c a n s e e t h at w e a r e a bl e t o d e fi n e

t h e t h r e e e sti m at o r s at t h e u nit a r y p oi nt, i. e., at t h e p oi nt w h e r e all

s e a a n d v al e n c e q u a r k m a s s e s a r e e q u al. Si n c e t h e d e fi niti o n s i n

e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ) a r e b a s e d o n fi nit e diff e r e n c e s of q u a r k m a s s e s, t hi s

h a s n ot b e e n o b vi o u s. If w e g o e v e n f u rt h e r a n d d ri v e all m a s s e s

t o t h e c hi r al p oi nt w h e r e s e a a n d v al e n c e q u a r k m a s s e s v a ni s h, all

m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s a r e r e m o v e d f r o m t h e d e fi niti o n s. At Per de fi niti o n,

m 1 1 = 0 at t he

c hir al p oi nt.
t hi s p oi nt, t h e c o ef fi ci e nt s m 1 1 , N 1 , N 2 a n d D 2 a r e s uf fi ci e nt t o f ull y

d e s c ri b e t h e t h r e e e sti m at o r s.

If w e e v al u at e t h e R X at a fi nit e v al u e of ∆ , all hi g h e r o r d e r s of t h e

q u a r k m a s s p a r a m et ri z ati o n s i n e q s. ( 1 0 .1 3 – 1 0 .1 5 ) c o nt ri b ut e t o t h e

e sti m at o r s. T hi s i s al s o t h e c a s e, if t h e y a r e d et e r mi n e d f r o m fi nit e

diff e r e n c e s of q u a r k m a s s e s a n d ti m e sli c e a v e r a g e s, a s it h a s b e e n

d o n e i n t h e f o r m e r w o r k s [ 2 2 7 – 2 2 9 ].

1 0 .2 .2 P ol y n o mi al i nter p ol ati o ns

T h e d et e r mi n ati o n of t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z , c o n si st s of t w o

st e p s. I n t h e fi r st st e p, w e h a v e t o e xt r a ct t h e c o ef fi ci e nt s m 1 1 , D i a n d

N i f r o m c u r r e nt q u a r k m a s s e s. I n t h e s e c o n d st e p, w e c a n e m pl o y

t h e s e c o ef fi ci e nt s t o d et e r mi n e t h e R X .
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T h e e xt r a cti o n of t h e c o ef fi ci e nt s c a n b e a c hi e v e d vi a a p ol y n o mi al

fit of fi x e d d e g r e e t o m e a s u r e d d e g e n e r at e a n d n o n- d e g e n e r at e P C A C

m a s s e s. H e n c e, q u a r k m a s s e s m 1 2 a n d m 2 2 h a v e t o b e d et e r mi n e d

f o r diff e r e nt c h oi c e s of ∆ . Q u a r k m a s s e s m 3 3 a r e i n di sti n g ui s h a bl e

f r o m m 2 2 a n d l e a d t o t h e s a m e p a r a m et ri z ati o n. T h e r ef o r e, w e d o n ot

h a v e t o t r e at t h e m s e p a r at el y. F o r t h e d e s c ri pti o n of t h e m a s s e s b y a

p ol y n o mi al wit h fi x e d d e g r e e t o b e v ali d, w e h a v e t o r e st ri ct o u r s el v e s

t o a r e gi o n a r o u n d a ∆ = 0 .

T h e d e g r e e of t h e c h o s e n p ol y n o mi al s d e p e n d s o n t h e r a n g e of a ∆

c o n si d e r e d i n t h e m e a s u r e m e nt s. If w e c o n si d e r a r e gi o n cl o s e t o t h e

o ri gi n, w e a r e o nl y a bl e t o r e s ol v e li n e a r a n d q u a d r ati c eff e ct s i n a ∆ .

If w e c h o o s e a r e gi o n w hi c h e xt e n d s t o h e a vi e r q u a r k m a s s e s, w e h a v e

t o a d d m o r e d e g r e e s of f r e e d o m t o p r o p e rl y d e s c ri b e t h e d at a. T h e

n u m b e r of fit c o ef fi ci e nt s w hi c h a r e n e e d e d t o d e s c ri b e t h e d at a al s o

d e p e n d s o n t h e st ati sti c al e r r o r s of t h e d at a p oi nt s. I n g e n e r al, if t h e

d at a p oi nt s a r e m o r e p r e ci s e, w e n e e d h a v e t o c o n si d e r p ol y n o mi al s

of hi g h e r d e g r e e.

T h e c o ef fi ci e nt s of t h e q u a d r ati c t e r m s a r e n e c e s s a r y t o d et e r mi n e

t h e e sti m at o r s at t h e u nit a r y p oi nt w h e r e all hi g h e r o r d e r c o ef fi ci e nt s

v a ni s h. If t h e R X a r e e xt r a ct e d at n o n- z e r o v al u e s of ∆ , it h a s t o

b e g r a nt e d t h at all c o ef fi ci e nt s w hi c h si g ni fi c a ntl y c o nt ri b ut e t o t h e

e sti m at o r s a r e t a k e n i nt o a c c o u nt. T hi s c a n b e c h e c k e d b y t h e q u alit y

of t h e p ol y n o mi al fit s i n t e r m s of t h e χ 2 a n d t h e d e vi ati o n of t h e

c u r r e nt q u a r k m a s s e s f r o m t h e i nt e r p ol ati o n s a s w ell a s b y a n e x pli cit

c o m p a ri s o n of t h e r e s ult s f r o m e q s. ( 1 0 .1 6 – 1 0 .1 8 ) wit h t h e r e s ult s

g ai n e d f r o m e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ).

A si m ult a n e o u s fit of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s t o t h e f o r m s i n

e q. ( 1 0 .1 3 , 1 0 .1 4 ) w h e r e t h e p a r a m et e r s m 1 1 a n d N 1 a r e s h a r e d a m o n g

b ot h p a r a m et ri z ati o n s i s p e rf o r m e d t o e xt r a ct t h e c o ef fi ci e nt s of t h e

p ol y n o mi al s f r o m t h e d at a. T h e c o n st a nt t e r m a m 1 1 c a n b e fi x e d t o

t h e v al u e of t h e s e a q u a r k m a s s. Si n c e t h e st ati sti c al e r r o r i s n ot t a k e n

i nt o a c c o u nt i n t hi s c a s e, it mi g ht c o n st r ai n t h e fit t o o m u c h.

T h e q u a r k m a s s e s b a s e d o n diff e r e nt v al e n c e q u a r k p r o p a g at o r s a r e

hi g hl y c o r r el at e d. T h e r ef o r e w e w o ul d li k e t o d et e r mi n e t h e c o ef fi-

ci e nt s f r o m c o r r el at e d fit s. U nf o rt u n at el y, a s a nti ci p at e d i n s e cti o n

6 .3 .1 , t hi s t u r n s o ut t o b e hi g hl y u n st a bl e. We t h e r ef o r e u s e t h e st a-

ti sti c al e r r o r s a s w ei g ht s i n a n u n c o r r el at e d fit. T h e c o ef fi ci e nt s of

t h e p ol y n o mi al fit c a n b e d et e r mi n e d wit h st a n d a r d m et h o d s, s e e e. g.

[1 2 4 ].

1 0 .3 t h e l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s

O u r ai m i s t o d et e r mi n e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z a n d t h e i m-

p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s b A − b P a n d b m f o r a r a n g e of c o u pli n g s f o r t h e

u s e i n t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s. T h e r ef o r e,

w e li k e t o a c hi e v e a s m o ot h v a ri ati o n of t h e e sti m at o r s, w h e n t h e
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c o u pli n g g 2
0 i s c h a n g e d. T o a c hi e v e t hi s b e h a vi o r, w e d et e r mi n e t h e

e sti m at o r s al o n g a li n e of c o n st a nt p h y si c s.

T hi s m e a n s t h at w e k e e p all ki n e m ati c v a ri a bl e s a n d all r e n o r m al-

i z e d q u a ntiti e s fi x e d i n t e r m s of L a n d w e al s o fi x L , w h e n w e v a r y

g 2
0 , t h e r e b y c h a n gi n g t h e l atti c e s p a ci n g. Wit h t hi s p r o c e d u r e, t h e

e sti m at o r s b e c o m e s m o ot h f u n cti o n s i n a / L a n d g 2
0 [2 2 7 ].

W h e n w e d e fi n e t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s, w e h a v e t o m a k e

c e rt ai n d e ci si o n s i n fi xi n g t h e p a r a m et e r s. E v e r y v a ri ati o n i n o n e of

o u r c h oi c e s l e a d s t o a diff e r e nt b e h a vi o r of t h e e sti m at o r s R X i n t h e

c o u pli n g. A s l o n g a s o n e s et of c h oi c e s i s k e pt fi x e d f o r all c o u pli n g s,

t h e s m o ot h c o n v e r g e n c e t o t h e c o nti n u u m li mit i s p r e s e r v e d. Alt h o u g h

w e will c a r ef ull y m oti v at e all of o u r c h oi c e s, it i s n ot cl e a r a p ri o ri

w hi c h c h oi c e l e a d s t o t h e b e st c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of p h y si c al

o b s e r v a bl e s. T hi s d o e s n ot p o s e a f u n d a m e nt al p r o bl e m, si n c e t h e

c o n c e pt of O (a ) i m p r o v e m e nt i s a s y m pt oti c i n t h e s e n s e t h at w e d o

n ot t r y t o m a k e st at e m e nt s a b o ut t h e a b s ol ut e si z e of hi g h e r o r d e r

eff e ct s b ut t r y t o c h a n g e t h e r at e t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit.

B a s e d o n t h e s e t h o u g ht s, w e d o n ot c o n si d e r t h e s p r e a d of t h e

v a ri ati o n s i n t h e e sti m at o r s b a s e d o n diff e r e nt c h oi c e s a s s y st e m ati c

e r r o r s, b ut r at h e r d e fi n e t h e e sti m at o r s b a s e d o n a fi x e d s et of c h oi c e s.

A n y d e vi ati o n f r o m t hi s d e fi niti o n r e s ult s i n a n a m bi g uit y t h at i s

e x p e ct e d t o v a ni s h s m o ot hl y i n t h e c o nti n u u m li mit. T hi s a p p r o a c h

h a s b e e n m oti v at e d i n [ 5 1 , 2 2 7 ].

I n o u r d et e r mi n ati o n of t h e R X , w e will m oti v at e o u r c h oi c e s a n d

c h e c k t h at a m bi g uiti e s v a ni s h wit h t h e e x p e ct e d r at e w hi c h i s O (a )

f o r t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d O(a 2 ) f o r t h e r e n o r m ali z ati o n

c o n st a nt.

I n o u r c al c ul ati o n s, w e fi r st h a v e t o fi x all d et ail s of t h e l atti c e

si m ul ati o n s s u c h a s t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s c X a n d t h e b o u n d a r y

a n gl e s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al. F o r m a n y of t h e s e c h oi c e s, w e

al r e a d y st at e d t h e e x a ct d e fi niti o n s i n t h e i nt r o d u ct o r y p a rt of t hi s

w o r k. All p a r a m et e r s t h at i n fl u e n c e t h e g e n e r ati o n of o u r e n s e m bl e s

c a n n ot b e c h a n g e d a n d t h e i n s p e cti o n of t h e i m p a ct of c h a n gi n g t h e s e

p a r a m et e r s r e q ui r e s a l a r g e a m o u nt of c o m p uti n g ti m e.

T h e n e xt s et of c h oi c e s i s fi x e d o n t h e l e v el of t h e a n al y si s of t h e l at-

ti c e d at a, e. g., t h e d e fi niti o n of t h e di s c r eti z e d d e ri v ati v e s, t h e pl at e a u

r a n g e f o r t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s o r t h e d e g r e e of t h e p ol y n o mi al

i n t h e m a s s p a r a m et ri z ati o n s. Si n c e t h e s e c h oi c e s m a y b e c h a n g e d o n

t h e l e v el of t h e a n al y si s, w e c a n c h e c k t h at a m bi g uiti e s a ri si n g f r o m

diff e r e nt d e fi niti o n s v a ni s h s m o ot hl y i n t h e c o nti n u u m li mit.

T h e l a st s et of p a r a m et e r s c o n c e r n s p h y si c al o b s e r v a bl e s t h at e nt e r

t h e d e fi niti o n s of t h e R X . M o st i m p o rt a ntl y w e h a v e t o fi x L i n p h y si c al

u nit s, si n c e w e u s e t hi s t o fi x all ot h e r q u a ntiti e s. F o r o u r c al c ul ati o n,

t h e c h oi c e of t h e m a s s e s m 1 1 a n d m 2 2 i s of i m p o rt a n c e, a s w ell. W hil e

w e fi x m 1 1 t o b e t h e c u r r e nt q u a r k m a s s of t h e s e a q u a r k a n d t u n e
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t h e s e t o b e m a s sl e s s, w e h a v e a f r e e d o m i n t h e c h oi c e of t h e v al e n c e

q u a r k m a s s m 2 2 .

B y w o r ki n g o n e n s e m bl e s wit h m a s sl e s s s e a q u a r k s, w e a r e a bl e t o

r e m o v e all O (a Tr
[
M q

]
) eff e ct s t h at w o ul d b e p r e s e nt i n o u r e sti m at o r s.

I n t h e s a m e s pi rit, w e c a n c h o o s e

L ∆ 2 2 ≡ L (m 2 2 (∆ ) − m 1 1 ) = 0 , (1 0 .1 9 )

a s p a rt of t h e d e fi niti o n of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s f o r t h e p a rti all y

q u e n c h e d v al e n c e q u a r k s. T hi s d e fi niti o n t o g et h e r wit h m 1 1 = 0

l e a d s t o t h e r e m o v al of all q u a r k m a s s d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s i n

e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ).

I n [2 2 9 ], t w o v al e n c e L C P h a v e b e e n d e fi n e d b y t h e c h oi c e s L m 2 2 ≈

0 .5 a n d L m 2 2 ≈ 2 .5 . Si n c e t h e e sti m at o r s h a v e b e e n d et e r mi n e d f r o m

fi nit e diff e r e n c e s of q u a r k m a s s e s, t h e m a s sl e s s d e fi niti o n of e q. ( 1 0 .1 9 )

h a s n ot b e e n p o s si bl e i n t hi s c a s e. T h e s c ali n g of t h e eff e cti v e e n e r g yM is t he R GI m ass

of t he he a v y q u ar k.

L Γ P S (z , g 0 ) = −L ∂̃ 0 l n [f A (x 0 , M )]
⏐
⏐
x 0 = L / 2

, z = L M (1 0 .2 0 )

d et e r mi n e d o n a diff e r e nt s et of e n s e m bl e s t h a n u s e d i n t h e c o m p u-

t ati o n f o r t h e R X t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit h a s b e e n i n v e sti g at e d

u si n g b ot h v al e n c e L C P. T h e R GI q u a r k m a s s e s z w h e r e c h o s e n t o b e

at t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k m a s s. It w a s f o u n d t h at t h e e sti m a-We perf or m a si mil ar

test i n c h a pter 1 2 . t o r s b a s e d o n t h e h e a v y L C P, i. e., L m 2 2 ≈ 2 .5 l e d t o a l o n g e r r e gi m e

w h e r e a s c ali n g p r o p o rti o n al t o (a / L ) 2 c o ul d b e o b s e r v e d, c o m p a r e d

t o t h e li g ht L C P. T h e i n cl u si o n of m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s i n t h e

d e fi niti o n of t h e e sti m at o r s l e d t o a b ett e r r e m o v al of c ut- off eff e ct s

f o r q u a ntiti e s b a s e d o n h e a v y q u a r k s. A si mil a r o b s e r v ati o n h a s b e e n

m a d e i n [ 2 2 8 ].

B a s e d o n t h e s e o b s e r v ati o n s, w e c o m e t o t h e c o n cl u si o n t h at w e c a n

d e fi n e v al e n c e L C P b y r e q ui ri n g L ∆ 2 2 t o b e fi x e d t o a c o n st a nt, fi nit e

v al u e. If t hi s v al u e i s c h o s e n cl o s e t o t o a c h a r a ct e ri sti c h e a v y q u a r k

s c al e, w h e r e t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a r e u s e d t o c o m p ut e p h y si-

c al q u a ntiti e s, a n i m p r o v e d s c ali n g m a y b e e x p e ct e d. Eff e cti v el y, t hi s

d e fi niti o n of t h e e sti m at o r s at fi nit e v al e n c e q u a r k m a s s c o r r e s p o n d s

t o a r e s u m m ati o n of all hi g h e r o r d e r t e r m s i n a ∆ f o r t h e c h o s e n li n e

of c o n st a nt p h y si c s [ 7 4 ].

Si n c e t h e c o n n e cti o n b et w e e n t h e c u r r e nt q u a r k m a s s a n d t h e b a r e

s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s i s n ot k n o w n a p ri o ri, a t u ni n g of t h e h o p-

pi n g p a r a m et e r s of t h e v al e n c e q u a r k s h a s b e e n n e c e s s a r y t o a c hi e v e

a p p r o xi m at el y c o n st a nt q u a r k m a s s e s L m 2 2 i n t h e f o r m e r st u di e s.

Si n c e t h e p a r a m et ri z ati o n of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s i n t e r m s of

∆ i s t h e c o r e of o u r st r at e g y, w e a r e a bl e t o e v al u at e t h e e sti m at o r s

R X at a n y fi x e d c h oi c e of L ∆ 2 2 at t h e l e v el of t h e a n al y si s a n d aft e r

all m e a s u r e m e nt s h a v e b e e n p e rf o r m e d. Si n c e w e h a v e a c o nti n u o u s

d e s c ri pti o n of t h e q u a r k m a s s e s i n a r a n g e of v al u e s of L ∆ 2 2 , w e a r e

al s o a bl e t o c o m p ut e t h e e sti m at o r s a s s m o ot h f u n cti o n s of ∆ 2 2 .
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We li k e t o e n d t hi s di s c u s si o n wit h t h e o b s e r v ati o n t h at fi xi n g L ∆ 2 2

mi g ht b e i n s uf fi ci e nt, if t h e d at a r e a c h e s a c e rt ai n p r e ci si o n. I n o r d e r t o

c o r r e ctl y fi x t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s w hi c h a r e u s e d t o d e fi n e

t h e v al e n c e li n e of c o n st a nt p h y si c s, t h e c o m bi n ati o n

Z A (g 2
0 )

Z P (g 2
0 , 1 / L )

L ∆ 2 2 (1 0 .2 1 )

h a s t o b e h el d fi x e d. Si n c e t h e f a ct o r Z A / Z P o nl y sl o wl y c h a n g e s i n

t h e c o n si d e r e d r a n g e s of g 2
0 , t hi s a d diti o n al f a ct o r mi g ht b e l eft o ut i n

t h e c o m p ut ati o n, a s it h a s b e e n d o n e i n [2 2 7 – 2 2 9 ].





1 1
Q U A R K M A S S I M P R O V E M E N T I N T H E S T R O N G L Y

C O U P L E D R E G I M E O F T H R E E - F L A V O R L A T T I C E

Q C D

We h a v e d et e r mi n e d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z a n d t h e i m p r o v e-

m e nt c o ef fi ci e nt s b A − b P a n d b m i n t w o diff e r e nt r e gi m e s of t h r e e- fl a-

v o r Q C D. I n t hi s c h a pt e r w e d e s c ri b e t h e c al c ul ati o n i n t h e st r o n gl y

c o u pl e d r e gi m e of Q C D. H e r e, w e c o v e r t h e c o u pli n g r e gi m e t h at i s

u s e d i n t h e l a r g e- v ol u m e C L S si m ul ati o n s. T h e r e s ult s p r e s e nt e d i n

t hi s c h a pt e r h a v e b e e n p u bli s h e d i n [7 4 ].

1 1 .1 g a u g e e n s e m b l e s

F o r o u r st u d y, w e e m pl o y a s et of e n s e m bl e s t h at h a s al r e a d y b e e n u s e d

f o r t h e n o n- p e rt u r b ati v e d et e r mi n ati o n of c A [6 7 ] a n d Z A [6 5 ], b ut h a s

b e e n e xt e n d e d f o r t h e p r e s e nt st u d y. We u s e t h e t r e e-l e v el S y m a n zi k

i m p r o v e d g a u g e a cti o n a n d cl o v e r i m p r o v e d Wil s o n f e r mi o n s a s t h e y

h a v e b e e n d e fi n e d i n c h a pt e r 2 i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h all

c h oi c e s a s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 3 . B a s e d o n t h e s e di s c u s si o n s, w e o nl y

h a v e t o s p e cif y t h e b o u n d a r y a n gl e s w hi c h w e c h o o s e t o b e θ = 0

a n d t h e b o u n d a r y i m p r o v e m e nt t e r m s w hi c h w e s et t o t r e e-l e v el, i. e.,

c t = c̃ t = 1 .

T h e l atti c e e xt e nt h a s b e e n s et t o L ≈ 1 .2 f m. Si n c e t h e li n e of

c o n st a nt p h y si c s f o r t h e s e e n s e m bl e s h a s b e e n fi x e d b ef o r e a s c al e

s etti n g h a d b e e n d o n e, t h e e v ol uti o n of t h e l atti c e s p a ci n g wit h t h e b a r e

c o u pli n g h a s b e e n e sti m at e d f r o m t h e u ni v e r s al t w o-l o o p β -f u n cti o n,

st a rti n g f r o m t h e p ai r (L / a = 1 2 , β = 3 .3 ) . T o all o w f o r l a r g e pl at e a u s I n a n ol d versi o n of

o p e n Q C D , it w as n ot

p ossi ble t o si m ul ate

e ve n ti me e xte nts i n

t he S c hr ö di n ger

f u n cti o n al.

at m o d e r at e c o st, T = 3 L / 2 − a h a s b e e n c h o s e n. M o r e d et ail s o n t h e

g e n e r ati o n of t h e s e e n s e m bl e s c a n b e f o u n d i n [ 6 5 , 6 7 ] a s w ell a s [2 3 1 ].

Alt h o u g h t h e p h y si c al l atti c e e xt e nt v a ri e s b y a b o ut 1 0 % b et w e e n

t h e diff e r e nt e n s e m bl e s, it h a s b e e n c h e c k e d e x pli citl y t h at t h e s e s m all

d e vi ati o n s d o n ot i n fl u e n c e t h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m W a r d i d e ntiti e s

i n t h e b ul k at t h e o r d e r w e a r e i nt e r e st e d i n [2 3 2 ].

A n o v e r vi e w of t h e e n s e m bl e s i s gi v e n i n t a bl e 1 1 .1 . Wit h t h e fi v e

diff e r e nt c h oi c e s of t h e c o u pli n g β w e c o v e r a r a n g e of l atti c e s p a ci n g s

f r o m a ≈ 0 .0 9 f m t o a ≈ 0 .0 4 5 f m. W h e n t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s

w a s s et u p, it w a s i nt e n d e d t o c o v e r t h e r a n g e of l atti c e s p a ci n g s

u s e d b y t h e C L S eff o rt. W h e n t h e C L S e n s e m bl e s w e r e g e n e r at e d

l a r g e c ut- off eff e ct s h a v e b e e n f o u n d at β = 3 .3 . T h e r ef o r e, o nl y A n o ver vie w of t he

C L S e nse m bles use d

i n o ur w or k c a n be

f o u n d i n fi g. 1 3 .1

s m all e r l atti c e s p a ci n g s h a v e b e e n c o n si d e r e d a n d t h e fi n e st e n s e m bl e

h a s a n i n v e r s e c o u pli n g of β = 3 .8 5 w hi c h i s sli g htl y o ut si d e t h e

r a n g e c o v e r e d b y t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al e n s e m bl e s. N e v e rt h el e s s,

1 4 5
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w e a r e c o n fi d e nt t h at i nt e r p ol ati o n f o r m ul a e f o r t h e w h ol e r a n g e of

C L S e n s e m bl e s c a n b e p r o vi d e d f r o m o u r w o r k i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al.

A s a p p a r e nt f r o m t a b. 1 1 .1 , w e h a v e g e n e r at e d s e v e r al e n s e m bl e s p e r

g a u g e c o u pli n g, e a c h wit h a diff e r e nt s e a q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r

κ 1 . T hi s i s d o n e t o all o w u s t o e xt r a p ol at e t h e r e s ult s at fi x e d l atti c e

s p a ci n g t o t h e c hi r al p oi nt a n d t h e r ef o r e c a n c el all Tr
[
M q

]
eff e ct s.

Si n c e t h e s e a q u a r k m a s s e s i n all e n s e m bl e s a r e f ai rl y s m all, w e e x p e ct

li n e a r eff e ct s i n t h e s e a q u a r k m a s s a n d a s m all sl o p e, c o m p a r e d t o t h e

e r r o r s of o u r e sti m at o r s. Si n c e a n e n s e m bl e wit h a s m all n e g ati v e q u a r k

m a s s e xi st s f o r e v e r y l atti c e s p a ci n g, w e c a n p e rf o r m a n i nt e r p ol ati o n

r at h e r t h a n a n e xt r a p ol ati o n t o t h e c hi r al p oi nt.

O u r st r at e g y a s f oll o w s: We d et e r mi n e t h e e sti m at o r s R X o n a li n e

of c o n st a nt p h y si c s o n all g a u g e e n s e m bl e s of t a b. 1 1 .1 . Aft e r w a r d s

w e i nt e r p ol at e t h e r e s ult s t o t h e c hi r al p oi nt at e a c h l atti c e s p a ci n g. I n

t h e l a st st e p, w e d et e r mi n e a n i nt e r p ol ati o n f o r m ul a t o d e s c ri b e t h e

r e s ult s a c r o s s t h e c o v e r e d r a n g e of c o u pli n g s.

1 1 .1 .1 To p ol o gi c al c h ar ge

A s di s c u s s e d i n t h e m oti v ati o n f o r t h e u s e of o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s

i n s e cti o n 3 .4 a n d i n s e cti o n 6 .4 o n q u a ntiti e s f r o m t h e g r a di e nt fl o w

i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w e e x p e ct a s e v e r e t o p ol o gi c al f r e e zi n g

w h e n g oi n g t o s m all e r a n d s m all e r l atti c e s p a ci n g s. T h e r ef o r e, w e h a v e

t o m o nit o r t h e t o p ol o gi c al c h a r g e o n all e n s e m bl e s. I n t hi s c h a pt e r

a n d i n c o nt r a st t o t h e w o r k f o r t h e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T, w e

u s e t h e Wil s o n fl o w t o s m o ot h t h e g a u g e fi el d s f o r t h e d et e r mi n ati o n

of Q .

We s h o w t h e M o nt e C a rl o hi st o ri e s of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e f o rF or better visi bilit y

we s h o w o nl y a

fr a cti o n of e a c h r u n.
t h r e e r e p r e s e nt ati v e e n s e m bl e s A1 k 4 , B1 k 4 a n d D 1 k 4 i n fi g u r e 1 1 .1 .

We c a n o b s e r v e a st r o n gl y fl u ct u ati n g c h a r g e o n A 1 k 4 . F o r B1 k 4 w e

s e e t h at t h e c h a r g e r e m ai n s i n o n e s e ct o r b ef o r e it c h a n g e s a g ai n. At

t h e fi n e st l atti c e s p a ci n g c o n si d e r e d i n t hi s st u d y, t h e c h a r g e i s f r o z e n

i n s o m e s e ct o r s f o r l a r g e f r a cti o n s of t h e M o nt e C a rl o hi st o r y.

O n t h e ri g ht h a n d si d e of fi g u r e 1 1 .1 , w e s h o w hi st o g r a m s wit h

t h e di st ri b uti o n of Q . T h e g r a y b a r s a r e bi n s of wi dt h 1 c e nt e r e d

a r o u n d i nt e g e r v al u e s, a c c o r di n g t o o u r d e fi niti o n of i nt e g e r t o p o-

l o gi c al c h a r g e s o n t h e l atti c e i n e q. (6 .5 0 ). We c a n s e e t h at w e h a v e

s a m pl e d a di st ri b uti o n a r o u n d Q = 0 , b ut t h e wi dt h of t h e di st ri b uti o n

s h ri n k s f o r d e c r e a si n g l atti c e s p a ci n g s. At t h e fi n e st l atti c e s p a ci n g w e

e s s e nti all y o nl y s a m pl e Q ∈ {− 1 , 0 , 1 }.

We al s o i n cl u d e d a hi st o g r a m wit h r e d b a r s. H e r e, t h e bi n wi dt h

h a s b e e n c h o s e n t o b e 0 .2 a n d wit h t hi s r e s ol uti o n, w e a r e a bl e t o

i n v e sti g at e t h e fi n e st r u ct u r e of t h e n o n-i nt e g e r t o p ol o gi c al c h a r g e. At

t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g w e o b s e r v e a c o nti n u o u s di st ri b uti o n wit h

p e a k s w hi c h a r e s hift e d t o w a r d s z e r o, c o m p a r e d t o t h e i nt e g e r v al u e s.
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T a bl e 1 1 .1 : O v e r vi e w of t h e si m ul ati o n p a r a m et e r s of t h e N f = 3 e n s e m bl e s

(l a b el e d b y I D) t h at r e p r e s e nt o u r d at a. S u b s e q u e nt c ol u m n s

r ef e r t o t h e l atti c e di m e n si o n s L 3 T / a 4 , t h e i n v e r s e g a u g e c o u pli n g

β = 6 / g 2
0 , t h e li g ht ( s e a) q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r κ 1 , t h e n u m b e r

of r e pli c a N r , t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s p e r r e pli c u m, b ot h i n

t ot al (N cf g ) a n d i n t h e s u b s et of c o n fi g u r ati o n s wit h z e r o t o p ol o gi-

c al c h a r g e ( N
( 0 )
cf g ), a n d t h e c o r r e s p o n di n g P C A C s e a q u a r k m a s s e s.

M o st e n s e m bl e s h a v e c o n fi g u r ati o n s s e p a r at e d b y 8 m ol e c ul a r

d y n a mi c u nit s ( M D U), e x c e pt f o r A 1 k 3 a n d D 1 k 4 t h at h a v e 4 a n d

1 6 M D U, r e s p e cti v el y. C o m p a r e d t o t h e d at a b a s e of [ 6 5 , 6 7 ], w e

h a v e g e n e r at e d a n d u s e d t h e n e a rl y c hi r al e n s e m bl e s A 1 k 3 , A1 k 4 ,

B 1 k 4 a n d D 1 k 4 , a n d si g ni fi c a ntl y i n c r e a s e d st ati sti c s f o r E1 k 1 a n d

E 1 k 2 . R e p r o d u c e d f r o m [7 4 ].

I D L
a

T
a β κ 1 N r N cf g N

( 0 )
cf g a m 1 1 a m

( 0 )
1 1

A 1 k 1 1 2 1 7 3 .3 0 .1 3 6 5 2 2 0 2 5 6 0 9 3 5 − 0 .0 0 1 6 6 (6 1 )  − 0 .0 0 2 7 8 (8 0 )

A 1 k 3 1 2 1 7 3 .3 0 .1 3 6 4 8 5 1 7 1 9 6 1 4 0 .0 0 2 6 2 (1 3 0 ) 0 .0 0 0 7 9 (1 1 8 )

A 1 k 4 1 2 1 7 3 .3 0 .1 3 6 5 0 2 0 1 2 0 8 0 4 4 2 4 0 .0 0 0 3 0 (2 9 )  − 0 .0 0 1 1 0 (3 6 )

E 1 k 1 1 4 2 1 3 .4 1 4 0 .1 3 6 9 0 3 2 4 8 0 0 1 6 9 4 0 .0 0 3 0 8 (2 2 ) 0 .0 0 2 6 2 (2 6 )

E 1 k 2 1 4 2 1 3 .4 1 4 0 .1 3 6 9 5 4 7 7 0 5 0 2 6 5 3 0 .0 0 0 3 4 (1 8 )  − 0 .0 0 0 2 2 (2 2 )

B 1 k 1 1 6 2 3 3 .5 1 2 0 .1 3 7 0 0 3 3 3 2 8 1 3 3 6 0 .0 0 5 6 2 (1 4 ) 0 .0 0 5 4 9 (2 1 )

B 1 k 2 1 6 2 3 3 .5 1 2 0 .1 3 7 0 3 2 1 1 5 1 3 9 5 0 .0 0 4 8 1 (1 9 ) 0 .0 0 4 4 4 (2 5 )

B 1 k 3 1 6 2 3 3 .5 1 2 0 .1 3 7 1 0 2 2 0 4 8 9 3 8 0 .0 0 1 6 4 (1 6 ) 0 .0 0 1 0 7 (2 0 )

B 1 k 4 1 6 2 3 3 .5 1 2 0 .1 3 7 1 4 1 3 4 8 2 1 4 0 1 0 .0 0 0 0 2 (1 4 )  − 0 .0 0 0 5 7 (1 9 )

C 1 k 2 2 0 2 9 3 .6 7 6 0 .1 3 7 0 0 4 1 9 0 4 8 5 7 0 .0 0 6 1 9 (7 ) 0 .0 0 6 0 0 (1 1 )

C 1 k 3 2 0 2 9 3 .6 7 6 0 .1 3 7 1 9 4 1 9 3 4 1 2 4 9 − 0 .0 0 0 8 6 (8 )  − 0 .0 0 1 0 9 (1 1 )

D 1 k 2 2 4 3 5 3 .8 1 0 0 .1 3 7 0 1 2 8 0 3 3 5 7 0 .0 0 0 8 4 (8 ) 0 .0 0 0 7 9 (1 0 )

D 1 k 4 2 4 3 5 3 .8 1 0 0 .1 3 7 0 3 3 8 5 3 1 3 3 4 6 9 − 0 .0 0 0 0 2 (3 )  − 0 .0 0 0 0 7 (3 )
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Wit h t h e d e c r e a s e of t h e l atti c e s p a ci n g, w e o bt ai n si n gl e di st ri b uti o n s

w hi c h a r e c e nt e r e d a r o u n d i nt e g e r v al u e s. A s e x p e ct e d, w e o bt ai n

i nt e g e r v al u e s of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e i n t h e c o nti n u u m li mit.

W h e n w e d e fi n e d t h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al, w e i nt r o d u c e d t h e p r oj e cti o n o n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g

t o p ol o gi c al c h a r g e vi aWe use

c =
√

8 t / L = 0 .3 5

i n t his c h a pter.
⟨O ⟩ =

⟨O δ̂ ( Q )⟩

⟨ δ̂ ( Q )⟩
. (1 1 .1 )

We will u s e t hi s p r oj e cti o n f o r all o b s e r v a bl e s o bt ai n e d f r o m W a r d

i d e ntiti e s o n t h e e n s e m bl e s li st e d i n 1 1 .1 . We e x p e ct t h at r e s ult s f r o m

t h e Q = 0 s e ct o r a r e t h e s a m e a s i n t h e c a s e of t h e i n cl u si o n of all

s e ct o r s, if t h e y a r e s a m pl e d p r o p e rl y. F o r t h e c o a r s e e n s e m bl e s w e

h a v e t o n e gl e ct a si g ni fi c a nt p a rt of t h e st ati sti c s w h e n t h e p r oj e cti o n

i s a p pli e d. I n e x c h a n g e w e d o n ot h a v e t o w o r r y a b o ut bi a s e d r e s ult s

o n t h e fi n e st e n s e m bl e s, w h e r e t h e s a m pli n g i s i n s uf fi ci e nt.

I n t hi s c h a pt e r, w e will f o c u s o n t h e p r oj e ct e d r e s ult s b ut al s o q u ot e

t h e r e s ult s f r o m f ull st ati sti c s. T hi s will all o w u s t o j u d g e o u r d e ci si o n,

w h e n w e c o m p a r e t h e fi n al r e s ult s.

1 1 .2 r e s u l t s

I n t hi s s e cti o n w e will di s c u s s o u r a n al y si s a n d t h e r e s ult s at all t h r e e

st a g e s of t h e c al c ul ati o n, n a m el y t h e a n al y si s o n si n gl e e n s e m bl e s, t h e

c hi r al e xt r a p ol ati o n at fi x e d l atti c e s p a ci n g a n d t h e i nt e r p ol ati o n of

t h e r e s ult s at t h e c hi r al p oi nt i n t h e r a n g e of c o n si d e r e d c o u pli n g s.

1 1 .2 .1 M ass p ar a metri z ati o ns a n d deter mi n ati o n of t he esti m at ors

We st a rt o u r di s c u s si o n of t h e r e s ult s wit h t h e d e s c ri pti o n of t h e

a n al y si s o n t h e b a s e of si n gl e e n s e m bl e s. Si n c e t h e B 1 e n s e m bl e s a r e

i n a n i nt e r m e di at e c o u pli n g r a n g e, w h e r e w e still s e e a fl u ct u ati o n

of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e a n d at t h e s a m e ti m e e x p e ct o nl y m o d e r at e

c ut- off eff e ct s, w e will u s e t h e m t o ill u st r at e t h e st e p s of t h e a n al y si s.

Si n c e w e a r e i nt e r e st e d i n t h e c hi r al li mit of t h e R X , w e t r y t o s a m pl e

a r e gi o n of a ∆ cl o s e t o t h e u nit a r y p oi nt. T o b e a bl e t o c o m p a r e o u r

r e s ult s f r o m t h e n e w st r at e g y wit h t h e r e s ult s f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s,

w e d et e r mi n e n ot o nl y m 1 2 a n d m 2 2 f o r e a c h c h oi c e of ∆ , b ut al s o

m 3 3 T hi s m e a n s t h at w e d et e r mi n e t w o h e a v y p r o p a g at o r s p e r c h oi c e

of ∆ . O n e a c h e n s e m bl e w e p e rf o r m m e a s u r e m e nt s f o r O(1 5 ) c h oi c e sWe perf or m t he

me as ure me nts wit h

t he s f c f pr o gr a m

[5 2 ].

of ∆ w hi c h a r e c h o s e n s u c h t h at 0 ⩽ L ∆ 2 2 ⩽ 1 h ol d s. I n a d diti o n t o

t h e s e m e a s u r e m e nt s i n cl u di n g p a rti all y- q u e n c h e d q u a r k s, w e p e rf o r m

a m e a s u r e m e nt of at t h e u nit a r y p oi nt, i. e., w e d et e r mi n e m 1 1 at m q, 1

w hi c h i s fi x e d b y t h e si m ul ati o n.

We d e fi n e t h e P C A C m a s s e s a s t h e ti m e sli c e a v e r a g e s i n t h e c e nt r al

t hi r d of t h e ti m e e xt e nt, i. e., i n t h e r e gi o n x 0 ∈ [L / (2 a ) , L / a ]. T h e
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Fi g u r e 1 1 .1 : B e gi n ni n g of t h e M o nt e C a rl o hi st o ri e s a n d di st ri b uti o n s of t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e Q f o r d e c r e a si n g l atti c e s p a ci n g t o m o nit o r

t h e t o p ol o g y f r e e zi n g (t o p t o b ott o m: e n s e m bl e s A1 k 4 , B1 k 4 a n d

D 1 k 4 ). T h e g r a y hi st o g r a m c o u nt s a p p e a r a n c e s of Q b el o gi n g t o

diff e r e nt i nt e g e r s e ct o r s ν ∈ Z a c c o r di n g t o δ Q − ν ,0 of e q. (6 .5 0 ).

T h e fi n e r- s p a c e d ( r e d) hi st o g r a m s r e v e al t h e fi n e- st r u ct u r e of

t h e ( n o n-i nt e g e r) t o p ol o gi c al c h a r g e di st ri b uti o n wit h Wil s o n

f e r mi o n s a n d g r a di e nt- fl o w s m o ot hi n g r ati o c = 0 .3 5 . T h e hi s-

t o g r a m s h a v e b e e n d et e r mi n e d o n t h e f ull st ati sti c s.
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Fi g u r e 1 1 .2 : Ti m e d e p e n d e n c e of e x e m pl a r y P C A C m a s s e s i n t h e c o n si d e r e d

r a n g e o n B 1 k 4 . Bl a c k p oi nt s a n d r e d pl at e a u s s h o w t h e m a s s e s

d et e r mi n e d wit h i m p r o v e d d e ri v ati v e s. G r a y p oi nt s a n d bl u e

pl at e a u s d e pi ct m a s s e s f r o m st a n d a r d d e ri v ati v e s. T h e e r r o r s o n

si n gl e d at a p oi nt s a r e b a r el y vi si bl e.
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v al u e s m i j (x 0 ) a r e c al c ul at e d a c c o r di n g t o e q. ( 4 .2 6 ) wit h t h e i m p r o v e d

di s c r eti z e d d e ri v ati v e s a s d e fi n e d i n A. 3 a n d c A f r o m r ef e r e n c e [6 7 ].

I n fi g u r e 1 1 .2 , w e s h o w t h e ti m e sli c e d e p e n d e nt P C A C m a s s e s

m 2 2 (x 0 ) f o r diff e r e nt v al u e s of κ 2 . T h e bl a c k p oi nt s s h o w t h e q u a r k

m a s s e s o n e a c h ti m e sli c e d et e r mi n e d wit h t h e i m p r o v e d d e ri v ati v e s.

T h e r e d r e gi o n s s h o w t h e pl at e a u s w hi c h a r e d et e r mi n e d f r o m a ti m e

sli c e a v e r a g e. T h e s e pl at e a u s e nt e r t h e a n al y si s. At t h e b o u n d a ri e s,

w e c a n s e e c o n si d e r a bl e c ut- off eff e ct s, l e a di n g t o a d e vi ati o n f r o m a

st r ai g ht li n e. Wit hi n t h e c e nt r al r e gi o n w h e r e w e d e fi n e o u r pl at e a u,

t h e s e b o u n d a r y eff e ct s a r e n ot vi si bl e a n y m o r e. Sli g ht v a ri ati o n s

wit hi n t hi s pl at e a u r a n g e a r e a v e r a g e d o ut.

I n g r a y, w e s h o w t h e t h e P C A C m a s s e s d et e r mi n e d f r o m t h e st a n-

d a r d di s c r eti z e d d e ri v ati v e s t o g et h e r wit h t h e c o r r e s p o n di n g pl at e a u s

i n bl u e. F o r t h e li g ht e st q u a r k m a s s e s, w e c a n b a r el y s e e a n y diff e r e n c e

b et w e e n b ot h m et h o d s, e x c e pt f o r t h e c ut- off eff e ct s at t h e b o u n d a ri e s.

Wit h i n c r e a si n g q u a r k m a s s, t h e diff e r e n c e b et w e e n b ot h pl at e a u s

i n c r e a s e s. We t h e r ef o r e s e e m t o o b s e r v e a m a s s- d e p e n d e nt c ut- off

eff e ct. I n f a ct, t h e a b s ol ut e si z e of t h e diff e r e n c e s c al e s wit h t h e l atti c e

s p a ci n g. We will i n v e sti g at e t h e i n fl u e n c e of t h e s e c ut- off eff e ct s o n

o u r fi n al o b s e r v a bl e s i n s e cti o n 1 1 .3 .

F r o m o u r m e a s u r e m e nt s of t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s f A a n d f P , w e

h a v e O (1 5 ) v al u e s of n o n- d e g e n e r at e q u a r k m a s s e s m 1 2 a n d O (3 0 ) Re me m ber t h at

m 2 2 (∆ ) =

m 3 3 (2 ∆ ) h ol ds.
v al u e s of d e g e n e r at e q u a r k m a s s e s w hi c h w e will n a m e m 2 2 f r o m n o w

o n, u nl e s s w e e x pli citl y i n di c at e s o m et hi n g diff e r e nt. T hi s c h oi c e l e a d s

t o a hi g h e r d e n sit y of m e a s u r e m e nt s of m 2 2 cl o s e t o t h e u nit a r y p oi nt.

Si n c e w e c o v e r a r a n g e u p t o L ∆ 2 2 = 1 w e a r e a bl e t o s af el y d et e r mi n e

r e s ult s f o r a li n e of c o n st a nt p h y si c s wit h h e a v y v al e n c e q u a r k s, i n

a d diti o n t o t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s u si n g m a s sl e s s v al e n c e q u a r k s.

We d e fi n e t h e s e t w o li n e s of c o n st a nt p h y si c s b y

L C P- 0 : L = c o n st , L m 1 1 = 0 , L ∆ 2 2 = 0 , (1 1 .2 )

L C P- 1 : L = c o n st , L m 1 1 = 0 , L ∆ 2 2 = 1 . (1 1 .3 )

B a s e d o n t h e m e a s u r e d P C A C m a s s e s, w e a r e a bl e t o d et e r mi n e t h e

c o ef fi ci e nt s D i a n d N i of t h e p a r a m et ri z ati o n f o r m ul a e ( 1 0 .1 3 – 1 0 .1 4 )

f r o m a si m ult a n e o u s fit t o t h e d at a. We fi n d t h at it i s a d v a nt a g e o u s

t o k e e p t h e p a r a m et e r m 1 1 i n e q s. (1 0 .1 3 – 1 0 .1 4 ) a s a f r e e p a r a m et e r

c o m p a r e d t o c o n st r ai ni n g it t o t h e m e a n v al u e of t h e m e a s u r e d P C A C

m a s s at m q, 1 .

Si n c e t h e c o ef fi ci e nt s at t h e o r d e r (a ∆ ) 2 a r e n e c e s s a r y f o r t h e d e-

t e r mi n ati o n of t h e fit c o ef fi ci e nt s at t h e u nit a r y p oi nt a n d w e li k e

t o a b s o r b fl u ct u ati o n i n t h e d at a i n hi g h e r o r d e r fit c o ef fi ci e nt s, w e

c h o o s e i nt e r p ol ati n g fit s of d e g r e e t h r e e.

I n fi g u r e 1 1 .3 w e p r e s e nt a s r e p r e s e nt ati v e e x a m pl e t h e P C A C

m a s s e s a n d t h e i nt e r p ol ati n g c u r v e s f r o m t h e fit o n e n s e m bl e B 1 k 4 .

I n t h e l o w e r p a rt of t h e fi g u r e w e s h o w t h e d at a p oi nt s a n d t h e i nt e r-

p ol ati o n s. O n t hi s s c al e, t h e e r r o r b a r s of t h e d at a p oi nt s a s w ell a s
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Fi g u r e 1 1 .3 : L o wer pl ot: E x a m pl e of a c o m bi n e d m a s s fit ( e n s e m bl e B 1 k 4 )

d e pi cti n g t h e fitt e d d at a p oi nt s a n d c u r v e s f o r m 2 2 a n d m 1 2 .

E r r o r b a r s a n d b a n d s a r e t o o s m all c o m p a r e d t o t h e s c al e of

t h e pl ot. U p per pl ots: Diff e r e n c e s b et w e e n t h e m e a s u r e d P C A C

m a s s e s m i j a n d t h e fitt e d c u r v e s, ∆ fm i j = a m i j (κ 2 ) − a m i j (∆ )

t o g et h e r wit h t h e st ati sti c al u n c e rt ai nti e s of t h e d at a p oi nt s a n d

t h e u n c e rt ai nt y b a n d of t h e c u r v e s. R e p r o d u c e d f r o m [7 4 ].

t h e u n c e rt ai nt y b a n d s of t h e c u r v e s a r e hi d d e n. T hi s u n d e rli n e s t h e

hi g h l e v el of p r e ci si o n t h at w e a c hi e v e i n t h e d et e r mi n ati o n of P C A C

m a s s e s. T o b e a bl e t o j u d g e o n t h e q u alit y of t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a,

w e s h o w t h e diff e r e n c e b et w e e n d at a p oi nt s a n d i nt e r p ol ati o n c u r v e s

∆ fm i j ≡ a m i j (κ 2 ) − a m i j (∆ ) (1 1 .4 )

t o g et h e r wit h t h e u n c e rt ai nt y b a n d s of t h e i nt e r p ol ati n g f o r m ul a s

c e nt e r e d a r o u n d z e r o. It c a n b e s e e n t h at t h e i nt e r p ol ati o n s d e s c ri b e

t h e d at a v e r y w ell wit h t h e c h o s e n fit d e g r e e a n d w e a r e a bl e t o

p a r a m et e ri z e t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s i n t h e c o m pl et e r a n g e.

B a s e d o n t h e r e a s s u ri n g r e s ult s, w e c a n u s e t h e c o ef fi ci e nt s i n

m 1 2 (∆ ) a n d m 2 2 (∆ ) t o d et e r mi n e t h e R X a c c o r di n g t o e q s. ( 1 0 .1 6 – 1 0 .1 8 )

f o r b ot h li n e s of c o n st a nt p h y si c s. I n t a bl e s B.4 – B. 7 w e li st t h e r e s ult s

f o r t h e s e a q u a r k m a s s e s a n d t h e t h r e e e sti m at o r s f o r all e n s e m bl e s.

O u r m ai n r e s ult s a r e c oll e ct e d i n t a bl e B. 4 , w h e r e w e g at h e r e d t h e

r e s ult s f o r L C P- 0 a n d t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. T a bl e

B. 6 c o nt ai n s t h e r e s ult s f o r L C P- 1 a n d B. 5 a n d B. 7 c o nt ai n t h e r e s ult s

b a s e d o n t h e a n al y si s o n all t o p ol o gi c al s e ct o r s.

1 1 .2 .2 C hir al i nter p ol ati o ns

We e m pl o y t h e s e r e s ult s t o p e rf o r m i nt e r p ol ati o n s i n t h e s e a q u a r k

m a s s t o t h e c hi r al p oi nt at fi x e d l atti c e s p a ci n g. A s it i s al r e a d y

e vi d e nt f r o m t h e n u m b e r s, t h e v a ri ati o n s of t h e e sti m at o r s d e p e n di n g
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B 1 k*, L C P- 0

B 1 k*, L C P- 1

2 r e s u l t s 1 5 3

Fi g u r e 1 1 .4 : C hi r al i nt e r p ol ati o n ( a m 1 1 → 0 ) of R Z f o r β = 3 .5 1 2 f o r t h e

t w o li n e s of c o n st a nt p h y si c s d e fi n e d i n e q s. (1 1 .2 ) a n d (1 1 .3 )

p r oj e ct e d o nt o t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. T h e

r e d t ri a n gl e s r e p r e s e nt t h e r e s ulti n g v al u e s i n t h e c hi r al li mit.

R e p r o d u c e d f r o m [ 7 4 ].

o n diff e r e nt s e a q u a r k m a s s e s i s r at h e r mil d, c o m p a r e d t o t h e si z e

of t h e u n c e rt ai nti e s. I n fi g u r e 1 1 .4 w e e x e m pl a r y s h o w t h e c hi r al

i nt e r p ol ati o n of R Z b a s e d o n t h e r e s ult s of t h e B 1 e n s e m bl e s. F r o m

e q. ( 4 .2 7 ) a n d e q s. (1 0 .2 – 1 0 .4 ) w e e x p e ct l e a di n g eff e ct s of O(a Tr
[
M q

]
)

w h e n w e v a r y t h e s e a q u a r k m a s s. I n d e e d, w e o b s e r v e a li n e a r

b e h a vi o r i n t h e s e a q u a r k m a s s wit h a s m all sl o p e f o r b ot h L C P. F or L C P- 1 , t he c hir al

p oi nt c orres p o n ds t o

m assless se a q u ar ks

a n d he a v y v ale n ce

q u ar ks.

I n g e n e r al, t h e e r r o r s f r o m t h e h e a vi e r li n e of c o n st a nt p h y si c s a r e

s m all e r. T h e diff e r e n c e s b et w e e n b ot h L C P a r e si g ni fi c a nt, al s o f o r t h e

r e s ult s at t h e c hi r al p oi nt. We e x p e ct t hi s diff e r e n c e t o b e a n O (a ∆ )

eff e ct a n d w e will i n v e sti g at e t hi s i n d e pt h i n s e cti o n 1 1 .3 .

We c oll e ct t h e r e s ult s f o r t h e R X at t h e p oi nt of m a s sl e s s s e a q u a r k s i n

t a bl e s 1 1 .2 a n d 1 1 .3 . T h e s e c o ul d n o w b e u s e d f o r t h e r e n o r m ali z ati o n

a n d i m p r o v e m e nt of q u a r k m a s s e s at t h e v al u e s of β cit e d i n t h e t a bl e s.

Si n c e w e i nt e n d t o u s e t h e r e s ult s o n t h e l a r g e- v ol u m e C L S e n s e m bl e s,

w h e r e sli g htl y diff e r e nt c o u pli n g s h a v e b e e n u s e d, w e p r o c e e d t o t h e

d et e r mi n ati o n of i nt e r p ol ati n g c u r v e s f o r t h e t h r e e e sti m at o r s.

B ef o r e w e p r o c e e d t o t hi s st a g e of t h e a n al y si s, w e w a nt t o p oi nt

o ut t h at w e c o ul d h a v e t a k e n a diff e r e nt p at h t o a r ri v e at t h e r e s ult

f o r t h e e sti m at o r s at t h e p oi nt of c hi r al s e a q u a r k s. Si n c e w e d e fi n e

t h e e sti m at o r s f r o m t h e fit c o ef fi ci e nt s m 1 1 , D i a n d N i , w e c a n t u r n

o u r a n al y si s a r o u n d a n d p e rf o r m a c hi r al i nt e r p ol ati o n of t h e si n gl e

fit c o ef fi ci e nt s fi r st. I n t h e n e xt st e p, w e c a n d et e r mi n e t h e R X at

t h e c hi r al p oi nt f r o m e q s. (1 0 .1 6 – 1 0 .1 8 ) a n d t h e c hi r all y i nt e r p ol at e d

fit p a r a m et e r s. I n fi g u r e 1 1 .5 w e s h o w t h e c hi r al i nt e r p ol ati o n of
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Fi g u r e 1 1 .5 : C hi r al i nt e r p ol ati o n of t h e fit p a r a m et e r s a m 1 1 , N 1 , N 2 a n d D 2

f o r t h e B1 e n s e m bl e g r o u p. T h e bl a c k c r o s s e s s h o w t h e d at a

f r o m t h e fit s o n t h e si n gl e e n s e m bl e s a n d t h e r e d c r o s s e s m a r k

t h e c hi r al p oi nt.



1 1 .2 r e s u l t s 1 5 5

T a bl e 1 1 .2 : C hi r all y e xt r a p ol at e d L C P- 0 r e s ult s, b ot h f o r t h e v a ni s hi n g t o p o-

l o gi c al c h a r g e s e ct o r, R
( 0 )
X , a n d wit h o ut z e r o- c h a r g e p r oj e cti o n,

R
( all )
X . O nl y t h e f o r m e r a r e pl ott e d i n fi g u r e 1 1 .4 .

β  R
( 0 )
A P R

( all )
A P R

( 0 )
m R

( all )
m R

( 0 )
Z R

( all )
Z

3 .3 0 0 − 0 .7 6 9 (1 0 1 )  − 0 .6 5 6 (5 5 ) 1 .3 0 3 (9 0 ) 1 .2 4 4 (4 3 ) 0 .7 4 6 2 (5 6 ) 0 .7 4 6 8 (2 8 )

3 .4 1 4 − 0 .8 1 2 (5 3 )  − 0 .7 7 0 (5 3 ) 0 .2 9 1 (5 3 ) 0 .3 6 4 (4 4 ) 0 .8 7 6 2 (4 0 ) 0 .8 7 1 9 (3 7 )

3 .5 1 2 − 0 .5 1 5 (4 9 )  − 0 .5 3 6 (3 6 )  − 0 .2 9 1 (3 9 )  − 0 .1 7 7 (3 2 ) 0 .9 7 6 4 (3 3 ) 0 .9 6 7 2 (2 6 )

3 .6 7 6 − 0 .2 9 1 (4 6 )  − 0 .2 7 9 (3 7 )  − 0 .6 7 1 (4 3 )  − 0 .5 8 3 (3 5 ) 1 .0 5 8 8 (3 1 ) 1 .0 5 3 6 (2 3 )

3 .8 1 0 − 0 .1 5 6 (2 0 )  − 0 .1 4 4 (1 7 )  − 0 .7 3 8 (1 9 )  − 0 .7 0 0 (1 8 ) 1 .0 8 8 2 (1 1 ) 1 .0 8 6 6 (1 0 )

T a bl e 1 1 .3 : C hi r all y e xt r a p ol at e d L C P- 1 r e s ult s, b ot h f o r t h e v a ni s hi n g t o p o-

l o gi c al c h a r g e s e ct o r, R
( 0 )
X , a n d wit h o ut z e r o- c h a r g e p r oj e cti o n,

R
( all )
X . O nl y t h e f o r m e r a r e pl ott e d i n fi g u r e 1 1 .4 .

β  R
( 0 )
A P R

( all )
A P R

( 0 )
m R

( all )
m R

( 0 )
Z R

( all )
Z

3 .3 0 0 − 0 .3 5 6 (2 4 )  − 0 .3 7 6 (1 0 )  − 0 .0 2 5 (1 9 )  − 0 .0 0 2 (7 ) 0 .7 8 9 6 (3 6 ) 0 .7 8 4 6 (1 6 )

3 .4 1 4 − 0 .3 6 2 (1 3 )  − 0 .3 6 3 (1 2 )  − 0 .2 6 4 (1 2 )  − 0 .2 3 7 (1 0 ) 0 .8 9 9 2 (2 6 ) 0 .8 9 5 0 (2 4 )

3 .5 1 2 − 0 .2 2 7 (1 2 )  − 0 .2 4 4 (9 )  −0 .4 6 9 (1 1 )  − 0 .4 2 9 (9 ) 0 .9 8 6 1 (2 3 ) 0 .9 7 8 5 (1 8 )

3 .6 7 6 − 0 .1 2 5 (1 4 )  − 0 .1 3 3 (1 2 )  − 0 .6 4 3 (1 4 )  − 0 .6 0 7 (1 2 ) 1 .0 6 1 1 (2 3 ) 1 .0 5 6 4 (1 7 )

3 .8 1 0 − 0 .0 7 0 (7 )  − 0 .0 7 1 (6 )  − 0 .6 8 4 (7 )  −0 .6 6 9 (6 ) 1 .0 8 8 4 (8 ) 1 .0 8 7 1 (8 )

t h e fit p a r a m et e r s e nt e ri n g t h e e sti m at o r s R X f o r L C P-0 . T h e fi r st

i nt e r p ol ati o n s h o w s t h e fit p a r a m et e r a m 1 1 v e r s u s t h e m e a s u r e d

v al u e f o r t h e s e a q u a r k m a s s e s w hi c h w e al s o d e n ot e b y a m 1 1 . Si n c e

w e di d n ot c o n st r ai n t h e fit t o t h e m e a s u r e d v al u e s, w e c a n c h e c k t h e

v ali dit y of t h e fit wit h t h e i nt e r c e pt at a m 1 1 = 0 .

F r o m t h e ot h e r t h r e e i nt e r p ol ati o n s, w e c a n s e e t h at li n e a r i nt e r p o-

l ati o n s a r e a p p r o p ri at e i n all c a s e s. Si n c e t h e p a r a m et e r s a r e b a s e d

o n p h y si c al p r o p e rti e s of t h e q u a r k m a s s e s, n a m el y t h e e x p a n si o n

p a r a m et e r s of t h e r e n o r m ali z e d m a s s e s i n (a ∆ ), t h e y d o n ot v a r y

m u c h, w h e n Tr
[
M q

]
i s c h a n g e d.

Si n c e w e d e ci d e d t o u s e t h e r e s ult s of t h e c hi r all y i nt e r p ol at e d

e sti m at o r s i n st e a d of t h e fit p a r a m et e r s t o d et e r mi n e t h e e sti m at o r s

at t h e c hi r al p oi nt, w e d o n ot gi v e all r e s ult s f o r t h e fit p a r a m et e r s

i n f o r m s of t a bl e s. I n a n y c a s e, t h e r e s ult s at t h e c hi r al p oi nt m at c h

f a r b e y o n d t h e st ati sti c al p r e ci si o n. We c h e c k e d f o r all fi v e e n s e m bl e

g r o u p s t h at t h e b e h a vi o r of t h e i nt e r p ol ati o n s a r e si mil a r t o t h e o n e s

p r e s e nt e d i n fi g. 1 1 .5 .
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1 1 .2 .3 I nter p ol ati o n i n t he c o u pli n g

T h e d et e r mi n ati o n of t h e c o r r e ct f u n cti o n al f o r m f o r a n i nt e r p ol ati o n

of t h e r e s ult s i n t a bl e 1 1 .2 i n t h e b a r e c o u pli n g g 2
0 i s a n o n-t ri vi al

t a s k. F o r all t h r e e e sti m at o r s, p e rt u r b ati v e f o r m ul a e t o o n e-l o o p e xi st

[2 3 3 , 2 3 4 ], b ut w e h a v e n o r e a s o n t o b eli e v e t h at t h e s e p e rt u r b ati v e

p r e di cti o n s h ol d i n t h e c o n si d e r e d c o u pli n g r a n g e. T h e r ef o r e, w e h a v e

t o t r y t o fi n d t h e f u n cti o n al f o r m t h at b e st d e s c ri b e s t h e b e h a vi o r of

t h e R X . S e v e r al fit s t o diff e r e nt cl a s s e s of f u n cti o n s a r e t e st e d t o fi n dS o meti mes, a n

e xte nsi ve test of

differe nt st art

p ar a meters is

ne cess ar y t o o bt ai n a

de ce nt res ult.

t h e o pti m al p a r a m et ri z ati o n s.

I n g e n e r al, si m pl e p ol y n o mi al fit s p r o vi d e a g o o d r e s ult a n d a

c o r r e ct e r r o r e sti m ati o n f o r t h e fit p a r a m et e r s, si n c e t h e y a r e li n e a r

i n t h ei r c o ef fi ci e nt s. U nf o rt u n at el y, w e h a v e t o d e al wit h a n ot h e r

c o m pli c ati o n. A s st at e d a b o v e, t h e fi n e st C L S e n s e m bl e s h a v e b e e n

g e n e r at e d at a n i n v e r s e c o u pli n g of β = 3 .8 5 w hi c h i s sli g htl y o ut si d e

of t h e c o n si d e r e d r a n g e. We t h e r ef o r e t r y t o fi n d a f u n cti o n al f o r m

t h at i s t r u st w o rt h y b e y o n d t h e fit r a n g e. D u e t o t h e b e h a vi o r of t h e

d at a, p ol y n o mi al i nt e r p ol ati o n s t e n d t o b e n d st r o n gl y f o r β > 3 .8 1 0 .

We d e ci d e t o c o n st r ai n t h e i nt e r p ol ati n g f u n cti o n s t o t h e p e rt u r b a-

ti v e p r e di cti o n s t o w a r d s t h e li mit g 2
0 → 0 . Wit h t hi s c h oi c e a n d aft e r

a n e xt e n si v e s e a r c h f o r t h e b e st a n s at z, w e d e s c ri b e t h e f u n cti o n al

b e h a vi o r b y t h e f oll o wi n g f o r m ul a s:

R A P (g 2
0 ) = −0 .0 0 1 0 6 6 6 g 2

0 ×
{
1 + e x p

(
p 0 + p 1 / g 2

0

) }
, (1 1 .5 a)

R m (g 2
0 ) = −0 .5 − 0 .0 7 6 2 9 3 3 g 2

0 ×
1 + q 0 g 2

0 + q 1 g 4
0

1 + q 2 g 2
0

, (1 1 .5 b)

R Z (g 2
0 ) = 1 .0 + 0 .0 7 0 3 1 6 9 g 2

0 ×
1 + z 0 g 2

0 + z 1 g 4
0

1 + z 2 g 2
0

. (1 1 .5 c)

A s i n di c at e d a b o v e, t h e l e a di n g c o ef fi ci e nt s a r e s et t o t h e v al u e s p r e-

di ct e d b y p e rt u r b ati o n t h e o r y [ 2 3 3 , 2 3 4 ]. We c h o o s e t h e s a m e fit f o r m s

f o r b ot h li n e s of c o n st a nt p h y si c s si n c e t h e b e h a vi o r i n t h e c o u pli n g i s

n ot f u n d a m e nt all y diff e r e nt b et w e e n b ot h. F o r L C P- 0 , w e o bt ai n t h e

fit p a r a m et e r s

(p j ) = (1 6 .7 4 5 7 , − 1 9 .0 4 7 5 ) , (1 1 .6 a)

(q j ) = (3 .5 3 3 3 7 , − 2 .4 8 9 4 4 , − 0 .5 1 6 6 9 5 ) , (1 1 .6 b)

(z j ) = (0 .7 0 3 4 1 3 , − 0 .7 6 9 8 3 5 , − 0 .4 7 8 3 7 2 ) , (1 1 .6 c)
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wit h c o v a ri a n c e m at ri c e s

c o v (p i , p j ) =

(
3 .4 9 5 9 1 − 6 .0 7 5 6 0

− 6 .0 7 5 6 0 1 0 .5 8 3 4

)

, (1 1 .7 a)

c o v (q i , q j ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

9 4 .5 6 8 1 − 5 7 .5 0 5 6 0 .8 5 9 0 6 4

− 5 7 .5 0 5 6 3 4 .9 8 8 3 − 0 .5 2 5 3 6 7

0 .8 5 9 0 6 4 − 0 .5 2 5 3 6 7 0 .0 0 9 0 8 6

⎞

⎟
⎟
⎠ × 1 0 − 2 ,

(1 1 .7 b)

c o v (z i , z j ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

4 .2 2 7 0 3 − 2 .5 4 9 4 1 0 .2 3 1 6 0 7

− 2 .5 4 9 4 1 1 .5 3 7 7 7 2 − 0 .1 3 9 6 9 5

0 .2 3 1 6 0 7 − 0 .1 3 9 6 9 5 0 .0 1 3 1 7 9

⎞

⎟
⎟
⎠ × 1 0 − 2 .

(1 1 .7 c)

F o r L C P- 1 , i. e., t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i n cl u di n g t h e p a rti al-

l y- q u e n c h e d h e a v y v al e n c e q u a r k s, w e fi n d:

(p j ) = (1 5 .6 0 4 9 , − 1 8 .4 5 9 2 ) , (1 1 .8 a)

(q j ) = (2 .6 6 9 6 8 , − 1 .9 3 0 5 5 , − 0 .4 6 8 5 4 2 ) , (1 1 .8 b)

(z j ) = (0 .7 2 9 9 0 8 , − 0 .7 8 0 9 3 3 , − 0 .4 6 7 4 0 3 ) , (1 1 .8 c)

wit h c o v a ri a n c e m at ri c e s

c o v (p i , p j ) =

(
1 .5 0 4 9 7 − 2 .6 3 9 3 0

− 2 .6 3 9 3 0 4 .6 3 6 8 3

)

, (1 1 .9 a)

c o v (q i , q j ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

7 4 .2 0 4 2 − 4 4 .4 1 3 1 2 .1 0 9 5 9

− 4 4 .4 1 3 1 2 6 .5 8 6 0 − 1 .2 6 3 9 8

2 .1 0 9 5 9 − 1 .2 6 3 9 8 0 .0 6 2 8 9 8

⎞

⎟
⎟
⎠ × 1 0 − 2 ,

(1 1 .9 b)

c o v (z i , z j ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

2 .9 4 7 0 8 − 1 .7 6 7 6 2 0 .1 8 2 0 5 9

− 1 .7 6 7 6 2 1 .0 6 0 2 9 − 0 .1 0 9 1 9 3

0 .1 8 2 0 5 9 − 0 .1 0 9 1 9 3 0 .0 1 1 5 9 7

⎞

⎟
⎟
⎠ × 1 0 − 2 .

(1 1 .9 c)

T h e r e s ulti n g c u r v e s t o g et h e r wit h t h e d at a p oi nt s a r e p r e s e nt e d i n

fi g u r e 1 1 .6 . T h e n u m b e r s i n t h e c o v a ri a n c e m at ri c e s a r e i n fl at e d b y

a f a ct o r of t w o c o m p a r e d t o t h e o ut c o m e of t h e fit s. T hi s i s d o n e f o r

t w o r e a s o n s. Fi r st, b y i n fl ati n g t h e e r r o r s of t h e i nt e r p ol ati n g c u r v e s,

t h e s e e r r o r s a r e si mil a r t o t h e e r r o r s o n t h e si n gl e d at a p oi nt s. Si n c e

w e d o n ot h a v e a n y i n si g ht o n t h e t r u e f u n cti o n al f o r m of t h e c u r v e s,

w e o nl y w a nt t o d e s c ri b e t h e d at a i n t h e b e st p o s si bl e w a y.

A n ot h e r m oti v ati o n f o r t h e i n fl ati o n of t h e e r r o r i s t h e p r e di cti o n

of t h e v al u e s at β = 3 .8 5 . Si n c e t hi s p oi nt i s o ut si d e t h e fit r a n g e, t h e

eff e ct of c h o o si n g diff e r e nt a n s ät z e f o r t h e i nt e r p ol ati o n s i s e n h a n c e d,

c o m p a r e d t o t h e ot h e r c o u pli n g s. B y i n fl ati n g t h e e r r o r, w e a r e a bl e t o
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T a bl e 1 1 .4 : I nt e r p ol at e d v al u e s of o u r e sti m at o r s f o r c o u pli n g s e m pl o y e d i n

C L S si m ul ati o n s al o n g t h e t w o r e n o r m ali s e d t r aj e ct o ri e s L C P- 0

a n d L C P- 1 c o n si d e r e d i n t hi s w o r k. St ati sti c al u n c e rt ai nti e s a r e a s

d e s c ri b e d i n t h e t e xt a n d m at c h t h e c o n fi d e n c e b a n d i n fi g u r e 1 1 .6 .

L C P- 0 L C P- 1

β  R A P R m R Z R A P R m R Z

3 .8 5 − 0 .1 5 5 (3 6 )  − 0 .7 8 1 (3 8 ) 1 .0 9 7 5 (2 5 )  − 0 .0 7 3 (1 2 )  − 0 .7 0 8 (1 5 ) 1 .0 9 7 1 (1 8 )

3 .7 0 − 0 .2 5 8 (4 2 )  − 0 .6 4 0 (3 1 ) 1 .0 5 9 1 (2 3 )  − 0 .1 1 9 (1 4 )  −0 .6 3 0 (1 1 ) 1 .0 6 1 2 (1 7 )

3 .5 5 − 0 .4 3 2 (4 6 )  − 0 .3 5 8 (4 7 ) 0 .9 9 3 7 (4 2 )  − 0 .1 9 6 (1 4 )  − 0 .4 9 8 (1 5 ) 1 .0 0 1 5 (3 0 )

3 .4 6 − 0 .5 9 0 (5 3 )  − 0 .0 4 4 (6 5 ) 0 .9 3 2 0 (5 0 )  − 0 .2 6 5 (1 4 )  − 0 .3 7 6 (1 7 ) 0 .9 4 6 8 (3 5 )

3 .4 0 − 0 .7 2 6 (6 7 )  + 0 .2 9 0 (7 6 ) 0 .8 7 5 8 (5 2 )  − 0 .3 2 4 (1 7 )  −0 .2 6 6 (1 7 ) 0 .8 9 8 1 (3 5 )

3 .3 4 − 0 .8 9 3 (9 5 )  + 0 .8 1 0 (9 8 ) 0 .8 0 1 9 (6 8 )  − 0 .3 9 8 (2 3 )  − 0 .1 2 4 (2 2 ) 0 .8 3 5 5 (4 4 )

c o v e r t h e s p r e a d of diff e r e nt c u r v e s at β = 3 .8 5 a n d t h e r ef o r e p r o vi d e

r eli a bl e n u m e ri c al v al u e s wit hi n e r r o r s. We gi v e a n o v e r vi e w of t h e

v al u e s at t h e c o u pli n g s of t h e C L S si m ul ati o n s [ 6 0 , 1 4 2 , 2 1 4 , 2 3 5 , 2 3 6 ]

o bt ai n e d f r o m t h e fit s i n t a bl e 1 1 .4 .

A s it c a n b e s e e n f r o m fi g u r e 1 1 .6 , w e a c hi e v e a g o o d d e s c ri pti o n of

t h e d at a. A s c r o s s- c h e c k, w e li k e t o c o m p a r e o u r r e s ult s wit h e xi sti n g

d et e r mi n ati o n s f r o m t h e lit e r at u r e. F o r b A − b P , v al u e s b a s e d o n t h eI n [7 1 ], b A a n d b P

h a ve bee n

deter mi ne d

se p ar atel y w hi c h is

of i m p ort a n ce f or t he

i m pr o ve me nt of

m atri x ele me nts.

c o o r di n at e s p a c e m et h o d e xt r a ct e d di r e ctl y o n t h e C L S e n s e m bl e s

a r e a v ail a bl e f r o m [ 7 1 ]. We s h o w o u r r e s ult s t o g et h e r wit h t h ei r d at a

p oi nt s a n d t h ei r i nt e r p ol ati o n i n fi g. ( 1 1 .7 ). It c a n b e s e e n t h at b ot h

d et e r mi n ati o n s f e at u r e t h e s a m e q u alit ati v e b e h a vi o r. I n [ 2 3 5 ], t w o

v al u e s f o r Z d et e r mi n e d o n t h e C L S e n s e m bl e s c a n b e f o u n d. A s it

c a n b e s e e n i n t h e l o w e r p a rt of fi g u r e 1 1 .7 , t h e s e v al u e s ni c el y ali g n

wit h t h e c u r v e, d et e r mi n e d f r o m o u r d at a.

B a s e d o n o u r d et e r mi n ati o n of Z , w e a r e a bl e t o d et e r mi n e t h e r ati o

Z S / Z P w hi c h i s u s e d i n q u a r k m a s s r e n o r m ali z ati o n. T o g et h e r wit h

t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a f o r Z A [6 5 , 6 6 ], t h e s c al e i n d e p e n d e nt r ati o

c a n b e d et e r mi n e d vi a

Z S

Z P
=

1

Z S Z P
=

1

Z A Z
. (1 1 .1 0 )

A c o m p a ri s o n of t h e v al u e s b a s e d o n R Z wit h t h e r e s ult s f r o m a

d e di c at e d d et e r mi n ati o n of Z S / Z P f r o m W a r d i d e ntiti e s c a n b e f o u n d

i n fi g u r e 7 of [ 2 3 7 ]. T h e r e, it c a n b e s e e n t h at t h e diff e r e n c e s b et w e e n

b ot h m et h o d s s c al e t o z e r o li n e a r i n a 3 t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit.

Si n c e b ot h d et e r mi n ati o n s h a v e b e e n p e rf o r m e d o n t h e s a m e s et of

e n s e m bl e s, t h e y a r e c o r r el at e d. T h e s e c o r r el ati o n s h a v e n ot b e e n t a k e n

i nt o a c c o u nt.
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1. 1

1. 5 1. 5 5 1. 6 1. 6 5 1. 7 1. 7 5 1. 8 1. 8 5

2 r e s u l t s 1 5 9

Fi g u r e 1 1 .6 : E sti m at o r s R
( 0 )
X f o r L C P-0 a n d L C P- 1 a n d t h ei r i nt e r p ol ati n g

f u n cti o n s a c c o r di n g t o e q s. (1 1 .5 ). Ve rti c al li n e s i n di c at e C L S

g 2
0 - v al u e s, w hil e st r ai g ht d a s h e d li n e s r e p r e s e nt t h e o n e-l o o p

p e rt u r b ati v e e sti m at e s. R e p r o d u c e d f r o m [ 7 4 ].
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0. 5

0. 6

0. 7

0. 8

0. 9

1

1. 1

1. 2

1. 5 5 1. 6 1. 6 5 1. 7 1. 7 5 1. 8 1. 8 5

R
Z

g 2
0

1-l o o p P T

B ali et. al

L C P- 0 d at a

L C P- 0 f u n c.

Fi g u r e 1 1 .7 : To p: T h e c hi r all y e xt r a p ol at e d e sti m at o r R
( 0 )
A P (i n t h e s e ct o r of

t ri vi al t o p ol o g y) a s a f u n cti o n of t h e s q u a r e d c o u pli n g, g 2
0 , t o-

g et h e r wit h t h e v al u e s a n d t h e c u r v e d et e r mi n e d b y K o r c yl a n d

B ali i n [ 7 1 ]. R e p r o d u c e d f r o m [7 4 ]. B ott o m: T h e e sti m at o r R Z

t o g et h e r wit h t h e v al u e s d et e r mi n e d b y B ali et. al i n [2 3 5 ]. T h e

d a s h e d li n e s h o w s t h e o n e-l o o p p e rt u r b ati v e p r e di cti o n. T h e v e r-

ti c al li n e s i n di c at e t h e c o u pli n g s u s e d i n t h e C L S l a r g e v ol u m e

si m ul ati o n s [ 6 0 , 1 4 2 , 2 3 5 ].
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c
or

r X
,Y

g 2
0

c o r r A P, Z

c o r r A P, m

c o r r m, Z

2 r e s u l t s 1 6 1

Fi g u r e 1 1 .8 : C o r r el ati o n s b et w e e n t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r t h e

i n v e r s e c o u pli n g s u s e d i n o u r si m ul ati o n s. T h e p oi nt s a r e s hift e d

h o ri z o nt all y t o i m p r o v e vi si bilit y. Ve rti c al d a s h e d li n e s i n di c at e

t y pi c al g 2
0 - v al u e s of C L S l a r g e- s c al e si m ul ati o n s. R e p r o d u c e d

f r o m [7 4 ].

1 1 .2 .4 Err ors a n d c orrel ati o ns

L et u s f u rt h e r c o m m e nt o n t h e u s e of t h e e r r o r s of t h e diff e r e nt e sti m a-

t o r s. Si n c e Z r e n o r m ali z e s t h e q u a ntit y of i nt e r e st, t a ki n g i nt o a c c o u nt

it s e r r o r, e. g., i n t h e c o m p ut ati o n of q u a r k m a s s e s, i s a n e c e s sit y. T h e

sit u ati o n mi g ht b e diff e r e nt f o r b m a n d b A − b P . A s f a r a s w e c a n

j u d g e f r o m t h e lit e r at u r e, t h e e r r o r o n b X a n d c X q u a ntiti e s i s n ot

t a k e n i nt o a c c o u nt. F o r c S W , c t a n d c̃ t w hi c h e nt e r a s p a r a m et e r s i nt o

si m ul ati o n s, t h e i n cl u si o n of a n e r r o r w o ul d m e a n t h e g e n e r ati o n of

e n s e m bl e s wit h a sli g htl y v a ri e d i n p ut p a r a m et e r. F o r t h e b X p a r a m-

et e r s w hi c h m ulti pl y i n g e n e r al O (a ) s u p p r e s s e d v al u e s, w e a s s u m e

t h e i m p a ct of st ati sti c al e r r o r s t o b e f ai rl y s m all.

M o r e i m p o rt a nt f o r t h e d e ci si o n t o n e gl e ct t h e e r r o r m a y b e o u r L C P

s et u p w hi c h w e e x pl ai n e d a b o v e. M a n y a m bi g uiti e s w hi c h v a ni s h i n

t h e c o nti n u u m li mit, a r e l a r g e r t h a n t h e st ati sti c al e r r o r s. C h o o si n g a

diff e r e nt L C P w o ul d r e s ult i n a diff e r e nt a p p r o a c h t o t h e c o nti n u u m

li mit w hi c h i s e q u all y v ali d. Wit h o u r q u ot e d e r r o r s, w e t r y t o c o v e r

all st ati sti c al a n d r e si d u al s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s wit hi n o u r L C P.

A s s o o n a s o n e c h o o s e s t o i n cl u d e t h e e r r o r s o n all q u a ntiti e s e n-

t e ri n g a r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s, o n e mi g ht b e c o n c e r n e d a b o ut t h e

c o r r el ati o n of t h e o b s e r v a bl e s R Z , R A P a n d R m . Si n c e t h e e sti m at o r s

a r e b a s e d o n t h e s a m e p a r a m et e r s N i a n d D i t h e s e c o r r el ati o n s a r e

n o n- n e gli gi bl e. I n o r d e r t o f u rt h e r q u a ntif y t hi s, w e h a v e i n v e sti g at e d

t h e si z e of t h e s e c o r r el ati o n s o n o u r e n s e m bl e s.
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T a bl e 1 1 .5 : C o r r el ati o n s b et w e e n t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r t h e β -

v al u e s u s e d i n o u r si m ul ati o n s aft e r a n i nt e r p ol ati o n t o t h e c hi r al

p oi nt. R e p r o d u c e d f r o m [ 7 4 ].

β c o r r A P, m c o r r m, Z c o r r A P, Z

3 .3 0 0 0 .3 4 (1 4 )  − 0 .3 6 (1 0 ) 0 .5 1 (1 7 )

3 .4 1 4 − 0 .1 4 (5 )  − 0 .7 3 (4 ) 0 .6 7 (8 )

3 .5 1 2 − 0 .3 4 (8 )  − 0 .8 2 (8 ) 0 .7 5 (5 )

3 .6 7 6 − 0 .5 0 (2 0 )  − 0 .8 3 (1 1 ) 0 .8 5 (1 0 )

3 .8 1 0 − 0 .4 3 (1 3 )  − 0 .8 5 (1 1 ) 0 .7 8 (5 )

I n t a bl e 1 1 .5 a n d fi g u r e 1 1 .8 w e gi v e e sti m at o r s f o r t h e s e c o r r el ati o n s,

i. e.,

c o r r X ,Y =
c o v X ,Y

√
c o v X ,X c o v Y ,Y

, X ≠ Y ∈ {A P, m, Z } . (1 1 .1 1 )

We e v al u at e d t h e c o r r el ati o n s o n t h e si n gl e e n s e m bl e s a n d di d i n-

t e r p ol ati o n s t o t h e c hi r al p oi nt f o r e a c h l atti c e s p a ci n g. Si n c e t h e

c o r r el ati o n s o nl y m a r gi n all y c h a n g e f o r diff e r e nt L C P, w e c h o o s e t o

q u ot e o nl y t h e v al u e s f o r L C P- 0 i n t h e s e ct o r Q = 0 .

F r o m fi g u r e 1 1 .8 , w e c a n s e e t h at t h e c o r r el ati o n s a r e si g ni fi c a nt

a n d r el ati v el y l a r g e. N e v e rt h el e s s, e v e n if t h e v al u e s i n t a b. 1 1 .5 a r e

u s e d t o d et e r mi n e t h e j oi nt e r r o r of q u a ntiti e s li k e (b A − b P )/ Z o r

b m − ( b A − b P ) w hi c h a r e c o m m o n i n a p pli c ati o n s, w e s e e t h at t h e

eff e ct of t h e c o r r el ati o n s i s w a y b el o w t h e eff e ct of t h e i n fl ati o n of t h e

st ati sti c al e r r o r s b y a f a ct o r of t w o i n t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a.

B a s e d o n t h e s e o b s e r v ati o n s, w e a r g u e t h at if o n e li k e s t o u s e

t h e e r r o r s o n t h e R X , a s t h e y a r e gi v e n b y t h e c o v a ri a n c e m at ri c e s i n

e q s. ( 1 1 .7 , 1 1 .9 ), it i s s af e t o n e gl e ct c o r r el ati o n s. Si n c e ot h e r p a r a m et e r s

a s c A a n d Z A h a v e b e e n d et e r mi n e d o n t h e s a m e e n s e m bl e s a n d t h e

c o r r el ati o n wit h t h e s e o b s e r v a bl e s i s u n k n o w n, t hi s mi g ht b e t h e m o st

c o n si st e nt w a y.

1 1 .3 a m b i g u i t y c h e c k s

A s di s c u s s e d a b o v e, t h e c o m p a ri s o n of o u r r e s ult s wit h v al u e s d e-

t e r mi n e d i n ot h e r st u di e s i s r e a s s u ri n g. N e v e rt h el e s s, w e li k e t o

i n v e sti g at e t h e a m bi g uiti e s t h at m a nif e st t h e m s el v e s i n o u r a p p r o a c h

if t h e li n e of c o n st a nt i s c h o s e n diff e r e ntl y. B a s e d o n e q s. (1 0 .2 – 1 0 .4 )

w e e x p e ct t h e s e a m bi g uiti e s t o s c al e t o z e r o li n e a r i n a f o r R A P a n d R m

a n d li n e a r i n a 2 f o r R Z .

A s e x pl ai n e d b ef o r e, w e c o n si d e r all c h oi c e s t h at w e h a v e m a d e t o

fi x t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s a s p a rt of t h e d e fi niti o n of t h e R X o n

t h e l atti c e. We will i n s p e ct t h e i m p a ct of t h r e e s u c h c h oi c e s i n t hi s
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Fi g u r e 1 1 .9 : O (a ) a m bi g uiti e s of R A P a n d R m d u e t o diff e r e nt d e fi niti o n s of

t h e l atti c e d e ri v ati v e (i m p r o v e d v s. st a n d a r d). R e p r o d u c e d f r o m

[7 4 ].

s e cti o n. T o t a k e t h e c o r r el ati o n s b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n b a s e d o n

t w o diff e r e nt L C P i nt o a c c o u nt p r o p e rl y, t h e diff e r e n c e s h a v e b e e n

d et e r mi n e d wit hi n t h e Γ - m et h o d.

We st a rt wit h t h e d e fi niti o n of t h e di s c r eti z e d d e ri v ati v e s t h at e nt e r

t h e P C A C m a s s e s. Si n c e t h e d et e r mi n ati o n of c u r r e nt q u a r k m a s s e s i s

t h e c o r e of o u r a n al y si s, it i s i m p o rt a nt t o c h e c k t h e i n fl u e n c e of t h e

r at h e r u n c o m m o n c h oi c e t o u s e t h e i m p r o v e d d e ri v ati v e s. We d e fi n e

t h e diff e r e n c e b et w e e n t h e e sti m at o r s t h at h a v e b e e n d et e r mi n e d wit h

i m p r o v e d d e ri v ati v e s ( a s t h e y e nt e r o u r fi n al r e s ult s) a n d t h e o n e s

d et e r mi n e d wit h t h e st a n d a r d c h oi c e b y

∆ d R X ≡ R X |i m p − R X |st d . (1 1 .1 2 )

We s h o w t h e s c ali n g of t hi s diff e r e n c e t o w a r d s z e r o f o r R A P a n d R m i n

fi g u r e 1 1 .9 . F o r R m , t h e a m bi g uiti e s a r e r at h e r s m all. T h e v al u e at t h e

c o a r s e st l atti c e s p a ci n g mi g ht b e i n fl u e n c e d b y a st ati sti c al fl u ct u ati o n.

Si n c e t h e l atti c e s p a ci n g i s r at h e r l a r g e f o r t hi s d at a p oi nt, w e al s o

mi g ht s e e hi g h e r o r d e r s i n t h e c ut- off eff e ct s.

F o r R A P , t h e diff e r e n c e s ni c el y s c al e, b ut t h ei r a b s ol ut e v al u e s a r e

l a r g e, c o m p a r e d t o t h e si z e of t h e e sti m at o r. Eff e ct s of si mil a r si z e

h a v e fi r st b e e n o b s e r v e d i n t h e q u e n c h e d st u di e s [ 2 2 3 , 2 2 7 ] a n d i n T he v al ues fr o m

st a n d ar d deri v ati ves

are als o c o nsiste nt

wit h t he c ur ve fr o m

[7 1 ].

t h e t w o- fl a v o r st u d y [2 2 9 ]. T h e e sti m at o r R A P s e e m s t o b e e s p e ci all y

s e n siti v e t o t h e c h oi c e of t h e d e ri v ati v e. Si n c e all diff e r e n c e s s c al e t o

z e r o a n d o u r r e s ult s m at c h t h o s e of [ 7 1 ], w e d o n ot s e e a r e a s o n t o b e

c o n c e r n e d.

F o r t h e n e xt c h e c k w e t u r n t o t h e c h oi c e of t h e d e g r e e i n t h e p ol y-

n o mi al fit s. We d e ci d e d t o u s e a fit of d e g r e e t h r e e t o a c hi e v e a g o o d
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].

Fi g u r e 1 1 .1 1 : O (a ) a m bi g uiti e s f o r R A P a n d R Z b et w e e n diff e r e nt v al e n c e

li n e s of c o n st a nt p h y si c s. Bl a c k c r o s s e s s h o w t h e diff e r e n c e s

b et w e e n L ∆ 2 2 = 0 .2 5 a n d L ∆ 2 2 = 0 , w hil e r e d c r o s s e s d o s o

b et w e e n L ∆ 2 2 = 1 a n d L ∆ 2 2 = 0 . T h e g r a y b o x e s s h o w t h e

diff e r e n c e s b et w e e n L ∆ 2 2 = 0 .2 5 a n d L ∆ 2 2 = 0 s c al e d b y 4

a n d 4 2 r e s p e cti v el y a n d a r e sli g htl y di s pl a c e d h o ri z o nt all y t o

e n h a n c e vi si bilit y. R e p r o d u c e d f r o m [ 7 4 ].
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d e s c ri pti o n of t h e d at a, a s s h o w n i n fi g u r e 1 1 .3 . T h e i n cl u si o n of t e r m s

of o r d e r (a ∆ ) 4 s h o ul d l e a d t o si mil a r r e s ult s, p r o vi d e d t h at t h e p h y si c s

at l o w o r d e r s i s still e xt r a ct e d c o r r e ctl y. I n fi g u r e 1 1 .1 0 w e s h o w t h e

diff e r e n c e

∆ p R X ≡ R
( d e g = 3 )
X − R

( d e g = 4 )
X , (1 1 .1 3 )

f o r R A P a n d R Z . F o r t h e l att e r, t h e diff e r e n c e s s e e m t o s c al e t o z e r o

e v e n f a st e r t h a n t h e e x p e ct e d r at e of (a / L ) 2 . F o r R m , t h e eff e ct s v a ni s h

li n e a rl y. F o r t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g, t h e s e eff e ct s a r e z e r o wit hi n

e r r o r s w hi c h mi g ht b e d u e t o a fl u ct u ati o n o r c ut- off eff e ct s of hi g h e r

o r d e r s.

A s l a st c h e c k, w e i n v e sti g at e t h e a m bi g uiti e s b et w e e n L C P wit h

diff e r e nt v al e n c e q u a r k m a s s e s. Si n c e o u r p ol y n o mi al fit s c o v e r t h e

r a n g e 0 ⩽ L ∆ 2 2 ⩽ 1 w e c o ul d h a v e c h o s e n t o fi x t h e q u a r k m a s s t o a n y

v al u e wit hi n t hi s r a n g e. D et e r mi n ati o n s of t h e R X b a s e d o n diff e r e nt

h e a v y q u a r k m a s s e s a r e e x p e ct e d t o diff e r b y q u a r k m a s s d e p e n d e nt

c ut- off eff e ct s. T o i n v e sti g at e t h e s e eff e ct s, w e l o o k at t h e diff e r e n c e

∆ m R X ≡ R X |L ∆ 2 2 > 0 − R X |L ∆ 2 2 = 0 (1 1 .1 4 )

b et w e e n L C P- 1 a n d L C P- 0 i n fi g u r e 1 1 .1 1 . We al s o a d d t h e c o m p a ri s o n

wit h a li n e of c o n st a nt p h y si c s, w h e r e w e k e e p L ∆ 2 2 = 0 .2 5 t o vi s u ali z e

t h e q u a r k m a s s d e p e n d e n c e of t h e c ut- off eff e ct s.

A s it c a n b e s e e n f o r t h e e x e m pl a r y c h o s e n e sti m at o r s R A P a n d

R Z , t h e a m bi g uiti e s s e e m t o v a ni s h f a st e r t h a n t h e e x p e ct e d r at e s.

A s e x p e ct e d, t h e c ut- off eff e ct s a r e e n h a n c e d f o r l a r g e r q u a r k m a s s

diff e r e n c e s. T o all o w f o r a q u a ntit ati v e c o m p a ri s o n, w e a d d a t hi r d s et

of p oi nt s. T h e g r e y b o x e s s h o w t h e diff e r e n c e s b et w e e n L ∆ 2 2 = 0 .2 5

a n d L C P- 0 m ulti pli e d b y 4 i n t h e c a s e of R A P a n d 4 2 f o r R Z . We

s e e t h at t h e s e a r e n e a rl y e q u al t o t h e diff e r e n c e s b et w e e n L C P- 1 a n d

L C P- 0 . We t h e r ef o r e h a v e n u m e ri c al e vi d e n c e t h at t h e c ut- off eff e ct s

s c al e a s e x p e ct e d f r o m e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ).

All t h r e e L C P c h o s e n i n t hi s c o m p a ri s o n a r e e q u all y v ali d. I n t h e

c a s e of L C P- 0 , q u a r k m a s s d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s a r e a b s e nt d u e

t o t h e d e fi niti o n at t h e u nit a r y, c hi r al p oi nt. T h e i n cl u si o n of m a s s

d e p e n d e nt eff e ct s i n t h e e sti m at o r s a s d o n e i n L C P- 1 mi g ht h el p t o

c a n c el hi g h e r o r d e r eff e ct s i n t h e a p pli c ati o n. T hi s h a s t o b e c h e c k e d

n u m e ri c all y i n s e p a r at e c o m p ut ati o n s.

1 1 .4 e s t i m a t o r s f r o m t i m e s l i c e a v e r a g e s

A s e xt e n si o n t o t hi s c h a pt e r, w e li k e t o t a k e a b ri ef l o o k at t h e d et e r-

mi n ati o n of t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s,

a s it w a s d o n e i n [ 2 2 7 – 2 2 9 ]. I n fi g u r e 1 1 .1 2 w e s h o w t h e e sti m at o r s

d et e r mi n e d f r o m ti m e d e p e n d e nt P C A C m a s s e s m i j (x 0 ), a s d e fi n e d

b y e q s. ( 1 0 .2 – 1 0 .4 ) f o r L ∆ 2 2 ≈ 0 .5 . We s h o w t h e e sti m at o r s b a s e d o n

t h e i m p r o v e d d e ri v ati v e s i n bl a c k a n d b a s e d o n st a n d a r d d e ri v ati v e s
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i n g r a y. T h e c o r r e s p o n di n g P C A C m a s s m 2 2 i s s h o w n i n fi g u r e 1 1 .2 .

Si n c e t h e W a r d i d e ntiti e s a r e v ali d o n e v e r y si n gl e ti m e sli c e, w e e x-

p e ct pl at e a u s f o r t h e e sti m at o r s, a s s o o n a s w e a r e f a r a w a y f r o m t h e

b o u n d a ri e s. T hi s i s a p p r o xi m at el y t h e c a s e f o r all t h r e e e sti m at o r s.

F o r t h e t w o ti m e sli c e s i n t h e mi d dl e of t h e pl at e a u, w e s e e a st r o n g

fl u ct u ati o n a n d f o r R m , w e s e e a n u p w a r d t r e n d. T h e s e fl u ct u ati o n s

a n d d e vi ati o n s c a n b e s m o ot h e d o ut b y a n a v e r a g e i n t h e c e nt r al

r e gi o n.

A s w e h a v e al r e a d y s e e n it i n fi g u r e 1 1 .9 , R A P i s aff e ct e d r at h e r

st r o n g b y t h e c h oi c e of t h e d e ri v ati v e. T hi s i s al s o t h e c a s e f o r t h e

d et e r mi n ati o n b a s e d o n t h e ti m e sli c e a v e r a g e s.

T h e m aj o r i m p r o v e m e nt of o u r n e w st r at e g y, w h e n it i s c o m p a r e d

t o t h e e sti m at o r s f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s, b e c o m e s a p p a r e nt w h e n

w e l o o k at t h e e sti m at o r s t o w a r d s t h e u nit a r y li mit. T hi s i s d o n e i n

fi g u r e 1 1 .1 3 , w h e r e w e s h o w t h e e sti m at o r s f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s,

b a s e d o n s e v e r al c h oi c e s of L ∆ . G oi n g t o s m all e r a n d s m all e r v al u e s of

L ∆ , t h e e r r o r s of t h e d at a p oi nt s g r o w m o r e a n d m o r e u ntil a r eli a bl e

d et e r mi n ati o n of t h e e sti m at o r s b e c o m e s i m p o s si bl e.

T h e r e a s o n f o r t hi s b e h a vi o r c a n b e f o u n d i n t h e d e fi niti o n of t h e

e sti m at o r s f r o m r ati o s of diff e r e n c e s of q u a r k m a s s e s. W h e n t h e s e

diff e r e n c e s b e c o m e s m all, st ati sti c al fl u ct u ati o n s l e a d t o n u m e ri c al

i n st a biliti e s. T h e r ef o r e, t h e u nit a r y li mit c a n n ot b e r e a c h e d wit h t hi s

m et h o d.

T hi s i s n ot t h e c a s e, w h e n t h e e sti m at o r s a r e b a s e d o n t h e c o nti n u o u s

p a r a m et ri z ati o n s. T h e r e d c u r v e s i n fi g. 1 1 .1 3 s h o w t h e c o nti n u o u s

d e s c ri pti o n of t h e e sti m at o r s b a s e d o n e q s. ( 1 0 .1 6 – 1 0 .1 8 ). We c a n s e e

t h at t h e v al u e s f r o m b ot h m et h o d s ni c el y c oi n ci d e at t h e u p p e r e n d

of t h e c o n si d e r e d r a n g e. T o w a r d s t h e u nit a r y p oi nt, t h e e sti m at o r s

f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s b e gi n t o d e vi at e f r o m t h e c o nti n u o u s c u r v e s.

T hi s h a p p e n s, b ef o r e t h e e r r o r s st a rt t o g r o w si g ni fi c a ntl y f a st e r t h a n

f o r t h e c o nti n u o u s c u r v e. T h e r ef o r e, n u m e ri c al i n a c c u r a ci e s mi g ht

i n fl u e n c e t h e e sti m at o r s al r e a d y at n o n- v a ni s hi n g q u a r k m a s s e s.

1 1 .5 c o n c l u s i o n s

We h a v e d et e r mi n e d t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s b A − b P a n d b m

a n d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z = Z m Z P / Z A i n fi nit e v ol u m e si m-

ul ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al i n t h e st r o n gl y c o u pl e d r e gi o n

of t h r e e- fl a v o r Q C D. T o g et h e r wit h t h e r e s ult s f o r t h e i m p r o v e m e nt

a n d r e n o r m ali z ati o n of t h e a xi al c u r r e nt [ 6 5 – 6 7 ] a n d f o r t h e r e n o r m al-

i z ati o n f a ct o r of t h e p s e u d o s c al a r d e n sit y [6 4 ] t h e s e r e s ult s all o w f o r

t h e d et e r mi n ati o n of r e n o r m ali z e d a n d O(a ) i m p r o v e d q u a r k m a s s e s

f r o m t h e l a r g e- v ol u m e C L S si m ul ati o n s wit h 2 + 1 fl a v o r s.

B a s e d o n a si mil a r w o r k i n t h e t h e o r y wit h t w o q u a r k fl a v o r s [ 2 2 9 ],

w e h a v e r e fi n e d t h e st r at e g y of t h e c al c ul ati o n s u c h t h at r e s ult s c o ul d

b e o bt ai n e d i n a f ull y m a s sl e s s s et u p. We c o m pl e m e nt t h o s e wit h
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r e s ult s at fi nit e q u a r k m a s s w hi c h i n cl u d e hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s

a n d m a y l e a d t o a b ett e r s c ali n g of h e a v y q u a r k o b s e r v a bl e s.

O u r r e s ult s h a v e b e e n o bt ai n e d o n a li n e of c o n st a nt p h y si c s s u c h

t h at a s m o ot h d e p e n d e n c e of t h e b a r e c o u pli n g i s p r o vi d e d. We

d et e r mi n e d i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s wit h c a r ef ull y e sti m at e d s y st e m ati c

u n c e rt ai nti e s t o all o w f o r t h e u s e of o u r r e s ult s wit hi n a r a n g e of b a r e

c o u pli n g s g 2
0 . O u r r e s ult s a r e i n li n e wit h t h e fi n di n g s b a s e d o n a

c o o r di n at e- s p a c e r e n o r m ali z ati o n s c h e m e [ 7 1 , 7 2 ] b ut si g ni fi c a ntl y

m o r e p r e ci s e.

O u r r e s ult s f r o m L C P- 0 h a v e b e e n e m pl o y e d i n t h e d et e r mi n ati o n

of t h e li g ht a n d st r a n g e q u a r k m a s s e s i n 2 + 1 fl a v o r l atti c e Q C D [ 7 7 ]

w h e r e m a s s- d e p e n d e nt O (a ) c ut- off eff e ct s h a v e b e e n f o u n d t o b e

s m all. We will a p pl y t h e t h e fi n di n g s of t hi s c h a pt e r i n t h e d et e r mi n a-

ti o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s i n t h e 2 + 1 fl a v o r Q C D i n c h a pt e r 1 4

w h e r e w e f a c e si g ni fi c a nt di s c r eti z ati o n eff e ct s.
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Fi g u r e 1 1 .1 2 : T h e x 0 - d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z t o g et h e r

wit h t h e a s s o ci at e d pl at e a u r e gi o n s f o r t h e e n s e m bl e B 1 k 4 a n d

v al e n c e q u a r k s wit h h o p pi n g p a r a m et e r κ 2 = 0 .1 3 5 9 4 c o r r e-

s p o n di n g t o L ∆ 2 2 ≈ 0 .5 . Bl a c k c r o s s e s a n d r e d pl at e a u s s h o w

t h e d et e r mi n ati o n wit h i m p r o v e d d e ri v ati v e s, g r a y st a r s a n d

bl u e pl at e a u s t h e r e s ult s f r o m st a n d a r d d e ri v ati v e s. D at a p oi nt s

a r e sli g htl y di s pl a c e d h o ri z o nt all y, t o all o w f o r b ett e r vi si bilit y.
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Fi g u r e 1 1 .1 3 : E sti m at o r s R A P , R m a n d R Z pl ott e d a g ai n st 2 L ∆ f o r B1 k 4 . T h e

bl a c k p oi nt s a r e o bt ai n e d f r o m ti m e sli c e a v e r a g e d, a s d e-

s c ri b e d i n t hi s s e cti o n. T h e r e d c u r v e s s h o w t h e c o nti n u o u s

p a r a m et ri z ati o n a c c o r di n g t o e q s. ( 1 0 .1 6 – 1 0 .1 8 ). T h e v al u e at

t h e u nit a r y p oi nt o bt ai n e d f r o m t h e c o nti n u o u s c u r v e i s m a r k e d

b y t h e r e d c r o s s.





1 2
Q U A R K M A S S R E N O R M A L I Z A T I O N F O R T H E

M A T C H I N G O F Q C D A N D H Q E T

We n o w t u r n t o t h e d et e r mi n ati o n of t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s

b A − b P a n d b m a n d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z i n a m o r e w e a kl y

c o u pl e d r e gi m e. F o r o u r m at c hi n g of H Q E T t o Q C D, w e n e e d t o

d et e r mi n e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s i n a r e gi o n a r o u n d t h e b ott o m

q u a r k m a s s.

T h e li n e of c o n st a nt p h y si c s f o r t h e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T

c o n si st s of a li g ht p a rt w hi c h i s fi x e d at t h e ti m e of t h e e n s e m bl e

g e n e r ati o n a n d a h e a v y p a rt. Si n c e all h e a v y q u a r k s a r e t r e at e d a s

p a rti all y q u e n c h e d, w e t u n e t o t h e h e a v y li n e of c o n st a nt p h y si c s aft e r

t h e g e n e r ati o n of g a u g e e n s e m bl e s h a s b e e n fi ni s h e d. F o r t h e d et e r mi-

n ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s w e w a nt t o fi x t h e r e n o r m ali z ati o n

g r o u p i n v a ri a nt h e a v y q u a r k m a s s t o t h e b ott o m q u a r k m a s s,

L M h = L M b . (1 2 .1 )

At t h e s a m e ti m e, w e li k e t o d et e r mi n e t h e e x a ct v al u e of t h e b ot-

t o m q u a r k m a s s f r o m m e a s u r e m e nt s i n t h e eff e cti v e t h e o r y o n t h e

l a r g e- v ol u m e si m ul ati o n s. T h e r ef o r e, w e d o n ot k n o w t h e e x a ct v al u e

of L M b w h e n w e d et e r mi n e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s.

T o all o w u s t o e xt r a ct t h e m at c hi n g p a r a m et e r s s ati sf yi n g t h e L C P

d e fi n e d b y e q. ( 1 2 .1 ) a p o st e ri o ri, w e d et e r mi n e t h e m f o r s e v e r al

c h oi c e s of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s w hi c h a r e c h o s e n s u c h t h at t h e y

e n cl o s e t h e p h y si c al b q u a r k m a s s. T h e m at c hi n g p a r a m et e r s at t h e

p h y si c al b q u a r k m a s s c a n t h e n b e e xt r a ct e d vi a a n i nt e r p ol ati o n i n

z ≡ L M h .

We d e fi n e t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s w hi c h w e r e q ui r e t o r e-

m ai n c o n st a nt al o n g t h e L C P, vi a t h e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s, i. e., vi a

e q. ( 4 .1 7 ). T h e r ef o r e, w e n e e d t o d et e r mi n e all r e n o r m ali z ati o n f a ct o r s

a n d i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s t h at e nt e r t h e c o m p ut ati o n of r e n o r-

m ali z e d q u a r k m a s s e s f r o m t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s. F r o m

e q. ( 4 .1 7 ) w e c a n t h e n e xt r a ct t h e h e a v y q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s κ h

w hi c h w e u s e t o d et e r mi n e t h e m at c hi n g p a r a m et e r s i n t h e f ull t h e o r y.

Si n c e w e a r e w ell o ut si d e t h e r a n g e of c o u pli n g s c o n si d e r e d i n

c h a pt e r 1 1 , w e d o n ot b eli e v e t h e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s of t hi s s e cti o n

t o h ol d h e r e. Al s o, si n c e w e a r e i n a w e a kl y c o u pl e d r e gi o n, w e

c a n e x p e ct f a r m o r e p r e ci s e r e s ult s f r o m a d e di c at e d d et e r mi n ati o n

i n t h e c o u pli n g r e gi o n of t h e m at c hi n g. T h e s a m e h ol d s f o r t h e

r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A , w h e r e i nt e r p ol ati o n f o r m ul a s f o r t h e C L S

c o u pli n g r e gi o n a r e a v ail a bl e f r o m [ 6 5 , 6 6 ]. T h e r ef o r e, w e will p e rf o r m

a d et e r mi n ati o n of Z A al o n g t h e li n e s of [ 6 5 ]. T h e r e n o r m ali z ati o n

1 7 1
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c o n st a nt of t h e p s e u d o s c al a r d e n sit y Z P i s s c al e d e p e n d e nt. H e n c e,

w e c a n n ot u s e t a b ul at e d r e s ult s a n d w e d et e r mi n e Z P o n o u r li n e of

c o n st a nt p h y si c s al o n g t h e li n e s of [ 6 4 , 2 1 8 ].

Si n c e o u r eff o rt s t o g e n e r at e t h e m at c hi n g e n s e m bl e s o n a li n e of

c o n st a nt p h y si c s a r e d e s c ri b e d i n f ull d et ail i n c h a pt e r 8 , w e j u st

gi v e a s h o rt o v e r vi e w of t h e e n s e m bl e s t h at h a v e b e e n e m pl o y e d f o r

o u r c al c ul ati o n s. We p e rf o r m t h e m e a s u r e m e nt s o n t h e e n s e m bl e s

g e n e r at e d t o m at c h t h e L C P c o n diti o n i n e q. ( 8 .1 ) i n t h e v ol u m e

L 0 = 0 .2 5 f m. I n t hi s w a y, w e k e e p t h e c o st m o d e r at e a n d at t h e s a m e

ti m e a v oi d c o r r el ati o n s wit h t h e m at c hi n g p a r a m et e r s w hi c h will b e

d et e r mi n e d i n 2 L 0 .

I n t h e t w o- fl a v o r p r oj e ct [2 2 9 ], d e di c at e d e n s e m bl e s wit h T / L = 3 / 2

h a v e b e e n g e n e r at e d t o d et e r mi n e t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s. We

d e ci d e d t o u s e t h e e xi sti n g e n s e m bl e s wit h T = L w hi c h h a v e b e e n

g e n e r at e d f o r t h e t u ni n g t o w a r d s t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s. F o r

t h e s m all e st l atti c e s, w e t h e r ef o r e h a v e t o c h e c k w h et h e r w e a r e a bl e

t o s uf fi ci e ntl y a v oi d b o u n d a r y eff e ct s w hi c h will b e p r e s e nt o n a

si g ni fi c a nt p a rt of t h e b ul k ti m e sli c e s.

T a bl e 1 2 .1 : E n s e m bl e s u s e d i n t hi s c h a pt e r. All e n s e m bl e s f e at u r e T = L . N r

i s t h e n u m b e r of r e pli c a r u n s, w hil e N cf g gi v e s t h e t ot al n u m b e r of

c o n fi g u r ati o n s, s e p a r at e d b y τ m s M D u nit s, f o r w hi c h t h e c o u pli n g

a n d S c h r ö di n g e r f u n cti o n al c o r r el ati o n f u n cti o n s a r e e v al u at e d t o

c o m p ut e t h e s e a P C A C q u a r k m a s s a m 1 . T h e t r aj e ct o r y l e n gt h

i s τ = 2 M D U. All c o n fi g u r ati o n s a r e i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g

t o p ol o gi c al c h a r g e.

L 0 / a β κ  N r
τ m s

M D
N cf g ḡ 2

G F L 0 m 1

1 2 4 .3 0 3 0 0 .1 3 5 9 9 4 7 7 8 9 6 6 9 3 .9 4 6 1 (4 1 ) −0 .0 0 0 3 2 (3 6 )

1 6 4 .4 6 6 2 0 .1 3 5 5 9 8 5 7 1 0 5 8 8 7 3 .9 4 7 5 (6 1 ) +0 .0 0 0 4 3 (3 4 )

2 0 4 .6 0 1 7 0 .1 3 5 2 8 4 8 1 8 1 0 8 4 7 8 3 .9 4 9 3 (6 3 ) +0 .0 0 1 0 0 (2 1 )

2 4 4 .7 1 6 5 0 .1 3 5 0 1 8 1 3 1 6 7 3 0 3 3 .9 4 9 2 (6 4 ) +0 .0 0 0 1 2 (1 7 )

3 2 4 .9 0 0 0 0 .1 3 4 5 9 9 1 3 2 0 5 0 1 4 3 .9 4 9 (1 1 )  + 0 .0 0 5 4 3 (3 4 )

We li st t h e e n s e m bl e s t h at a r e u s e d f o r t hi s st u d y i n t a bl e 1 2 .1 . T h e

fi v e e n s e m bl e s a r e si m ul at e d o n a li n e of c o n st a nt p h y si c s t h at i s

d e fi n e d b y

ḡ 2
G F = 3 .9 4 9 , m 1 = 0 , (1 2 .2 )

w hi c h t r a n sl at e s i nt o a p h y si c al e xt e nt of L 0 ≈ 0 .2 5 f m. Si n c e w e t u n e d

t h e s e a q u a r k m a s s e s t o v al u e s L 0 m 1 ≲ 0 .0 0 5 , w e d o n ot p e rf o r m a

c hi r al e xt r a p ol ati o n b ut a s s u m e t o b e at t h e c hi r al p oi nt.

Si n c e t h e l atti c e s p a ci n g i s i n a r a n g e 0 .0 0 7 8 f m < a < 0 .0 2 1 f m, a n d

w e a r e i n fi nit e v ol u m e wit h a v e r y s m all p h y si c al l atti c e e xt e nt, t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e i s f r o z e n a n d all c o n fi g u r ati o n s a r e i n t h e s e ct o r of
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v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. T h e r ef o r e, w e a r e a bl e t o u s e t h e f ull

st ati sti c s wit h t h e i m pli cit p r oj e cti o n o n t h e s e ct o r of Q = 0 .

1 2 .1 p c a c m a s s e s

Si n c e w e a r e i nt e r e st e d i n t h e r e n o r m ali z ati o n of h e a v y q u a r k s, w e

d o n ot f o c u s o n r e s ult s at t h e u nit a r y p oi nt b ut c o v e r a r a n g e of

h e a v y v al e n c e q u a r k m a s s e s u p t o t h e b ott o m q u a r k m a s s. T h u s, w e We e x pl ai n s h ortl y,

h o w t o deter mi ne

a m b o n t his L C P.
p e rf o r m m e a s u r e m e nt s i n t h e r a n g e 0 ≲ L m q, 2 ≲ 5 . Si n c e w e will

u s e t h e p a r a m et ri z ati o n of q u a r k m a s s e s, e q s. ( 1 0 .1 3 – 1 0 .1 4 ), f o r t h e

d et e r mi n ati o n of b A − b P , b m a n d Z w e d o n ot h a v e t o d et e r mi n e

e x pli cit v al u e s m 3 3 . I n st e a d, w e p e rf o r m m e a s u r e m e nt s t o d et e r mi n e

m 1 2 a n d m 2 2 f o r el e v e n diff e r e nt h o p pi n g p a r a m et e r s κ 2 s u c h t h at

L (m q, 2 − m q, 1 ) ∈ {0 , 0 .5 , 1 .0 , 1 .5 , 2 .0 , 2 .5 , 3 .0 , 3 .5 , 4 .0 , 4 .5 , 5 .0 } ,

(1 2 .3 )

w h e r e m q, 1 i s t h e s e a q u a r k m a s s. We o bt ai n t e n v al u e s of m 2 2 a n d To a ver y g o o d

a p pr o xi m ati o n

κ 1 ≈ κ c r .
m 1 2 t o g et h e r wit h t h e P C A C m a s s at t h e u nit a r y p oi nt a m 1 1 .

Si n c e w e c h a n g e d t h e g e o m et r y, c o m p a r e d t o t h e d et e r mi n ati o n i n

[7 4 ], w e h a v e t o d e ci d e f o r a pl at e a u r a n g e w hi c h i s u s e d t o a v e r a g e t h e

c u r r e nt q u a r k m a s s e s. Aft e r a n e xt e n si v e st u d y of t h e ti m e d e p e n d e n c e

of t h e q u a r k m a s s e s f o r v a ri o u s h o p pi n g p a r a m et e r s, w e d e ci d e t o

d e fi n e t h e pl at e a u r e gi o n b y t h e c e nt r al q u a rt e r of t h e l atti c e, i. e.,

x 0 ∈
[

3
8 L , 5

8 L
]
. It c a n b e s e e n f o r t h e t w o e x e m pl a r y c h oi c e s i n fi g u r e

1 2 .1 t h at d o mi n a nt b o u n d a r y eff e ct s o nl y f o r m o ut si d e t hi s pl at e a u

r e gi o n. A s i n t h e f o r m e r st u d y, w e c h o o s e i m p r o v e d di s c r eti z e d

d e ri v ati v e s f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e P C A C m a s s e s. If m ore d at a p oi nts

at s m all q u ar k

m asses are i n cl u de d,

t he q u alit y of t he

p ar a metri z ati o n at

l ar ge q u ar k m asses

deteri or ates.

T h e s e m a s s e s a r e u s e d t o d et e r mi n e t h e p a r a m et e r s of t h e e x p a n-

si o n s i n e q s. ( 1 0 .1 3 – 1 0 .1 4 ) vi a a si m ult a n e o u s fit. Si n c e w e d o n ot

ti g htl y c o n st r ai n t h e r e gi o n cl o s e t o t h e u nit a r y p oi nt b y t h e m e a s u r e d

p a rti all y- q u e n c h e d q u a r k m a s s e s, w e d e ci d e t o fi x t h e l e a di n g t e r m of

t h e p a r a m et ri z ati o n s t o t h e m e a s u r e d v al u e of a m 1 1 .

T h e s m all st ati sti c al e r r o r s o n t h e q u a r k m a s s e s t o g et h e r wit h t h e

l a r g e fit r a n g e l e a d s t o a n i n s uf fi ci e nt q u alit y of t h e p a r a m et ri z ati o n,

w h e n t h e s e ri e s i s t r u n c at e d aft e r o r d e r (a ∆ ) 3 . T h e i n cl u si o n of

t e r m s of o r d e r (a ∆ ) 4 l e a d s t o a si g ni fi c a nt i m p r o v e m e nt wit h s m all

d e vi ati o n s b et w e e n d at a p oi nt s a n d i nt e r p ol ati n g c u r v e. We d e ci d e t o

i n cl u d e t e r m s of O(( a ∆ ) 5 ) a n d o bt ai n a n e x c ell e nt d e s c ri pti o n of t h e

d at a. W h e n w e i n cl u d e t e r m s m ulti pl yi n g (a ∆ ) 6 , t h e p a r a m et e r N 6

a n d D 6 c a n n ot b e d et e r mi n e d s af el y a n y m o r e, b ut t h e q u alit y of t h e

d e s c ri pti o n of t h e d at a r e m ai n s t h e s a m e.

We s h o w t h e diff e r e n c e s ∆ fm i j b et w e e n t h e m e a s u r e d P C A C m a s s e s

m 2 2 a n d t h e i nt e r p ol ati n g c u r v e s b a s e d o n diff e r e nt d e g r e e s of t h e

p ol y n o mi al s o n t h e e n s e m bl e wit h L 0 / a = 1 2 , w h e r e t h e c ut- off eff e ct s

a r e m o st p r o mi n e nt, i n fi g. 1 2 .2 . B y c o n st r u cti o n, t h e c u r v e s c oi n ci d e

wit h t h e d at a p oi nt at v a ni s hi n g q u a r k m a s s.
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Fi g u r e 1 2 .2 : Diff e r e n c e s ∆ fm i j = a m i j (κ 2 ) − a m i j (∆ ) b et w e e n t h e m e a s u r e d

P C A C m a s s e s m 2 2 a n d t h e fitt e d c u r v e s t o g et h e r wit h t h e st ati s-

ti c al u n c e rt ai nti e s of t h e d at a p oi nt s a n d t h e u n c e rt ai nt y b a n d of

t h e c u r v e s f o r p ol y n o mi al i nt e r p ol ati o n s of d e g r e e s t h r e e t o si x

o n t h e e n s e m bl e wit h L 0 / a = 1 2 .

T h e c o r r e ct n e s s of t h e fit s c a n b e c h e c k e d b y a c o m p a ri s o n of t h e

e sti m at o r s b a s e d o n t h e fit c o ef fi ci e nt s N i a n d D i wit h t h e e sti m at o r s

o bt ai n e d b y ti m e sli c e a v e r a g e s a s d o n e i n s e cti o n 1 1 .4 . B a s e d o n o u r

c h oi c e of h e a v y q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s, w e a r e a bl e t o d et e r mi n e

t h e e sti m at o r s f r o m ti m e sli c e a v e r a g e s f o r fi v e diff e r e nt h e a v y q u a r k

m a s s e s wit h L m 3 3 ∈ {0 .5 , 1 .0 , 1 .5 , 2 .0 , 2 .5 }. T h e d et e r mi n ati o n s of t h e

e sti m at o r s b a s e d o n b ot h m et h o d s c oi n ci d e f o r t h e c h o s e n d e g r e e of

t h e fit.

1 2 .2 e s t i m a t o r s

H a vi n g fi x e d all p a r a m et e r s of t h e m a s s p a r a m et ri z ati o n s, w e a r e

a bl e t o d et e r mi n e t h e e sti m at o r s R X at a n y v al u e i n t h e c o n si d e r e d

r a n g e of P C A C m a s s e s. Si n c e w e di d n ot c o v e r t h e r e gi o n cl o s e t o t h e

u nit a r y p oi nt d e n s el y a n d w e p e rf o r m t hi s a n al y si s t o r e n o r m ali z e

h e a v y q u a r k m a s s e s, w e d o n ot d et e r mi n e t h e R X at t h e u nit a r y p oi nt.

I n st e a d, w e c h o o s e a diff e r e nt p at h a n d e v al u at e t h e e sti m at o r s at

h e a v y q u a r k m a s s e s. T hi s i s m oti v at e d b y a st u d y i n [ 2 2 9 ], w h e r e

it w a s f o u n d t h at e sti m at o r s d e fi n e d at l a r g e r q u a r k m a s s e s l e d t o

a n i m p r o v e d s c ali n g b e h a vi o r of eff e cti v e e n e r gi e s d e fi n e d at h e a v y

q u a r k m a s s e s. T h e i n cl u si o n of m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s i nt o

t h e d e fi niti o n of t h e r e n o r m ali z ati o n p r o c e d u r e t h e r ef o r e i m p r o v e d

t h e p r e ci si o n of t h e c o nti n u u m li mit. Si n c e w e w a nt t o o pti mi z e t h e

s c ali n g of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s a r o u n d t h e b ott o m q u a r k m a s s,
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w e c o n si d e r t h e e sti m at o r s at h e a v y q u a r k m a s s e s. I n t h e f oll o wi n g

w e will c o n si d e r diff e r e nt c h oi c e s of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s f o r

t h e v al e n c e q u a r k s.

Si n c e w e b eli e v e t o b e a bl e t o a c hi e v e a si g ni fi c a ntl y b ett e r p r e ci si o n

t h a n i n t h e m o r e st r o n gl y c o u pl e d r e gi o n a n d w e a r e a bl e t o d et e r mi n e

t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s Z A a n d Z P i n t h e s a m e a n al y si s a s t h e

e sti m at o r s R X , w e d e ci d e t o fi x t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s of t h e

v al e n c e q u a r k r at h e r t h a n t h e b a r e o n e i n t h e d e fi niti o n of t h e li n e s

of c o n st a nt p h y si c s f o r t h e e xt r a cti o n of t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s.

O u r L C P c o n diti o n i s

L C P : L = c o n st , L m 1 1 = 0 ,
Z A

Z P
L ∆ 2 2 = c o n st , ( 1 2 .4 )

a n d w e a r e a bl e t o t a k e all c o r r el ati o n s i n t h e c o m bi n ati o n Z A
Z P

L ∆ 2 2

i nt o a c c o u nt. T h e fi n al v al u e of Z A
Z P

L ∆ 2 2 i s n ot d e fi n e d a p ri o ri a n d

i n t h e f oll o wi n g w e will c a r ef ull y i n v e sti g at e t h e m a s s d e p e n d e n c e of

t h e e sti m at o r s. We p o st p o n e t h e d e s c ri pti o n of t h e d et e r mi n ati o n of

Z A a n d Z P t o s e cti o n 1 2 .4 . A n o v e r vi e w of t h e r e s ult s i s gi v e n i n t a bl e

1 2 .2 .

I n fi g u r e 1 2 .3 w e s h o w t h e c o nti n u o u s d e s c ri pti o n of t h e t h r e e

e sti m at o r s i n t h e c o n si d e r e d r a n g e of h e a v y q u a r k m a s s e s. Si n c e w e

c h o s e t h e s a m e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s f o r all fi v e e n s e m bl e s,

t h e r a n g e of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s diff e r s b et w e e n t h e c u r v e s.

It c a n b e s e e n t h at t h e d e vi ati o n s f r o m t h e l e a di n g li n e a r r e s p e cti v el y

q u a d r ati c b e h a vi o r of t h e c u r v e s g r o w wit h t h e l atti c e s p a ci n g. T hi s i s

b a s e d o n m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s of hi g h e r o r d e r.

F r o m t h e s m o ot h d e s c ri pti o n s of t h e e sti m at o r s R X , w e a r e a bl e

t o fi x t h e h e a v y q u a r k m a s s i n t h e L C P t o a n y v al u e i n t h e gi v e n

r a n g e a n d a p ri o ri, w e d o n ot k n o w w hi c h v al u e s u p p r e s s e s b e st t h e

c ut- off eff e ct s i n t h e m at c hi n g o b s e r v a bl e s. A n e v al u ati o n cl o s e t o t h e

p h y si c al b ott o m q u a r k m a s s mi g ht b e m o st b e n e fi ci al. I n s e cti o n 7 .3 .3 ,

w e d et e r mi n e d z b = L 1 M b ≈ 1 7 .4 a n d w e c a n c o n v e rt t hi s t oF or t he c h ar m q u ar k

m ass, we deter mi ne
Z A
Z P

L 0 ∆ 2 2 ≈ 1 .3 . Z A

Z P
L 0 ∆ 2 2 =

L 0

L 1

z b

h (L 0 )
+ O (a ) ≈ 5 .9 (1 2 .5 )

i n t h e v ol u m e L 0 , u si n g t h e r u n ni n g f a ct o r h (L 0 ) = 1 .4 7 4 4 (8 7 ) d et e r-

mi n e d i n e q. ( 8 .4 4 ).

T h e b e st c h oi c e f o r t h e L C P, i n t h e s e n s e t h at m o st m a s s- d e p e n d e nt

c ut- off eff e ct s of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s a r e s u bt r a ct e d, c a n n ot

b e d et e r mi n e d wit h o ut p e rf o r mi n g a n a ct u al t e st. I n t h e t w o- fl a v o r

p r oj e ct [ 2 2 9 ], a s c ali n g t e st u si n g eff e cti v e h e a v y-li g ht e n e r gi e s h a s

b e e n d o n e. B ef o r e w e d e ci d e f o r t h e b e st c a n di d at e s, w e i n v e sti g at e

t h e c o u pli n g d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s i n a r a n g e of h e a v y q u a r k

m a s s e s.

I n fi g u r e 1 2 .4 w e s h o w t h e c o u pli n g d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s

R A P , R m a n d R Z d et e r mi n e d f o r diff e r e nt c h oi c e s of t h e r e n o r m ali z e d

h e a v y q u a r k m a s s. We d e ci d e t o c o v e r a r a n g e f r o m sli g htl y a b o v e t h e
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Fi g u r e 1 2 .3 : M a s s d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r all fi v e

e n s e m bl e s al o n g t h e L C P.
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Fi g u r e 1 2 .4 : C o u pli n g d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r

diff e r e nt h e a v y q u a r k L C P t o g et h e r wit h t h e o n e-l o o p r e s ult

f r o m p e rt u r b ati o n t h e o r y [2 3 3 , 2 3 4 ].



1 2 .3 a m b i g u i t i e s 1 7 9

c h a r m q u a r k m a s s u p t o t h e b ott o m q u a r k m a s s. F o r c o m p a ri s o n, w e

al s o s h o w t h e o n e-l o o p r e s ult f r o m p e rt u r b ati o n t h e o r y [ 2 3 3 , 2 3 4 ]. O ne set of

p ar a meters i n

fi g. 1 2 .4 c orres p o n ds

t o all p oi nts o n a

verti c al li ne i n

fi g. 1 2 .3 .

C o m p a r e d t o t h e r e s ult s i n t h e c o u pli n g r e gi o n of t h e C L S si m ul a-

ti o n s, fi g. 1 1 .6 , w e a r e a bl e t o a c hi e v e a r e m a r k a bl e st ati sti c al p r e ci si o n.

Alt h o u g h w e h a v e n o r e a s o n t o b eli e v e p e rt u r b ati o n t h e o r y t o h ol d

i n t hi s r e gi m e, o u r r e s ult s f all i n t h e s a m e r e gi o n a s t h e c u r v e s d e-

t e r mi n e d f r o m p e rt u r b ati o n t h e o r y. We a r e a bl e t o a c hi e v e a s m o ot h

b e h a vi o r of t h e e sti m at o r s t o w a r d s s m all e r c o u pli n g s f o r m o st of t h e

diff e r e nt s et s of e sti m at o r s.

H o w e v e r, t h e d et e r mi n ati o n of R Z at c o a r s e l atti c e s p a ci n g s a n d

l a r g e q u a r k m a s s e s r ai s e s o u r att e nti o n. I n t h e l o w e r pl ot of fi g. 1 2 .4 ,

w e c a n s e e t h at t h e d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r s e v al u at e d at Z A
Z P

L 0 ∆ 2 2 =

6 i s n ot a s s m o ot h a s t h e ot h e r s. T hi s i s c o n n e ct e d t o t h e f u n cti o n al

f o r m of R Z i n d e p e n d e n c e of t h e v al e n c e q u a r k m a s s f o r t h e c o a r s e st

l atti c e s p a ci n g. I n fi g. 1 2 .3 w e s e e a b e n di n g of t h e c u r v e f o r L / a = 1 2

at l a r g e q u a r k m a s s e s. We s u s p e ct t h at hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s

b e c o m e vi si bl e f o r a m q, 2 > 0 .3 w hi c h c o r r e s p o n d s t o Z A
Z P

L 0 ∆ 2 2 ≈ 5

f o r L 0 / a = 1 2 .

Si n c e t hi s i s t h e r e gi o n w h e r e w e li k e t o d et e r mi n e t h e m at c hi n g

p a r a m et e r s, it i s p o s si bl e t h at t h e i n cl u si o n of hi g h e r o r d e r eff e ct s

i nt o t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s i s b e n e fi ci al. At t h e s a m e ti m e w e

c a n e x p e ct t h at t h e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s of t h e m at c hi n g

p a r a m et e r s b e c o m e si z a bl e at t hi s c o a r s e l atti c e s p a ci n g a n d w e mi g ht

h a v e t o e x cl u d e it f r o m t h e c o nti n u u m li mit. F r o m t hi s p e r s p e cti v e, it

i s r e a s s u ri n g t h at t h e s e hi g h e r o r d e r eff e ct s d o n ot m a nif e st t h e m s el v e s

f o r L 0 / a = 1 6 , w h e r e t h e u p p e r e n d of t h e i nt e r p ol ati o n r a n g e i s at

a m q, 2 ≈ 0 .3 .

1 2 .3 a m b i g u i t i e s

A n y r e d e fi niti o n of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s i s e x p e ct e d t o r e s ult i n

a m bi g uiti e s of o r d e r O (a n ) w hi c h v a ni s h i n t h e c o nti n u u m li mit. We

i n v e sti g at e t h e si z e of t h e s e a m bi g uiti e s a n d t h ei r b e h a vi o r t o w a r d s

t h e c o nti n u u m li mit t o c h e c k t h e c h oi c e s t h at w e h a v e m a d e i n t h e

d e fi niti o n of t h e L C P. Hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s, a s t h e y a p p e a r i n

R Z at l a r g e q u a r k m a s s e s, m a nif e st t h e m s el v e s b y a d e vi ati o n f r o m

t h e l e a di n g o r d e r b e h a vi o r t o w a r d s l a r g e r v al u e s of a .

We will st a rt b y t h e i n v e sti g ati o n of a m bi g uiti e s b a s e d o n c h oi c e s

t h at h a v e b e e n m a d e at t h e st a g e of t h e a n al y si s, a s w e h a v e d o n e it i n

c h a pt e r 1 1 . We b e gi n wit h t h e i n v e sti g ati o n of t h e i m p a ct of t h e c h oi c e

of d e ri v ati v e s o n t h e fi n al r e s ult s. F o r R A P si g ni fi c a nt a m bi g uiti e s h a v e

b e e n o b s e r v e d w h e n s wit c hi n g f r o m i m p r o v e d t o st a n d a r d d e ri v ati v e s

i n t h e q u e n c h e d a n d t w o- fl a v o r st u di e s [2 2 3 , 2 2 7 , 2 2 9 ] a n d al s o i n t h e

c o u pli n g r e gi o n of t h e C L S e n s e m bl e s [ 7 4 ]. T h e s a m e o b s e r v ati o n c a n
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Fi g u r e 1 2 .5 : O (a ) a m bi g uiti e s of R A P a n d R Z d u e t o diff e r e nt d e fi niti o n s of

t h e l atti c e d e ri v ati v e (i m p r o v e d v s. st a n d a r d).

b e m a d e i n t h e c o u pli n g r e gi o n u n d e r i n v e sti g ati o n. We s h o w t h e

diff e r e n c e s

∆ d R X ≡ R X |i m p − R X |st d . (1 2 .6 )

i n fi g u r e 1 2 .5 . T h e diff e r e n c e s f o r R A P a r e e s p e ci all y l a r g e c o n si d e ri n g

t h at t h e a b s ol ut e v al u e s of t h e c o ef fi ci e nt a r e al m o st v a ni s hi n g. T o

g et a m o r e c o m pl et e pi ct u r e, w e s h o w t h e d e p e n d e n c e of R A P d et e r-

mi n e d wit h st a n d a r d d e ri v ati v e s i n fi g u r e 1 2 .6 . It c a n b e s e e n t h at t h e

f u n cti o n al f o r m diff e r s si g ni fi c a ntl y f r o m t h e c u r v e s i n fi g. 1 2 .3 .

D e s pit e t h e s e diff e r e n c e s of t h e f u n cti o n al f o r m s, w e o b s e r v e a li n e a r

s c ali n g t o z e r o i n fi g. 1 2 .5 , a s w e w o ul d e x p e ct it f r o m a m bi g uiti e s.

Si n c e t h e d et e r mi n ati o n of R A P i s o nl y a b y p r o d u ct of o u r p r oj e ct, w e

n o w t u r n t o R Z a n d R m . B ot h a r e l e s s aff e ct e d b y t h e c h oi c e of t h e

d e ri v ati v e s. We s h o w t h e a m bi g uiti e s i n t h e d et e r mi n ati o n of R Z f o r

t h r e e c h oi c e s of fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s i n t h e ri g ht p a n el of

fi g. 1 2 .5 . It c a n b e s e e n t h at t h e si z e of t h e c ut- off eff e ct i n c r e a s e s wit h

t h e h e a v y q u a r k m a s s. All eff e ct s s c al e t o z e r o li n e a r i n (a / L ) 2 , a s w e

e x p e ct it f o r t hi s o b s e r v a bl e f r o m e q. ( 1 0 .4 ).

T h e i n v e sti g ati o n of t h e c h oi c e of t h e d e g r e e of t h e p ol y n o mi al fit s

i n t h e q u a r k m a s s p a r a m et ri z ati o n i s d o n e g oi n g f r o m d e g r e e fi v e, t h e

fi r st o n e d e s c ri bi n g t h e d at a t o t h e r e q ui r e d p r e ci si o n, t o d e g r e e si x.

T h e c o r r el at e d diff e r e n c e b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n s of t h e e sti m at o r s

R X v a ni s h e s t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit. Si n c e t h e a b s ol ut e si z e of

t h e d e vi ati o n i s si g ni fi c a ntl y s m all e r t h a n t h e si z e of t h e st ati sti c al 1 σ

e r r o r s of t h e e sti m at o r s, w e d o n ot i n v e sti g at e t hi s a m bi g uit y f u rt h e r.

We h a v e al r e a d y g ai n e d a n i n si g ht i nt o t h e m a s s d e p e n d e n c e of t h e

e sti m at o r s f r o m fi g. 1 2 .3 a n d it h a s b e c o m e a p p a r e nt t h at t h e sl o p e of

t h e t h e f u n cti o n al f o r m d e c r e a s e s w h e n g oi n g t o fi n e r l atti c e s p a ci n g s.
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Fi g u r e 1 2 .6 : M a s s d e p e n d e n c e of t h e e sti m at o r R A P d et e r mi n e d f r o m st a n-
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a / L
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∆
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R
m
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Z A / Z P L ∆ 2 2 : 5. 0 v s. 3. 0

Z A / Z P L ∆ 2 2 : 5. 0 v s. 4. 0

Z A / Z P L ∆ 2 2 : 6. 0 v s. 5. 0

Z A / Z P L ∆ 2 2 : 4. 0 v s. 3. 0

d a r d d e ri v ati v e s f o r all fi v e e n s e m bl e s.
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(a / L ) 2
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− 0. 0 0 4

− 0. 0 0 2

0. 0 0 0

∆
m

R
Z

Fi g u r e 1 2 .7 : O (a ) a m bi g uiti e s f o r R A P a n d R Z b et w e e n diff e r e nt v al e n c e li n e s

of c o n st a nt p h y si c s.



1 8 2  q u a r k m a s s r e n o r m a l i z a t i o n f o r t h e m a t c h i n g o f q c d a n d h q e t

We c a n i n v e sti g at e t hi s b e h a vi o r m o r e s y st e m ati c all y b y l o o ki n g at t h e

diff e r e n c e

∆ m R X ≡ R X |L ∆ 2 2 = m h 1
− R X |L ∆ 2 2 = m h 2

(1 2 .7 )

b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n s of t h e e sti m at o r s R X o n t w o diff e r e nt

h e a v y li n e s of c o n st a nt p h y si c s.

We s h o w ∆ m R m a n d ∆ m R Z f o r a n u m b e r of diff e r e nt c o m bi n ati o n s

i n fi g. 1 2 .7 . F o r ∆ m R m w e c a n s e e t h at t h e a m bi g uiti e s v a ni s h li n e a rl y

f o r all L C P c o m bi n ati o n s. T h e a b s ol ut e si z e of t h e c ut- off eff e ct s i s

d o mi n at e d b y t h e diff e r e n c e of t h e t w o h e a v y q u a r k m a s s e s a n d n ot

b y t h e a b s ol ut e si z e of o n e of t h e q u a r k m a s s e s. Of c o u r s e, t hi s o nl y

r e fl e ct s t h e q u a si li n e a r d e p e n d e n c e of R m o n t h e h e a v y q u a r k m a s s

w hi c h i s vi si bl e f r o m fi g. 1 2 .3 .

F o r ∆ m R Z w e s e e si g ni fi c a nt d e vi ati o n s f r o m t h e l e a di n g O (a 2 ) b e-

h a vi o r of t h e c ut- off eff e ct s at c o a r s e l atti c e s p a ci n g s. T h e s e d e vi ati o n s

a r e e n h a n c e d if t h e a b s ol ut e si z e of t h e h e a v y q u a r k m a s s i s l a r g e.

N e v e rt h el e s s, si g ni fi c a nt d e vi ati o n s a p p e a r o nl y at t h e c o a r s e st l atti c e

s p a ci n g a n d a g o o d s c ali n g i s o bt ai n e d f o r t h e ot h e r f o u r d at a p oi nt s.

H a vi n g l o o k e d at a m bi g uiti e s t h at a r e b a s e d o n t h e d e fi niti o n of

t h e L C P at t h e st a g e of t h e m e a s u r e m e nt s a n d t h e a n al y si s, w e n o w

t u r n t o a n i n v e sti g ati o n of eff e ct s i nt r o d u c e d a n t h e st a g e of t h e

e n s e m bl e g e n e r ati o n. We c a n c o m p a r e t h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m t h e

e n s e m bl e s i n t a bl e 1 2 .1 wit h t h e r e s ult s d et e r mi n e d wit h t h e e x a ct

s a m e p r o c e d u r e b ut o n a diff e r e nt s et of e n s e m bl e s.

F o r t hi s t a s k, w e h a v e g e n e r at e d t h r e e e n s e m bl e s wit h L 0 / a ∈

{1 2 , 1 6 , 2 0 } a n d T = 2 L 0 . T h e g r a di e nt fl o w c o u pli n g s a n d s e a q u a r kT he s hift i n t he

gr a die nt fl o w

c o u pli n gs w he n

g oi n g fr o m T = L t o

T = 2 L m at c hes t he

p ar a metri z ati o n

gi ve n i n [ 2 1 9 ].

m a s s e s d et e r mi n e d o n t h e s e e n s e m bl e s a r e li st e d i n t a b. 1 2 .4 . T h e

diff e r e n c e i n t h e g e o m et r y r e s ult s i n a diff e r e nt s et u p of t h e li n e of

c o n st a nt p h y si c s a n d w e c a n i n v e sti g at e t h e r e s ulti n g c ut- off eff e ct s.

We st u d y t h e diff e r e n c e

∆ R X ≡ R X |T = L 0
− R X |T = 2 L 0

(1 2 .8 )

f o r all t h r e e e sti m at o r s a n d diff e r e nt c h oi c e s f o r t h e r e n o r m ali z e d

h e a v y q u a r k m a s s diff e r e n c e Z A / Z P L ∆ 2 2 i n fi g. 1 2 .8 . E x c e pt f o r t h e

g e o m et r y of t h e e n s e m bl e a n d t h e r e s ulti n g c h a n g e s i n t h e c o u pli n g

a n d t h e s e a q u a r k m a s s, t h e s et u p i s t h e s a m e f o r t h e d et e r mi n ati o n of

t h e R X o n b ot h e n s e m bl e s. D u e t o t h e i n c r e a s e d c o m p ut ati o n al c o st,

w e a r e li mit e d t o t h e t h r e e c o a r s e st r e s ol uti o n s.

We o b s e r v e t h e s c ali n g of t h e a m bi g uiti e s t o w a r d s z e r o f o r all t h r e e

e sti m at o r s. Hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s b e c o m e vi si bl e f o r l a r g e r m a s s

diff e r e n c e s i n R m a n d R Z . A s f a r a s w e c a n j u d g e f r o m t h r e e d at a

p oi nt s, t h e s e eff e ct s a p p e a r t o b e p r e s e nt o nl y f o r t h e c o a r s e st l atti c e

s p a ci n g.

We a d d a n ot h e r c h e c k b y p e rf o r mi n g t h e m e a s u r e m e nt s t o d e-

t e r mi n e t h e e sti m at o r s R X o n t h e e n s e m bl e s of t a bl e 8 .1 , i. e., t h e

e n s e m bl e s t h at will b e u s e d f o r t h e m at c hi n g wit h H Q E T. D u e t o t h e
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Fi g u r e 1 2 .8 : Diff e r e n c e s b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n o n t h e e n s e m bl e s of

t a b. 1 2 .1 wit h T = L 0 a n d t h e e n s e m bl e s of t a b. 1 2 .4 wit h T = 2 L 0

f o r t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z . T h e d at a p oi nt s a r e di s pl a c e d

h o ri z o nt all y f o r b ett e r vi si bilit y.
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1 8 4  q u a r k m a s s r e n o r m a l i z a t i o n f o r t h e m a t c h i n g o f q c d a n d h q e t
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Fi g u r e 1 2 .9 : Diff e r e n c e s b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n o n t h e e n s e m bl e s of

t a b. 1 2 .1 wit h L = L 0 a n d t h e e n s e m bl e s of t a b. 8 .1 wit h L = 2 L 0

f o r t h e e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z .



1 2 .4 r e n o r m a l i z a t i o n o f t h e p s e u d o s c a l a r d e n s i t y a n d t h e a x i a l c u r r e n t 1 8 5

hi g h c o st of t h e i n v e r si o n o n t h e s e l atti c e s a n d si n c e w e a r e o nl y i nt e r-

e st e d i n a c h e c k of o u r d et e r mi n ati o n i n t h e v ol u m e L 0 , w e h a v e n ot

p e rf o r m e d t h e m e a s u r e m e nt s o n t h e f ull st ati sti c s. F o r t h e e n s e m bl e s T he dist a n ce bet wee n

t w o c o n fi g ur ati o ns is

i n cre ase d f or

L 1 / a = 4 8 , 6 4

c o m p are d t o t he

ot her t hee e nse m bles.

wit h L 1 / a ∈ {2 4 , 3 2 }, w e h a v e p e rf o r m e d t h e m e a s u r e m e nt s o n all

c o n fi g u r ati o n s. O n t h e e n s e m bl e wit h L 1 / a = 4 0 w e h a v e p e rf o r m e d

m e a s u r e m e nt s o n 2 5 0 0 c o n fi g u r ati o n s a n d o n t h e e n s e m bl e s wit h

L 1 / a = 4 8 , 6 4 w e h a v e u s e d 6 0 0 c o n fi g u r ati o n s.

We s h o w t h e diff e r e n c e s

∆ R X ≡ R X |L = L 0
− R X |L = 2 L 0

(1 2 .9 )

b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n s o n b ot h s et s of e n s e m bl e s i n fi g u r e 1 2 .9 .

T h e a d diti o n of t w o m o r e d at a p oi nt s at fi n e r r e s ol uti o n d o e s n ot

c h a n g e t h e c o n cl u si o n s d r a w n i n t h e l a st p a r a g r a p h a n d w e s e e t h e

e x p e ct e d s c ali n g t o w a r d s z e r o. F o r ∆ R A P a n d ∆ R m at t h e fi n e st l at-

ti c e s p a ci n g, w e s e e a s m all s hift t h at i s i n d e p e n d e nt of t h e v al e n c e

q u a r k m a s s. We s u s p e ct t h at t hi s i s a n O (a Tr
[
M q

]
) eff e ct. Si n c e

L 1 m 1 1 (L 1 / a = 6 4 ) ≈ 0 .1 5 i s si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n t h e s e a q u a r k

m a s s e s o n t h e ot h e r e n s e m bl e s, t h e i n fl u e n c e of t h e n o n- v a ni s hi n g s e a

q u a r k m a s s i s a m pli fi e d f o r t hi s d at a p oi nt. H o w e v e r, t h e a b s ol ut e

si z e of t h e diff e r e n c e s i s r at h e r s m all a n d w e a r e c o n fi d e nt t h at t h e

e sti m at o r s d et e r mi n e d i n t h e v ol u m e L 0 will b e w ell a p pli c a bl e f o r

fi xi n g t h e h e a v y q u a r k m a s s o n t h e m at c hi n g e n s e m bl e s.

We will h a v e t o e x p e ct hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s at t h e c o a r s e st

l atti c e s p a ci n g. I n o u r d et e r mi n ati o n of t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s

b A − b P a n d b m a n d t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z , t h e s e a r e m o st

p r o mi n e nt f o r R Z at t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g. T h e q u alit ati v e

b e h a vi o r of t h e m a s s d e p e n d e n c e of R Z , i. e., t h e b e n di n g of t h e c u r v e

f o r l a r g e q u a r k m a s s e s a n d c o a r s e l atti c e s p a ci n g s a s d e pi ct e d i n

fi g. 1 2 .3 , i s t h e s a m e f o r all t h r e e s et s of e n s e m bl e s. T h e r ef o r e, w e

c a n c o n cl u d e t h at t hi s eff e ct i s n ot i n d u c e d b y t h e fi nit e e xt e nt of t h e

l atti c e b ut r at h e r b y l a r g e v al u e s of a ∆ 2 2 .

1 2 .4 r e n o r m a l i z a t i o n o f t h e p s e u d o s c a l a r d e n s i t y a n d

t h e a x i a l c u r r e n t

T o p e rf o r m t h e r e n o r m ali z ati o n of b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s, w e

f u rt h e r n e e d t o d et e r mi n e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s Z P a n d Z A

al o n g t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s of t h e m at c hi n g p r o c e d u r e.

1 2 .4 .1 Re n or m ali z ati o n of t he pse u d os c al ar de nsit y

We d et e r mi n e t h e s c al e d e p e n d e nt r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt of t h e

p s e u d o s c al a r d e n sit y Z P (g 2
0 , µ = 1 / L ) al o n g t h e li n e s of [ 6 4 , 2 1 8 ]. I n

t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w e d e fi n e Z P vi a

Z P (g 2
0 , L / a ) = c

√
3 f 1

f P (L / 2 )
(1 2 .1 0 )



1 8 6  q u a r k m a s s r e n o r m a l i z a t i o n f o r t h e m a t c h i n g o f q c d a n d h q e t

T a bl e 1 2 .2 : N o r m ali z ati o n c o n st a nt s Z A a n d Z P d et e r mi n e d f o r t h e m at c hi n g

of H Q E T a n d Q C D.

β L 0 / a  Z A (g 2
0 ) Z P (g 2

0 , 1 / L )

4 .3 0 3 0 1 2 0 .8 3 1 7 9 8 (5 0 ) 0 .5 7 8 3 5 (3 2 )

4 .4 6 6 2 1 6 0 .8 3 8 8 1 9 (5 3 ) 0 .5 6 9 7 2 (4 5 )

4 .6 0 1 7 2 0 0 .8 4 4 8 8 3 (2 5 ) 0 .5 6 5 0 2 (5 3 )

4 .7 1 6 5 2 4 0 .8 4 9 6 9 5 (2 6 ) 0 .5 6 0 0 2 (4 8 )

4 .9 0 0 0 3 2 0 .8 5 7 0 2 0 (2 2 ) 0 .5 5 3 9 0 (7 0 )

w h e r e c i s c h o s e n s u c h t h at Z P = 1 at t r e e-l e v el. T h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al c o r r el ati o n f u n cti o n s f 1 a n d f P a r e d e fi n e d i n s e cti o n 3 .3 .3

a n d w e will u s e ti m e r e v e r s al s y m m et r y t o i n cl u d e d at a f r o m g P . We

d e fi n e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt i n a m a s sl e s s s c h e m e, i. e., w e u s e

t h e s e a q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r f o r t h e q u a r k p r o p a g at o r s.

N u m e ri c al v al u e s f o r t h e c o n st a nt c i n o u r s et u p h a v e fi r st b e e n

gi v e n i n [ 2 1 8 ] a n d c diff e r s f r o m u nit y b y eff e ct s of o r d e r O (a / L ) 2 .

T o b e a bl e t o d et e r mi n e Z P o n all e n s e m bl e s u s e d i n o u r w o r k, w e

h a v e c al c ul at e d c f o r a r a n g e of v al u e s L / a . T hi s d et e r mi n ati o n h a s

b e e n p e rf o r m e d u si n g S c h r ö di n g e r f u n cti o n al g a u g e fi el d s wit h g a u g e

li n k s s et t o u nit y. O n t h e s e n o n-i nt e r a cti n g g a u g e fi el d s, w e h a v e u s e d

a c o d e b a s e d o n o p e n Q C D t o c al c ul at e f P a n d f 1 a n d t o s u b s e q u e ntl y

d et e r mi n e c vi a

c =
f P (L / 2 )
√

3 f 1
. (1 2 .1 1 )

We li st t h e s e v al u e s of c i n t a bl e 1 2 .3 . N o f u rt h e r a n al y si s i s r e q ui r e d

f o r t h e d et e r mi n ati o n of Z P . We s h o w t h e r e s ult s of o u r c al c ul ati o n i n

t a bl e 1 2 .2 . We a c hi e v e a p r e ci si o n at s u b- p e r mil l e v el w hi c h i s a b o ut

t h e s a m e p r e ci si o n a s f o r b a r e P C A C m a s s e s.

1 2 .4 .2 Re n or m ali z ati o n of t he a xi al c urre nt

We al s o n e e d t o d et e r mi n e t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt of t h e n o n-

si n gl et a xi al c u r r e nt. T hi s h a s b e e n d o n e i n [ 6 5 ] i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al wit h N f = 3 fl a v o r s o n t h e e n s e m bl e s of c h a pt e r 1 1 . Si n c e

t h e d et e r mi n ati o n of Z A h a s o nl y b e e n a s m all p a rt of o u r w o r k, w e

r ef e r t o [ 5 1 , 6 5 , 2 3 8 ] f o r all d e ri v ati o n s c o n c e r ni n g t h e d e fi niti o n of Z A

w hi c h a r e b a s e d o n W a r d i d e ntiti e s.



1 2 .4 r e n o r m a l i z a t i o n o f t h e p s e u d o s c a l a r d e n s i t y a n d t h e a x i a l c u r r e n t 1 8 7

T a bl e 1 2 .3 : N o r m ali z ati o n c o n st a nt c d e fi n e d b y Z P = 1 at t r e e-l e v el d et e r-

mi n e d f r o m u nit g a u g e fi el d s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al wit h

T = L , v a ni s hi n g b o u n d a r y fi el d s C = C ′ = 0 a n d θ k = θ = 0 .5 .

L / a c

6 0 .9 8 9 6 9 6 6 2

8 0 .9 9 4 1 7 6 6 4

1 0 0 .9 9 6 2 6 4 7 9

1 2 0 .9 9 7 4 0 2 9 7

1 4 0 .9 9 8 0 9 0 5 9

1 6 0 .9 9 8 5 3 7 4 2

1 8 0 .9 9 8 8 4 4 0 0

2 0 0 .9 9 9 0 6 3 4 3

2 2 0 .9 9 9 2 2 5 8 4

2 4 0 .9 9 9 3 4 9 4 1

2 6 0 .9 9 9 4 4 5 5 9

L / a c

2 8 0 .9 9 9 5 2 1 9 3

3 0 0 .9 9 9 5 8 3 5 2

3 2 0 .9 9 9 6 3 3 9 3

3 4 0 .9 9 9 6 7 5 7 2

3 6 0 .9 9 9 7 1 0 7 4

3 8 0 .9 9 9 7 4 0 3 8

4 0 0 .9 9 9 7 6 5 6 8

4 2 0 .9 9 9 7 8 7 4 6

4 4 0 .9 9 9 8 0 6 3 4

4 6 0 .9 9 9 8 2 2 8 1

4 8 0 .9 9 9 8 3 7 2 7

L / a c

5 0 0 .9 9 9 8 5 0 0 2

5 2 0 .9 9 9 8 6 1 3 4

5 4 0 .9 9 9 8 7 1 4 2

5 6 0 .9 9 9 8 8 0 4 4

5 8 0 .9 9 9 8 8 8 5 4

6 0 0 .9 9 9 8 9 5 8 4

6 2 0 .9 9 9 9 0 2 4 6

6 4 0 .9 9 9 9 0 8 4 6

6 8 0 .9 9 9 9 1 8 9 1

7 2 0 .9 9 9 9 2 7 6 7

9 6 0 .9 9 9 9 5 9 3 1

T h e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A i n a m a s sl e s s S c h r ö di n g e r f u n cti o n al

r e n o r m ali z ati o n s c h e m e i s d e fi n e d b y

Z A = li m
m → 0

[
f 1

F I
A A (x 0 , y 0 ) − 2 m · F̃ I

P A (x 0 , y 0 )

] 1
2

(1 2 .1 2 )

wit h t h e i m p r o v e d c o r r el ati o n f u n cti o n s

F I
A A = F A A (x 0 , y 0 ) (1 2 .1 3 )

+ a c A

[
∂̃ x 0

F P A (x 0 , y 0 ) + ∂̃ y 0
F A P (x 0 , y 0 )

]
(1 2 .1 4 )

+ a 2 c 2
A ∂̃ x 0

∂̃ y 0
F P P (x 0 , y 0 ) , (1 2 .1 5 )

F̃ I
P A = a

x 0∑

x ′
0 = y 0

w (x ′
0 ) [F P A (x 0 , y 0 ) + a c A ∂ y 0

F P P (x 0 , y 0 )] (1 2 .1 6 )

wit h t h e t h e c e nt r al diff e r e n c e o p e r at o r ∂̃ , F X Y a s d e fi n e d i n e q. ( 3 .4 1 )

a n d t h e i m pl e m e nt ati o n of t h e t r a p e z oi d al r ul e b y

w (x ′
0 ) =

⎧
⎨

⎩

1 / 2 if x ′
0 = y 0 o r x ′

0 = x 0

1 if y 0 < x ′
0 < x 0

. (1 2 .1 7 )

T h e m a s s m i s gi v e n b y t h e P C A C m a s s of t h e s e a q u a r k s. W h e n

t h e Wi c k c o nt r a cti o n s a r e p e rf o r m e d it t u r n s o ut t h at si x di a g r a m s

c o nt ri b ut e t o t hi s d e fi niti o n of Z A . A m o n g t h o s e, t h e r e a r e t w o di s-

c o n n e ct e d di a g r a m s a n d it h a s b e e n s h o w n i n a p p e n di x A of [ 2 3 8 ]
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t h at t h e s e t w o di a g r a m s c o nt ri b ut e t o O(a 2 ) a n d v a ni s h i n t h e li mit

of m a s sl e s s q u a r k s. T h e i n cl u si o n of t h e s e di a g r a m s t h e r ef o r e o nl yAs i n t he c ase of Z ,

a m bi g uities f or Z A

are of O (a 2 ).
c h a n g e s c ut- off eff e ct s of O (a 2 ) w hi c h i s b e y o n d t h e o r d e r w e a r e

c o n si d e ri n g. We d o n ot t a k e t h e s e t w o di a g r a m s i nt o a c c o u nt. T hi s

d e fi niti o n of t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt i s l a b el e d Z c o n
A i n [6 5 ].

I n [6 5 ] it h a s b e e n f o u n d t h at t h e d e p e n d e n c e of Z A o n t h e q u a r k

m a s s i s v e r y mil d w h e n t h e W a r d i d e ntit y e q. ( 1 2 .1 2 ) i s u s e d. T o

m a xi mi z e t h e di st a n c e b et w e e n t h e i n s e rti o n p oi nt s a n d k e e p t h ei r

p h y si c al di st a n c e fi x e d, w e c h o o s e x 0 = 2
3 T a n d y 0 = 1

3 T . We will

c h e c k e x pli citl y t h at w e d o n ot f a c e a n y p r o bl e m s d u e t o s m all di s-

t a n c e s of t h e i n s e rti o n p oi nt s o n t h e s m all e st l atti c e s. I n [6 5 ] w a v e

f u n cti o n s h a v e b e e n u s e d i n t h e d e fi niti o n of t h e o p e r at o r s, e q (3 .2 9 ),

t o p r oj e ct o nt o t h e g r o u n d st at e. We d o n ot u s e t hi s p r o c e d u r e i n o u r

c a s e.

We s u m m a ri z e t h e r e s ult s f o r o u r d et e r mi n ati o n of Z A i n t a bl e 1 2 .2 .

We s e e t h at t h e st ati sti c al e r r o r s a r e of t h e s a m e o r d e r a s f o r Z . I n

fi g u r e 1 2 .1 0 w e s h o w t h e c o m p a ri s o n of o u r w o r k wit h t h e r e s ult s

f r o m [6 5 , 6 6 ]. We s e e t h at t h ei r d at a h a v e b e e n o bt ai n e d i n a diff e r e nt

r e gi o n of t h e c o u pli n g. T h e f o r m of t h e i nt e r p ol ati o n c u r v e s i n t h e

r e gi m e of o u r d at a h e a vil y d e p e n d s o n t h e c h o s e n fit a n s at z. I n r e d w e

s h o w t h e c u r v e a s it h a s b e e n p r o vi d e d i n a p p e n di x C. 2 of [ 6 6 ]. If o n e

p a r a m et e r l e s s w a s c h o s e n f o r t hi s p ol y n o mi al fit w hi c h i s c o n st r ai n e d

t o p e rt u r b ati o n t h e o r y, it w o ul d o v e rl a p wit h t h e bl u e c u r v e f r o m [6 5 ].

F r o m t hi s o b s e r v ati o n w e d r a w t h e c o n cl u si o n t h at b ot h i nt e r p ol a-

ti o n c u r v e s a r e n ot v ali d f o r o u r c o u pli n g r a n g e, u nl e s s a s y st e m ati c

e r r o r i s a d d e d. T h e s p r e a d of all p o s si bl e c u r v e s o bt ai n e d f r o m t h e

d at a i n t h e C L S r e gi o n w o ul d gi v e ri s e t o a si g ni fi c a nt s y st e m ati c

e r r o r of Z A i n o u r c o u pli n g r e gi o n. I n a n y c a s e, t h e e r r o r s o n t h e

i nt e r p ol ati n g c u r v e s a r e al r e a d y r at h e r l a r g e.

I n c o nt r a st, t h e st ati sti c al e r r o r o n o u r d at a p oi nt s i s t o o s m all t o

s e e it o n t h e c h o s e n s c al e of t h e fi g u r e. T h e d e di c at e d d et e r mi n ati o n

of Z A t h e r ef o r e l e a d s t o a d r a sti c r e d u cti o n of t h e e r r o r. We d o n ot

h a v e t o d et e r mi n e a n i nt e r p ol ati o n f o r m ul a, si n c e o u r d at a p oi nt s h a v e

b e e n d et e r mi n e d at t h e v al u e s of t h e c o u pli n g s w hi c h a r e u s e d i n

t h e m at c hi n g p r o c e d u r e. It r e m ai n s t o c h e c k t h at n o s y st e m ati c e r r o r

h a s b e e n i nt r o d u c e d b y t h e s m all di st a n c e (i n u nit s of a ) b et w e e n t h e

i n s e rti o n p oi nt s a n d t h e b o u n d a ri e s. F o r t hi s t a s k w e h a v e g e n e r at e d

t h r e e e n s e m bl e s of si z e s L 0 ∈ {1 2 , 1 6 , 2 0 } wit h t h e g e o m et r y T = 2 L 0 .

We gi v e a n o v e r vi e w of t h e s e e n s e m bl e s t o g et h e r wit h t h e m e a s u r e d

s e a q u a r k m a s s e s a n d t h e v al u e s f o r t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A

i n t a bl e 1 2 .4 .

I n fi g u r e 1 2 .1 1 w e s h o w t h e diff e r e n c e

∆ Z A = Z A (T = L ) − Z A (T = 2 L ) (1 2 .1 8 )

t o g et h e r wit h a li n e a r fit t o t h e f u n cti o n al f o r m ∆ Z A = l0 + l1 (a / L ) 2 . It

c a n b e s e e n t h at t h e al r e a d y s m all diff e r e n c e s v a ni s h wit h t h e e x p e ct e d
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Fi g u r e 1 2 .1 0 : R e s ult s f r o m o u r w o r k t o g et h e r wit h t h e d at a a n d i nt e r p ol ati o n

f o r m ul a e f r o m [6 5 , 6 6 ]. I n r e d, w e s h o w Z l
A, s u b f r o m t h e L 2 -

L C P of [ 6 6 ] (χ S F ) t o g et h e r wit h t h e fit f r o m a p p e n di x C.2 of

t h e s a m e r ef e r e n c e. I n bl u e w e s h o w t h e d at a p oi nt s f r o m [6 5 ]

(S F ) t o g et h e r wit h t h e c o r r e s p o n di n g i nt e r p ol ati o n c u r v e gi v e n

i n e q. (4 .1 ). T h e r e gi o n a r o u n d o u r d at a p oi nt s i s m a g ni fi e d i n

t h e i n s et.

r at e t o w a r d s t h e c o nti n u u m li mit. We c o n cl u d e t h at t h e s m all ti m e

e xt e nt of t h e l atti c e s i n t a b. 1 2 .1 d o e s n ot p o s e a p r o bl e m a n d w e d o

n ot h a v e t o g e n e r at e r at h e r e x p e n si v e e n s e m bl e s wit h L = 2 4 , 3 2 a n d

a n e nl a r g e d ti m e e xt e nt.

1 2 .5 h o p p i n g p a r a m e t e r s f o r c o n s t a n t r e n o r m a l i z e d

q u a r k m a s s e s

T h e g o al of o u r c o m p ut ati o n s i n t hi s c h a pt e r i s t h e d et e r mi n ati o n

of diff e r e nt s et s of h o p pi n g p a r a m et e r s s u c h t h at t h e r e n o r m ali z a-

ti o n g r o u p i n v a ri a nt h e a v y q u a r k m a s s r e m ai n s c o n st a nt t o w a r d s t h e

c o nti n u u m li mit. F r o m t h e d e fi niti o n of t h e r e n o r m ali z ati o n g r o u p

i n v a ri a nt q u a r k m a s s f r o m b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s b a s e d o n

e q s. ( 4 .1 7 , 8 .4 0 ),

z = L 1 M h = L 1 h (L 0 )
Z Z A

Z P (L 0 )
(1 + b m a m q, h )a m q, h , (1 2 .1 9 )

w e c a n d et e r mi n e t h e h e a v y q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r κ h vi a

κ h (z , L 1 ) =

[
1

κ c r
−

1

b m

(

1 −

√

1 + z
4 b m Z P (L 0 )a

L 1 h (L 0 )Z Z A

) ] − 1

. (1 2 .2 0 )
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T a bl e 1 2 .4 : E n s e m bl e s c r e at e d f o r a n e x pli cit c h e c k of t h e a m bi g uiti e s i n t h e

d et e r mi n ati o n s of Z A , Z , b m a n d b A − b P a n d t h ei r s e a q u a r k

m a s s a n d g r a di e nt fl o w c o u pli n g t o g et h e r wit h t h e r e s ult s f o r t h e

r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A .

L 0 / a T / a  β κ  N r
τ m s
M D N cf g ḡ 2

G F L 0 m 1 Z A

1 2 2 4 4 .3 0 3 0 0 .1 3 5 9 9 4 7 5 8 5 3 2 1 4 .2 0 2 4 (7 6 )  + 0 .0 0 6 7 6 (4 6 ) 0 .8 3 3 9 3 (3 0 )

1 6 3 2 4 .4 6 6 2 0 .1 3 5 5 9 8 5 2 1 0 3 4 6 1 4 .2 2 5 1 (9 9 )  + 0 .0 0 4 7 3 (4 2 ) 0 .8 3 9 2 6 (4 6 )

2 0 4 0 4 .6 0 1 7 0 .1 3 5 2 8 4 8 1 0 1 0 2 0 0 0 4 .2 1 4 (1 5 )  + 0 .0 0 4 9 9 (4 3 ) 0 .8 4 5 7 1 (3 3 )

− 0. 0 0 3

− 0. 0 0 2 5

− 0. 0 0 2

− 0. 0 0 1 5

− 0. 0 0 1

− 0. 0 0 0 5

0

0. 0 0 0 5

0. 0 0 1

0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7

∆
Z

A

(a / L ) 2

Fi g u r e 1 2 .1 1 : Diff e r e n c e ∆ Z A a s d e fi n e d i n e q. ( 1 2 .1 8 ). T h e u n c e rt ai nt y b a n d

of t h e t w o- p a r a m et e r fit t o t h e d at a i s d e pi ct e d b y t h e g r a y

r e gi o n.

A s s u mi n g κ 1 = κ c r f o r o u r e n s e m bl e s w hi c h a r e cl o s e t o c hi r al p oi nt,

w e h a v e all i n g r e di e nt s t o d et e r mi n e κ h f o r t h e fi v e e n s e m bl e s u s e d i n

o u r m at c hi n g p r o c e d u r e.

T h e fi n al r e s ult s f o r t h e h e a v y h o p pi n g p a r a m et e r s d e p e n d o n

o u r e x a ct d e fi niti o n of t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s a n d t h e c h oi c e

of t h e v al e n c e q u a r k m a s s i n t h e d et e r mi n ati o n of b m a n d Z h a s a

si g ni fi c a nt i m p a ct. I n fi g u r e 1 2 .1 2 w e s h o w t h e f u n cti o n al f o r m of

κ h (z , L 1 / a = 2 4 ) f o r diff e r e nt s et s of p a r a m et e r s.

F o r s m all q u a r k m a s s e s t h e r e i s b a r el y a n y diff e r e n c e b et w e e n t h e

c u r v e s o bt ai n e d f r o m diff e r e nt s et s of p a r a m et e r s. G oi n g t o t h e r e gi o nWe e x pe ct z b ≈ 1 7 .4 .

of t h e b q u a r k m a s s a n d b e y o n d, w e c a n s e e si g ni fi c a nt diff e r e n c e s. T h e

c u r v e s st o p at t h e p oi nt w h e r e t h e s q u a r e r o ot i n e q. ( 1 2 .2 0 ) b e c o m e s

i m a gi n a r y. We c a n s e e t h at t hi s p oi nt i s s hift e d t o w a r d s l a r g e r R GI
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Fi g u r e 1 2 .1 2 : H o p pi n g p a r a m et e r s κ h (z , L 1 / a ) f o r fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k

m a s s e s z = L 1 M h d et e r mi n e d f r o m e q. ( 1 2 .2 0 ) wit h Z A a n d Z P

f r o m t a b. 1 2 .2 a n d Z a n d b m f r o m diff e r e nt h e a v y L C P o n t h e

c o a r s e st e n s e m bl e wit h L 1 / a = 2 4 .

m a s s e s if l a r g e r q u a r k m a s s e s h a v e b e e n u s e d i n t h e d et e r mi n ati o n of

b m a n d Z .

I n t h e st u d y of t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [2 1 5 ] a r a n g e of R GI m a s s e s

u p t o z = 2 1 h a s b e e n u s e d. T h e R GI v al u e of t h e b ott o m q u a r k m a s s

w a s z = 1 3 .2 5 (2 2 )( 1 3 ) [2 3 9 ] w hi c h i s s m all e r t h a n i n o u r st u d y d u e t o

a s m all e r m at c hi n g v ol u m e. I n [ 2 1 5 ] f o u r l atti c e s s p a ci n g s h a v e b e e n

u s e d f o r t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s

a n d t h e d et e r mi n ati o n of κ h h a s n ot b e e n p o s si bl e f o r z > 1 8 f o r t h e

c o a r s e st l atti c e s p a ci n g.

T o c o v e r t h e s a m e r a n g e of R GI q u a r k m a s s e s a s i n [ 2 1 5 ], w e h a v e

t o d et e r mi n e κ h i n a r a n g e u p t o z ≈ 2 7 . F r o m fi g u r e 1 2 .1 2 it i s

vi si bl e t h at a d et e r mi n ati o n of κ h at t hi s v al u e of z i s n ot p o s si bl e at

t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g r e g a r dl e s s of t h e s et of p a r a m et e r s b m , Z .

N e v e rt h el e s s, it s e e m s a p p r o p ri at e t o c h o o s e a r el ati v el y l a r g e v al u e

of Z A
Z P

L ∆ 2 2 t o m a xi mi z e t h e r a n g e of R GI q u a r k m a s s e s w h e r e t h e

d et e r mi n ati o n of z i s p o s si bl e.

F o r all ot h e r r e s ol uti o n s, t h e d et e r mi n ati o n of κ h i s p o s si bl e i n t h e

f ull r a n g e of R GI q u a r k m a s s e s a n d t h e diff e r e n c e b et w e e n h o p pi n g

p a r a m et e r s f r o m diff e r e nt s et s of b m , Z v a ni s h e s wit h t h e l atti c e

s p a ci n g. I n c o m p a ri s o n t o t h e st u d y i n [ 2 1 5 ], w h e r e f o u r r e s ol uti o n s

h a v e b e e n u s e d, w e h a v e s et u p t h e m at c hi n g e n s e m bl e s wit h fi v e

diff e r e nt r e s ol uti o n s. T h e r ef o r e, t h e e x cl u si o n of t h e c o a r s e st e n s e m bl e

d o e s n ot aff e ct t h e v ali dit y of t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

I n t a bl e 1 2 .5 w e li st t h e v al u e s of κ h (z , L / a ) d et e r mi n e d f o r a r a n g e of

R GI q u a r k m a s s e s a n d all fi v e r e s ol uti o n s u si n g Z a n d b m e v al u at e d at
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T a bl e 1 2 .5 : H o p pi n g p a r a m et e r s f o r fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s z =

L 1 M h d et e r mi n e d f r o m e q. ( 1 2 .2 0 ) wit h Z A a n d Z P f r o m t a b. 1 2 .2

a n d Z a n d b m e v al u at e d at Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 5 .

z κ h (z , 2 4 ) κ h (z , 3 2 ) κ h (z , 4 0 ) κ h (z , 4 8 ) κ h (z , 6 4 )

0 0 .1 3 5 9 9 4 7 0 .1 3 5 6 0 7 1 0 .1 3 5 2 8 4 8 0 .1 3 5 0 1 8 1 0 .1 3 4 5 9 9 1

6 0 .1 3 1 8 8 9 9 (2 4 ) 0 .1 3 2 6 4 3 3 (2 4 ) 0 .1 3 2 9 7 4 2 (2 3 ) 0 .1 3 3 1 3 4 1 (1 7 ) 0 .1 3 3 2 2 6 4 (1 8 )

9 0 .1 2 9 7 0 6 2 (3 7 ) 0 .1 3 1 0 9 1 9 (3 7 ) 0 .1 3 1 7 7 6 2 (3 5 ) 0 .1 3 2 1 6 3 6 (2 6 ) 0 .1 3 2 5 2 4 8 (2 7 )

1 1 0 .1 2 8 1 8 3 0 (4 7 ) 0 .1 3 0 0 2 5 1 (4 6 ) 0 .1 3 0 9 5 8 6 (4 3 ) 0 .1 3 1 5 0 4 3 (3 2 ) 0 .1 3 2 0 5 0 9 (3 3 )

1 3 0 .1 2 6 5 9 1 1 (5 8 ) 0 .1 2 8 9 2 7 7 (5 6 ) 0 .1 3 0 1 2 3 8 (5 2 ) 0 .1 3 0 8 3 4 3 (3 8 ) 0 .1 3 1 5 7 1 6 (4 0 )

1 5 0 .1 2 4 9 1 1 4 (7 0 ) 0 .1 2 7 7 9 4 3 (6 7 ) 0 .1 2 9 2 6 9 8 (6 1 ) 0 .1 3 0 1 5 2 5 (4 5 ) 0 .1 3 1 0 8 6 6 (4 6 )

1 7 0 .1 2 3 1 1 5 9 (8 5 ) 0 .1 2 6 6 1 8 5 (7 8 ) 0 .1 2 8 3 9 3 9 (7 1 ) 0 .1 2 9 4 5 7 7 (5 1 ) 0 .1 3 0 5 9 5 4 (5 3 )

1 9 0 .1 2 1 1 5 8 5 (1 0 3 ) 0 .1 2 5 3 9 1 3 (9 1 ) 0 .1 2 7 4 9 3 2 (8 1 ) 0 .1 2 8 7 4 8 5 (5 8 ) 0 .1 3 0 0 9 7 7 (6 0 )

2 1 0 .1 1 8 9 5 4 1 (1 2 9 ) 0 .1 2 4 1 0 0 7 (1 0 5 ) 0 .1 2 6 5 6 3 8 (9 2 ) 0 .1 2 8 0 2 3 3 (6 6 ) 0 .1 2 9 5 9 3 0 (6 7 )

2 3 0 .1 1 6 3 0 7 0 (1 7 5 ) 0 .1 2 2 7 2 9 4 (1 2 2 ) 0 .1 2 5 6 0 1 1 (1 0 5 ) 0 .1 2 7 2 8 0 3 (7 4 ) 0 .1 2 9 0 8 0 8 (7 4 )

2 5 0 .1 1 2 4 2 2 3 (3 4 2 ) 0 .1 2 1 2 5 1 3 (1 4 3 ) 0 .1 2 4 5 9 8 9 (1 1 8 ) 0 .1 2 6 5 1 7 1 (8 2 ) 0 .1 2 8 5 6 0 4 (8 2 )

2 7 0 .1 1 9 6 2 2 6 (1 7 1 ) 0 .1 2 3 5 4 9 0 (1 3 4 ) 0 .1 2 5 7 3 1 1 (9 1 ) 0 .1 2 8 0 3 1 3 (9 0 )

Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 5 . Si n c e w e h a v e d et e r mi n e d Z A , Z P , Z a n d b m o n t h e s a m e

s et of e n s e m bl e s, w e a r e a bl e t o p e rf o r m a f ull y c o r r el at e d a n al y si s

wit h o ut h a vi n g t o r el y o n t a b ul at e d v al u e s. T h e o nl y e xt e r n al i n p ut i s

t h e r u n ni n g f a ct o r h (L 0 ) a n d it s e r r o r i s o nl y t a k e n i nt o a c c o u nt aft e r

t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n h a s b e e n p e rf o r m e d. T h e r ef o r e, it h a s

n ot b e e n p r o p a g at e d i nt o t h e u n c e rt ai nti e s i n t a b. 1 2 .5 .

1 2 .6 v e r i f i c a t i o n o f i m p r o v e m e n t

T o v e rif y t h e c a n c ell ati o n of O (a ) eff e ct s b y t h e r e s ult s of s e cti o n 1 2 .2

a n d t o j u d g e o n t h e r e d u cti o n of m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s b y t h e

d et e r mi n ati o n of b m a n d Z at h e a v y v al e n c e q u a r k m a s s e s, w e h a v e t o

p e rf o r m a n e x pli cit s c ali n g t e st. I n [ 2 2 8 , 2 2 9 ] t hi s h a s b e e n d o n e u si n g

eff e cti v e h e a v y-li g ht m e s o n e n e r gi e s. T h e r e, t h e h o p pi n g p a r a m et e r of

t h e h e a v y q u a r k h a s b e e n fi x e d u si n g t w o diff e r e nt s et s of p a r a m et e r s

b m , Z . I n [2 2 9 ] t h e i n v e sti g ati o n of r e n o r m ali z e d c u r r e nt q u a r k m a s s e s

h a s b e e n a d d e d a s t e st f o r t h e u ni v e r s alit y of t h e c o nti n u u m li mit i n

t h e O(a ) i m p r o v e d t h e o r y.

We p e rf o r m b ot h of t h e s e t e st s wit h d at a t h at h a s b e e n d et e r mi n e d

o n t h e e n s e m bl e s of t a b. 8 .1 , i. e., t h e m at c hi n g e n s e m bl e s o n t h e Q C D

si d e. We st a rt wit h a n i n v e sti g ati o n of t h e s c ali n g of r e n o r m ali z e d

q u a r k m a s s e s a n d u s e t h e q u a r k m a s s p a r a m et ri z ati o n s t o d et e r mi n e
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P C A C m a s s e s at gi v e n h o p pi n g p a r a m et e r s. A s e x pl ai n e d i n s e c-

ti o n 4 .3 .4 , w e e x p e ct r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s d et e r mi n e d f r o m

b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s t o diff e r f r o m r e n o r m ali z e d c u r r e nt

q u a r k m a s s e s b y O (a 2 ) eff e ct s if b ot h a r e p r o p e rl y r e n o r m ali z e d a n d

i m p r o v e d.

We p r o c e e d a s f oll o w s. We d et e r mi n e t h e h o p pi n g p a r a m et e r s

κ h (z , L / a ) f o r fi x e d v al u e s of z a n d diff e r e nt s et s b m , Z . F r o m t h e

p a r a m et ri z ati o n of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s, e q s. ( 1 0 .1 3 – 1 0 .1 4 ), w e a r e

a bl e t o d et e r mi n e t h e q u a r k m a s s e s a m 1 2 a n d a m 2 2 f o r t h e diff e r e nt

v al u e s of κ h wit h o ut p e rf o r mi n g d e di c at e d m e a s u r e m e nt s. F r o m a m 1 2

a n d a m 2 2 w e d et e r mi n e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s vi a

z h h = h (L 0 )Z m

[
1 + ( b A − b P )a m q, h

]
L 1 m 2 2 , (1 2 .2 1 )

z hl = 2 h (L 0 )Z m

[

1 + ( b A − b P )
1

2
(a m q, h + a m q, l )

]

L 1 m 1 2 − z ll ,

(1 2 .2 2 )

f o r t h e e n s e m bl e s wit h L 1 / a ∈ {2 4 , 3 2 , 4 0 , 4 8 , 6 4 }.

Si n c e w e a r e f r e e t o c h o o s e t h e v al u e of z , w e h a v e a wi d e v a ri et y

of t e st s at o u r di s p o s al. F u rt h e r i n v e sti g ati o n s c a n b e p e rf o r m e d b y

a d di n g a n ot h e r s et of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s w h e r e t h e d e p e n-

d e n c e o n t h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r h a s b e e n r e m o v e d ( 4 .3 1 ),

z̃ h h = h (L 0 )Z m

[
1 + ( b̃ A − b̃ P )a m 2 2

]
L 1 m 2 2 , (1 2 .2 3 )

z̃ hl = 2 h (L 0 )Z m

[
1 + ( b̃ A − b̃ P )a m 1 2

]
L 1 m 1 2 − z̃ ll . (1 2 .2 4 )

I n t h e d et e r mi n ati o n of t h e P C A C m a s s e s, w e a r e f r e e t o c h o o s e

i m p r o v e d o r st a n d a r d d e ri v ati v e s. W h e r e w e d e fi n e t h e R GI q u a r k

m a s s e s z hi f r o m st a n d a r d d e ri v ati v e s, w e al s o u s e t h e s e d e ri v ati v e s i n

t h e d et e r mi n ati o n of b m , Z .

B a s e d o n t h e c o n c e pt of O (a ) i m p r o v e m e nt, w e e x p e ct t h e r e n o r-

m ali z e d c u r r e nt q u a r k m a s s e s t o diff e r f r o m t h e t a r g et v al u e z b y

c ut- off eff e ct s of O (a 2 ). T h e e xt r a p ol ati o n of t h e r e n o r m ali z e d c u r r e nt

q u a r k m a s s e s i n a 2 t h e r ef o r e h a s t o m at c h z . W h e n p e rf o r mi n g t hi s

t e st, w e e x p e ri e n c e a s y st e m ati c eff e ct d u e t o t h e n o n- v a ni s hi n g s e a

q u a r k m a s s e s o n t h e 2 L 0 e n s e m bl e s. Si n c e t h e li g ht q u a r k h o p pi n g

p a r a m et e r i s n ot e x a ctl y t h e c riti c al o n e, w e eff e cti v el y d et e r mi n e

t h e h o p pi n g p a r a m et e r s κ h f o r t h e diff e r e n c e of t h e s u bt r a ct e d q u a r k

m a s s e s m q, h − m q,l . We a dj u st t h e r e n o r m ali z e d c u r r e nt q u a r k m a s s e s

a c c o r di n gl y vi a

z i j → z i j − z ll (1 2 .2 5 )

i n t h e r e m ai n d e r of t h e s e cti o n. T hi s s hift i s of O(0 .0 3 ) i n t h e r e n o r-

m ali z e d q u a r k m a s s e s. T h e r ef o r e it i s n ot si g ni fi c a nt at t h e s c al e of t h e

b ott o m q u a r k m a s s. N e v e rt h el e s s, w e will u s e it s si z e t o e sti m at e s y s-

t e m ati c eff e ct s i n t h e m at c hi n g o b s e r v a bl e s d u e t o t h e n o n- v a ni s hi n g

s e a q u a r k m a s s.
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F r o m all t e st s w e h o p e t o g et i nf o r m ati o n o n t h e r e d u cti o n of

m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s b a s e d o n diff e r e nt s et s of i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt s at diff e r e nt R GI q u a r k m a s s e s z . I n fi g u r e 1 2 .1 3 w e s h o w a n

e x e m pl a r y i n v e sti g ati o n of t h e s c ali n g of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s at

t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k m a s s, i. e., z = 1 7 .4 . We s h o w t h e r e s ult s

f o r t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s t o g et h e r wit h a n u n c o n st r ai n e d fit

t o t h e d at a p oi nt s at t h e t h r e e fi n e st l atti c e s p a ci n g s.

We c h o o s e t h r e e diff e r e nt s et s b m , Z t o i n v e sti g at e t h e i n fl u e n c e

of li g ht a n d h e a v y q u a r k m a s s e s i n t h e s et u p of t h e L C P a n d t o s e e

w h et h e r t h e c ut- off eff e ct s o b s e r v e d f o r R Z at l a r g e q u a r k m a s s e s h a v e

a n i n fl u e n c e o n t h e s c ali n g. I n fi g u r e 1 2 .1 3 w e st u d y t h r e e diff e r e nt

d e fi niti o n s of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s f r o m c u r r e nt q u a r k m a s s e s.

I n t h e u p p e r p a rt of t h e pl ot, w e s h o w t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s

d et e r mi n e d f r o m a h e a v y- h e a v y c o r r el ati o n f u n cti o n wit h i m p r o v e d

d e ri v ati v e s. T h e d et e r mi n ati o n f r o m st a n d a r d d e ri v ati v e s i s s h o w n

i n t h e l o w e r p a rt. I n t h e mi d dl e w e s h o w t h e d et e r mi n ati o n f r o m

h e a v y-li g ht c o r r el ati o n f u n cti o n s. It c a n b e s e e n t h at, a s o n e c o ul d

e x p e ct it, t h e d et e r mi n ati o n u si n g i m p r o v e d d e ri v ati v e s g e n e r all y

l e a d s t o s m all e r c ut- off eff e ct s. N e v e rt h el e s s, i n all t h r e e c a s e s w e s e e

a g o o d s c ali n g t o t h e c o nti n u u m li mit.

T o j u d g e o n hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s, w e s h o w t h e r e s ult of t w o-

p a r a m et e r fit s li n e a r i n (a / L ) 2 t o t h e t h r e e p oi nt s at L 1 / a = 4 0 , 4 8 , 6 4 .

I n all c a s e s u n d e r i n v e sti g ati o n, w e s e e a d e vi ati o n f r o m t hi s l e a di n g

b e h a vi o r f o r t h e d at a p oi nt at t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g. T h e d at a

p oi nt at L 1 / a = 3 2 s e e m s t o s h o w e n h a n c e d d e vi ati o n s f r o m t h e l e a d-

i n g o r d e r b e h a vi o r f o r t h e s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s d et e r mi n e d

at Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 1 .5 . I n t h e c a s e of t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s f r o m

h e a v y- h e a v y c o r r el ati o n f u n cti o n s a n d i m p r o v e d d e ri v ati v e s, t h e si g n

of t h e c ut- off eff e ct s of hi g h e r o r d e r c h a n g e s w h e n i n c r e a si n g Z A
Z P

L ∆ 2 2

i n t h e d et e r mi n ati o n of t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s. T o all o w f o r a

b ett e r c o m p a ri s o n of diff e r e nt r e n o r m ali z ati o n p r o c e d u r e s, w e s h o w

t h r e e v a ri a nt s of P C A C m a s s e s d et e r mi n e d f r o m i m p r o v e d d e ri v ati v e s

i n fi g u r e 1 2 .1 4 .

Si n c e t h e s c al e of t h e fi g u r e s at t h e b ott o m q u a r k m a s s hi d e s d e-

vi ati o n s f r o m t h e l e a di n g b e h a vi o r, w e al s o s h o w t h e r e n o r m ali z e d

c u r r e nt q u a r k m a s s at t h e s c al e of t h e c h a r m q u a r k i n fi g u r e 1 2 .1 5 .

Al s o i n t hi s c a s e w e s e e t h at t h e d e vi ati o n f r o m t h e l e a di n g o r d e r

b e h a vi o r s et s i n at L 1 / a = 3 2 b ut u si n g t h e t h r e e p oi nt s cl o s e t o t h e

c o nti n u u m, a cl e a n e xt r a p ol ati o n i s o bt ai n e d.

D e s pit e d e vi ati o n s f r o m a li n e a r b e h a vi o r i n (a / L ) f o r c o a r s e r l atti c e

s p a ci n g s, all s et s of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s s e e m t o eff e cti v el y c a n c el

eff e ct s of O (a ). T h e r ef o r e, w e h a v e s u c c e s sf ull y c h e c k e d t h at O(a )

i m p r o v e m e nt w o r k s a s e x p e ct e d u si n g o u r r e s ult s. T h e r e d u cti o n

of m a s s- d e p e n d e nt hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s diff e r s a m o n g diff e r-

e nt s et s of p a r a m et e r s b ut al s o a m o n g diff e r e nt s et s of o b s e r v a bl e s.

T h e r ef o r e it i s h a r d t o j u d g e o n t h e q u alit y of diff e r e nt s et s.
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0. 0 0 0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7

(a / L ) 2

1 7. 4

1 7. 6

1 7. 8

1 8. 0

1 8. 2

1 8. 4

z h
h

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 6. 0

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 4. 0

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 1. 5
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0. 0 0 0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7

(a / L ) 2

1 7. 5

1 8. 0

1 8. 5

1 9. 0

z h
l

z hl , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 6. 0

z hl , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 4. 0

z hl , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 1. 5

0. 0 0 0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7

(a / L ) 2

1 4. 5

1 5. 0

1 5. 5

1 6. 0

1 6. 5

1 7. 0

1 7. 5

z h
h

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 6. 0 s d

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 4. 0 s d

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 1. 5 s d

Fi g u r e 1 2 .1 3 : S c ali n g of P C A C m a s s e s e v al u at e d at κ h (1 7 .4 , L / a ) f o r diff e r e nt

L C P. D a s h e d c ol o r e d li n e s r e p r e s e nt t h e u n c o n st r ai n e d fit a n d

t h e d a s h e d g r e y li n e d e n ot e s t h e t a r g et z , cl o s e t o t h e b ott o m

q u a r k m a s s. To p: H e a v y- h e a v y P C A C m a s s. Mi d dle: H e a v y-

li g ht P C A C m a s s. B ott o m: H e a v y- h e a v y P C A C m a s s wit h

st a n d a r d d e ri v ati v e s.
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(a / L ) 2

1 7. 4

1 7. 6

1 7. 8

1 8. 0

1 8. 2

1 8. 4

z h
i

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 5. 0

z hl , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 5. 0

z̃ h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 5. 0
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Fi g u r e 1 2 .1 4 : S c ali n g of P C A C m a s s e s o n e n s e m bl e s of t a b. 8 .1 e v al u at e d

at κ h (1 7 .4 , L / a ) f o r diff e r e nt d e fi niti o n s of t h e r e n o r m ali z e d

P C A C m a s s. D a s h e d c ol o r e d li n e s r e p r e s e nt t h e u n c o n st r ai n e d

fit a n d t h e d a s h e d g r e y li n e d e n ot e s t h e t a r g et z , cl o s e t o t h e

0. 0 0 0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7

(a / L ) 2

3. 9 0

3. 9 2

3. 9 4

3. 9 6

3. 9 8

z h
h

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 6. 0

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 4. 0

z h h , Z A
Z P

L ∆ 2 2 = 1. 5

b ott o m q u a r k m a s s.

Fi g u r e 1 2 .1 5 : S c ali n g of P C A C m a s s e s o n e n s e m bl e s of t a b. 8 .1 e v al u at e d at

κ h (3 .9 , L / a ) f o r diff e r e nt L C P. D a s h e d c ol o r e d li n e s r e p r e s e nt

t h e u n c o n st r ai n e d fit a n d t h e d a s h e d g r e y li n e d e n ot e s t h e

t a r g et z , cl o s e t o t h e c h a r m q u a r k m a s s.
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If w e c o m p a r e t h e u p p e r pl ot of fi g. 1 2 .1 3 , w h e r e t h e s c al e of t h e

b ott o m q u a r k i s s h o w n, wit h fi g. 1 2 .1 5 , w h e r e t h e c h a r m q u a r k m a s s

i s s h o w n, w e s e e t h at t h e sl o p e of t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s i s

s m all e r w h e n t h e s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s h a s b e e n e v al u at e d

at t h e s a m e s c al e. F o r t h e t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k m a s s, t hi s

c o r r e s p o n d s t o Z A / Z P ≈ 5 .7 a n d f o r t h e c h a r m q u a r k t o Z A / Z P ≈

1 .3 . T hi s o b s e r v ati o n s u p p o rt s t h e a r g u m e nt t o u s e i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt s e v al u at e d at t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k t o o pti mi z e t h e

s c ali n g of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s at t h e s a m e s c al e.

We p e rf o r m a n ot h e r s c ali n g t e st u si n g t h e eff e cti v e e n e r g y T he s y m metri c

deri v ati ve is de fi ne d

i n a p p. A.L 1 Γ r s
P S (z , g 0 ) = −L 1 ∂̃ 0 l n

[
f r s ,I
A (x 0 , z )

] ⏐
⏐
⏐
x 0 = L / 2

, (1 2 .2 6 )

f r o m t h e h e a v y- h e a v y a n d t h e h e a v y-li g ht c u r r e nt. All m ulti pli c ati v e

r e n o r m ali z ati o n f a ct o r s c a n c el i n t hi s q u a ntit y. T h e s a m e s et of m e a-

s u r e m e nt s o n t h e 2 L 0 e n s e m bl e s a s a b o v e i s u s e d. T o all o w f o r t h e

d et e r mi n ati o n of Γ P S at gi v e n v al u e s of z , w e i nt e r p ol at e t h e e n e r g y i n

t h e q u a r k m a s s diff e r e n c e a ∆ . We e x p e ct t h e s q u a r e of t h e e n e r g y t o

s c al e wit h t h e q u a r k m a s s a n d o bt ai n a n e x c ell e nt p a r a m et e ri z ati o n of

t h e d at a u si n g t h e fit a n s at z

(L 1 Γ P S ) 2 (a ∆ ) = c 0 + c 1 a ∆ + c 2 (a ∆ ) 2 + c 3 (a ∆ ) 3 . (1 2 .2 7 )

B a s e d o n t h e p a r a m et e ri z ati o n of t h e eff e cti v e e n e r g y, w e a r e a bl e t o

e v al u at e L 1 Γ P S (a ∆ ) at gi v e n v al u e s of κ h d et e r mi n e d f r o m e q. ( 1 2 .2 0 )

j u st a s w e h a v e d o n e it f o r t h e P C A C m a s s e s. Aft e r w a r d s, w e c a n

i n v e sti g at e t h e s c ali n g of t h e eff e cti v e e n e r g y at v a ri o u s m a s s s c al e s.

I n fi g. 1 2 .1 6 w e s h o w t h e s c ali n g of t h e eff e cti v e e n e r g y f r o m t h e

h e a v y- h e a v y a n d t h e h e a v y-li g ht c u r r e nt at t h e s c al e of t h e b q u a r k

f o r diff e r e nt s et s of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s. I n all c a s e s w e o b s e r v e

a s c ali n g i n (a / L ) 2 a n d c a n c o n cl u d e t h at t h e l e a di n g o r d e r c ut- off

eff e ct s a r e c a n c el e d. T h e si z e of hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s d e p e n d s

o n t h e c h o s e n s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s.

At t h e s c al e of t h e b ott o m q u a r k, w h e r e w e will d et e r mi n e t h e

m at c hi n g p a r a m et e r s, t h e c ut- off eff e ct s a r e b e st s u p p r e s s e d u si n g t h e

s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s d et e r mi n e d at t h e s a m e s c al e. T o g et h e r

wit h t h e d at a p oi nt s w e s h o w c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s of t h e e n e r gi e s.

T h e n u m b e r of p oi nt t h at c a n b e i n cl u d e d i n a fit i n a 2 d e p e n d s o n

t h e c h o s e n s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s. T h e l a r g e st fit r a n g e s a n d

t h e r ef o r e t h e m o st p r e ci s e r e s ult s of t h e c o nti n u u m li mit a r e a c hi e v e d

u si n g t h e s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s e v al u at e d at Z A / Z P L 0 ∆ 2 2 =

6 . I n g e n e r al, all o b s e r v ati o n s m a d e f o r t h e r e n o r m ali z e d c u r r e nt q u a r k

m a s s e s c o n c e r ni n g t h e c a n c ell ati o n of hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s h ol d

f o r t h e eff e cti v e p s e u d o s c al a r e n e r gi e s.
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Fi g u r e 1 2 .1 6 : S c ali n g of L 1 Γ P S e v al u at e d at κ h (1 7 .4 , L / a ) f o r diff e r e nt L C P

t o g et h e r wit h t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. To p: H e a v y- h e a v y

c u r r e nt. B ott o m: H e a v y-li g ht c u r r e nt.



1 2 .7 c o n c l u s i o n s 1 9 9

1 2 .7 c o n c l u s i o n s

We h a v e p r e s e nt e d t h e d et e r mi n ati o n of all i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s

a n d r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s t h at a r e n e e d e d t o fi x t h e r e n o r m ali z a-

ti o n g r o u p i n v a ri a nt h e a v y q u a r k m a s s i n t h e m at c hi n g of Q C D a n d

H Q E T. T hi s c al c ul ati o n i s a n i m p o rt a nt st e p t o w a r d s t h e m at c hi n g i n

t h e t h r e e- fl a v o r t h e o r y.

We h a v e d et e r mi n e d t h e c o ef fi ci e nt s b m a n d Z d e fi n e d i n a l a r g e

r a n g e of m a s s s c al e s a n d t e st e d t h e c a n c ell ati o n of O (a ) c ut- off eff e ct s

a s w ell a s t h e s u p p r e s si o n of m a s s- d e p e n d e nt hi g h e r o r d e r c ut- off

eff e ct s f o r t w o o b s e r v a bl e s d e fi n e d i n t h e m at c hi n g v ol u m e. N o

r e m ai ni n g O (a ) eff e ct s c a n b e o b s e r v e d i n t h e t e st o b s e r v a bl e s. B ot h

t e st s s u g g e st t h at t h e s u m m ati o n of m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s t o

all o r d e r s i n t h e d e fi niti o n of b m a n d Z f r o m t h e s et u p wit h a h e a v y

v al e n c e q u a r k l e a d s t o t h e r e d u cti o n of hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s

a n d t h e r ef o r e all o w s u s t o i n cl u d e r e s ult s at r el ati v el y c o a r s e l atti c e

s p a ci n g s i n t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s.

T h e c a r ef ul a n al y si s of all a m bi g uiti e s i n o u r d at a m a k e s u s c o n-

fi d e nt t h at n o hi d d e n s y st e m ati c eff e ct s a r e p r e s e nt. T h e r ef o r e, t h e

r e s ult s of t hi s c h a pt e r a r e r e a d y t o b e u s e d t o d et e r mi n e t h e h e a v y

q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s κ h f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m at c h-

i n g c o ef fi ci e nt s f o r s el e ct e d v al u e s of t h e h e a v y q u a r k m a s s o n t h e

e n s e m bl e s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 8 .
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1 3
C L S E N S E M B L E S

W h e n p h y si c al q u a ntiti e s ( a s o p p o s e d t o r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s)

a r e e xt r a ct e d f r o m l atti c e si m ul ati o n s, t h e s p ati al e xt e nt of t h e l atti c e s

h a s t o b e l a r g e e n o u g h t o a c c o m m o d at e all r el e v a nt d e g r e e s of f r e e d o m.

I n t h e c a s e of m e s o ni c o b s e r v a bl e s, t h e l atti c e h a s t o b e l a r g e e n o u g h

t o all o w m e s o n s t o p r o p a g at e f r e el y wit h o ut f e eli n g t h e b o u n d a ri e s

[2 4 0 – 2 4 4 ]. I nt e r a cti o n s a r o u n d t h e s p ati al t o r u s of t h e l atti c e l e a d t o

O (e x p ( −m π L )) eff e ct s a n d t h e s q u e e zi n g of t h e w a v e f u n cti o n l e a d s I n Q C D, t he pi o n is

t he li g htest mes o ni c

de gree of free d o m. I n

ot her t he ories, a

differe nt li g htest

p arti cle m ass h as t o

be c o nsi dere d.

t o eff e ct s of O(1 / L n ) wit h n = 2 − 3 [1 4 ]. F o r Q C D o n e c a n d e d u c e

t h at m π L ⩾ 4 a n d L > 3 f m a r e a p p r o p ri at e p a r a m et e r s t o s uf fi ci e ntl y

s u p p r e s s fi nit e- v ol u m e eff e ct s f o r h a d r o n m a s s e s.

T h e g e n e r ati o n of e n s e m bl e s wit h l a r g e p h y si c al v ol u m e s a n d s m all

q u a r k m a s s e s i s c o m p ut ati o n all y d e m a n di n g a n d i s m o stl y p e rf o r m e d

b y l a r g e r c oll a b o r ati o n s. I n o u r w o r k, w e a r e a bl e t o u s e t h e e n s e m bl e s

w hi c h a r e g e n e r at e d b y m e m b e r s of t h e C o o r di n at e d L atti c e Si m u-

l ati o n s ( C L S) eff o rt [6 0 , 2 3 5 , 2 3 6 ]. We w o r k o n t h e e n s e m bl e s wit h T here e xists a set of

e nse m bles wit h

N f = 2 .
N f = 2 + 1 fl a v o r s of d y n a mi c al f e r mi o n s. T h e eff e ct of a d y n a mi c al

c h a r m q u a r k i n l o w- e n e r g y o b s e r v a bl e s i s e x p e ct e d t o b e s u p p r e s s e d

b el o w t h e a v ail a bl e a c c u r a c y [ 2 4 5 ]. T hi s i s diff e r e nt f o r c h a r m e d o b-

s e r v a bl e s [ 1 0 0 , 2 4 6 ] a n d t h e r ef o r e a s y st e m ati c u n c e rt ai nt y i s p r e s e nt

i n p h y si c al o b s e r v a bl e s i n cl u di n g a c h a r m q u a r k f r o m 2 + 1 fl a v o r

l atti c e Q C D.

Si n c e w e p e rf o r m o u r w o r k o n r e n o r m ali z ati o n a n d i m p r o v e m e nt

wit h r e s p e ct t o t hi s s et of l a r g e v ol u m e si m ul ati o n s, t h e g a u g e a n d

f e r mi o n a cti o n s of t h e C L S e n s e m bl e s c oi n ci d e wit h t h o s e of o u r

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al e n s e m bl e s. I n c o nt r a st t o o u r s m all- v ol u m e

si m ul ati o n s, o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s i n t h e ti m e di r e cti o n a r e u s e d.

T h e s e all o w f o r a s m o ot h v a ri ati o n of t h e t o p ol o gi c al c h a r g e. T h e

g e n e r at e d c o n fi g u r ati o n s a r e of si z e N t × N 3
s wit h o p e n b o u n d a ri e s at

0 a n d N t − 1 , r e s ulti n g i n a p h y si c al ti m e e xt e nt of T = ( N t − 1 )a .

All of t h e al g o rit h mi c t e c h ni q u e s d e s c ri b e d i n s e cti o n 5 .1 h a v e b e e n

u s e d i n t h e g e n e r ati o n of t h e e n s e m bl e s. T h e u s e of t h e r ati o n al

a p p r o xi m ati o n f o r t h e st r a n g e q u a r k a n d t wi st e d m a s s r e w ei g hti n g

of t h e li g ht q u a r k s r e s ult s i n t h e n e c e s sit y of t w o r e w ei g hti n g f a ct o r s.

Fi v e l atti c e s p a ci n g s i n a r a n g e f r o m 0 .0 8 7 f m d o w n t o 0 .0 4 f m all o w T he i n cl usi o n of t he

si g n of t he r ati o n al

deter mi n a nt le a ds t o

a t hir d re wei g hti n g

f a ct or, w hi c h h as n ot

yet bee n i n cl u de d i n

o ur res ults [ 1 0 2 ].

f o r a s a v e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. T h e s e s m all l atti c e s p a ci n g s

i n c o m bi n ati o n wit h O(a ) i m p r o v e m e nt a r e n e e d e d t o p e rf o r m t h e

c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s u si n g Wil s o n q u a r k s.

T h e pi o n m a s s e s o n t h e C L S e n s e m bl e s a r e m o stl y a b o v e t h e m a s s of

t h e p h y si c al pi o n. P h y si c al q u a r k m a s s e s h a v e b e e n si m ul at e d o n t w o

e n s e m bl e s at c o a r s e a n d i nt e r m e di at e l atti c e s p a ci n g. Si n c e si m ul ati o n s

2 0 3



2 0 4 c l s e n s e m b l e s

a n d m e a s u r e m e nt s at s m all q u a r k m a s s e s a r e q uit e e x p e n si v e, t h e

c hi r al e xt r a p ol ati o n i s c o n st r ai n e d b y ot h e r e n s e m bl e s s p a n ni n g a

r a n g e of pi o n m a s s e s ∈ [1 8 0 M e V, 4 2 0 M e V ].

D e p e n di n g o n t h e o bj e cti v e, diff e r e nt s u b s et s of e n s e m bl e s c a n b e

c h o s e n. C h a r m o b s e r v a bl e s s uff e r f r o m l a r g e c ut- off eff e ct s a n d p r o fit

f r o m s m all l atti c e s p a ci n g s. T h ei r d e p e n d e n c e o n t h e li g ht d e g r e e s of

f r e e d o m i s s m all. T h e r ef o r e t h e e n s e m bl e s wit h pi o n m a s s e s b el o w

2 0 0 M e V c a n b e l eft o ut of t h e c o m p ut ati o n. F o r st ati c-li g ht q u a ntiti e s,

t h e sit u ati o n i s c o m pl e m e nt a r y. H e r e, it i s b e n e fi ci al t o i n cl u d e s m all

q u a r k m a s s e s a n d t o l e a v e o ut t h e fi n e st l atti c e s p a ci n g. A n o v e r vi e w

of all e n s e m bl e s u s e d i n o u r w o r k i s gi v e n i n fi g u r e 1 3 .1

1 5 0

2 0 0

2 5 0

3 0 0

3 5 0

4 0 0

4 5 0

0 0. 0 0 1 0. 0 0 2 0. 0 0 3 0. 0 0 4 0. 0 0 5 0. 0 0 6 0. 0 0 7 0. 0 0 8

3. 8 5 3. 7 0 3. 5 5 3. 4 6 3. 4

p h y si c al

H 2 0 0

N 1 0 1

B 4 5 0

m
π

[
Me

V]

a 2 [f m2 ]

β

C 1 0 1

H 1 0 5

H 1 0 2

H 1 0 1

N 4 0 1

S 4 0 0

H 4 0 0

E 2 5 0

D 2 0 0

N 2 0 0

N 2 0 3

N 2 0 2

E 3 0 0

J 3 0 3

N 3 0 2

N 3 0 0J 5 0 0

J 5 0 1

.

Fi g u r e 1 3 .1 : C L S e n s e m bl e s o n t h e Tr [M q ] = c o n st. t r aj e ct o r y u s e d i n t hi s

w o r k i n t h e l a n d s c a p e of l atti c e s p a ci n g a n d pi o n m a s s. T h e c o r-

r e s p o n di n g b a r e i n v e r s e c o u pli n g β i s gi v e n o n t h e t o p a n d t h e

k a o n m a s s i s i m pli citl y d e fi n e d b y t h e t r aj e ct o r y. F o r s o m e p oi nt s

i n t h e p a r a m et e r s p a c e, t w o e n s e m bl e s wit h t h e s a m e p h y si c al

p a r a m et e r s a n d diff e r e nt g e o m et ri e s h a v e b e e n g e n e r at e d.

T h e M o nt e C a rl o t r aj e ct o r y of e a c h e n s e m bl e h a s t o b e l o n g e n o u g h

t o all o w f o r t h e c o r r e ct d et e r mi n ati o n of t h e st ati sti c al e r r o r s. I n [6 0 ]

t h e l o w e r b o u n d of O(5 0 ) × τ e x p i s gi v e n. T h e e x p o n e nti al a ut o c o r r el a-

ti o n ti m e o n t h e C L S e n s e m bl e s, w hi c h w e u s e t o att a c h a n e x p o n e nti al

t ail a c c o r di n g t o e q. (5 .8 4 ), i s e sti m at e d u si n g t h e f o r m ul a

τ e x p ≈ 1 4 (3 )
t 0

a 2
(1 3 .1 )

w hi c h h a s b e e n gi v e n i n [ 6 0 ] b a s e d o n a n a n al y si s of t h e s q u a r e of t h e

t o p ol o gi c al c h a r g e a n d t h e Y a n g- Mill s a cti o n d e n sit y f r o m t h e Wil s o n

fl o w.



1 3 .1 t h e c h i r a l t r a j e c t o r y 2 0 5

1 3 .1 t h e c h i r a l t r a j e c t o r y

Aft e r t h e e xt r a cti o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s o n a s et of e n s e m bl e s w e

h a v e t o e xt r a p ol at e t h e r e s ult s t o t h e p h y si c al p oi nt w hi c h i s d e fi n e d

b y p h y si c al q u a r k m a s s e s a n d v a ni s hi n g l atti c e s p a ci n g. H o w t hi s

p oi nt i s a p p r o a c h e d vi a a c o m bi n e d c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n

d e p e n d s o n t h e s et u p t h at h a s b e e n c h o s e n f o r t h e g e n e r ati o n of t h e

e n s e m bl e s.

W h e n si m ul ati o n s wit h N f = 2 + 1 o r N f = 2 + 1 + 1 fl a v o r s a r e

p e rf o r m e d, m o st l atti c e c oll a b o r ati o n s u s e a s et u p w h e r e t h e r e n o r-

m ali z e d st r a n g e q u a r k m a s s i s k e pt at it s p h y si c al v al u e w hil e t h e

li g ht q u a r k m a s s e s s p a n a r a n g e a b o v e t h e p h y si c al o n e s. K e e pi n g t h e

st r a n g e q u a r k m a s s c o n st a nt a n d di r e ctl y at t h e p h y si c al v al u e i s q uit e

dif fi c ult a n d d e vi ati o n s of t h e st r a n g e q u a r k m a s s f r o m it s p h y si c al

v al u e h a v e t o b e e x p e ct e d f o r t h e m aj o rit y of t h e e n s e m bl e s. T hi s c a n

b e c o m p e n s at e d f o r b y a q u a r k m a s s r e w ei g hti n g [ 1 0 9 , 2 4 7 ] o r b y t h e

si m ul ati o n of n e w e n s e m bl e s wit h a dj u st e d p a r a m et e r s.

S u c h s et u p wit h a c o n st a nt r e n o r m ali z e d st r a n g e q u a r k m a s s e xi st s

wit hi n t h e s et of C L S e n s e m bl e s [ 2 3 5 ] b ut t h e r e n o r m ali z ati o n a n d

i m p r o v e m e nt p att e r n wit hi n t hi s s et u p h a s f u rt h e r c o m pli c ati o n s

c o m p a r e d t o o u r di s c u s si o n i n c h a pt e r 4 . A s a n e x a m pl e w e c a n

c o n si d e r t h e i m p r o v e d c o u pli n g g̃ 2
0 i nt r o d u c e d i n e q. (4 .4 ). W h e n t h e

st r a n g e q u a r k m a s s i s k e pt c o n st a nt w hil e t h e li g ht q u a r k m a s s e s a r e

d e c r e a s e d at fi x e d b a r e c o u pli n g g 2
0 , t h e r e n o r m ali z e d c o u pli n g a n d

t h e l atti c e s p a ci n g c h a n g e at O(a ).

It h a s b e e n r e ali z e d b y t h e Q C D S F c oll a b o r ati o n [2 4 8 ] t h at it c a n b e

b e n e fi ci al t o k e e p t h e s u m of b a r e q u a r k m a s s e s Tr
[
M q

]
= m u + m d +

m s = 2 m l + m s c o n st a nt w h e n t h e li g ht q u a r k m a s s e s a r e d e c r e a s e d

t o w a r d s t h ei r p h y si c al v al u e s. Si n c e gl u o ni c o b s e r v a bl e s a n d t h e

c e nt r al v al u e of h a d r o n m ulti pl et s d e p e n d st r o n gl y o n Tr
[
M q

]
a n d

o nl y s u b d o mi n a ntl y o n m l − m s , a s m o ot h e xt r a p ol ati o n wit h o ut l a r g e

c h a n g e s i n t h e s c al e c a n b e e x p e ct e d a n d l e s s c o r r e cti o n s h a v e t o b e

a p pli e d. A s f u rt h e r a d v a nt a g e, m a s s d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s of o r d e r

O (a Tr
[
M q

]
) d o n ot c h a n g e f o r a fi x e d v al u e of t h e b a r e c o u pli n g.

Wit hi n t h e s et of e n s e m bl e s wit h a c o n st a nt s u m of q u a r k m a s s e s,

w hi c h w e will r ef e r t o a s Tr
[
M q

]
= c o n st , e n s e m bl e s at diff e r e nt

l atti c e s p a ci n g s a r e m at c h e d vi a t h e di m e n si o nl e s s q u a ntiti e s

ϕ 2 = 8 t 0 m 2
π a n d ϕ 4 = 8 t 0 (m 2

K +
1

2
m 2

π ) (1 3 .2 )

wit h t 0 d e fi n e d f r o m t h e Wil s o n fl o w a s d e fi n e d i n e q. ( 6 .4 0 ). T o

l e a di n g o r d e r i n c hi r al p e rt u r b ati o n t h e o r y, t h e s e q u a ntiti e s a r e p r o-

p o rti o n al t o t h e s u m of t h e c o r r e s p o n di n g q u a r k m a s s e s [ 2 4 9 , 2 5 0 ]

ϕ 2 ∝ m u + m d , ϕ 4 ∝ m u + m d + m s . (1 3 .3 )

T h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s m at ri x h a s b e e n i nt r o d u c e d i n e q. ( 4 .1 6 )

a n d if t h e b a r e s u m of q u a r k m a s s e s i s h el d c o n st a nt a s d e fi niti o n of
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t h e c hi r al t r aj e ct o r y, t hi s d o e s n ot i m pl y a c o n st a nt p h y si c s c o n diti o n.

Si n c e t h e d e vi ati o n s of Tr
[
M q

]
R

f r o m a c o n st a nt v al u e at c o n st a nt

Tr
[
M q

]
h a v e t u r n e d o ut l a r g e r t h a n o n e w o ul d e x p e ct it f r o m O (a )

eff e ct s [ 7 7 , 1 4 2 ], t h e c hi r al t r aj e ct o r y of t h e C L S e n s e m bl e s h a s b e e n

r e d e fi n e d t o

ϕ 4 = c o n st. = ϕ
p h y s
4 . (1 3 .4 )

T h e p h y si c al v al u e s of ϕ 4 a n d ϕ 2 d et e r mi n e d f r o m t h e p h y si c al

v al u e of t 0 a n d i s o s pi n c o r r e ct e d pi o n a n d k a o n m a s s e s wit h o ut Q E D

eff e ct s h a v e b e e n d et e r mi n e d i n [ 1 4 2 ],

ϕ
p h y s
4 = 1 .1 1 9 (2 1 ) ϕ

p h y s
2 = 0 .0 8 0 4 (8 ) . (1 3 .5 )

I n t h e o u r c o m p ut ati o n s, t h e g o al i s t o e v al u at e all o b s e r v a bl e s at

ϕ 4 = ϕ
p h y s
4 s u c h t h at t h e d e p e n d e n c e o n t h e q u a r k m a s s e s c a n b e

p a r a m et ri z e d b y ϕ 2 a n d p h y si c al q u a r k m a s s e s a r e r e a c h e d w h e n

ϕ 2 = ϕ
p h y s
2 .

1 3 .2 q u a r k m a s s s h i f t s

D u e t o t h e s et u p of t h e e n s e m bl e s vi a Tr
[
M q

]
, d e vi ati o n s of ϕ 4 f r o m

it s p h y si c al v al u e a r e p r e s e nt a n d h a v e t o b e c o r r e ct e d a c c o r di n gl y.

We p e rf o r m t hi s c o r r e cti o n vi a a s hift of t h e s e a q u a r k m a s s e s. T h e

f o r m of t hi s s hift i s gi v e n b y t h e fi r st t e r m of t h e T a yl o r e x p a n si o n of

t h e o b s e r v a bl e wit h r e s p e ct t o t h e q u a r k m a s s m f [1 4 2 , 2 2 0 ],

⟨O ⟩ |m ′
f

= ⟨O ⟩ |m f
+ ∆ m

d ⟨O ⟩

d m f
. (1 3 .6 )

T h e t ot al d e ri v ati v e of a n o b s e r v a bl e O wit h r e s p e ct t o a c h a n g e i n t h e

q u a r k m a s s m f i s gi v e n b y

d ⟨O ⟩

d m f
=

⟨
∂ O

∂ m f

⟩

−

⟨

O
∂ S

∂ m f

⟩

− O

⟨
∂ S

∂ m f

⟩

(1 3 .7 )

w h e r e t h e p a rti al d e ri v ati v e of t h e o b s e r v a bl e wit h r e s p e ct t o t h e

q u a r k m a s s a s w ell a s t h e d e ri v ati v e of t h e a cti o n wit h r e s p e ct t o

t h e q u a r k m a s s h a v e t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt. R e w ei g hti n g c a n b e

st r ai g htf o r w a r dl y a p pli e d i n t h e d e fi niti o n of t h e e x p e ct ati o n v al u e s

a s gi v e n b y e q. ( 5 .2 4 ).

If t h e e x p e ct ati o n v al u e i s d e fi n e d i n t e r m s of t h e f e r mi o n a n d

g a u g e fi el d s a n d t h e o b s e r v a bl e i s d e fi n e d f r o m f e r mi o n fi el d s, it m a y

b e n e c e s s a r y t o c o n si d e r a d diti o n al Wi c k c o nt r a cti o n s i n t h e s e c o n d

t e r m of e q. (1 3 .7 ). H o w e v e r, if w e c o n si d e r t h e e x p e ct ati o n v al u e

aft e r t h e f e r mi o n s h a v e b e e n i nt e g r at e d o ut, o b s e r v a bl e s b a s e d o n

c o r r el ati o n f u n cti o n s a r e d e fi n e d f r o m p r o p a g at o r s a n d n o a d diti o n al

Wi c k c o nt r a cti o n s h a v e t o b e p e rf o r m e d.
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T h e d e ri v ati v e of t h e a cti o n wit h r e s p e ct t o t h e q u a r k m a s s e s c a n b e

d et e r mi n e d f r o m t h e t r a c e of t h e q u a r k p r o p a g at o r [ 2 5 1 ],

⟨
∂ S

∂ m f

⟩

=
∑

x

⟨ ψ̄ f(x )ψ f(x )⟩ = −
∑

x

⟨Tr [S f(x , x )]⟩ g a u g e , (1 3 .8 )

w h e r e t h e t r a c e a ct s o n s pi n a n d c ol o r i n di c e s a n d ψ f a n d S f d e n ot e

t h e q u a r k fi el d s a n d t h e p r o p a g at o r of q u a r k fl a v o r f.

W h e r e a s t h e d e ri v ati v e of t h e a cti o n wit h r e s p e ct t o t h e q u a r k m a s s e s

h a s t o b e e v al u at e d o n c e p e r c o n fi g u r ati o n, w e h a v e t o e x pli citl y

d et e r mi n e t h e d e ri v ati v e s of t h e p r o p a g at o r s u s e d i n o u r o b s e r v a bl e s

wit h r e s p e ct t o a c h a n g e of t h e s e a q u a r k m a s s e s p r e s e nt i n t h e

o b s e r v a bl e s. I n o u r p r oj e ct o n t h e d et e r mi n ati o n of t h e c h a r m q u a r k

m a s s, w e p e rf o r m t hi s c al c ul ati o n u si n g t h e m e s o n s c o d e [ 2 5 2 ].

H a vi n g t h e p a rti al d e ri v ati v e s at h a n d, w e h a v e t o d et e r mi n e t h e si z e

of t h e s hift ∆ m ≡ ∆ m s ≡ ∆ m l t h at i s n e c e s s a r y t o o bt ai n ϕ 4 = ϕ
p h y s
4 .

Aft e r w a r d s w e s hift all o b s e r v a bl e s i n v ol v e d i n o u r c o m p ut ati o n s a c-

c o r di n gl y. T hi s s hift i s p e rf o r m e d o n t h e l e v el of c o r r el ati o n f u n cti o n s

a n d p r o p a g at e s i nt o all d e ri v e d o b s e r v a bl e s.
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D E T E R M I N A T I O N O F T H E C H A R M Q U A R K M A S S

Q u a r k m a s s e s a r e f u n d a m e nt al p a r a m et e r s of t h e St a n d a r d M o d el.

A s s u c h, t h ei r k n o wl e d g e i s of g e n e r al i nt e r e st. F u rt h e r m o r e, t h e

m a s s e s of c h a r m a n d b ott o m q u a r k s a r e u s e d a s i n p ut s f o r t e st s of t h e

St a n d a r d M o d el vi a w e a k d e c a y s a n d C K M m at ri x el e m e nt s [ 2 5 3 ] a n d

t h e r ef o r e t h ei r p r e ci s e k n o wl e d g e i s e s p e ci all y i m p o rt a nt.

H o w e v e r, t h e e x p e ri m e nt al d et e r mi n ati o n of q u a r k m a s s e s i s dif fi-

c ult si n c e q u a r k s a r e c o n fi n e d i n b o u n d st at e s a n d c a n n ot b e i s ol at e d.

T h e m a s s of t h e s e b o u n d st at e s i s n ot j u st a si m pl e s u m of it s p a rt s, b ut

d e p e n d s o n a n i nt e r pl a y of n o n- p e rt u r b ati v e d y n a mi c s. Q C D p r o vi d e s

t h e t h e o r eti c al b a c k g r o u n d t o c o m p ut e St a n d a r d M o d el p a r a m et e r s

b ut t h e s ol uti o n of t h e n o n-li n e a r e q u ati o n s i s hi g hl y n o n-t ri vi al. We

u s e l atti c e Q C D t o s ol v e t h e u n d e rl yi n g e q u ati o n s i n o r d e r t o e xt r a ct

St a n d a r d M o d el p a r a m et e r s a s q u a r k m a s s e s.

A s e x pl ai n e d b ef o r e, w e h a v e t o li v e wit h s o m e li mit ati o n s r e g a r di n g

o u r si m ul ati o n s. I n o u r 2 + 1 fl a v o r si m ul ati o n s, w e d o n ot t a k e i nt o

a c c o u nt t h e eff e ct of c h a r m q u a r k l o o p s a n d f o r o b s e r v a bl e s at t h e

c h a r m s c al e, t hi s i s t h e s o u r c e of a si g ni fi c a nt s y st e m ati c u n c e rt ai nt y.

I n [1 0 0 , 2 4 6 ], a n u p p e r b o u n d of 5 % f o r t h e si z e of t hi s u n c e rt ai nt y h a s

b e e n gi v e n. H o w e v e r, t h e c o m p a ri s o n of c h a r m q u a r k d et e r mi n ati o n s T he de vi ati o ns

wit hi n t he res ults

fr o m 2 + 1 + 1

fl a v ors are

si g ni fi c a ntl y l ar ger

t h a n t he differe n ce

bet wee n t he a ver a ge d

v al ues fr o m t hree

a n d f o ur fl a v or

t he or y.

b a s e d o n 2 + 1 fl a v o r s [ 2 1 0 , 2 5 4 , 2 5 5 ] a n d 2 + 1 + 1 fl a v o r s [ 2 5 6 – 2 5 9 ]

gi v e n i n [ 2 0 9 ] s h o w s a n e x c ell e nt a g r e e m e nt.

We will d et e r mi n e t h e c h a r m q u a r k m a s s f r o m b a r e c u r r e nt q u a r k

m a s s e s a n d p e rf o r m a n o n- p e rt u r b ati v e r e n o r m ali z ati o n a n d i m p r o v e-

m e nt [ 3 1 , 4 8 , 2 1 8 , 2 6 0 ]. T h e s a m e st r at e g y h a s b e e n a p pli e d i n w o r k s

of t h e A L P H A c oll a b o r ati o n i n t h e q u e n c h e d a n d t w o- fl a v o r t h e o r y

[2 6 1 – 2 6 3 ]. A p r eli mi n a r y a c c o u nt of o u r w o r k wit h 2 + 1 fl a v o r s h a s

b e e n p r e s e nt e d i n [ 2 6 4 ].

I n t hi s w o r k, w e will c o n c e nt r at e o n t h e e xt r a cti o n of p h y si c al

o b s e r v a bl e s o n t h e C L S e n s e m bl e s a n d di s c u s s o u r st r at e gi e s t o ci r-

c u m v e nt n u m e ri c al p r o bl e m s. T h e r e s ult s o bt ai n e d i n t hi s w o r k will

b e t h e b a si s of a f ull y c o r r el at e d c o m bi n e d c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p-

ol ati o n. We will s h o w s u c h e xt r a p ol ati o n a n d p r o vi d e a p r eli mi n a r y

r e s ult f o r t h e c h a r m q u a r k m a s s at t h e p h y si c al p oi nt. A d et ail e d

i n v e sti g ati o n of t h e s y st e m ati c eff e ct s of t hi s e xt r a p ol ati o n will b e

p r e s e nt e d i n [ 2 6 5 ] a n d i n o u r f o rt h c o mi n g p u bli c ati o n [2 6 6 ].

1 4 .1 c a l i b r a t i o n o f t h e m e a s u r e m e n t s

We li k e t o d et e r mi n e t h e m a s s of t h e c h a r m q u a r k o n e n s e m bl e s wit h

N f = 2 + 1 fl a v o r s of d y n a mi c al f e r mi o n s. T h e r ef o r e, w e h a v e t o

2 0 9
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i nt r o d u c e c h a r m o b s e r v a bl e s i n a p a rti all y q u e n c h e d s et u p w h e r e n o

c h a r m q u a r k l o o p s a r e p r e s e nt i n t h e p at h i nt e g r al.

T h e a d diti o n of t h e c h a r m q u a r k a s p h y si c al p a r a m et e r t o t h e

si m ul ati o n s r e q ui r e s t o fi x t h e h o p pi n g p a r a m et e r of t h e h e a v y v al e n c e

q u a r k s s u c h t h at t h e r e n o r m ali z e d v al e n c e q u a r k m a s s e s o n e a c h

e n s e m bl e m at c h t h e p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s. A s i n t h e c a s e of

t h e li g ht q u a r k s, w e li k e t o e m pl o y m e s o n m a s s e s f o r t hi s c ali b r ati o n,

si n c e t h e y a r e r el ati v el y e a s y t o c o m p ut e a n d p r o vi d e a g o o d si g n al.

Diff e r e nt p at h s t o fi x t h e p h y si c al c h a r m q u a r k c a n b e t a k e n. F o r

a c o m p a ri s o n of diff e r e nt a p p r o a c h e s s e e [ 2 6 7 ]. T h e r e, t h e m a s s e s of

t h e D , t h e D s a n d t h e η c m e s o n h a v e b e e n i n v e sti g at e d t o fi x κ c a n d

all a p p r o a c h e s h a v e s h o w n diff e r e nt a d v a nt a g e s a n d di s a d v a nt a g e s.

T h e D m e s o n i s r el ati v el y n oi s y a n d h a s a st r o n g d e p e n d e n c e o n t h e

li g ht q u a r k m a s s e s w hi c h c h a n g e c o n si d e r a bl y t o w a r d s t h e c hi r al li mit.

T h e si g n al of t h e D s m e s o n i s m u c h cl e a n e r b ut i n t h e c a s e of [ 2 6 7 ],

w h e r e t h e st r a n g e q u a r k i s fi x e d t o v al u e s cl o s e t o t h e p h y si c al o n e,

a c o r r e cti o n f o r a sli g ht mi st u ni n g of t h e st r a n g e q u a r k m a s s h a d

t o b e a p pli e d. T h e η c d e fi n e d f r o m t h e c o n n e ct e d Wi c k c o nt r a cti o n

h a s a v e r y cl e a n si g n al b ut it diff e r s f r o m t h e p h y si c al m e s o n b y

di s c o n n e ct e d c o nt ri b uti o n s. T h e s e c o nt ri b uti o n s a r e a s s u m e d t o b e

s m all e r t h a n t h e s y st e m ati c c o r r e cti o n s d u e t o n e gl e cti n g Q E D a n d

i s o s pi n eff e ct s.

O u r s et u p i s diff e r e nt c o m p a r e d t o [ 2 6 7 ] si n c e w e k e e p t h e s u m

of li g ht a n d st r a n g e q u a r k m a s s e s c o n st a nt o n t h e c hi r al t r aj e ct o r y.

T h e r ef o r e, t h e m a s s of t h e D s m e s o n c h a n g e s t o w a r d s t h e c hi r al li mit

d u e t o t h e i n c r e a s e i n t h e st r a n g e q u a r k m a s s. T o a r ri v e at a cl e a n

o b s e r v a bl e wit h a s m all d e p e n d e n c e o n t h e s e a q u a r k m a s s e s, w e will

c o n si d e r t h e fl a v o r a v e r a g e d m e s o n m a s s

m D ≡
2

3
m D +

1

3
m D S

, (1 4 .1 )

t o fi x t h e p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s. T h e p h y si c al v al u e of t hi s

fl a v o r- a v e r a g e d m a s s wit h o ut Q E D a n d i s o s pi n eff e ct i s gi v e n b y [ 2 ,

2 0 9 , 2 6 8 ]

m
p h y s

D
= 1 8 9 9 .4 (2 ) M e V (1 4 .2 )

I n e q s. (7 .2 8 – 7 .2 9 ) w e h a v e i nt r o d u c e d t h e fi n e st r u ct u r e of m e s o n s

wit h o n e h e a v y q u a r k i n t h e f r a m e w o r k of H Q E T. If w e a s s u m e t h e

c h a r m q u a r k t o b e h e a v y e n o u g h f o r H Q E T t o b e a p pli c a bl e, w e c a n

u s e o u r i n si g ht s t o eli mi n at e t h e s pi n c o nt ri b uti o n t o t h e fi r st o r d e r

c o r r e cti o n s vi a t h e s pi n a v e r a g e

m
H

=
1

4
(3 m V + m P S ) = m h + Λ̄ −

λ 1

2 m h
, (1 4 .3 )

w h e r e m V a n d m P S a r e t h e m a s s e s of v e ct o r a n d p s e u d o s c al a r m e s o n s

a n d m h i s t h e m a s s of t h e h e a v y q u a r k. Si n c e t h e fi n e st r u ct u r e
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v a ni s h e s i n t h e st ati c li mit a n d i s s e n siti v e t o s h o rt di st a n c e eff e ct s, w e

a s s u m e t h at w e c a n r e d u c e c ut- off eff e ct s w h e n t h e n e xt-t o-l e a di n g

o r d e r c o nt ri b uti o n i s r e d u c e d.

We will c o m bi n e t h e s pi n a v e r a g e wit h t h e fl a v o r a v e r a g e a n d d e fi n e

t h e s pi n- fl a v o r a v e r a g e d m a s s t o b e

m
D

=
1

1 2
(6 m D ∗ + 2 m D + 3 m D ∗

s
+ m D s ) . (1 4 .4 )

Wit h t hi s d e fi niti o n, w e h a v e t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e m a s s e s of t h e

v e ct o r m e s o n s m D ∗ a n d m D ∗
s

w hi c h a r e c o m p a r a bl y n oi s y. T h e r ef o r e

it i s n ot cl e a r if t h e a s s u m e d r e d u cti o n of c ut- off eff e ct s c o m p e n s at e s

t h e i n c r e a s e i n t h e st ati sti c al e r r o r. I n o u r a n al y si s, w e will u s e t h e

fl a v o r a v e r a g e d a n d t h e s pi n- fl a v o r a v e r a g e d m e s o n m a s s t o fi x t h e

p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s a n d w e will c o m p a r e b ot h a p p r o a c h e s i n

t h e fi n al c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

S o f a r w e h a v e n ot e x pl ai n e d h o w w e fi x t h e h e a v y q u a r k m a s s

f r o m t h e m e s o n m a s s e s. We p e rf o r m m e a s u r e m e nt s f o r t w o diff e r e nt

h e a v y q u a r k m a s s e s i n t h e r e gi o n a r o u n d t h e p h y si c al c h a r m q u a r k

m a s s. F o r b ot h h e a v y v al e n c e q u a r k s, w e d et e r mi n e t h e fl a v o r a n d

s pi n- fl a v o r a v e r a g e d h e a v y m e s o n m a s s e s a n d u s e t h o s e t o d et e r mi n e

t h e h o p pi n g p a r a m et e r of t h e c h a r m q u a r k κ c . U si n g i niti al v al u e s

p r o vi d e d b y [ 2 6 9 ], w e i nt e r p ol at e li n e a rl y t o t h e p h y si c al q u a r k m a s s.

T h e li n e a r d e p e n d e n c e of m D s o n 1 / κ h i s vi si bl e i n t h e r e s ult s of [2 7 0 ],

w h e r e m e a s u r e m e nt s at f o u r diff e r e nt h e a v y q u a r k m a s s e s h a v e b e e n

p e rf o r m e d. If w e a r e a bl e t o i nt e r p ol at e r at h e r t h a n e xt r a p ol at e f r o m

o u r t w o c h oi c e s of h e a v y q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s κ h 1
a n d κ h 2

will

b e c o m e cl e a r o nl y aft e r t h e m e a s u r e m e nt s h a v e b e e n p e rf o r m e d. T h e

h o p pi n g p a r a m et e r s u s e d i n o u r m e a s u r e m e nt s a r e li st e d i n t a bl e 1 4 .1 .

We d o n ot p e rf o r m a t hi r d s et of m e a s u r e m e nt s at t h e e xt r a ct e d

v al u e of κ c b ut r at h e r i nt e r p ol at e all p h y si c al o b s e r v a bl e s b a s e d o n

t h e t w o h e a v y q u a r k m a s s e s t o t h e p h y si c al p oi nt d e fi n e d b y κ c . T hi s

i nt e r p ol ati o n i s c o m bi n e d wit h t h e c hi r al- c o nti n u u m fit.

T a bl e 1 4 .1 : H o p pi n g p a r a m et e r s of t h e p a rti all y q u e n c h e d h e a v y v al e n c e

q u a r k s f o r t h e d et e r mi n ati o n of κ c p r o vi d e d b y [ 2 6 9 ].

β κ h 1
κ h 2

3 .4 0 0 .1 2 3 1 4 7 0 .1 2 4 0 5 6

3 .4 6 0 .1 2 5 5 6 3 2 9 2 0 .1 2 6 9 8 3 4 2 3

3 .5 5 0 .1 2 7 4 3 7 4 0 .1 2 8 6 5 1 1 1 9

3 .7 0 0 .1 3 0 1 8 5 8 8 0 .1 3 0 6 2 6 9 7

3 .8 5 0 .1 3 2 0 6 6 9 3 0 .1 3 2 4 2 9 8 4
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1 4 .2 t h e r e n o r m a l i z e d c h a r m q u a r k m a s s f r o m c u r r e n t

q u a r k m a s s e s

We u s e t h e diff e r e nt t y p e s of r e n o r m ali z e d a n d i m p r o v e d q u a r k m a s s e s

i nt r o d u c e d i n s e cti o n 4 .3 t o d et e r mi n e t h e p h y si c al v al u e of t h e c h a r m

q u a r k m a s s. T h e c al c ul ati o n of r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s f r o m

s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s a c c o r di n g t o e q. ( 4 .1 7 ) c a n b e p e rf o r m e d

u si n g t h e v al u e of κ c w hi c h i s d et e r mi n e d f r o m t h e i nt e r p ol ati o n i n

t h e ( s pi n-) fl a v o r a v e r a g e d m e s o n m a s s e s. H o w e v e r, t hi s d e fi niti o n

h a s si z a bl e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s, si n c e t h e f a ct o r (r m − 1 ), w hi c hT here are eff orts t o

deter mi ne t his

c oef fi cie nt.
c a n c el s t h e l e a di n g o r d e r d e p e n d e n c e o n t h e s e a q u a r k m a s s e s, i s

u n k n o w n s o f a r.

T h e c riti c al h o p pi n g p a r a m et e r s t h at e nt e r t h e s u bt r a ct e d q u a r k

m a s s h a v e b e e n d et e r mi n e d i n [ 6 8 ]. Si n c e t h e q u a r k m a s s e s o n t h e

Tr
[
M q

]
= c o n st . t r aj e ct o r y a r e f a r f r o m b ei n g c hi r al, a n a d diti o n al

s y st e m ati c u n c e rt ai nt y i s a d d e d t o t h e b a r e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s vi a

t h e u n c e rt ai nt y i n κ c r . T h e r ef o r e, w e d o n ot c o n si d e r r e n o r m ali z e d

s u bt r a ct e d q u a r k m a s s e s i n t hi s p r oj e ct.

I n st e a d, w e d et e r mi n e t h e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s f r o m c u r r e nt

q u a r k m a s s e s, a c c o r di n g t o e q. ( 4 .3 1 ). T h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s

a r e k n o w n f r o m [ 6 6 ] f o r Z A , f r o m [6 4 ] f o r Z P a n d f r o m o u r w o r k i n

c h a pt e r 1 1 f o r Z . T h e v al e n c e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct of O(a )We will test, w het her

L C P- 1 re m o ves t he

c ut- off effe cts m ore

ef fi cie ntl y t h a n

L C P- 0 .

c a n b e c a n c el e d wit h b A − b P a n d Z of c h a pt e r 1 1 .

R e m n a nt c ut- off eff e ct s of O (a Tr
[
M q

]
) r e m ai n i n o u r d at a, b ut t h e s e

a r e s u p p r e s s e d b y a n o r d e r of m a g nit u d e c o m p a r e d t o t h e eff e ct s of

t h e v al e n c e q u a r k s. N e v e rt h el e s s, w e h a v e t o c h e c k f o r t h e e xi st e n c e of

t h e s e c ut- off eff e ct s i n t h e fi n al e xt r a p ol ati o n t o t h e c o nti n u u m li mit.

We h a v e diff e r e nt o pti o n s t o c o n st r u ct a r e n o r m ali z e d c h a r m q u a r k

m a s s f r o m v al e n c e a n d s e a q u a r k p r o p a g at o r s. T h e o b vi o u s c h oi c e

i s t h e c o n st r u cti o n f r o m t h e c u r r e nt q u a r k m a s s m h h ′ b a s e d o n t w o

m a s s- d e g e n e r at e v al e n c e q u a r k p r o p a g at o r s. Aft e r t h e i nt e r p ol ati o n

of κ h t o κ c , t h e q u a r k m a s s m c c ′ i s o bt ai n e d. We d e fi n e

m
( c )
R, c = m R, c c ′ (1 4 .5 )

Si n c e c u r r e nt q u a r k m a s s e s f r o m h e a v y- h e a v y c o r r el ati o n f u n cti o n s

h a v e a cl e a n si g n al a n d s h o w l o n g pl at e a u s, p r o vi d e d t h at di st a n c e

p r e c o n diti o ni n g i s u s e d i n t h e s ol v e r, t hi s m a s s c a n b e d et e r mi n e d t o

hi g h p r e ci si o n. T h e v al e n c e q u a r k p a rt of t h e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off

eff e ct s s c al e s wit h m c c ′ a n d w e e x p e ct r at h e r l a r g e c ut- off eff e ct s f o r

t hi s d e fi niti o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s, e v e n t h o u g h t h e l e a di n g o r d e r

eff e ct s a r e s u bt r a ct e d.

We h o p e t o r e d u c e t h e si z e of t h e c ut- off eff e ct s b y t h e u s e of h e a v y-

li g ht a n d h e a v y- st r a n g e c o r r el ati o n f u n cti o n s. W h e n w e d et e r mi n e

li g ht, st r a n g e a n d v al e n c e q u a r k p r o p a g at o r s, w e c a n d e fi n e t h e c h a r m

q u a r k m a s s vi a

m
( l)
R, c = 2 m R,l c − m R,ll ′ m

( s )
R, c = 2 m R, s c − m R, s s ′ (1 4 .6 )
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w h e r e w e a g ai n u s e e q. ( 4 .3 1 ) t o r e n o r m ali z e c u r r e nt q u a r k m a s s e s.

F r o m t hi s d e fi niti o n, t h e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s of O (a m 2
i j )

a r e r e d u c e d, c o m p a r e d t o t h e d e fi niti o n f r o m m a s s- d e g e n e r at e h e a v y

q u a r k s. I n r et u r n, w e e x p e ct a st r o n g e r d e p e n d e n c e o n t h e li g ht q u a r k

m a s s e s.

We t r y t o r e d u c e t hi s d e p e n d e n c e b y t h e d e fi niti o n of t h e fl a v o r- a v-

e r a g e d c h a r m q u a r k m a s s

m R, c =
2

3
m

( l)
R, c +

1

3
m

( s )
R, c . (1 4 .7 )

Si n c e t h e s u m of li g ht a n d st r a n g e q u a r k m a s s e s r e m ai n s c o n st a nt

o n o u r s et of e n s e m bl e s, w e b eli e v e t h at t hi s d e fi niti o n r e d u c e s t h e

d e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e p o siti o n o n t h e c hi r al

t r aj e ct o r y.

We c a n c o n st r u ct y et a n ot h e r d e fi niti o n of t h e r e n o r m ali z e d c h a r m

q u a r k m a s s f r o m t h e r ati o diff e r e n c e m et h o d, e q. ( 4 .3 8 ), w h e r e t h e

fi r st fl a v o r i s c h o s e n t o b e t h e h e a v y v al e n c e q u a r k a n d t h e s e c o n d o n e

i s o n e of t h e s e a q u a r k s. B a s e d o n t h e s a m e a r g u m e nt a s a b o v e, w e

d e fi n e

m
( r d )
R, c = Z m

(
2

3

r I, cld I, cl

r I, cl − 1
+

1

3

r I, c sd I, c s

r I, c s − 1

)

, (1 4 .8 )

w h e r e i m p r o v e d r ati o a n d diff e r e n c e h a v e b e e n d e fi n e d i n e q s. ( 4 .3 6 –

4 .3 7 ). T h e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s w hi c h a r e p r e s e nt i n t h e s u bt r a ct e d

q u a r k m a s s e s a r e c a n c el e d i n t h e q u a r k m a s s f r o m t h e r ati o- diff e r e n c e

m et h o d.

T h e s e t h r e e d e fi niti o n s of t h e r e n o r m ali z e d c h a r m q u a r k m a s s a r e

t h e b a si s f o r o u r c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. I n p ri n ci pl e, all A si mil ar res ult h as

bee n o bt ai ne d i n

q ue n c he d Q C D

[2 6 1 ].

of t h e m a r e v ali d a n d w e e x p e ct t h e m t o l e a d t o t h e s a m e r e s ult i n

t h e c o nti n u u m, al b eit wit h diff e r e nt st ati sti c al a n d s y st e m ati c u n c e r-

t ai nti e s. It r e m ai n s t o b e c h e c k e d w h et h e r a c o m bi n e d e xt r a p ol ati o n

st a bili z e s t h e c hi r al- c o nti n u u m fit o r if w e u s e t h e diff e r e nt d e fi niti o n s

t o e sti m at e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s of o u r fi n al r e s ult.

I n p ri n ci pl e e v e n m o r e v a ri ati o n i s p o s si bl e wit hi n t hi s s et of q u a r k

m a s s e s. F o r e x a m pl e, w e c a n u s e st a n d a r d o r i m p r o v e d d e ri v ati v e s f o r

t h e d et e r mi n ati o n of t h e P C A C m a s s e s, w e c a n c h o o s e b et w e e n dif-

f e r e nt s et s of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s

a n d w e c a n i n v e sti g at e q u a r k m a s s e s f r o m h e a v y-li g ht c o r r el ati o n

f u n cti o n s wit h o ut a fl a v o r a v e r a g e. All of t h e s e c h oi c e s c a n b e m a d e

at t h e st a g e of t h e a n al y si s a n d will b e st u di e d i n d et ail i n [ 2 6 5 , 2 6 6 ]. We h a ve i ntr o d u ce d

t he r u n ni n g of q u ar k

m asses i n se cti o n

8 .3 .

T o q u ot e r e n o r m ali z ati o n g r o u p i n v a ri a nt v al u e s of t h e c h a r m q u a r k

m a s s, t h e r u n ni n g f a ct o r

M

m R, h a d
= 0 .9 1 4 8 (8 8 ) (1 4 .9 )

d et e r mi n e d i n [ 6 4 ] i s u s e d f o r t h e s c al e e v ol uti o n f r o m t h e C L S e n-

s e m bl e s. It s r el ati v e e r r o r of a b o ut 1 % will m o st li k el y d o mi n at e o u r
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r e s ult at t h e p h y si c al p oi nt. T h e e r r o r i s o nl y a d d e d t o t h e t ot al e r r o r

aft e r t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

T h e i n c r e a s e i n t h e u n c e rt ai nt y d u e t o t h e e r r o r s o n t h e r e n o r m al-

i z ati o n f a ct o r s a n d t h e r u n ni n g f a ct o r c a n b e a v oi d e d w h e n r ati o s of

q u a r k m a s s e s a r e d et e r mi n e d. A st a n d a r d c h oi c e i s t h e r ati o m c / m s .

T hi s mi g ht b e r el at e d t o t h e f a ct t h at t h e st r a n g e q u a r k m a s s i s h el d

c o n st a nt i n m o st c o m p ut ati o n s a n d t h e r ef o r e t h e c hi r al e xt r a p ol ati o n

of t hi s r ati o i s v e r y mil d. I n o u r s et u p of Tr
[
M q

]
= c o n st , w h e r e t h e

st r a n g e q u a r k m a s s c h a n g e s si g ni fi c a ntl y t o w a r d s t h e c hi r al li mit, s u c h

c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n i s p o s si bl e, b ut w e mi g ht f a c e l a r g e

u n c e rt ai nti e s d u e t o t h e sl o p e i n t h e c hi r al fit. We will al s o t e st t h e

d et e r mi n ati o n of m c / (2 m l + m s ) w h e r e w e e x p e ct t h e d e p e n d e n c e o n

t h e li g ht q u a r k m a s s e s t o b e s m all.

We c a n e m pl o y q u a r k m a s s r ati o s t o c o m p a r e o u r r e s ult wit h ot h e r s

w hil e n e gl e cti n g t h e eff e ct of diff e r e nt r e n o r m ali z ati o n p r o c e d u r e s.

T h e fi n al v al u e c a n b e t r a n sl at e d t o p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s e s b y

u si n g t h e p ri o r k n o wl e d g e o n p h y si c al li g ht q u a r k m a s s e s, e. g., f r o m

[7 7 ].



1 5
L A T T I C E C O M P U T A T I O N

I n t h e l a st c h a pt e r w e h a v e o utli n e d o u r st r at e g y f o r t h e d et e r mi n ati o n

of t h e c h a r m q u a r k m a s s a n d d e s c ri b e d w hi c h q u a ntiti e s h a v e t o b e

c o m p ut e d i n o r d e r t o c al c ul at e r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s a n d t o

c ali b r at e t h e b a r e p a r a m et e r s of t h e t h e o r y. I n t hi s c h a pt e r w e will

d e s c ri b e t h e c al c ul ati o n of c o r r el ati o n f u n cti o n s a n d t h e e xt r a cti o n of

t h e p h y si c al q u a ntiti e s o n t h e l a r g e- v ol u m e C L S e n s e m bl e s. We will

di s c u s s s y st e m ati c eff e ct s a n d h o w w e t r y t o e sti m at e o r ci r c u m v e nt

t h e m a n d w e will q u ot e r e s ult s f o r q u a r k a n d m e s o n m a s s e s o n all

e n s e m bl e s u s e d i n o u r st u d y. A n o v e r vi e w of t h e e n s e m bl e s t h at h a v e

b e e n c o n si d e r e d i n t hi s st u d y i s gi v e n i n t a bl e B. 8 .

T o g et h e r wit h t h e d at a f o r t h e q u a r k m a s s d e p e n d e n c e of t h e a cti o n

(1 3 .8 ) a n d t h e s et of i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s a n d r e n o r m ali z ati o n

c o n st a nt s d et e r mi n e d b y t h e A L P H A c oll a b o r ati o n, w e h a v e g at h e r e d

all i n g r e di e nt s f o r t h e e xt r a p ol ati o n s t o t h e p h y si c al p oi nt.

1 5 .1 c o r r e l a t i o n f u n c t i o n s

I n o r d e r t o c al c ul at e c u r r e nt q u a r k m a s s e s f r o m t h e P C A C r el ati o n

a c c o r di n g t o e q. ( 4 .2 5 ), w e n e e d t o d et e r mi n e t h e ti m e c o m p o n e nt of

t h e a xi al c u r r e nt A 0 a n d t h e p s e u d o s c al a r d e n sit y P o n si n gl e ti m e

sli c e s x 0 . F o r t hi s t a s k, w e u s e z e r o- m o m e nt u m t w o- p oi nt c o r r el ati o n

f u n cti o n s, d e fi n e d b y

f r s
O 1 O 2

(x 0 , y 0 ) = −
a 6

L 3

∑

x ,y

⟨O r s
1 (x 0 , x )O † ,r s

2 (y 0 , y )⟩ , (1 5 .1 )

w h e r e r a n d s a r e t h e fl a v o r i n di c e s. We o nl y c o n si d e r t h e c a s e of t w o

di sti n ct fl a v o r s r ≠ s . y 0 i s t h e ti m e- c o o r di n at e of t h e s o u r c e, i. e., t h e We w or k wit h t he

fl a v or n o n-si n glet

P C A C rel ati o n.
ti m e sli c e w h e r e t h e s o u r c e h a s a n o n- v a ni s hi n g n o r m, a n d x 0 i s t h e

ti m e c o o r di n at e of t h e si n k. T h e s u m m ati o n o v e r t h e s p ati al i n di c e s

l e a d s t o t h e p r oj e cti o n o nt o z e r o- m o m e nt u m [1 4 ]. T h e o p e r at o r s O r s

a r e d e fi n e d b y

O r s (x ) = ψ̄ r (x ) Γ ψ s (x ) (1 5 .2 )

w h e r e Γ i s a p r o d u ct of g a m m a m at ri c e s, r e p r e s e nti n g t h e c o r r e ct

q u a nt u m n u m b e r s f o r t h e p r o bl e m at h a n d. I n t hi s s e cti o n, w e will

u s e t h e o p e r at o r s d e fi n e d i n t a bl e 1 5 .1 .

U si n g ti m e r e fl e cti o n s y m m et r y, w e c a n a v e r a g e o v e r c o r r el ati o n

f u n cti o n s at t h e s o u r c e p o siti o n s y 0 a n d T − y 0 . I n t hi s w a y, w e

c a n i n c r e a s e t h e st ati sti c s wit h o ut i nt r o d u ci n g c o m pli c ati o n s d u e t o

2 1 5



2 1 6 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

T a bl e 1 5 .1 : O p e r at o r s u s e d i n t h e d et e r mi n ati o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s,

b a s e d o n e q. ( 1 5 .2 ). We r e st ri ct o u r s el v e s t o t h e ti m e c o m p o n e nt s

of a xi al a n d t e n s o r c u r r e nt.

St at e  O p e r at o r Γ

P s e u d o s c al a r  P r s γ 5

Ve ct o r  V r s
i γ i

A xi al v e ct o r  A r s
0 γ 0 γ 5

Te n s o r  T r s
0 i γ 0 γ i

diff e r e nt a b s ol ut e s o u r c e p o siti o n s wit h r e s p e ct t o t h e o p e n b o u n d a ri e s.

We c o n si d e r t h e f u n cti o n s

f r s
P (x 0 , y 0 ) =

1

2
[f r s

P P (x 0 , y 0 ) + f r s
P P (T − x 0 , T − y 0 )] (1 5 .3 )

f r s
A i

(x 0 , y 0 ) =
1

2

[
f r s
P A i

(x 0 , y 0 ) − f r s
P A i

(T − x 0 , T − y 0 )
]

(1 5 .4 )

f r s
V (x 0 , y 0 ) =

1

6

3∑

k = 1

[
f r s
V k V k

(x 0 , y 0 ) + f r s
V k V k

(T − x 0 , T − y 0 )
]

(1 5 .5 )

f r s
V T (x 0 , y 0 ) =

1

6

3∑

k = 1

[
f r s
V k T 0 k

(x 0 , y 0 ) + f r s
V k T 0 k

(T − x 0 , T − y 0 )
]

.

(1 5 .6 )

T o o bt ai n O (a ) i m p r o v e d o b s e r v a bl e s, w e e m pl o y t h e t h e i m p r o v e d

c o r r el ati o n f u n cti o n s,

f r s ,I
A i

(x 0 , y 0 ) = f r s
A i

(x 0 , y 0 ) + a c A ∂ i f
r s
P (x 0 , y 0 ) (1 5 .7 )

f r s ,I
V (x 0 , y 0 ) = f r s

V (x 0 , y 0 ) + a c V ∂ 0 f r s
V T (x 0 , y 0 ) , (1 5 .8 )

w hi c h w e u s e t o d et e r mi n e t h e O (a ) i m p r o v e d P C A C m a s s (4 .2 6 )T he dis creti ze d

deri v ati ves are

de fi ne d i n a p p. A. 3 .
a m r s (x 0 , y 0 ) =

∂̃ 0 f r s
A 0

(x 0 , y 0 ) + a c A ∂ ∗
0 ∂ 0 f r s

P (x 0 , y 0 )

2 f r s
P (x 0 , y 0 )

. (1 5 .9 )

T h e c o r r el ati o n f u n cti o n s w hi c h a r e d e fi n e d i n e q s. ( 1 5 .3 -1 5 .5 ) a r e al s o

u s e d t o c o m p ut e t h e eff e cti v e m a s s e s of m e s o n s wit h t h e q u a r k c o nt e nt

r s a n d t h e q u a nt u m n u m b e r s of t h e r e s p e cti v e o p e r at o r s, a c c o r di n g t o

e q. ( 6 .5 ). F o r t h e p s e u d o s c al a r m e s o n s, w e u s e t h e c o r r el ati o n f u n cti o n

f P . A si m ult a n e o u s fit t o f P a n d f A 0
d o e s n ot i m p r o v e t h e st ati sti c al

p r e ci si o n si n c e b ot h a r e hi g hl y c o r r el at e d. F o r t h e v e ct o r m e s o n s, w e

a v e r a g e o v e r t h e t h r e e c o m p o n e nt s of f V .

A s e x pl ai n e d i n s e cti o n 6 .1 .2 , t h e s o u r c e p o siti o n h a s t o b e c h o s e n

wit h s o m e c a r e, i n t h e c a s e of o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s. We pl a c e

t h e s o u r c e di r e ctl y at t h e b o u n d a r y, i. e., at y 0 = a a n d c o n si d e r t h e

b o u n d a r y st at e s a s e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s t h at v a ni s h f o r l a r g e
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s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s. T hi s h a s t h e a d v a nt a g e t h at p o s si bl e b o u n d-

a r y c ut- off eff e ct s a r e e x p e ct e d t o m a nif e st t h e m s el v e s i n a r e gi o n

w hi c h i s a n y w a y di s c a r d e d f o r t h e e xt r a cti o n of p h y si c al q u a ntiti e s.

I n t hi s w a y t h e pl at e a u s of t h e p s e u d o- g ol d st o n e b o s o n s, w hi c h d o

n ot s uff e r f r o m a n e x p o n e nti all y d e c r e a si n g si g n al-t o- n oi s e r ati o, a r e T he v ari a n ce of

h a dr o n pr o p a g at ors

a n d t he pr o perties of

st o c h asti c s o urces are

e x pl ai ne d i n [ 8 7 ].

m a xi mi z e d w h e n y 0 = a i s c h o s e n.

We c h o o s e st o c h a sti c s o u r c e s wit h U (1 ) n oi s e a n d 1 6 n oi s e s o u r c e s

p e r ti m e- sli c e ( a a n d T − a ). It h a s b e e n f o u n d i n [1 1 9 ] t h at t h e c o r r el a-

ti o n f u n cti o n s f o r li g ht q u a r k s c o m p ut e d f r o m di s pl a c e d s o u r c e s i n t h e

b ul k of t h e l atti c e a r e f ull y c o r r el at e d. T h e r ef o r e, f u rt h e r s o u r c e p o si-

ti o n s a r e n ot e x p e ct e d t o d e c r e a s e t h e st ati sti c al e r r o r of t h e q u a ntiti e s

u n d e r i n v e sti g ati o n.

T h e s a m e n u m b e r of s o u r c e s h a s b e e n u s e d i n [ 7 7 , 1 4 2 ] f o r t h e

d et e r mi n ati o n of q u a ntiti e s b a s e d o n li g ht q u a r k s. A p ri o ri w e d o n ot

k n o w w h et h e r t h e s a m e n u m b e r of n oi s e s o u r c e s i s a p p r o p ri at e f o r

o b s e r v a bl e s wit h h e a v y q u a r k s w hi c h a r e n ot p r e s e nt i n t h e s e a. We

will i n v e sti g at e t h e i n fl u e n c e of t h e n u m b e r of n oi s e s o u r c e s o n t h e

st ati sti c al e r r o r of q u a r k a n d m e s o n m a s s e s i n s e cti o n 1 5 .5 .

I n o u r c o m p ut ati o n s of h e a v y q u a r k p r o p a g at o r s w e h a v e u s e d

di st a n c e p r e c o n diti o ni n g t o o bt ai n t h e r e q ui r e d l e v el of p r e ci si o n at

l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s. We d e s c ri b e t h e t u ni n g of t h e p a r a m et e r

α i n s e cti o n 1 5 .4 w h e r e w e al s o i n v e sti g at e t h e r e d u cti o n of s y st e m ati c

u n c e rt ai nti e s.

1 5 .2 m e s o n m a s s e s

T o d et e r mi n e t h e p o siti o n of a n e n s e m bl e s o n t h e c hi r al t r aj e ct o r y a n d

a n d t h e c h a r m q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r κ c , w e h a v e t o d et e r mi n e t h e

m a s s e s of pi o n a n d k a o n a s w ell a s t h e m a s s e s of t h e h e a v y m e s o n s

i n v ol v e d i n t h e s pi n- fl a v o r a v e r a g e i n e q. (1 4 .4 ).

A s e x pl ai n e d i n s e cti o n 6 .1 , t h e e xt r a cti o n of t h e g r o u n d st at e m at ri x

el e m e nt s a n d e n e r gi e s of c o r r el ati o n f u n cti o n s i s st r ai g ht f o r w a r d

at l a r g e ti m e di st a n c e s, si n c e w e f a c e a n e x p o n e nti all y s u p p r e s s e d

e x cit e d st at e c o nt a mi n ati o n. If t h e si g n al-t o- n oi s e- r ati o of t h e c o r r e-

l ati o n f u n cti o n u n d e r i n v e sti g ati o n v a ni s h e s e x p o n e nti all y, w e h a v e

t o d et e r mi n e t h e r e gi o n, w h e r e a s a v e e xt r a cti o n of t h e g r o u n d st at e

e n e r g y i s p o s si bl e.

T h e e xt r a cti o n of t h e m a s s of t h e g r o u n d st at e m e s o n s c a n b e

p e rf o r m e d u si n g t h e c o r r el ati o n f u n cti o n o r t h e eff e cti v e m a s s b uilt

f r o m it a n d w e c h o o s e t h e l att e r. We e x p e ct o u r fit s t o b e m o r e

st a bl e w h e n t h e eff e cti v e m a s s i s u s e d, si n c e o n e d e g r e e of f r e e d o m i s

eli mi n at e d c o m p a r e d t o t h e fit t o t h e c o r r el ati o n f u n cti o n.

We c a n t a k e diff e r e nt p at h s t o d et e r mi n e t h e g r o u n d st at e e n e r gi e s

i n t h e p r e s e n c e of e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s. I n t h e fi r st a p p r o a c h T his w as, e. g., d o ne

i n [1 4 2 ]w e p e rf o r m a fit i n cl u di n g t h e e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s i n o r d e r

t o d et e r mi n e t h e s o u r c e- si n k- s e p a r ati o n t w h e r e t h e c o nt ri b uti o n
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of all e x cit e d st at e s i s n e gli gi bl e c o m p a r e d t o t h e st ati sti c al e r r o r s.

Aft e r w a r d s, w e p e rf o r m a fit t o t h e g r o u n d st at e a n d c a n s af el y n e gl e ct

all e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s. I n t h e c a s e of t h e eff e cti v e m a s s, t hi s fit

t o t h e g r o u n d st at e c o r r e s p o n d s t o a pl at e a u a v e r a g e.

I n t h e s e c o n d a p p r o a c h, w e al s o st a rt wit h a fit i n cl u di n g t h e g r o u n d

st at e a n d t h e fi r st e x cit e d st at e. I n t hi s c a s e, w e o bt ai n t h e e n e r g y of

t h e g r o u n d st at e di r e ctl y f r o m t hi s t w o- st at e fit. T h e fit r a n g e h a s t o

b e c h o s e n p r o p e rl y t o i n cl u d e t h e r e gi o n w h e r e hi g h e r o r d e r st at e s

h a v e d e c a y e d a n d t h e fi r st e x cit e d st at e c a n b e p r o p e rl y c a pt u r e d. It

r e m ai n s t o b e t e st e d n u m e ri c all y if o n e of t h e t w o a p p r o a c h e s l e a d s t o

s m all e r st ati sti c al o r s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s.We use wei g hte d fits

t o re m o ve a p ote nti al

bi as fr o m hi g hl y

fl u ct u ati n g d at a

p oi nts at l ar ge

s o urce-si n k

se p ar ati o ns.

T h e t w o- st at e fit t o t h e eff e cti v e m a s s h a s t h r e e f r e e p a r a m et e r s a n d

i s n o n-li n e a r i n o n e of t h e p a r a m et e r s s u c h t h at o n e c o ul d e x p e ct l a r g e r

u n c e rt ai nti e s. T hi s c a n b e c o u nt e r a ct e d b y t h e f a ct t h at w e c a n i n cl u d e

m o r e d at a p oi nt s c o m p a r e d t o t h e pl at e a u fit a n d t h at t h e r el ati v e

e r r o r o n eff e cti v e m a s s e s i s s m all e r f o r s h o rt e r s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s

(i n t h e c a s e of h e a v y p s e u d o s c al a r a n d v e ct o r m e s o n s). I n p ri n ci pl e,

s p e ci al c a r e h a s t o b e t a k e n i n t h e d et e r mi n ati o n of t h e e r r o r s o n t h e

fit p a r a m et e r s i n t h e c a s e of n o n-li n e a r fit s [ 1 4 0 ]. Si n c e w e d et e r mi n e

t h e s e e r r o r s vi a r e s a m pli n g t e c h ni q u e s, t hi s c o m pli c ati o n i s a v oi d e d.

B ef o r e w e e x pl ai n h o w w e d et e r mi n e t h e eff e cti v e m a s s e s f r o m t h e

d at a, w e li k e t o l o o k at t h e m o r e g e n e r al pi ct u r e, n a m el y t h e b a r e d at a

f o r t h e q u a ntiti e s w hi c h w e u s e t o c ali b r at e o u r m e a s u r e m e nt s. T h e s e

a r e t h e pi o n m a s s m π , t h e k a o n m a s s m K f o r t h e c hi r al t r aj e ct o r y a n d

t h e fl a v o r a v e r a g e d m a s s m D o r t h e s pi n- fl a v o r a v e r a g e d m a s s m
D

r e s p e cti v el y t o fi x κ c .

We s h o w r e p r e s e nt ati v e eff e cti v e m a s s e s of t h e p s e u d o- g ol d st o n e

b o s o n s i n fi g u r e 1 5 .1 a n d of t h e h e a v y m e s o n s w hi c h c o nt ri b ut e t o

t h e a v e r a g e s i n fi g u r e 1 5 .2 . F o r t h e li g ht m e s o n s, w e o bt ai n pl at e a u s

o v e r a l a r g e f r a cti o n of t h e l atti c e, si n c e t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o i s

c o n st a nt f o r t h e s e b o u n d st at e s. At l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s, t h e

eff e ct of p h y si c al st at e s p r o p a g ati n g f r o m t h e b o u n d a ri e s i nt o t h e b ul k

b e c o m e s vi si bl e.

F o r t h e h e a v y m e s o n s, w e s h o w t h e eff e cti v e m a s s e s u p t o t h e p oi nt

w h e r e t h e st ati sti c al e r r o r s b e c o m e t o o l a r g e. We c a n s e e t h at t h eWe will s h ortl y

de fi ne t his p oi nt. m e s o n s i n cl u di n g t h e st r a n g e q u a r k s h o w a b ett e r si g n al t h a n t h e

m e s o n s i n cl u di n g a li g ht q u a r k. T h e v e ct o r m e s o n s s uff e r f r o m l a r g e

st ati sti c al e r r o r s. F r o m t hi s o b s e r v ati o n, w e e x p e ct t h e s pi n- fl a v o r a v e r-

a g e d m a s s t o h a v e si g ni fi c a ntl y l a r g e r e r r o r s t h a n t h e fl a v o r a v e r a g e d

m a s s.

1 5 .2 .1 Fit r a n ges

Si n c e w e k n o w t h e f u n cti o n al f o r m of t h e e x p o n e nti al c o nt ri b uti o n

of e x cit e d st at e s t o t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s u s e d t o d et e r mi n e t h e

g r o u n d st at e m e s o n m a s s e s, w e c a n m o d el t h e s e c o r r e cti o n s i n o u r fit s.
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Fi g u r e 1 5 .1 : Eff e cti v e m a s s e s of t h e p s e u d o- g ol d st o n e b o s o n s π a n d K o n

N 2 0 0

T h e di s c ri mi n ati o n of s e v e r al t e r m s i n a s u m of e x p o n e nti al f u n cti o n s

i s dif fi c ult wit h o ut f u rt h e r k n o wl e d g e o n t h e si z e of t h e e x p o n e nt s.

T h e r ef o r e w e t r y t o p e rf o r m a t w o- st at e fit i n a r e gi o n, w h e r e all b ut

t h e l o w e st e x cit e d st at e h a v e d e c a y e d.

T h e f u n cti o n al f o r m of a t w o- st at e fit t o eff e cti v e m a s s e s i s gi v e n

b y e q. ( 6 .8 ). Si n c e w e d o n ot k n o w w h e r e all hi g h e r e x p o n e nti al

c o r r e cti o n s h a v e v a ni s h e d, w e h a v e t o t e st t h e fit q u alit y f o r a n u m b e r

of diff e r e nt fit r a n g e s [t mi n , t m a x ].

F o r t hi s t e st, w e fi r st fi x t h e u p p e r e n d of t h e fit i nt e r v al t m a x . I n

t h e c a s e of h e a v y-li g ht m e s o n s, t hi s i s d o n e b y s etti n g a n u p p e r li mit

o n t h e r el ati v e si z e of t h e st ati sti c al e r r o r of t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s.

B y s etti n g t hi s li mit t o 2 % f o r p s e u d o s c al a r m e s o n s a n d t o 7 % f o r

v e ct o r m e s o n s, w e c a n e x cl u d e r e gi o n s wit h e x c e s si v el y fl u ct u ati n g

d at a p oi nt s f r o m t h e fit r e gi o n s. Si n c e w e p e rf o r m w ei g ht e d fit s a n d

d at a p oi nt s wit h l a r g e st ati sti c al e r r o r s c o nt ri b ut e l e s s t o t h e o v e r all fit

r e s ult, t h e fit q u alit y i s st a bl e u n d e r a v a ri ati o n of t m a x .

T h e si g n al-t o- n oi s e- r ati o of li g ht p s e u d o s c al a r m e s o n s i s c o n st a nt

a c r o s s t h e t e m p o r al e xt e nt. T h e r ef o r e, w e c a n n ot s et t m a x b y a n oi s e

c rit e ri o n. I n st e a d, w e h a v e t o e x cl u d e t h e r e gi o n w h e r e b o u n d a r y

st at e s l e a d t o e x p o n e nti al c o r r e cti o n s of k n o w n f u n cti o n al f o r m. Si n c e

t hi s p r o c e d u r e i s si mil a r t o t h e d et e r mi n ati o n of t h e l o w e r b o u n d of

t h e fit r e gi o n, w e will p o st p o n e t h e di s c u s si o n of t h e b o u n d a r y eff e ct s

a n d a s s u m e t h at a p r o p e r v al u e f o r t m a x h a s b e e n f o u n d s u c h t h at a

pl at e a u of t h e eff e cti v e m a s s i s vi si bl e u p t o t m a x .

T o d et e r mi n e t mi n , w e p e rf o r m a n u m b e r of fit s. We st a rt wit h a fit

i n t h e r a n g e [5 a , t m a x ] a n d c o nti n u e b y i n c r e a si n g t h e l o w e r e n d of t h e

i nt e r v al i n st e p s of a . D u ri n g t hi s p r o c e s s, w e m o nit o r t h e fit q u alit y



2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0
x 0 / a

0. 6 0

0. 6 2

0. 6 4

0. 6 6

0. 6 8

a
m

ef
f

D ∗
s

D ∗

D s

D

2 2 0 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

Fi g u r e 1 5 .2 : Eff e cti v e m a s s e s of t h e h e a v y m e s o n s c o r r e s p o n di n g t o D , D s ,

D ∗ a n d D ∗
s i n cl u di n g t h e h e a v y q u a r k c o r r e s p o n di n g t o κ h 2

o n

N 2 0 0 . We e x cl u d e d at a p oi nt s wit h l a r g e st ati sti c al e r r o r s.

vi a t h e v al u e of
χ 2

mi n

χ 2
e x p

, a s e x pl ai n e d i n s e cti o n 6 .3 .1 . I n t hi s p r o c e d u r e,

t h e fit q u alit y i m p r o v e s wit h e v e r y st e p, si n c e hi g h e r o r d e r e x p o n e nti al

c o r r e cti o n s t h at a r e n ot m o d el e d b y t h e fit d e c a y wit h t h e i n c r e a si n g

t e m p o r al di st a n c e b et w e e n s o u r c e a n d si n k. W h e n t h e l o w e r b o u n d i s

i n c r e a s e d t o o m u c h, t h e fit p a r a m et e r s of t h e e x p o n e nti al t e r m c a n n ot

b e d et e r mi n e d a n y m o r e.

At t h e p oi nt w h e r e all b ut t h e l o w e st e x p o n e nti al c o r r e cti o n h a v e

d e c a y e d, w e e x p e ct
χ 2

mi n

χ 2
e x p

≈ 1 a n d i n d e e d t hi s p oi nt i s f o u n d f o r all

eff e cti v e m a s s e s u n d e r c o n si d e r ati o n. I n m o st c a s e s, w e fi n d a s h all o w

v all e y a r o u n d a l o c al mi ni m u m f o r t h e v al u e s of
χ 2

mi n

χ 2
e x p

d et e r mi n e d f r o m

diff e r e nt fit r a n g e s. B a s e d o n t hi s o b s e r v ati o n, w e a r e a bl e t o c h o o s e

t h e v al u e of t mi n s u c h t h at t h e fit q u alit y i s o pti mi z e d a n d w e a r e

c o n vi n c e d t h at t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n i s m o d el e d c o r r e ctl y.

T h e st r e n gt h of t h e a p p r o a c h t o u s e χ 2
e x p f o r t h e d et e r mi n ati o n of

t h e fit q u alit y b e c o m e s a p p a r e nt i n t hi s fitti n g p r o c e d u r e. Si n c e t h e

c o r r el ati o n s b et w e e n t h e eff e cti v e m a s s e s o n diff e r e nt ti m e sli c e s a r e

st r o n g a n d fit r a n g e s wit h a l e n gt h of O (4 0 a ) a r e c o n si d e r e d, t h e

i n v e r si o n of t h e c o r r el ati o n m at ri x i n a c o r r el at e d fit f ail s i n m o st

c a s e s. If t h e n ai v e r ati o
χ 2

mi n
N D F i s u s e d t o m o nit o r t h e q u alit y of t h e

u n c o r r el at e d fit, v al u e s s m all e r t h a n u nit y a r e r e a c h e d w ell b ef o r e t h e

o pti m al fit i s f o u n d. I n t hi s c a s e, it i s n ot cl e a r b y t h e v al u e of t h e r ati o

w h e n t h e o pti m al fit i s f o u n d.

I n t h e c a s e of t h e pi o n a n d t h e k a o n, t h e si g n al t o n oi s e r ati o

i s c o n st a nt a n d w e a r e a bl e t o r e s ol v e t h e c o nt ri b uti o n s f r o m t h e
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Fi g u r e 1 5 .3 : Eff e cti v e m a s s of a h e a v y- st r a n g e p s e u d o s c al a r m e s o n o n N 2 0 0 .

D at a p oi nt s u p t o t m a x a r e s h o w n i n bl a c k. T h e b e gi n ni n g of

t h e fit i nt e r v al at t mi n = 1 1 a i s o ut si d e t h e pl ot r e gi o n. T h e

r e s ult of t h e fit i s s h o w n b y t h e r e d c u r v e. T h e b e gi n ni n g of t h e

pl at e a u r e gi o n i s i n di c at e d b y t h e d a s h e d li n e a n d t h e r e s ult of

t h e pl at e a u fit i s d e pi ct e d b y t h e bl u e b a n d.

b o u n d a ri e s. T h e s a m e m e s o n s h a v e b e e n c o n si d e r e d i n [ 1 4 2 ] a n d t h e r e

t h e f u n cti o n al f o r m

a m eff (x 0 ) = a m P S (1 + c 1 e − ∆ 1 x 0 + c 2 e − E 2 P S ( T − x 0 ) + . . . ) (1 5 .1 0 )

wit h E 2 P S ≈ 2 m P S w h e r e m P S i s t h e m a s s of t h e p s e u d o s c al a r m e s o n,

h a s b e e n c h o s e n f o r t h e fit s, b a s e d o n t h e d e ri v ati o n i n [ 5 9 , 1 4 3 ]. T h e

d e vi ati o n of E 2 P S f r o m 2 m P S h a s it s o ri gi n i n fi nit e- v ol u m e eff e ct s.

We d et e r mi n e t h e p oi nt w h e r e t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n s d u e t o

t h e b o u n d a r y at T h a v e v a ni s h e d wit h t h e s a m e m et h o d s a s w e h a v e

u s e d t h e m f o r t h e d et e r mi n ati o n of t mi n , i. e., w e m o nit o r t h e fit q u alit y

w h e n d e c r e a si n g t h e u p p e r li mit of t h e fit r a n g e. Si n c e w e p e rf o r m

t h e d et e r mi n ati o n of t m a x b ef o r e w e d et e r mi n e t mi n , w e fi x t h e l o w e r

b o u n d t o ≈ T / 3 i n t hi s p r o c e d u r e. T h e e n e r g y E 2 P S i s a f r e e p a r a m et e r

i n o u r fit.

W h e n w e h a v e d et e r mi n e d t h e o pti m al fit r a n g e, w e s et t m a x t o t h e

ti m e sli c e w h e r e t h e c o nt ri b uti o n of t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n f r o m

t h e b o u n d a r y at x 0 = T i s s m all e r t h a n 0 .2 5 ti m e s t h e st ati sti c al e r r o r

of t h e eff e cti v e m a s s. Wit h t hi s p r o c e d u r e, w e m a xi mi z e t h e fit r a n g e

a n d u s e a s m a n y ti m e sli c e s a s p o s si bl e f o r o u r d et e r mi n ati o n of t h e

eff e cti v e m e s o n m a s s.

A n e x e m pl a r y r e s ult of t hi s p r o c e d u r e o n t h e e n s e m bl e N 2 0 0 i s

d e pi ct e d i n fi g u r e 1 5 .5 , w h e r e w e s h o w t h e d at a p oi nt s f o r t h e eff e cti v e

m a s s of t h e k a o n t o g et h e r wit h t h e fit t o t h e b o u n d a r y st at e s. I n

t hi s c a s e, w e o bt ai n a
2 E 2 P S = 0 .0 9 1 9 (6 2 ) f o r t h e e n e r g y of t h e fi r st
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Fi g u r e 1 5 .4 : Eff e cti v e m a s s of a h e a v y- st r a n g e v e ct o r m e s o n o n N 2 0 0 . D at a

p oi nt s u p t o t m a x a r e s h o w n i n bl a c k. T h e b e gi n ni n g of t h e fit

i nt e r v al at t mi n = 1 3 a i s o ut si d e t h e pl ot r e gi o n. T h e r e s ult s of

t h e fit i s s h o w n b y t h e r e d c u r v e. T h e b e gi n ni n g of t h e pl at e a u

r e gi o n i s i n di c at e d b y t h e d a s h e d li n e a n d t h e r e s ult of t h e

pl at e a u fit i s s h o w n b y t h e bl u e b a n d.

c o r r e cti o n f r o m t h e b o u n d a r y s o u r c e w hi c h c oi n ci d e s wit h t h e pi o n

m a s s d et e r mi n e d f r o m t h e f ull fit, a m π = 0 .0 9 2 4 (3 ).

Alt h o u g h t hi s i s a r e a s s u ri n g o b s e r v ati o n, t h e c o r r e s p o n d e n c e of

E 2 P S a n d m π i s n ot c r u ci al f o r t h e c o r r e ct n e s s of o u r p r o c e d u r e, si n c e

w e o nl y it t o s et t h e u p p e r b o u n d f o r t h e fi n al fit. I n all c a s e s w e

h a v e c h e c k e d m a n u all y t h at t h e fit p r o c e d u r e l e a d s t o a n u p p e r b o u n d

w h e r e all c o r r e cti o n s f r o m t h e b o u n d a r y h a v e v a ni s h e d.

1 5 .2 .2 E xtr a cti o n of t he effe cti ve m ass

H a vi n g d et e r mi n e d t h e i nt e r v al [t mi n , t m a x ], w h e r e t h e d at a i s d e s c ri b e d

b y t h e f u n cti o n al d e p e n d e n c e

a m eff (x 0 ) = a m eff + c e − ∆ 1 x 0 , (1 5 .1 1 )

w e h a v e n o w t w o p o s si biliti e s t o d et e r mi n e t h e v al u e of a m eff . I n

t h e fi r st a p p r o a c h, w e t a k e t h e fit p a r a m et e r d et e r mi n e d b y t h e fit i n

t h e c h o s e n fit r a n g e. I n t h e s e c o n d a p p r o a c h, w e e xt r a ct t h e eff e cti v e

m a s s f r o m a w ei g ht e d pl at e a u fit i n [ t
p
mi n , t m a x ]. We d e fi n e t h e l o w e r

e n d of t h e pl at e a u r a n g e t
p
mi n t o b e t h e ti m e sli c e w h e r e t h e si z e of

t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n a m o u nt s t o l e s s t h a n o n e q u a rt e r of t h e

st ati sti c al e r r o r o n a m eff (x 0 ).

We s h o w t h e r e s ult of t h e fit o n N 2 0 0 i n t h e wi n d o w [t mi n , t m a x ] f o r

a h e a v y- st r a n g e p s e u d o s c al a r m e s o n i n fi g u r e 1 5 .3 a n d f o r a h e a v y- s-
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Fi g u r e 1 5 .5 : Eff e cti v e m a s s of t h e k a o n o n N 2 0 0 . D at a p oi nt s a r e s h o w n i n

bl a c k. T h e fit i nt e r v al st a rt s at t h e ri g ht d a s h e d li n e a n d it s r e s ult

i s s h o w n b y t h e r e d c u r v e. T h e u p p e r e n d of t h e pl at e a u r e gi o n

i s i n di c at e d b y t h e l eft d a s h e d li n e.

t r a n g e v e ct o r m e s o n i n fi g u r e 1 5 .4 . I n b ot h c a s e s, w e d e ci d e t o s h o w a We c h o ose N 2 0 0 as

e xe m pl ar y e nse m ble

si n ce it is i n a n

i nter me di ate re gi o n

b ot h i n t he l atti ce

s p a ci n g a n d t he pi o n

m ass.

r e gi o n a r o u n d t h e pl at e a u t o all o w f o r a c o m p a ri s o n of b ot h fit m et h-

o d s. T h e bl a c k d at a p oi nt s a r e s h o w n u p t o t m a x t o e x cl u d e st r o n gl y

fl u ct u ati n g p oi nt s.

F r o m t h e fi g u r e s it c a n b e s e e n t h at w e h a v e o bt ai n e d a n e x c ell e nt

d e s c ri pti o n of t h e d at a wit hi n t h e fit r a n g e. T h e pl at e a u r e gi o n, w h e r e

t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n h a s d e c a y e d b e y o n d st ati sti c al si g ni fi c a n c e,

st a rt s at t h e d a s h e d li n e a n d t h e r e s ult of t h e w ei g ht e d a v e r a g e i n t h e

pl at e a u r e gi o n i s s h o w n b y t h e bl u e b a n d.

I n m o st c a s e s t h e r e s ult f r o m t h e e x p o n e nti al fit a n d f r o m t h e pl at e a u

a v e r a g e o v e rl a p a n d t h e st ati sti c al e r r o r s of t h e w ei g ht e d a v e r a g e a r e

l a r g e r t h a n t h o s e of t h e f ull fit. I n t h e c a s e of p s e u d o s c al a r m e s o n

t hi s diff e r e n c e i s o nl y s m all, si n c e w e h a v e a l o n g pl at e a u r e gi o n wit h

mil dl y fl u ct u ati n g d at a p oi nt s. I n t h e c a s e of v e ct o r m e s o n s, e. g., i n

fi g. 1 5 .4 t h e st ati sti c al e r r o r of t h e pl at e a u fit i s si g ni fi c a ntl y l a r g e r. T hi s

sit u ati o n w o ul d b e i m p r o v e d b y a r e m o r e r e st ri cti v e b o u n d o n t h e si z e

of t h e st ati sti c al e r r o r of t h e p ri m a r y d at a p oi nt s i n t h e d et e r mi n ati o n

of t m a x . U nf o rt u n at el y, t hi s w o ul d l e a d t o a sit u ati o n w h e r e n o pl at e a u

r e gi o n i s f o u n d f o r m e s o n s i n cl u di n g li g ht q u a r k s o n e n s e m bl e s wit h

s m all st ati sti c s o r s m all li g ht q u a r k m a s s e s.

T o all o w f o r a b ett e r c o m p a ri s o n of t h e r e s ult s b a s e d o n b ot h a p-

p r o a c h e s, w e s h o w t h e r e s ult f r o m t h e pl at e a u fit t o g et h e r wit h t h e Si n ce t he fit

p ar a meters are

u n c h a n ge d, t p
mi n

st a ys c o nst a nt f or

t hese fits.

r e s ult f r o m t h e e x p o n e nti al fit f o r diff e r e nt c h oi c e s of t mi n i n fi g u r e

1 5 .6 . I n t hi s e x e m pl a r y c a s e t h e fit wit h t h e b e st q u alit y i s r e a c h e d

at t mi n / a = 1 1 . We c a n s e e t h at a s m all v a ri ati o n of t h e l o w e r li mit
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Fi g u r e 1 5 .6 : G r a p hi c al r e p r e s e nt ati o n of t h e o pti mi z ati o n of t h e fit r e gi o n f o r

a h e a v y- st r a n g e p s e u d o s c al a r m e s o n o n N 2 0 0 . T h e r e d c r o s s e s

s h o w t h e eff e cti v e m a s s o bt ai n e d f r o m a fit st a rti n g at x 0 / a . T h e

d a s h e d li n e s i n di c at e t h at t h e b e st fit w a s f o u n d at x 0 / a = 1 1 .

T h e bl u e c u r v e s h o w s t h e c o r r e s p o n di n g pl at e a u fit.

d o e s n ot l e a d t o a c h a n g e i n t h e fit r e s ult. St a rti n g at si g ni fi c a ntl y

s m all e r ti m e s l e a d s t o i n c o r r e ct r e s ult s, si n c e hi g h e r st at e s a r e n ot

m o d el e d c o r r e ctl y. I n c r e a si n g t h e l o w e r b o u n d l e a d s t o a n i n c r e a s e of

t h e st ati sti c al e r r o r of t h e fit r e s ult, si n c e l e s s d at a p oi nt s a r e t a k e n i nt o

a c c o u nt. At s o m e p oi nt, t h e e x p o n e nti al c o r r e cti o n c a n n ot b e m o d el e d

a n y m o r e.

I n s o m e c a s e s w e s e e a ≈ 1 σ d e vi ati o n b et w e e n t h e r e s ult s f r o m

b ot h m et h o d s. I n t h e s e c a s e s w e o b s e r v e s m all pl at e a u r a n g e s w h e r e

l o c al fl u ct u ati o n of t h e d at a h a v e a n e n h a n c e d i n fl u e n c e o n t h e m e a n

v al u e of t h e pl at e a u fit. Si n c e t h e e x p o n e nti al fit i n cl u d e s m o r e d at a

p oi nt s wit h v e r y s m all st ati sti c al e r r o r s, it i s n ot a s m u c h aff e ct e d b y

t h e s e fl u ct u ati o n s a s t h e pl at e a u a v e r a g e.

T o r ul e o ut s y st e m ati c eff e ct s i n t h e d et e r mi n ati o n of m e s o n m a s s e s

f r o m t h e c h oi c e of t h e fit f o r m, w e will c o m p a r e t h e fi n al r e s ult s f o r t h e

R GI c h a r m q u a r k m a s s aft e r t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n b a s e d

o n b ot h m et h o d s. Si n c e t h e r e i s n o d e vi ati o n o n m o st e n s e m bl e s, w e

e x p e ct t h e diff e r e n c e i n t h e c o nti n u u m li mit t o b e v a ni s hi n gl y s m all.

We s u m m a ri z e o u r r e s ult s f o r t h e li g ht m e s o n m a s s e s a n d t h e

a v e r a g e d h e a v y m e s o n m a s s e s o bt ai n e d f r o m t h e f ull fit f o r b ot h

h e a v y q u a r k s i n t a bl e 1 5 .2 . T h e c o r r e s p o n di n g v al u e s f o r t h e pl at e a u

a v e r a g e s c a n b e f o u n d i n t a b. B. 9 . Si n c e t h e m e a s u r e m e nt s o n t h e J5 0 1

e n s e m bl e a r e e s p e ci all y e x p e n si v e, w e w e r e n ot a bl e t o d et e r mi n e t h e

v e ct o r c o r r el ati o n f u n cti o n s i n t hi s c a s e. T h e r ef o r e, w e c a n n ot gi v e a

v al u e f o r t h e s pi n- fl a v o r a v e r a g e d m a s s o n t hi s e n s e m bl e.
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F r o m t a b. 1 5 .2 it i s a p p a r e nt t h at t h e d e p e n d e n c e of t h e h e a v y m e s o n

m a s s e s o n t h e li g ht a n d st r a n g e q u a r k m a s s e s i s v e r y mil d. Si n c e w e

c o n si d e r fl a v o r a v e r a g e d q u a ntiti e s a n d t h e s u m of li g ht a n d st r a n g e

q u a r k m a s s e s r e m ai n s c o n st a nt, t hi s b e h a vi o r i s e x p e ct e d f r o m t h e

c o n st r u cti o n of t h e c hi r al t r aj e ct o r y. T h e m a s s e s of all h e a v y m e s o n s

a r e li st e d i n t a b. B. 1 0 a n d t a b. B. 1 1 . F r o m t h e s e t a bl e s w e c a n s e e t h at

a d e c r e a s e i n t h e li g ht q u a r k m a s s l e a d s t o a d e c r e a s e of t h e D a n d

D ∗ m e s o n m a s s e s a n d t h e i n c r e a s e of t h e st r a n g e q u a r k m a s s l e a d s t o

a n i n c r e a s e of t h e D s a n d D ∗
s m a s s e s.

H o w e v e r, t h e eff e ct s of t h e li g ht a n d st r a n g e q u a r k m a s s e s o n t h e

h e a v y m e s o n s i s v e r y mil d. T hi s i s diff e r e nt f o r t h e li g ht m e s o n s,

w hi c h a r e i n fl u e n c e d b y t h e e x pli cit b r e a ki n g of t h e s p o nt a n e o u sl y

b r o k e n c hi r al s y m m et r y.

T a bl e 1 5 .2 : O v e r vi e w of t h e eff e cti v e m a s s e s u s e d i n t h e c ali b r ati o n of t h e

c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. T h e s u b s c ri pt of t h e fl a v o r a v-

e r a g e s D a n d s pi n- fl a v o r a v e r a g e s D c o r r e s p o n d t o t h o s e of t h e

h o p pi n g p a r a m et e r s i n t a bl e 1 4 .1 . N o v e ct o r c o r r el ati o n f u n cti o n s

h a v e b e e n d et e r mi n e d f o r t h e J 5 0 1 e n s e m bl e. V al u e s a r e d et e r-

mi n e d f r o m t h e f ull fit. T h e c o r r e s p o n di n g v al u e s f r o m a pl at e a u

fit a r e s h o w n i n B. 9 .

i d a m π a m K a m D 1
a m D 2

a m
D 1

a m
D 2

H 1 0 1 0 .1 8 2 8 0 (5 5 ) 0 .1 8 2 8 0 (5 5 ) 0 .8 5 1 1 8 (5 2 ) 0 .8 2 0 2 9 (5 0 ) 0 .8 8 8 0 (1 9 ) 0 .8 5 9 0 (1 9 )

H 1 0 2 0 .1 5 4 1 6 (7 5 ) 0 .1 9 1 1 4 (6 2 ) 0 .8 4 9 9 7 (5 9 ) 0 .8 1 8 9 8 (5 9 ) 0 .8 8 9 6 (1 7 ) 0 .8 6 0 5 (1 8 )

H 1 0 5 0 .1 2 1 4 2 (1 5 5 ) 0 .2 0 1 9 4 (9 5 ) 0 .8 4 9 7 5 (7 4 ) 0 .8 1 8 7 7 (7 3 ) 0 .8 8 6 7 (3 0 ) 0 .8 5 7 6 (2 9 )

C 1 0 1 0 .0 9 7 0 6 (7 7 ) 0 .2 0 6 2 4 (4 6 ) 0 .8 4 9 4 7 (4 9 ) 0 .8 1 8 4 7 (4 7 ) 0 .8 9 0 5 (1 5 ) 0 .8 6 1 5 (1 5 )

H 4 0 0 0 .1 6 3 2 8 (5 3 ) 0 .1 6 3 2 8 (5 3 ) 0 .7 4 5 0 2 (5 1 ) 0 .6 9 3 5 5 (5 1 ) 0 .7 8 0 4 (2 2 ) 0 .7 3 1 6 (2 4 )

H 2 0 0 0 .1 3 6 5 1 (5 8 ) 0 .1 3 6 5 1 (5 8 ) 0 .6 4 6 9 7 (6 1 ) 0 .6 0 1 0 9 (5 6 ) 0 .6 7 7 8 (1 2 ) 0 .6 3 4 6 (1 2 )

N 2 0 2 0 .1 3 4 2 4 (3 0 ) 0 .1 3 4 2 4 (3 0 ) 0 .6 4 5 5 4 (5 7 ) 0 .5 9 9 5 5 (5 5 ) 0 .6 7 5 8 (1 2 ) 0 .6 3 2 7 (9 )

N 2 0 3 0 .1 1 2 2 9 (2 7 ) 0 .1 4 3 9 5 (2 1 ) 0 .6 4 3 7 9 (6 2 ) 0 .5 9 7 9 6 (4 7 ) 0 .6 7 6 1 (1 9 ) 0 .6 3 2 9 (1 9 )

N 2 0 0 0 .0 9 2 4 2 (3 2 ) 0 .1 5 0 7 4 (2 6 ) 0 .6 4 4 4 9 (5 2 ) 0 .5 9 8 6 2 (4 7 ) 0 .6 7 8 2 (1 0 ) 0 .6 3 5 0 (1 1 )

D 2 0 0 0 .0 6 4 7 3 (4 7 ) 0 .1 5 6 3 5 (2 2 ) 0 .6 4 3 5 3 (4 4 ) 0 .5 9 7 7 4 (3 9 ) 0 .6 7 6 3 (1 7 ) 0 .6 3 3 1 (1 6 )

N 3 0 0 0 .1 0 5 6 1 (6 3 ) 0 .1 0 5 6 1 (6 3 ) 0 .4 9 3 5 1 (8 3 ) 0 .4 7 5 7 1 (8 3 ) 0 .5 1 9 5 (1 7 ) 0 .5 0 2 8 (1 7 )

N 3 0 2 0 .0 8 7 5 0 (3 5 ) 0 .1 1 4 4 2 (6 1 ) 0 .4 9 2 7 3 (6 7 ) 0 .4 7 4 9 9 (5 9 ) 0 .5 1 6 1 (3 3 ) 0 .4 9 9 4 (3 3 )

J3 0 3 0 .0 6 4 8 4 (2 1 ) 0 .1 1 9 7 5 (2 0 ) 0 .4 9 2 6 4 (4 0 ) 0 .4 7 4 7 8 (3 9 ) 0 .5 2 0 6 (1 1 ) 0 .5 0 3 8 (1 1 )

J5 0 0 0 .0 8 0 8 5 (3 8 ) 0 .0 8 0 8 5 (3 8 ) 0 .3 7 0 9 9 (7 8 ) 0 .3 5 5 1 5 (6 7 ) 0 .3 9 3 5 (8 ) 0 .3 7 8 6 (8 )

J5 0 1 0 .0 6 6 3 2 (2 9 ) 0 .0 8 8 2 0 (2 5 ) 0 .3 7 2 2 8 (4 1 ) 0 .3 5 6 3 6 (3 8 )
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1 5 .3 c u r r e n t q u a r k m a s s e s

A s d e s c ri b e d i n s e cti o n 6 .1 .2 , w e e x p e ct O(a g 2
0 ) b o u n d a r y eff e ct i n t h e

P C A C m a s s e s, si n c e t h e b o u n d a r y i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s c G a n d

c F h a v e n ot b e e n d et e r mi n e d n o n- p e rt u r b ati v el y f o r o p e n b o u n d a r y

c o n diti o n s. A d diti o n al c ut- off eff e ct s a r e i nt r o d u c e d f r o m c o nt a ctI n t he si m ul ati o ns,

c G a n d c F are set t o

tree-le vel, e. g., t o 1 .
t e r m s at s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s. If t h e s o u r c e i s pl a c e d cl o s e t o

t h e b o u n d a r y, b ot h eff e ct s o v e rl a p. I n t h e b ul k of t h e l atti c e, w e e x p e ct

t h e m a s s e s m r s (x 0 ) t o f o r m a pl at e a u. I n p ri n ci pl e, a n y v al u e wit hi n

t hi s pl at e a u, e. g., m r s (T / 2 ) c o ul d b e c h o s e n a s e sti m at o r f o r t h e b a r e

q u a r k m a s s a n d all diff e r e n c e s b a s e d o n diff e r e nt c h oi c e s a r e e x p e ct e d

2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0
x 0 / a

0. 0 0 2 5

0. 0 0 5 0

0. 0 0 7 5

0. 0 1 0 0

0. 0 1 2 5

0. 0 1 5 0

0. 0 1 7 5

0. 0 2 0 0

a
m

P
C

A
C

s- s

s-l

l-l

t o s c al e v a ni s h i n t h e c o nti n u u m li mit.

Fi g u r e 1 5 .7 : C u r r e nt q u a r k m a s s e s b a s e d o n li g ht a n d st r a n g e p r o p a g at o r s

d et e r mi n e d f r o m st a n d a r d d e ri v ati v e s.

T o u s e a s m u c h i nf o r m ati o n a s p o s si bl e, w e li k e t o d et e r mi n e t h e

r a n g e, w h e r e t h e q u a r k m a s s e s f o r m a pl at e a u a n d p e rf o r m a pl at e a u

a v e r a g e. I n o u r i n v e sti g ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, t hi s w a s

m ai nl y d o n e t o s m o ot h o ut fl u ct u ati o n s. I n l a r g e v ol u m e a n d f o r q u a r k

m a s s e s b a s e d o n h e a v y-li g ht p r o p a g at o r s, w e al s o f a c e a d e c r e a si n g

si g n al-t o- n oi s e r ati o wit h i n c r e a s e d s o u r c e- si n k s e p a r ati o n. T h e r ef o r e

w e a r e a bl e t o d e c r e a s e t h e st ati sti c al e r r o r of o u r m a s s d et e r mi n ati o n

si g ni fi c a ntl y, if t h e pl at e a u r a n g e i s m a xi mi z e d.

A s i n o u r st u di e s i n t h e S c h r ö di n g e r f u n cti o n al, w e a r e f r e e t o c h o o s e

a n y d e fi niti o n of t h e di s c r eti z e d d e ri v ati v e s i n t h e d et e r mi n ati o n of

t h e P C A C m a s s e s a c c o r di n g t o e q. (1 5 .9 ). We will i n v e sti g at e b ot h

d e fi niti o n s of t h e di s c r eti z e d d e ri v ati v e s i n a p p. A. 3 a n d st u d y t h e

c ut- off eff e ct s. Si n c e t h e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s c a n b e c o m e

si z a bl e f o r q u a r k s a s h e a v y a s t h e c h a r m q u a r k, w e e x p e ct si g ni fi c a nt

d e vi ati o n s b et w e e n b ot h d e fi niti o n s at fi nit e l atti c e s p a ci n g.
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B ef o r e w e d e s c ri b e t h e p r o c e d u r e t o m a xi mi z e t h e pl at e a u r e gi o n,

w e h a v e a l o o k at t h e ti m e d e p e n d e n c e of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s

u n d e r i n v e sti g ati o n. I n fi g u r e 1 5 .7 w e s h o w t h e t h r e e q u a r k m a s s e s

m l,l ′ , m s,l a n d m s, s ′ w hi c h h a v e al r e a d y b e e n c o n si d e r e d i n [ 7 7 , 1 4 2 ].

All t h r e e q u a r k m a s s e s f o r m l o n g pl at e a u s a n d s h o w t h e e x p e ct e d

b o u n d a r y eff e ct s. Si n c e b a r el y a n y diff e r e n c e i s vi si bl e b et w e e n t h e

t w o c h oi c e s of t h e d e ri v ati v e s i n t hi s c a s e, w e s h o w t h e q u a r k m a s s e s

2 0 4 0 6 0 8 0
x 0 / a

0. 1 1

0. 1 2

0. 1 3

0. 1 4

0. 1 5

a
m

P
C

A
C

h 2 - s s d

h 2 - s i d

h 2 -l s d

h 2 -l i d

f r o m t h e st a n d a r d d e fi niti o n.

Fi g u r e 1 5 .8 : C u r r e nt q u a r k m a s s e s b a s e d o n h e a v y a n d li g ht p r o p a g at o r s f o r

st a n d a r d d e ri v ati v e s ( s d) a n d i m p r o v e d d e ri v ati v e s (i d). O nl y

d at a p oi nt s wit h a r el ati v e e r r o r b el o w 3 % a r e s h o w n. T h e

h o p pi n g p a r a m et e r f o r h 2 i s c h o s e n a c c o r di n g t o t a b. 1 4 .1 .

I n fi g. 1 5 .8 w e s h o w t h e p a rti all y q u e n c h e d h e a v y-li g ht q u a r k m a s s e s.

F o r t h e s e m a s s e s, t h e diff e r e n c e i n t h e m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s

of st a n d a r d a n d i m p r o v e d d e ri v ati v e s i s i m m e di at el y vi si bl e. M a s s e s

f r o m t h e st a n d a r d d e fi niti o n a r e si g ni fi c a ntl y l a r g e r t h a n f r o m t h e

i m p r o v e d d e ri v ati v e s. T h e r e a r e al s o c o n si d e r a bl e diff e r e n c e s i n t h e

f o r m of t h e c ut- off eff e ct s f o r s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s. I n g e n e r al,

t h e pl at e a u r e gi o n i s r e a c h e d f a st e r if t h e i m p r o v e d d e fi niti o n i s c h o s e n.

I n t hi s c a s e, t h e pl at e a u i s a p p r o a c h e d f r o m b el o w. I n t h e c a s e of t h e

st a n d a r d d e ri v ati v e, t h e pl at e a u i s a p p r o a c h e d f r o m a b o v e. Si n c e t h e

si g n al d et e ri o r at e s wit h i n c r e a si n g s o u r c e- si n k s e p a r ati o n w e o nl y

s h o w d at a p oi nt s u p t o a r el ati v e e r r o r of 3 %.

T o c o m pl et e t h e pi ct u r e, w e s h o w t h e q u a r k m a s s m h 2 h ′
2

i n fi g u r e

1 5 .9 . Si n c e t h e si g n al d o e s n ot d et e ri o r at e f o r l a r g e s o u r c e- si n k s e p a-

r ati o n s, w e a r e a bl e t o s e e t h at t h e c ut- off eff e ct s d u e t o t h e b o u n d a r y

s e e m t o b e si mil a r f o r b ot h d e fi niti o n s. We d r a w t h e c o n cl u si o n t h at

t h e c ut- off eff e ct s f o r s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s a r e e nti r el y dif-

f e r e nt b et w e e n b ot h c h oi c e s. T h e a b s ol ut e diff e r e n c e b et w e e n t h e
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Fi g u r e 1 5 .9 : C u r r e nt q u a r k m a s s e s b a s e d o n h e a v y p r o p a g at o r s f o r st a n d a r d

d e ri v ati v e s ( s d) a n d i m p r o v e d d e ri v ati v e s (i d). T h e h o p pi n g

p a r a m et e r f o r h 2 i s c h o s e n a c c o r di n g t o t a b. 1 4 .1 .

pl at e a u s i n c r e a s e s wit h t h e q u a r k m a s s a n d b e c o m e s si z a bl e at t h e

s c al e of t h e c h a r m q u a r k.

I n g e n e r al, w e d o n ot k n o w w hi c h d e ri v ati v e l e a d s t o a b ett e r a p-

p r o a c h t o t h e c o nti n u u m i n t h e fi n al e xt r a p ol ati o n. F r o m t h e a b s ol ut e

si z e of t h e q u a r k m a s s e s, w e c a n g u e s s t h at t h e sl o p e will b e s m all e r

f o r t h e d e fi niti o n b a s e d o n i m p r o v e d d e ri v ati v e s. Wit h t h e i m p r o v e-

m e nt c o ef fi ci e nt s f r o m c h a pt e r 1 1 w e h o p e t o c a n c el O (a ) eff e ct s a n d

w e will i n v e sti g at e w h et h e r w e a r e a bl e t o s u p p r e s s hi g h e r o r d e r

m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s u si n g L C P- 1 .

1 5 .3 .1 Fit r a n ges

Si n c e w e h a v e t o d et e r mi n e ni n e q u a r k m a s s e s o n 1 5 e n s e m bl e s,

w e li k e t o a ut o m ati z e t h e d et e r mi n ati o n of t h e pl at e a u r e gi o n. T h e

f u n cti o n al d e p e n d e n c e of t h e c ut- off eff e ct s i s n ot k n o w n a p ri o ri

a n d it i s n ot cl e a r h o w t o m o d el t h e d e vi ati o n s f r o m a pl at e a u i n a

fit. I n [ 1 4 2 ], t h e s a m e m et h o d s a s f o r t h e eff e cti v e m a s s e s, i. e., fit s

t o e x p o n e nti al c o r r e cti o n s, h a v e b e e n u s e d t o d et e r mi n e t h e pl at e a u

r e gi o n.

B a s e d o n t h e e x p e ri e n c e s of [ 1 4 2 ], w e e m pl o y o u r fit r o uti n e s i n t h e

d et e r mi n ati o n of t h e pl at e a u r e gi o n f o r t h e P C A C m a s s e s. T h e fi n al

d et e r mi n ati o n of t h e c u r r e nt q u a r k m a s s i s d o n e vi a a w ei g ht e d fit

i n t h e pl at e a u r e gi o n, si n c e o u r o nl y t h e o r eti c al e x p e ct ati o n o n t h e

f u n cti o n al f o r m of t h e d at a i s a c o n st a nt i n t h e b ul k of t h e l atti c e.

F o r t h e v a st m aj o rit y of q u a r k m a s s e s c o n si d e r e d i n o u r st u d y, t h e

m et h o d s u s e d f o r t h e fit s of eff e cti v e m a s s e s al s o w o r k t o d et e r mi n e
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t h e st a rt a n d e n d p oi nt of t h e pl at e a u r e gi o n. Si n c e w e d o n ot e x p e ct a

p e rf e ct fit r e s ult, w e a r e n ot a s st ri ct c o n c e r ni n g t h e b o u n d o n t h e r ati o
χ 2

χ 2
e x p

a n d it s uf fi c e s t o r e q ui r e t h at a v al u e ≈ 2 i s r e a c h e d t o o bt ai n a

7 0 8 0 9 0 1 0 0 1 1 0 1 2 0
x 0 / a

0. 2 1 4 4

0. 2 1 4 6

0. 2 1 4 8

0. 2 1 5 0

0. 2 1 5 2

0. 2 1 5 4

0. 2 1 5 6

a
m

P
C

A
C

fit

d at a

s a v e d et e r mi n ati o n of t h e pl at e a u.

Fi g u r e 1 5 .1 0 : Fit t o d et e r mi n e t h e u p p e r r a n g e of t h e pl at e a u f o r t h e c u r r e nt

q u a r k m a s s b a s e d o n h 2 - h2 u si n g i m p r o v e d d e ri v ati v e s o n

N 2 0 0 . T h e d a s h e d li n e s d e pi ct t h e st a rt of t h e fit r a n g e a n d t h e

pl at e a u r a n g e r e s p e cti v el y. T h e h o p pi n g p a r a m et e r f o r h 2 i s

c h o s e n a c c o r di n g t o t a b. 1 4 .1 .

I n fi g u r e s 1 5 .1 0 a n d 1 5 .1 1 w e s h o w e x e m pl a r y fit s f o r t h e d et e r-

mi n ati o n of t h e pl at e a u r a n g e f o r t h e m a s s m h 2 h 2
u si n g i m p r o v e d

d e ri v ati v e s o n N 2 0 0 . F r o m t h e s e fi g u r e s it c a n b e s e e n t h at t h e b o u n d-

a r y eff e ct s c a n b e m o d el e d a p p r o p ri at el y. We d e fi n e t h e st a rt of t h e

pl at e a u r a n g e at t h e ti m e sli c e w h e r e t h e eff e ct of t h e e x p o n e nti al c o r-

r e cti o n s i s s m all e r t h a n 0 .2 5 ti m e s t h e st ati sti c al e r r o r of t h e d at a p oi nt.

I n fi g u r e 1 5 .1 1 , t h e b e st fit st a rt s at x 0 / a = 9 a n d f o r b ett e r vi si bilit y of

t h e pl at e a u r e gi o n, w e d o n ot s h o w t hi s p oi nt i n t h e pl ot. T h e pl at e a u

r a n g e d et e r mi n e d f r o m t h e fit o v e rl a p s wit h t h e d et e r mi n ati o n f r o m

t h e w ei g ht e d a v e r a g e b ut w e di s c a r d t h e f o r m e r o n e.

I n t h e c a s e u n d e r di s pl a y i n fi g. 1 5 .1 1 , t h e pl at e a u r e gi o n i s a p-

p r o a c h e d f r o m b el o w. A s a p p a r e nt f r o m fi g. 1 5 .8 a n d 1 5 .9 , t hi s

b e h a vi o r d e p e n d s o n t h e c h o s e n di s c r eti z ati o n of t h e d e ri v ati v e s

a n d t h e fl a v o r c o m bi n ati o n. I n fi g u r e 1 5 .1 2 , w e s h o w t h e c u r r e nt

q u a r k m a s s a m h 1 l f o r t h e fi v e e n s e m bl e s o n t h e s y m m et ri c li n e of t h e

Tr
[
M q

]
= c o n st C L S e n s e m bl e s. F o r t h e c h o s e n fl a v o r c o m bi n ati o n, O n t he s y m metri c

li ne, t hree m ass

de ge ner ate se a

q u ar ks h a ve bee n

si m ul ate d.

w e c a n s e e t h at t h e f o r m of t h e c ut- off eff e ct s d e p e n d s o n t h e l atti c e

s p a ci n g.

F r o m m e a s u r e m e nt s wit h s o u r c e s i n t h e b ul k of t h e l atti c e, it i s

k n o w n t h at t h e c ut- off eff e ct s d u e t o s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s i s

r o u g hl y c o n st a nt i n l atti c e u nit s a n d t h e eff e ct i s vi si bl e f o r s e p a r ati o n s
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Fi g u r e 1 5 .1 1 : Fit t o d et e r mi n e t h e l o w e r r a n g e of t h e pl at e a u f o r t h e c u r r e nt

q u a r k m a s s b a s e d o n h 2 - h2 u si n g i m p r o v e d d e ri v ati v e s o n

N 2 0 0 . T h e d a s h e d li n e d e pi ct s t h e st a rt of t h e pl at e a u r a n g e.

T h e h o p pi n g p a r a m et e r f o r h 2 i s c h o s e n a c c o r di n g t o t a b. 1 4 .1 .

s m all e r t h a n 1 0 a [2 6 9 ]. T h e e n d of t hi s r e gi o n i s m a r k e d wit h v e rti c al

li n e s i n t h e s u b pl ot s of fi g u r e 1 5 .1 2 . F o r c o a r s e r l atti c e s p a ci n g s a n d

i m p r o v e d d e ri v ati v e s, t h e eff e ct of a s h o rt s o u r c e- si n k s e p a r ati o n

s e e m s t o d o mi n at e t h e c ut- off eff e ct s. T h e b o u n d a r y eff e ct s d o mi n at e

at fi n e r l atti c e s p a ci n g s.

O n J 5 0 0 , t h e pl at e a u f o r a m h 1 l f r o m i m p r o v e d d e ri v ati v e s i s r e a c h e d

f r o m a b o v e. O n N3 0 0 , t h e pl at e a u i s r e a c h e d f r o m a b o v e b ut a l o c al

mi ni m u m f o r m s b ef o r e t h e pl at e a u i s r e a c h e d. T hi s b e h a vi o r i s al s o

vi si bl e f o r N 3 0 2 a n d J 3 0 3 h a v e b e e n g e n e r at e d wit h t h e s a m e b a r e

c o u pli n g. O n t h e s e t w o e n s e m bl e s, t h e fit p r o c e d u r e d o e s n ot w o r k

si n c e n o e x p o n e nti al-li k e b e h a vi o r c a n b e s e e n i n t h e d at a. T h e r ef o r e,

w e h a v e t o s et t h e l o w e r e n d of t h e pl at e a u r e gi o n b y h a n d f o r h e a v y-

li g ht a n d h e a v y- st r a n g e q u a r k m a s s e s d et e r mi n e d f r o m i m p r o v e d

d e ri v ati v e s o n J 3 0 3 a n d N 3 0 2 . Si n c e t h e b o u n d a r y c ut- off eff e ct s r e a c h

f u rt h e r i nt o t h e b ul k if st a n d a r d d e ri v ati v e s a r e u s e d, t h e fit w o r k s

wit h o ut p r o bl e m s.

We c oll e ct all q u a r k m a s s e s d et e r mi n e d i n o u r st u d y i n t a bl e 1 5 .3

f o r st a n d a r d d e ri v ati v e s a n d i n t a b. B.1 2 f o r i m p r o v e d d e ri v ati v e s. It

c a n b e s e e n t h at t h e r el ati v e st ati sti c al e r r o r s of h e a v y q u a r k m a s s e s

a r e s m all e r, if i m p r o v e d d e ri v ati v e s a r e u s e d. T h e c o m p a ri s o n of t h e

b a r e li g ht q u a r k m a s s e s wit h t h e r e s ult s i n t a bl e 2 of [ 1 4 2 ] s h o w s

a n e x c ell e nt a g r e e m e nt. T h e q u a r k m a s s e s a r e r e a d y t o b e u s e d i n a

c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. We e x p e ct b ot h c h oi c e s of d e ri v ati v e s

t o l e a d t o t h e s a m e c o nti n u u m li mit. It h a s t o b e t e st e d, if a c o m bi n e d

e xt r a p ol ati o n of b ot h d e fi niti o n s wit h a c o m m o n c o nti n u u m li mit a n d

diff e ri n g c ut- off eff e ct s l e a d s a n i m p r o v e d r e s ult at t h e p h y si c al p oi nt.
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Fi g u r e 1 5 .1 2 : C u r r e nt q u a r k m a s s a m h 2 l d et e r mi n e d f r o m st a n d a r d a n d i m-

p r o v e d d e ri v ati v e s al o n g t h e s y m m et ri c li n e of t h e C L S e n-

s e m bl e s. T o all o w f o r a b ett e r c o m p a ri s o n, all m a s s e s h a v e

b e e n n o r m ali z e d t o t h ei r pl at e a u a v e r a g e s. T h e l atti c e s p a ci n g

d e c r e a s e s f r o m t o p t o b ott o m. Ve rti c al li n e s m a r k s x 0 / a = 1 0 .

T h e h o p pi n g p a r a m et e r f o r h 2 h a s b e e n c h o s e n a c c o r di n g t o

t a b. 1 4 .1 .



2 3 2 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

I n a n y c a s e, t h e c o m p a ri s o n of b ot h e xt r a p ol ati o n s c a n b e e m pl o y e d

t o q u a ntif y s y st e m ati c eff e ct s.

1 5 .4 d i s t a n c e p r e c o n d i t i o n i n g

We h a v e m oti v at e d t h e n e e d f o r a di st a n c e p r e c o n diti o ni n g of h e a v y

q u a r k p r o p a g at o r s i n s e cti o n 5 .3 .6 . I n t hi s s e cti o n w e will s h o w t h e i m-

p a ct of t hi s p r o c e d u r e o n t h e h e a v y p r o p a g at o r s i n o u r m e a s u r e m e nt s

a n d e x pl ai n h o w w e t u n e d t h e p r e c o n diti o ni n g p a r a m et e r α

0 2 0 4 0 6 0 8 0
x 0 / a

1 0 − 2 7

1 0 − 2 2

1 0 − 1 7

1 0 − 1 2

1 0 − 7

1 0 − 2

1 0 3

r l
oc
(x

0
,y

0
)

r gl = 1 0 − 8

r gl = 1 0 − 1 0

r gl = 1 0 − 1 3

r gl = 1 0 − 1 5

.

0 2 5 5 0 7 5 1 0 0 1 2 5 1 5 0 1 7 5
x 0 / a

1 0 − 2 6

1 0 − 2 0

1 0 − 1 4

1 0 − 8

1 0 − 2

1 0 4

r l
oc
(x

0
,y

0
)

r gl = 1 0 − 8

r gl = 1 0 − 1 0

r gl = 1 0 − 1 3

r gl = 1 0 − 1 5

Fi g u r e 1 5 .1 3 : L o c al r e si d u u m r l o c(x 0 , y 0 ) f o r y 0 = a wit h diff e r e nt gl o b al

r e si d u a f o r t h e h e a v y p r o p a g at o r wit h t h e h o p pi n g p a r a m et e r

s et t o κ h 2
f r o m t a b. 1 4 .1 . To p: H 4 0 0 . B ott o m: J5 0 1 . T h e t a r g et e d

p r e ci si o n i s d e pi ct e d b y t h e d a s h e d li n e.

T o ill u st r at e t h e n e e d f o r t h e p r e c o n diti o ni n g, w e s h o w t h e l o c al

r e si d u u m r l o c(x 0 , y 0 ) f o r h e a v y p r o p a g at o r s o n H4 0 0 a n d J 5 0 1 w h e r e

t h e s o u r c e i s pl a c e d at y 0 = a a n d n o p r e c o n diti o ni n g h a s b e e n u s e d i n

fi g u r e 1 5 .1 3 . It c a n b e s e e n t h at t h e si z e of r l o c i n c r e a s e s e x p o n e nti all y

a n d r e a c h e s v al u e s f a r b e y o n d t h e t a r g et p r e ci si o n. If t h e gl o b al

r e si d u u m i s s et t o r gl = 1 0 − 8 , t h e l o c al r e si d u u m vi ol at e s t hi s b o u n d
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at s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s of O (2 0 ). If t h e gl o b al r e si d u u m i s r e d u c e d,

t h e r a n g e of ti m e sli c e s w h e r e t h e l o c al r e si d u u m i s s m all e r t h a n 1 0 − 8

c a n b e e xt e n d e d wit h a m o d e r at e i n c r e a s e of t h e c o st.

T h e l o w e r b o u n d o n p o s si bl e v al u e s of r gl i s gi v e n b y t h e m a c hi n e

p r e ci si o n, w hi c h i s O (1 0 − 1 6 ) i n t h e c a s e of d o u bl e p r e ci si o n. T h e r ef o r e,

w e c a n n ot d e c r e a s e t h e gl o b al r e si d u u m f u rt h e r t h a n it i s d o n e i n

fi g. 1 5 .1 3 . D e s pit e t h e s m all r e si d u u m, t h e f r a cti o n t h at i s u n u s a bl e

f o r t h e e xt r a cti o n of p h y si c al q u a ntiti e s g r o w s f r o m 4 0 % o n H 4 0 0 t o

5 0 % o n J 5 0 0 .

1 5 .4 .1 T u ni n g pr o ce d ure

A n i n c r e a s e i n t h e s ol v e r p r e ci si o n at l at e ti m e sli c e s h a s t o b e p a y e d

wit h a hi g h e r it e r ati o n c o u nt a n d t h e r ef o r e wit h a n i n c r e a s e d n e e d

f o r c o m p uti n g ti m e. We li k e t o t u n e t h e p a r a m et e r α s u c h t h at t h e

r e q ui r e d p r e ci si o n i s r e a c h e d wit h mi ni m al c o st.

We p e rf o r m t hi s t u ni n g o n o n e si n gl e c o n fi g u r ati o n p e r e n s e m bl e.

O n t hi s c o n fi g u r ati o n, w e s c a n a r a n g e of v al u e s of α b y i n v e rti n g a

h e a v y v al e n c e p r o p a g at o r wit h t h e h o p pi n g p a r a m et e r c h o s e n a c c o r d-

i n g t o t a bl e 1 4 .1 . F o r e a c h p r o p a g at o r, w e d et e r mi n e r l o c a s d e fi n e d i n

e q. ( 5 .7 5 ) f o r all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s.

We s et t h e gl o b al r e si d u u m t o r gl = 1 0 − 8 a n d r e q ui r e r l o c(
7
8 T , a ) <

r gl . Wit h t hi s c rit e ri o n w e a r e a bl e t o u s e t h e f ull pl at e a u r a n g e of t h e

h e a v y P C A C m a s s a n d ri s k n u m e ri c al i n st a biliti e s o nl y i n t h e r e gi o n

w h e r e b o u n d a r y eff e ct s d o mi n at e.

I n fi g u r e 1 5 .1 4 w e s h o w t h e l o c al r e si d u u m at x 0 = 7
8 T a n d t h e

n u m b e r of it e r ati o n s of t h e di st a n c e p r e c o n diti o n e d S A P _ G C R s ol v e r

d e p e n di n g o n t h e p a r a m et e r α . We s e e a n e x p o n e nti al i n c r e a s e of t h eT here is a o ne-t o- o ne

c orres p o n de n ce

bet wee n t he n u m ber

of iter ati o ns a n d t he

c o m p ut ati o n al eff ort.

n u m b e r of it e r ati o n s n e e d e d t o r e a c h t h e gl o b al p r e ci si o n gi v e n b y r gl

w h e n α i s i n c r e a s e d.

St a rti n g at α ≈ 0 .3 5 , w e c a n o b s e r v e a f a st d e c r e a s e of t h e l o c al

r e si d u u m at x 0 = 7
8 T w h e n α i s i n c r e a s e d. F o r α > 0 .4 2 t h e l o c al

r e si d u u m st a y s b el o w t h e gl o b al o n e. If t h e gl o b al s ol v e r r e si d u u m

r gl i s d e c r e a s e d, t h e v al u e of α t h at i s n e e d e d t o st a y b el o w 1 0 − 8

d e c r e a s e s a s w ell. N e v e rt h el e s s, t h e c o st f o r o n e i n v e r si o n i s n e a rl y

i n d e p e n d e nt of t h e p ai r (r gl , α ) if t h e s a m e c rit e ri o n f o r r l o c i s u s e d.

T h e v al u e f o r α i s n e a rl y i n d e p e n d e nt of t h e li g ht q u a r k m a s s e s

b ut v a ri e s wit h t h e l atti c e s p a ci n g. I n a n y c a s e, t h e c o st of t h e t u ni n g

p r o c e d u r e i s n e gli gi bl e a n d it c a n b e p e rf o r m e d o n e v e r y e n s e m bl e

b ef o r e t h e m e a s u r e m e nt s a r e p e rf o r m e d.

1 5 .4 .2 I m p a ct o n p h ysi c al o bser v a bles

T o ill u st r at e t h e i m p a ct of di st a n c e p r e c o n diti o ni n g o n t h e p h y si c al

o b s e r v a bl e s, w e r e p e at t h e m e a s u r e m e nt s f o r o n e h e a v y q u a r k m a s s o n

t h e e n s e m bl e H4 0 0 u si n g t h e st a n d a r d s ol v e r wit h o ut p r e c o n diti o ni n g.
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Fi g u r e 1 5 .1 4 : L o c al r e si d u u m r l o c(
7
8 T , a ) o n H 4 0 0 f o r t h e h e a v y p r o p a g at o r

wit h t h e h o p pi n g p a r a m et e r s et t o κ h 2
f r o m t a b. 1 4 .1 t o g et h e r

wit h t h e n u m b e r of it e r ati o n s of t h e p r e c o n diti o n e d S A P _ G C R

s ol v e r. T h e gl o b al r e si d u u m i s d e pi ct e d b y t h e d a s h e d li n e.

R e p r o d u c e d f r o m [ 2 6 4 ].

U si n g t h e s e m e a s u r e m e nt s, w e a r e a bl e t o c o m p a r e p r e c o n diti o n e d

d at a wit h u n m o di fi e d d at a at t h e s a m e l e v el of st ati sti c s.

We s h o w t w o e x e m pl a r y o b s e r v a bl e s, n a m el y t h e eff e cti v e m a s s of

t h e p s e u d o s c al a r h e a v y-li g ht m e s o n a n d t h e c u r r e nt q u a r k m a s s m hl

i n fi g u r e 1 5 .1 5 . T h e l o w e r e n d of t h e pl at e a u r e gi o n t
p
mi n a s d et e r mi n e d

f r o m t h e fit wit h t h e p r e c o n diti o n e d d at a i s d e pi ct e d b y t h e d a s h e d

li n e s. We c a n s e e si g ni fi c a nt d e vi ati o n s of t h e d at a wit h o ut p r e c o n-

diti o ni n g f r o m t h e t r u e r e s ult at s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s w hi c h a r e

s m all e r t h a n t
p
mi n . A r eli a bl e d et e r mi n ati o n of t h e p h y si c al o b s e r v a bl e s

i s n ot p o s si bl e f r o m t h e d at a wit h o ut p r e c o n diti o ni n g. If s u c h s et u p i s

u s e d, t h e l o c al r e si d u u m h a s t o b e l o w e r e d si g ni fi c a ntl y t o r e a c h t h e

r e q ui r e d p r e ci si o n at di st a n c e s w h e r e e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s a n d

c ut- off eff e ct s h a v e v a ni s h e d.

We di d n ot t e st t h e i n fl u e n c e of a s m all e r v al u e of r gl o n o b s e r v a bl e s

at l at e ti m e sli c e s. T h e ef fi ci e n c y of t hi s a p p r o a c h c o m p a r e d t o di st a n c e

p r e c o n diti o ni n g c e rt ai nl y al s o d e p e n d s o n t h e o b s e r v a bl e u n d e r i n v e s-

ti g ati o n. F o r a m h h w e o bt ai n v e r y cl e a n pl at e a u s w hi c h s p a n o v e r t h e

w h ol e b ul k of t h e l atti c e. T hi s w o ul d p r o b a bl y b e i m p o s si bl e wit h o ut

di st a n c e p r e c o n diti o ni n g. T h e si g n al of h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s o n t h e

ot h e r h a n d g et s l o st i n t h e n oi s e at s o m e p oi nt a n d it i s n ot n e c e s s a r y

t o s ol v e t h e Di r a c e q u ati o n p r o p e rl y at l at e ti m e sli c e s.

I n a n y c a s e, a t e st si mil a r t o t h e o n e s h o w n i n fi g u r e 1 5 .1 3 s h o ul d

b e p e rf o r m e d if n o di st a n c e p r e c o n diti o ni n g i s u s e d. Wit h o ut t hi s

e x pli cit c h e c k it i s n ot p o s si bl e t o p r o p e rl y e sti m at e t h e s y st e m ati c
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Fi g u r e 1 5 .1 5 : Eff e cti v e m a s s of t h e p s e u d o s c al a r h e a v y-li g ht m e s o n a n d

c u r r e nt q u a r k m a s s m hl d et e r mi n e d wit h a gl o b al r e si d u u m

r gl = 1 0 − 8 wit h a n d wit h o ut p r e c o n diti o ni n g d e p e n di n g o n

t h e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n t = x 0 − y 0 . T h e l o w e r e n d of t h e

pl at e a u r e gi o n f o r t h e p r e c o n diti o n e d d at a i s s h o w n b y t h e

d a s h e d li n e.
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eff e ct s i nt r o d u c e d b y t h e l a c k of p r e ci si o n at l a r g e s o u r c e- si n k s e p a r a-

ti o n s. D e vi ati o n s f r o m t h e t r u e v al u e s c o ul d b e i nt e r p r et e d a s l o c al

fl u ct u ati o n i n t h e d at a a n d i nt r o d u c e a bi a s i n t h e fi n al o b s e r v a bl e. I n

o u r o pi ni o n, t h e u p p e r e n d of a n y fit i nt e r v al o r pl at e a u r a n g e h a s t o

b e di ct at e d b y a b o u n d o n t h e l o c al r e si d u u m.

1 5 .5 s t o c h a s t i c s o u r c e s

Si n c e w e c h o s e t o fi x t h e s o u r c e p o siti o n s o n t h e ti m e sli c e s a a n d T − a ,

w e g e n e r at e d a n u m b e r of r a n d o m s o u r c e s o n e a c h ti m e sli c e t o r e d u c e

t h e st ati sti c al e r r o r of o u r o b s e r v a bl e s. It w o ul d h a v e b e e n p o s si bl e

t o i n cl u d e s o u r c e s o n ot h e r ti m e sli c e s t o a v oi d c o r r el ati o n s b et w e e n

r a n d o m s o u r c e s o n t h e s a m e ti m e sli c e. H o w e v e r, t hi s a p p r o a c h w o ul d

h a v e r e s ult e d i n a m o r e c o m pli c at e d h a n dli n g of t h e b o u n d a r y eff e ct s.

T h e u s e of diff e r e nt s o u r c e p o siti o n s o n g a u g e c o n fi g u r ati o n s wit h

o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s i s of i m p o rt a n c e, if o n e i s i nt e r e st e d i n

e nt a n gli n g b o u n d a r y a n d e x cit e d st at e eff e ct s, e. g., i n t h e c o m p ut ati o n

of d e c a y c o n st a nt s [ 1 3 4 ].

We li k e t o t e st w h et h e r c o r r el ati o n s b et w e e n r a n d o m s o u r c e s o n

t h e s a m e ti m e sli c e li mit t h e g ai n i n st ati sti c al p r e ci si o n w hi c h i s

a c hi e v e d b y a n i n c r e a s e of t h e n u m b e r of r a n d o m s o u r c e s. T o c o m p a r e

t h e st ati sti c al p r e ci si o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s b a s e d o n a diff e r e nt

n u m b e r of r a n d o m s o u r c e s, w e d et e r mi n e t h e pl at e a u r a n g e [t
p
mi n , t m a x ]

o bt ai n e d f r o m t h e a n al y si s u si n g t h e f ull st ati sti c s. I n a s e c o n d st e p

w e p e rf o r m a w ei g ht e d a v e r a g e i n t hi s r e gi o n f o r diff e r e nt n u m b e r s of

r a n d o m s o u r c e s. Wit h t hi s a p p r o a c h w e a r e a bl e t o f o c u s o n t h e eff e ct

of t h e n u m b e r of s o u r c e s o n t h e st ati sti c al e r r o r a n d w e a r e a bl e t o

n e gl e ct f u rt h e r c o m pli c ati o n s b a s e d o n s y st e m ati c eff e ct s, e. g., w h e n

e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s a r e n ot m o d el e d p r o p e rl y b y a fit b a s e d o n

l o w st ati sti c s.

I n fi g u r e s 1 5 .1 6 a n d 1 5 .1 7 w e s h o w t h e r e s ult s of o u r a n al y si s o n t h e

e n s e m bl e J 3 0 3 . We c h o o s e t hi s e n s e m bl e b e c a u s e t h e m e a s u r e m e nt s o n

J3 0 3 a r e a m o n g t h e m o st e x p e n si v e o n e s a n d t h e o pti mi z ati o n of t h e

n u m b e r of s o u r c e s i s e s p e ci all y i m p o rt a nt i n t hi s c a s e. N e v e rt h el e s s,

t h e r e s ult s a r e q u alit ati v el y t h e s a m e o n all e n s e m bl e s. I n all c a s e s,

w e u s e ti m e r e v e r s al s y m m et r y, i. e., w e a v e r a g e t h e s a m e n u m b e r of

s o u r c e s at y 0 = a a n d y 0 = T − a .

O n t h e l eft h a n d si d e of t h e fi g u r e s w e s h o w t h e st ati sti c al e r r o r of

t h e o b s e r v a bl e d e p e n di n g o n t h e n u m b e r of s o u r c e s N n o r m ali z e d

t o t h e st ati sti c al e r r o r f o r N = 1 . If n o si g ni fi c a nt c o r r el ati o n s a r e

p r e s e nt, w e e x p e ct t hi s n o r m ali z e d e r r o r t o d e c r e a s e wit h 1 /
√

N a n d

f o r c o m p a ri s o n, w e s h o w t hi s c u r v e i n t h e fi g u r e s. O n t h e ri g ht h a n d

si d e w e s h o w t h e e v ol uti o n of t h e m e a n v al u e a n d it s e r r o r wit h t h e

n u m b e r of s o u r c e s. Si n c e w e a r e i nt e r e st e d i n t h e g e n e r al t r e n d r at h e r

t h a n t h e a b s ol ut e n u m b e r s, w e s h o w t h e o b s e r v a bl e s i n a r bit r a r y u nit s.
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Fi g u r e 1 5 .1 6 : St ati sti c al e r r o r of t h e pl at e a u a v e r a g e s f o r t h e eff e cti v e m a s s e s

m D , m D ∗ a n d m K d e p e n di n g o n t h e n u m b e r of r a n d o m s o u r c e s

p e r s o u r c e p o siti o n N o n J 3 0 3 . Left: Si z e of t h e st ati sti c al e r r o r

n o r m ali z e d t o t h e e r r o r at N = 1 . Ri g ht: M e a n v al u e s a n d

st ati sti c al e r r o r s i n a r bit r a r y u nit s.
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Fi g u r e 1 5 .1 7 : St ati sti c al e r r o r of t h e pl at e a u a v e r a g e f o r t h e c u r r e nt q u a r k

m a s s e s m h h ′ , m h s a n d m s s ′ d e p e n di n g o n t h e n u m b e r of r a n-

d o m s o u r c e s p e r s o u r c e p o siti o n N o n J 3 0 3 . Left: Si z e of t h e

st ati sti c al e r r o r n o r m ali z e d t o t h e e r r o r at N = 1 . Ri g ht: M e a n

v al u e s a n d st ati sti c al e r r o r s i n a r bit r a r y u nit s.



2 4 0 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

F r o m fi g. 1 5 .1 6 a n d 1 5 .1 7 w e c a n s e e t h at w e a c hi e v e a p e rf e ct s c ali n g

of t h e e r r o r f o r all o b s e r v a bl e s b a s e d o n h e a v y a n d li g ht q u a r k s. Si n c e

w e e m pl o y t h e h e a v y-li g ht m e s o n s i n t h e d et e r mi n ati o n of κ c , t h e

i n c r e a s e i n st ati sti c s di r e ctl y t r a n sl at e s i n a m o r e p r e ci s e e sti m ati o n of

t h e h o p pi n g p a r a m et e r.

F o r t h e h e a v y- h e a v y o b s e r v a bl e m h h ′ , w e s e e o nl y a s m all i m p r o v e-

m e nt b y t h e u s e of a hi g h e r n u m b e r of s o u r c e s. I n c o nt r a st t o t h e

h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s, w h e r e t h e si g n al i s l o st t o t h e n oi s e at s o m e

p oi nt, t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o f o r t h e h e a v y- h e a v y q u a r k m a s s r e m ai n s

c o n st a nt.

I n all o b s e r v a bl e s b a s e d o n s e a q u a r k s w e s e e o nl y m a r gi n al eff e ct s

f r o m a n i n c r e a s e of N . I n t h e li g ht o b s e r v a bl e s t h e si g n al-t o- n oi s e

r ati o st a y s c o n st a nt a n d w e e x p e ct si g ni fi c a ntl y l a r g e r c o r r el ati o n s.

B ot h eff e ct s c a n n ot b e di s e nt a n gl e d f r o m t hi s a n al y si s. I n g e n e r al w e

c a n j u d g e o n t h e si z e of t h e c o r r el ati o n s u si n g t h e si z e of τ i nt f o r t h e

o b s e r v a bl e s at h a n d. T h e e x a ct c o n n e cti o n b et w e e n a ut o c o r r el ati o n i n

M o nt e C a rl o ti m e a n d c o r r el ati o n b et w e e n r a n d o m s o u r c e s o n si n gl e

o r m ulti pl e ti m e sli c e s w o ul d b e a n i nt e r e sti n g fi el d of st u d y.

1 5 .6 c h i r a l - c o n t i n u u m e x t r a p o l a t i o n

T h e r e s ult s f o r t h e m e s o n a n d P C A C m a s s e s o bt ai n e d i n s e cti o n s

1 5 .2 a n d 1 5 .3 e n a bl e u s t o p e rf o r m a c o m bi n e d c hi r al- c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n t o d et e r mi n e M c at t h e p h y si c al p oi nt. A s o utli n e d i n

s e cti o n 1 4 .2 , w e h a v e a wi d e v a ri et y of diff e r e nt o b s e r v a bl e s at o u r

di s p o s al t o p e rf o r m t h e e xt r a p ol ati o n a n d e sti m at e p o s si bl e s y st e m ati c

eff e ct s. A t h o r o u g h i n v e sti g ati o n will b e d e s c ri b e d i n [ 2 6 5 , 2 6 6 ]. We

c o n cl u d e t hi s c h a pt e r wit h a fi r st i n v e sti g ati o n of t h e g e n e r al a s p e ct s

of t h e e xt r a p ol ati o n a n d q u ot e a p r eli mi n a r y r e s ult f o r t h e R GI c h a r m

q u a r k m a s s.

T o a r ri v e at t h e p h y si c al p oi nt, w e h a v e t o t a k e s e v e r al d e p e n d e n ci e s

of t h e d at a i nt o a c c o u nt. Si n c e w e h a v e d et e r mi n e d t h e m e s o n a n d

q u a r k m a s s e s f o r t w o diff e r e nt v al e n c e q u a r k m a s s e s t h at diff e r f r o m

t h e p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s, w e h a v e t o i nt e r p ol at e i n m D o r m
D

r e s p e cti v el y t o a r ri v e at t h e p h y si c al c h a r m q u a r k m a s s. Si n c e w e

h a v e n ot d et e r mi n e d t h e v e ct o r c o r r el ati o n f u n cti o n s o n J 5 0 1 a n d t h e

s pi n- fl a v o r a v e r a g e s h o w s s m all e r st ati sti c al u n c e rt ai nti e s, w e will u s e

t h e fl a v o r a v e r a g e m D i n t h e f oll o wi n g.

Si n c e w e si m ul at e at u n p h y si c all y l a r g e s e a q u a r k m a s s e s, w e h a v e

t o e xt r a p ol at e al o n g t h e c hi r al t r aj e ct o r y t o p h y si c al li g ht a n d st r a n g e

q u a r k m a s s e s, a s o utli n e d i n s e cti o n 1 3 .1 . A s s o o n a s t h e m a s s- s hift s

h a v e b e e n a p pli e d, w e c a n p a r a m et ri z e t h e d e p e n d e n c e of M c o n t h e

li g ht q u a r k m a s s e s vi a ϕ 2 .

We e m pl o y t h e r e s ult s of c h a pt e r 1 1 t o p e rf o r m t h e n o n- p e rt u r b ati v e

i m p r o v e m e nt of t h e P C A C m a s s e s. T hi s e n a bl e s u s t o p e rf o r m t h e

c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n i n a 2 r at h e r t h a n a . Si n c e m a s s- d e p e n d e nt
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c ut- off eff e ct s a r e e n h a n c e d f o r t h e c h a r m q u a r k m a s s i n c o nt r a st t o

li g ht q u a r k o b s e r v a bl e s, e. g. i n [7 7 ], w e p o s si bl y h a v e t o t a k e hi g h e r

o r d e r c ut- off eff e ct s i nt o a c c o u nt w h e n w e i n cl u d e e n s e m bl e s at c o a r s e

l atti c e s p a ci n g.

I n t h e f oll o wi n g w e p e rf o r m t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n f o r

t h e c u r r e nt q u a r k m a s s e s b a s e d o n st a n d a r d d e ri v ati v e s a s t h e y a r e

t a b ul at e d i n t a b. 1 5 .3 . T h e r u n ni n g a n d r e n o r m ali z ati o n a r e b a s e d o n

t h e i nf o r m ati o n of [6 4 , 6 6 ] a n d f o r t h e m a s s- d e p e n d e nt i m p r o v e m e nt

w e u s e t h e e sti m at o r s of L C P- 1 p r o vi d e d i n t a bl e 1 1 .4 . We e m pl o y t h e

d at a f r o m t a b. 1 5 .2 t o i nt e r p ol at e t o t h e p h y si c al v al u e of t h e fl a v o r

a v e r a g e d D m e s o n m a s s.

Si n c e t h e m e a s u r e m e nt s of t h e d e ri v ati v e ⟨ ∂ S
∂ m f

⟩ a r e n ot y et a v ail a bl e

f o r s o m e e n s e m bl e s, w e d o n ot p e rf o r m t h e m a s s s hift s d e s c ri b e d i n

s e cti o n 1 3 .2 at t hi s p oi nt. H o w e v e r, n o d e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k

m a s s o n t h e li g ht q u a r k m a s s e s c a n b e r e s ol v e d i n o u r c hi r al- c o nti n-

u u m e xt r a p ol ati o n. T h e r ef o r e, w e e x p e ct t h e i m p a ct of t h e s hift s t o b e

s m all.

O n e si n gl e p a r a m et e r i s s uf fi ci e nt t o d e s c ri b e t h e d e p e n d e n c e of

t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e fl a v o r a v e r a g e d m e s o n m a s s a c r o s s all

e n s e m bl e s. W h at r e m ai n s t o b e i n v e sti g at e d i s t h e l atti c e s p a ci n g

d e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s. B a s e d o n t h e a b o v e di s c u s si o n,

w e c h o o s e We list t he v al ues f or

t 0 / a 2 i n t a b. B.8 .

M c

( √
8 t 0 m D ,

a 2

8 t 0

)

= c 0 + c 1

√
8 t 0 m D + c 2

a 2

8 t 0
(1 5 .1 2 )

a s b a si s f o r t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. If w e t a k e o nl y t h e

r e s ult s o n f o r t h e t h r e e fi n e st l atti c e s p a ci n g s i nt o a c c o u nt, w e a r e a bl e

t o d e s c ri b e t h e d at a u si n g e q. (1 5 .1 2 ). If w e i n cl u d e o n e of t h e t w o

t e r m s

+ c 3

(
a 2

8 t 0

) 3
2

, + c 4

(
a 2

8 t 0

) 2

, (1 5 .1 3 )

t o i n c o r p o r at e hi g h e r o r d e r c ut- off eff e ct s, w e a r e a bl e t o p e rf o r m a n

e xt r a p ol ati o n u si n g all e n s e m bl e s c o n si d e r e d i n o u r st u d y.

I n fi g u r e 1 5 .1 8 w e s h o w M c

(
m D , a

)
d et e r mi n e d f r o m m

( c )
R, c , m R, c

a n d m
( r d )
R, c d e fi n e d i n e q s. ( 1 4 .5 – 1 4 .8 ) f o r all e n s e m bl e s t o g et h e r wit h

c o m bi n e d c hi r al- c o nti n u u m fit s b a s e d o n e q. ( 1 5 .1 2 ) wit h a n a d diti o n al

t e r m of O(a 4 ). We s h o w t h e q u a r k m a s s e s i n d e p e n d e n c e of a 2 / 8 t 0

a n d
√

8 t 0 m D a n d t o all o w f o r t w o- di m e n si o n al r e p r e s e nt ati o n s of t h e

d at a, all ot h e r d e p e n d e n ci e s h a v e b e e n p r oj e ct e d o ut i n t h e s e pl ot s,

b a s e d o n t h e fit c o ef fi ci e nt s.

T h e d e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e m a s s of t h e fl a v o r

a v e r a g e d p s e u d o s c al a r m e s o n i s s h o w n i n t h e u p p e r p a rt of fi g. 1 5 .1 8 .

T h e pl ot ill u st r at e s t h at t h e i niti al c h oi c e s f o r t h e h e a v y q u a r k h o p pi n g

p a r a m et e r s of t a b. 1 4 .1 w e r e t u n e d w ell e n o u g h s u c h t h at a li n e a r

s c ali n g i n t h e r e gi o n a r o u n d t h e p h y si c al m e s o n m a s s c a n b e o b s e r v e d.
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Fi g u r e 1 5 .1 8 : C hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s. To p:

D e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n m D . B ott o m: D e p e n-

d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e l atti c e s p a ci n g. T o o bt ai n

t w o- di m e n si o n al r e p r e s e nt ati o n s of t h e d at a, ot h e r d e p e n d e n-

ci e s h a v e b e e n p r oj e ct e d b a s e d o n t h e fit c o ef fi ci e nt s.
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T h e d e p e n d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e l atti c e s p a ci n g

i s s h o w n i n t h e l o w e r p a rt of fi g. 1 5 .1 8 . A s a nti ci p at e d, t h e t h r e e

d e fi niti o n s of t h e c h a r m q u a r k m a s s s h o w e nti r el y diff e r e nt c ut- off

eff e ct s. T h e s e eff e ct s a r e m o st s u p p r e s s e d f o r m R, c , w e r e w e o b s e r v e

a n al m o st fl at b e h a vi o r i n t h e s q u a r e d l atti c e s p a ci n g. T h e i n cl u si o n of

t h e t e r m of O(a 4 ) l e a d s t o c oi n ci di n g r e s ult s at t h e p h y si c al p oi nt. If a

t e r m of O(a 3 ) i s c h o s e n i n st e a d, t h e fit q u alit y i s e q u all y g o o d b ut t h e

m e a n v al u e s of t h e c o nti n u u m r e s ult s diff e r, al b eit w ell wit hi n t h ei r

st ati sti c al e r r o r s.

F r o m t h e i nt e r p ol ati o n s i n fi g. 1 5 .1 8 , w e c a n c o n cl u d e t h at t h e e n-

s e m bl e s at β = 3 .7 0 , 3 .8 5 a r e vit al f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e c o r r e ct

c o nti n u u m li mit. T h ei r i n cl u si o n c o n st r ai n s t h e e xt r a p ol ati o n cl o s e t o

t h e c o nti n u u m li mit a n d c o r r e s p o n di n gl y t h e d e vi ati o n s b et w e e n dif-

f e r e nt d e fi niti o n s of t h e q u a r k m a s s a n d v a ri o u s s et s of i m p r o v e m e nt

c o ef fi ci e nt s t u r n o ut t o b e s m all.

1 5 .7 p r e l i m i n a r y r e s u l t a n d d i s c u s s i o n

Si n c e t h e d e fi niti o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s b a s e d o n m R, c e x hi bit s

t h e s m all e st st ati sti c al e r r o r s, w e u s e it t o d et e r mi n e o u r p r eli mi n a r y

r e s ult

M c = 1 4 9 9 (2 2 ) M e V (1 5 .1 4 )

f o r t h e R GI c h a r m q u a r k m a s s at t h e p h y si c al p oi nt. T h e d o mi n a nt

c o nt ri b uti o n s t o t h e e r r o r a r e b a s e d o n t h e ≈ 1 % r el ati v e e r r o r s of

t h e p h y si c al v al u e of t 0 f r o m [1 4 2 ] a n d t h e r u n ni n g f a ct o r f r o m [6 4 ].

Si n c e t h e e r r o r of t h e l att e r i s o nl y a d d e d aft e r t h e c hi r al- c o nti n u u m Wit h o ut t he err or of

t he r u n ni n g f a ct or,

we o bt ai n M c =

1 4 9 9 (1 7 ) M e V .

e xt r a p ol ati o n, w e i n di c at e t h e si z e of t h e e r r o r b ef o r e t h e a d diti o n b y

t h e i n n e r p ai r of m a r k e r s o n t h e bl a c k c r o s s i n fi g. 1 5 .1 8 .

T h e d et ail e d a n al y si s of s y st e m ati c eff e ct s i n t h e c hi r al- c o nti n u u m

e xt r a p ol ati o n will l e a d t o t h e a d diti o n of a s y st e m ati c e r r o r t o o u r

fi n al r e s ult. Fi r st i n v e sti g ati o n s s h o w t h at t h e s e eff e ct s a r e s m all. At C urre ntl y, t here is

a n eff ort t o i n cre ase

t he st atisti c al

pre cisi o n of t
p h y s
0 b y

t he R Q C D

c oll a b or ati o n.

t h e s a m e ti m e, w e c o ul d si g ni fi c a ntl y d e c r e a s e t h e st ati sti c al e r r o r, if

t h e e xt e r n al q u a ntiti e s t
p h y s
0 a n d M / m R, h a d w e r e d et e r mi n e d t o hi g h e r

p r e ci si o n.

St o c h a sti c s o u r c e s a n d di st a n c e p r e c o n diti o ni n g all o w u s t o d et e r-

mi n e m e s o n a n d q u a r k m a s s e s t o hi g h p r e ci si o n a n d t h e c o m p ut ati o n

of t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt s a n d i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s of c h a p-

t e r 1 1 all o w s u s t o c a n c el t h e l e a di n g c ut- off eff e ct s, t h e r e b y r e d u ci n g

t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s of t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

S y st e m ati c eff e ct s d u e t o t h e s et u p of t h e c hi r al t r aj e ct o r y will b e

c a n c el e d b y t h e i nt r o d u cti o n of m a s s s hift s. H o w e v e r, si n c e n o d e p e n-

d e n c e of t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e li g ht q u a r k m a s s e s i s r e s ol v a bl e,

w e b eli e v e t h at t h e eff e ct of t hi s p r o c e d u r e will b e n e gli gi bl e.

O u r p r eli mi n a r y r e s ult i s c o m p ati bl e wit h t h e 2 + 1 fl a v o r r e s ult s of

[2 1 0 , 2 5 4 , 2 5 5 ] a n d t h e gl o b al a v e r a g e [2 0 9 ]. Gi v e n o u r st ati sti c al e r r o r



2 4 4 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

a n d p r eli mi n a r y r e s ult s f o r t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s, w e will b e

a bl e t o r e a c h a si mil a r p r e ci si o n a s t h e ot h e r st u di e s i n t h e 2 + 1 fl a v o r

t h e o r y.
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1 6
H E A V Y Q U A R K E F F E C T I V E T H E O R Y W I T H O P E N

B O U N D A R Y C O N D I T I O N S

I n c h a pt e r s 8 a n d 1 2 w e h a v e d e s c ri b e d h o w w e s et u p t h e li n e of

c o n st a nt p h y si c s f o r t h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T.

T hi s m at c hi n g i s n e e d e d t o r e n o r m ali z e t h e eff e cti v e t h e o r y w hi c h i s

t h e n u s e d f o r t h e e xt r a cti o n of p h y si c al o b s e r v a bl e s o n l a r g e- v ol u m e

e n s e m bl e s.

S u c h c o m p ut ati o n s i n t h e eff e cti v e t h e o r y h a v e al r e a d y b e e n p e r-

f o r m e d b y t h e A L P H A c oll a b o r ati o n i n t h e q u e n c h e d [1 4 8 , 2 7 1 , 2 7 2 ]

a n d t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [ 2 1 1 , 2 3 9 , 2 7 3 , 2 7 4 ]. F o r o u r c o m p ut ati o n s

i n t h e t h e o r y wit h N f = 2 + 1 q u a r k fl a v o r s, w e will u s e t h e C L S

e n s e m bl e s d e s c ri b e d i n c h a pt e r 1 4 . Si n c e o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s

i n t h e ti m e di r e cti o n i n st e a d of p e ri o di c o n e s a r e u s e d f o r t hi s s et

of e n s e m bl e s, t h e st r at e g y f o r t h e c o m p ut ati o n s h a s t o b e a d a pt e d

a c c o r di n gl y.

T o p e rf o r m t h e c al c ul ati o n s of t h e st ati c a n d li g ht q u a r k p r o p a g at o r s

i n t h e p r e s e n c e of o p e n b o u n d a r y c o n diti o n s, a m e a s u r e m e nt p r o g r a m

b a s e d o n t h e s ol v e r s of t h e o p e n Q C D p a c k a g e h a s b e e n d e v el o p e d.

All t y p e s of s m e a ri n g t h at h a v e b e e n i nt r o d u c e d i n s e cti o n 6 .5 a r e

i m pl e m e nt e d i n o p e n H Q E T a n d w e will e m pl o y t h e m i n t h e f oll o wi n g.

I n t hi s p a rt of o u r t h e si s w e will di s c u s s s o m e of t h e e x p e ri e n c e s a n d

t e st t h at w e h a v e m a d e o n o u r w a y t o s et u p t h e c al c ul ati o n of h e a v y

q u a r k o b s e r v a bl e s s u c h a s t h e b q u a r k m a s s, t h e d e c a y c o n st a nt s of

t h e B a n d B s m e s o n s a n d t h e f o r m f a ct o r s of s e mi-l e pt o ni c B m e s o n

d e c a y s. F o r all of t h e s e o b s e r v a bl e s, t h e i n p ut f r o m t h e m at c hi n g

p r o c e d u r e i s n e c e s s a r y t o o bt ai n p h y si c al v al u e s i n t h e c o nti n u u m

li mit.

L at e r o n w e will al s o di s c u s s p r eli mi n a r y r e s ult s f o r t h e c o m p ut ati o n

of t h e st ati c B ∗ B π c o u pli n g, w hi c h i s d e fi n e d i n t h e st ati c t h e o r y a n d

c a n b e c al c ul at e d wit h o ut i n p ut f r o m t h e m at c hi n g. We will w o r k

cl o s el y al o n g t h e li n e s of t h e d et e r mi n ati o n i n t h e q u e n c h e d a n d

t w o- fl a v o r t h e o ri e s [2 7 5 ].

1 6 .1 s e t u p o f t h e m e a s u r e m e n t s

We u s e t h e 2 + 1 fl a v o r C L S e n s e m bl e s o n t h e Tr
[
M q

]
= c o n st. t r aj e c- A n o ver vie w of t he

e nse m bles is gi ve n i n

fi g. 1 3 .1 .
t o r y f o r o u r m e a s u r e m e nt s of m at ri x el e m e nt s i n t h e eff e cti v e t h e o r y.

Si n c e n o r el ati vi sti c h e a v y v al e n c e q u a r k s a r e si m ul at e d, t h e di s-

c r eti z ati o n eff e ct s f o r h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s i n H Q E T a r e k n o w n t o

b e r at h e r mil d. T h e r ef o r e, w e d o n ot t a k e i nt o a c c o u nt t h e t w o e n s e m-

bl e s at β = 3 .8 5 . Wit h t h e r e m ai ni n g f o u r diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s w e

2 4 7



2 4 8  h e a v y q u a r k e f f e c t i v e t h e o r y w i t h o p e n b o u n d a r y c o n d i t i o n s

a r e a bl e t o p e rf o r m a c o nt r oll e d c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n a n d t o st u d y

s y st e m ati c eff e ct s b y p e rf o r mi n g c ut s o n t h e l atti c e s p a ci n g.

I n e x c h a n g e, h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s h a v e a r el ati v el y st r o n g d e-

p e n d e n c e o n t h e m a s s of t h e s e a q u a r k s [ 2 1 1 , 2 3 9 , 2 7 5 ]. T o c o nt r ol t h e

c hi r al e xt r a p ol ati o n, w e t a k e i nt o a c c o u nt e n s e m bl e s wit h li g ht q u a r k s

a s li g ht a s t h e p h y si c al o n e s, i. e., m ı ⩾ 1 3 4 M e V. Si n c e t h e t r a c e of t h e

q u a r k m a s s m at ri x i s h el d c o n st a nt, t h e st r a n g e q u a r k al s o a p p r o a c h e s

it s p h y si c al v al u e i n t h e e xt r a p ol ati o n.

O n t hi s s et of e n s e m bl e s, w e d et e r mi n e h e a v y-li g ht c o r r el ati o n f u n c-

ti o n s i n t h e eff e cti v e t h e o r y. T o i m p r o v e t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o of t h e

o b s e r v a bl e s, w e u s e H Y P 1 a n d H Y P 2 s m e a ri n g f o r t h e c o n st r u cti o nH Y P s me ari n g h as

bee n i ntr o d u ce d i n

se cti o n 6 .5 .2 .
of t h e st ati c p r o p a g at o r. Si n c e n o i n v e r si o n i s n e e d e d, t h e o v e r h e a d

of c o n si d e ri n g b ot h s m e a ri n g s c o n si st s of a d o u bl e d n u m b e r of c o n-

t r a cti o n s a n d a n e nl a r g e d m e m o r y c o n s u m pti o n. T h e o v e r h e a d i n

c o m p uti n g ti m e i s n e gli gi bl e. If o n e of b ot h v a ri a nt s i s s u p e ri o r i n

t h e r e d u cti o n of t h e st ati sti c al e r r o r, w e will u s e it t o o bt ai n t h e fi n al

r e s ult s. Si n c e o b s e r v a bl e s d et e r mi n e d f r o m H Y P 1 a n d H Y P 2 diff e r i n

t h ei r c ut- off eff e ct s, a c o m p a ri s o n b et w e e n b ot h s m e a ri n g s off e r s a t e st

f o r t h e a b s ol ut e si z e of di s c r eti z ati o n eff e ct s.

S e a q u a r k p r o p a g at o r s a r e d et e r mi n e d u si n g t h e d e fl at e d s ol v e r

of t h e o p e n Q C D p a c k a g e a n d o nl y t h e u s e of d e fl ati o n all o w s u s t o

c o n si d e r s e a q u a r k s wit h p h y si c al q u a r k m a s s e s i n t h e fi r st pl a c e.

We u s e ti m e- dil ut e d r a n d o m U( 1 ) s o u r c e s f o r c o n st r u cti o n of q u a r k

p r o p a g at o r s. O n e a c h ti m e sli c e i n t h e b ul k of t h e l atti c e, w e u s e N r

r a n d o m s o u r c e s t o i m p r o v e t h e st ati sti c al p r e ci si o n of o u r o b s e r v a bl e s.

N r i s a d a pt e d s u c h t h at t h e o pti m al p r e ci si o n of t h e fi n al r e s ult i s

a c hi e v e d u si n g t h e a v ail a bl e c o m p ut ati o n al r e s o u r c e s. T h e r e gi o n

w h e r e b o u n d a r y eff e ct s a r e a b s e nt h a s t o b e e x pli citl y d et e r mi n e d a n d

w e i n v e sti g at e b o u n d a r y eff e ct s i n s e cti o n 1 6 .3 .

F o r t h e c o n st r u cti o n of t h e v a ri ati o n al b a si s of t h e G E V P, w e c o n-

si d e r t h r e e diff e r e nt t y p e s of s m e a ri n g, n a m el y G a u s si a n s m e a ri n g

a n d s m e a ri n g u si n g t h r e e- di m e n si o n al s pi n o r a n d s c al a r fi el d s, a s

d e s c ri b e d i n s e cti o n 6 .5 . F o r t h e c o v a ri a nt d e ri v ati v e s u s e d i n t h eWe use

α A P E ≈ 0 .6 2 . s m e a ri n g p r o c e d u r e s, w e u s e g a u g e li n k s t h at h a v e b e e n t ri pl y A P E

s m e a r e d i n t h e s p ati al di r e cti o n s. F r o m e a c h s m e a ri n g p r o c e d u r e, w e

c o n st r u ct f o u r s m e a r e d i nt e r p ol at o r s. T h e s m e a ri n g p a r a m et e r s, i. e.,

t h e n u m b e r of it e r ati o n s i n t h e c a s e of t h e G a u s s s m e a ri n g a n d t h e

t h r e e- di m e n si o n al h o p pi n g p a r a m et e r s f o r s pi n o r a n d s c al a r s m e a ri n g

h a v e b e e n t u n e d s u c h t h at t h e s a m e s m e a ri n g r a dii a r e o bt ai n e d f o r

all t h r e e t y p e s of s m e a ri n g.

1 6 .2 o p t i m i z a t i o n o f t h e v a r i a t i o n a l b a s i s

We h a v e i nt r o d u c e d t h e eff e cti v e e n e r gi e s E st at , E ki n a n d E s pi n i n s e c-

ti o n 7 .4 a n d m oti v at e d t h ei r e xt r a cti o n wit h t h e d et e r mi n ati o n of t h e

b ott o m q u a r k m a s s. Si n c e t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o of h e a v y-li g ht
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o b s e r v a bl e s i s e x p o n e nti all y d e c r e a si n g, it i s of g r e at i m p o rt a n c e t o

b e a bl e t o d et e r mi n e t h e e n e r gi e s f r o m pl at e a u fit s t h at st a rt at s m all

s o u r c e si n k s e p a r ati o n s. We h a v e i nt r o d u c e d t h e u s e of t h e G E V P

t o a c hi e v e a n eff e cti v e s u p p r e s si o n of s y st e m ati c eff e ct s f r o m e x cit e d

st at e c o nt ri b uti o n s.

T o c o n st r u ct a m at ri x of c o r r el ati o n f u n cti o n s b a s e d o n diff e r e nt

i nt e r p ol at o r s, w e u s e t h e s m e a ri n g p r o c e d u r e s d e s c ri b e d i n s e cti o n 6 .5 .

T h e c o m p ut ati o n al c o st f o r t h e s m e a ri n g i s n ot n e gli gi bl e c o m p a r e d

t o t h e c o st f o r t h e s ol uti o n of t h e Di r a c m at ri x a n d it s c al e s wit h t h e

s p ati al e xt e nt of t h e s m e a ri n g r a di u s. I n t h e c a s e of G a u s si a n s m e a r-

i n g, w e h a v e t o a p pl y O(1 0 0 ) it e r ati o n s t o r e a c h r ≈ 0 .4 5 f m at t h e

c o a r s e st l atti c e s p a ci n g u s e d i n o u r st u d y. I n t h e c a s e of s m e a ri n g wit h

t h r e e- di m e n si o n al s pi n o r a n d s c al a r fi el d s t h e c o st of t h e i n v e r si o n of

t h e t h r e e- di m e n si o n al e q u ati o n s s c al e s wit h t h e s m e a ri n g r a di u s.

T h e c o n st r u cti o n of c o r r el ati o n f u n cti o n s of s m e a r e d i nt e r p ol at o r s i s

l e s s e x p e n si v e i n H Q E T a s it i s i n Q C D, si n c e a n a d diti o n al i n v e r si o n

p e r s m e a r e d i nt e r p ol at o r i s n e c e s s a r y i n t h e f ull t h e o r y. T hi s i s n ot

t h e c a s e i n t h e eff e cti v e t h e o r y si n c e t h e st ati c p r o p a g at o r i n t h e

h e a v y-li g ht c o r r el ati o n f u n cti o n s i s d et e r mi n e d f r o m t h e g a u g e fi el d

vi a e q. ( 7 .3 7 ) wit h o ut a n i n v e r si o n of t h e Di r a c m at ri x.

F r o m f o u r s m e a r e d i nt e r p ol at o r s p e r s m e a ri n g p r o c e d u r e a n d o n e

l o c al i nt e r p ol at o r w e c a n b uil d a 1 3 × 1 3 c o r r el ati o n m at ri x f o r all

c o r r el ati o n f u n cti o n s i nt r o d u c e d i n s e cti o n 7 .4 . T h e i n v e r si o n of s u c h

c o r r el ati o n m at ri x i n t h e G E V P at fi nit e t 0 li k el y f ail s d u e t o t h e

st ati sti c al u n c e rt ai nti e s i n t h e d at a. T h e r ef o r e, w e h a v e t o b uil d a

s u b s et of o p e r at o r s t h at i s w ell s uit e d f o r t h e e xt r a cti o n of t h e e n e r gi e s.

I n t h e st u di e s i n t h e t w o- fl a v o r s e ct o r o nl y G a u s si a n s m e a ri n g h a s b e e n

u s e d t o c o n st r u ct t h e c o r r el ati o n m at ri x. T h e r ef o r e w e h a v e t o t e st

t h e p e rf o r m a n c e of t h e s m e a ri n g u si n g t h r e e- di m e n si o n al s c al a r a n d

s pi n o r fi el d s. I n [ 1 8 8 ] t h e st a bilit y of t h e G E V P u si n g t h e s e s m e a ri n g s

h a s b e e n c h e c k e d.

We i n v e sti g at e t h e p e rf o r m a n c e of t h e diff e r e nt s m e a ri n g t y p e s a n d

s m e a ri n g r a dii o n t h e e n s e m bl e H 1 0 1 , w h e r e t h e m e a s u r e m e nt s a r e

c h e a p. T h e e n s e m bl e i s o n t h e s y m m et ri c li n e, i. e., li g ht a n d st r a n g e

q u a r k m a s s e s a r e d e g e n e r at e, a n d at t h e c o a r s e st l atti c e s p a ci n g at

β = 3 .4 . B a s e d o n t h e e x p e ri e n c e s m a d e o n t hi s e n s e m bl e, w e s et u p

t h e m e a s u r e m e nt s o n t h e ot h e r e n s e m bl e s. We h a v e c h e c k e d t h at t h e

r e s ult s o bt ai n e d i n t hi s s e cti o n al s o h ol d o n t h e e n s e m bl e H 2 0 0 , w hi c h

f e at u r e s a s m all e r l atti c e s p a ci n g.

1 6 .2 .1 De fi niti o n of a s uit a ble b asis

T h e d e fi niti o n of a s uit a bl e b a si s f o r t h e G E V P i s a m bi g u o u s. I n

p ri n ci pl e, t h e g e n e r ali z e d ei g e n v al u e m et h o d i s u s e d t o p r oj e ct t h e

v a ri ati o n al b a si s o nt o t h e p h y si c al st at e s. If t h e b a si s o p e r at o r s a r e

li n e a rl y d e p e n d e nt, t h e q u alit y of t h e p r oj e cti o n d et e ri o r at e s. L a r g e
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Fi g u r e 1 6 .1 : E ki n
1 a n d E

s pi n
1 f r o m t h e v a ri ati o n al m et h o d u si n g t h e f o u r c o m-

bi n ati o n s t h at yi el d t h e b e st pl at e a u s. D at a p oi nt s h a v e b e e n

s hift e d h o ri z o nt all y t o i m p r o v e vi si bilit y.

T o j u d g e o n t h e q u alit y of diff e r e nt s et s, w e d et e r mi n e t h e e n e r gi e s

E st at
n , E ki n

n , E
s pi n
n f o r n = 1 , 2 f r o m all p o s si bl e 3 × 3 c o r r el ati o n m at ri c e s

t h at c a n b e b uilt a s s u b m at ri c e s of t h e 1 3 × 1 3 c o r r el ati o n m at ri x. T oWe h a ve teste d

differe nt criteri a t o

q u a ntif y t he q u alit y

of t he pl ate a u.

q u a ntif y t h e q u alit y of o n e s et of o p e r at o r s, w e d et e r mi n e t h e m a xi m al

fl u ct u ati o n of t h e m e a n v al u e s of E n (t ) i n a r a n g e [t mi n , t m a x ] w hi c h i s

a d a pt e d t o t h e o v e r all p r e ci si o n i n t h e d et e r mi n ati o n of t h e diff e r e nt

e n e r g y l e v el s. We d e fi n e t h e b e st c o m bi n ati o n s a s t h e o n e s w h e r e t h e

fl u ct u ati o n s a r e mi ni m al. F o r t h e s e c o m bi n ati o n s t h e d e vi ati o n s f r o m

a pl at e a u b e h a vi o r d u e t o e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s a r e s m all a n d

fl u ct u ati o n s at l a r g e r s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s a r e s u p p r e s s e d.

F o r si m pli cit y w e c h o o s e t 0 = 4 f o r all of t h e f oll o wi n g t e st s. T hi s

all o w s u s t o j u d g e o n t h e p r e- pl at e a u b e h a vi o r a n d at t h e s a m e ti m e
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t o s u p p r e s s s y st e m ati c eff e ct s u p t o i nt e r m e di at e v al u e s of t / a , w h e r e

w e t e st t h e q u alit y of t h e pl at e a u s. We c h o o s e H Y P 2 f o r t h e st ati c

p r o p a g at o r.

I n t h e f oll o wi n g, w e will s h o w s o m e r e p r e s e nt ati v e r e s ult s of o u r

i n v e sti g ati o n s. I n o u r pl ot s, w e l a b el t h e 1 3 diff e r e nt i nt e r p ol ati n g

o p e r at o r s a s f oll o w s.

∙ T h e l o c al o p e r at o r 0

∙ G a u s si a n s m e a r e d o p e r at o r s: G a u s s , i = 1 . . . 4

∙ O p e r at o r s c o n st r u ct e d f r o m 3 D s c al a r fi el d s: s c a l a r , i = 1 . . . 4

∙ O p e r at o r s c o n st r u ct e d f r o m 3 D s pi n o r fi el d s: s p i n o r , i = 1 . . . 4 .

I nt e r p ol ati n g o p e r at o r s wit h t h e s a m e v al u e of i a r e t u n e d t o h a v e

t h e s a m e s m e a ri n g r a di u s ⟨r 2 ⟩ a n d i = 4 d e n ot e s t h e m o st s m e a r e d

o p e r at o r s.

T h e r e s ult s f o r t h e b e st c o m bi n ati o n s a r e s o m e w h at a m bi g u o u s si n c e

t h e y a r e n ot i n d e p e n d e nt of t mi n a n d t m a x . H o w e v e r, q u alit ati v el y o u r

c o n cl u si o n s r e m ai n t h e s a m e w h e n t h e pl at e a u r e gi o n i s v a ri e d. F o r

t h e g r o u n d st at e s of all e n e r gi e s u n d e r i n v e sti g ati o n w e o bt ai n cl e a n

pl at e a u s. T h e sit u ati o n i s m o r e dif fi c ult f o r t h e e x cit e d st at e s a n d m o r e

w o r k h a s t o b e i n v e st e d t o d et e r mi n e a r eli a bl e pl at e a u a v e r a g e.

I n fi g u r e 1 6 .1 w e s h o w t h e ti m e d e p e n d e n c e of t h e g r o u n d st at e s

of t h e eff e cti v e s pi n a n d ki n eti c e n e r gi e s o bt ai n e d f r o m t h e f o u r b e st

c o m bi n ati o n s of o p e r at o r s. D e p e n di n g o n t h e s et of o p e r at o r s, diff e r-

e nt c o nt ri b uti o n s of e x cit e d st at e c o nt a mi n ati o n s e e m t o b e p r e s e nt i n

t h e d at a. W h e n t h e s e h a v e d e c a y e d, t h e r e s ult s of all c o m bi n ati o n s

o v e rl a p. T hi s b e h a vi o r c o ul d b e u s e d f o r a fi r st e sti m ati o n of t h e p oi nt, If 2 t 0 ⩾ t is c h ose n,

t he si ze of t he

s yste m ati c

c o ntri b uti o ns c a n be

q u a nti fie d

a n al yti c all y.

w h e r e s y st e m ati c eff e ct s a r e s m all e r t h a n t h e st ati sti c al e r r o r.

F o r t h e t w o e n e r gi e s i n fi g. 1 6 .1 , t h e c o m bi n ati o n of G a u s si a n

s m e a r e d i nt e r p ol at o r s t o g et h e r wit h t h e l o c al i nt e r p ol at o r s e e m s t o b e

s u p e ri o r. I n c o nt r a st, s pi n o r a n d s c al a r s m e a ri n g p e rf o r m b ett e r f o r

t h e st ati c e n e r g y. I n all c a s e s, a mi xt u r e of t w o t y p e s of s m e a ri n g o r

t h e i n cl u si o n of t h e l o c al o p e r at o r l e a d t o t h e b e st r e s ult.

1 6 .2 .2 Re d u cti o n of t he n u m ber of s me ari n g pr o ce d ures

Si n c e m e a s u r e m e nt s i n cl u di n g all t h r e e t y p e s of s m e a ri n g a r e c o stl y,

w e i n v e sti g at e w h et h e r w e c a n n e gl e ct o n e of t h e t h r e e s m e a ri n g s t o

s a v e c o m p uti n g ti m e. T h e r e d u cti o n t o a 9 × 9 c o r r el ati o n m at ri x al s o

s a v e s a f a ct o r of t w o i n m e m o r y c o n s u m pti o n. We i n v e sti g at e t h e b e st

r e s ult s o bt ai n e d f r o m t h e t h r e e diff e r e nt p e r m ut ati o n s of t w o t y p e s

of s m e a ri n g s a n d c o m p a r e t h e m wit h t h e b e st r e s ult f r o m all t h r e e

c o m bi n ati o n s.

We i n di c at e t h e diff e r e nt s et s b y t h ei r c ol o r, a c c o r di n g t o

∙ G a u s s, s c al a r, s pi n o r
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[’ G a u s s 1’, ’ G a u s s 2’, ’ s c al a r 4’]

[’ 0’, ’ s c al a r 2’, ’ s c al a r 4’]

[’ G a u s s 2’, ’ G a u s s 3’, ’ G a u s s 4’]

[’ G a u s s 1’, ’ G a u s s 2’, ’ s c al a r 4’]

Fi g u r e 1 6 .2 : E ki n
2 a n d E

s pi n
2 f r o m t h e v a ri ati o n al m et h o d u si n g t h e f o u r c o m-

bi n ati o n s t h at yi el d t h e b e st pl at e a u s u si n g o nl y t w o diff e r e nt

t y p e s of s m e a ri n g. D at a p oi nt s h a v e b e e n s hift e d h o ri z o nt all y t o

i m p r o v e vi si bilit y.

∙ s c al a r, s pi n o r

∙ G a u s s, s pi n o r

∙ G a u s s, s c al a r

a n d i n all of t h e s e c a s e s, t h e i n cl u si o n of t h e l o c al o p e r at o r i s all o w e d.

We s h o w t h e b e st c o m bi n ati o n s wit hi n t h e s e c at e g o ri e s f o r t h e e x cit e d

st at e s of s pi n a n d ki n eti c e n e r g y i n fi g u r e 1 6 .2 . We n ot e i n p a s si n g

t h at f o r b ot h e x cit e d st at e s, t h e si g n al i s l o st t o n oi s e r el ati v el y s o o n.

F o r b ot h e n e r gi e s, t h e s pi n o r s m e a ri n g d o e s n ot s e e m t o pl a y a r ol e

a n d it i s n ot i n cl u d e d i n a n y c o m bi n ati o n.

I n t h e c a s e of E ki n
2 t h e i n cl u si o n of s c al a r s m e a ri n g s u p p r e s s e s b e stOf c o urse, t his

s u p pressi o n c a n

h a p pe n b y c h a n ce.
t h e s y st e m ati c eff e ct s b ut t h e st ati sti c al e r r o r s s e e m t o b e s m all e r if

G a u s si a n s m e a ri n g i s u s e d. F o r E
s pi n
2 w e c a n n ot s e e a n y q u alit ati v e

diff e r e n c e b et w e e n s c al a r a n d G a u s si a n s m e a ri n g. We d o n ot s h o w t h e
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st ati c e n e r g y, w h e r e t h e i n cl u si o n of s pi n o r s m e a ri n g l e a d s t o g o o d

r e s ult s, b e c a u s e t h e si g n al f o r t h e st ati c e n e r g y i s g o o d f o r a l a r g e

n u m b e r of c o m bi n ati o n s. We c o n cl u d e t h at, alt h o u g h it h a s g o o d

r e n o r m ali z ati o n p r o p e rti e s, s pi n o r s m e a ri n g h a s t h e w o r st p e rf o r-

m a n c e a m o n g t h e t h r e e diff e r e nt m et h o d s u n d e r i n v e sti g ati o n.

1 6 .2 .3 Vari ati o n al b asis fr o m s me ari n g met h o d

I n t h e l a st p a rt of o u r st u d y of t h e o p e r at o r b a si s, w e i n v e sti g at e t h e

e xt r a cti o n of eff e cti v e e n e r gi e s wit h o ut a mi xt u r e of s m e a ri n g s i n t h e

c o r r el ati o n m at ri x t o a n al y z e w h et h e r t h e si g n al i s i m p r o v e d w h e n

s e v e r al s m e a ri n g m et h o d s a r e u s e d. We l o o k at t h e b e st c o m bi n ati o n s

u si n g o n e si n gl e t y p e of s m e a ri n g a n d c o m p a r e t h e m wit h t h e b e st

c o m bi n ati o n i n cl u di n g all o p e r at o r s:

∙ G a u s s, s c al a r, s pi n o r

∙ G a u s s

∙ s c al a r

∙ s pi n o r

We s h o w t h e r e s ult s f r o m t h e b e st c o m bi n ati o n s f o r t h e g r o u n d st at e

a n d t h e fi r st e x cit e d st at e of t h e st ati c e n e r g y a n d t h e g r o u n d st at e

of t h e s pi n e n e r g y i n fi g u r e 1 6 .3 . We s e e t h at t h e eff e cti v e e n e r gi e s

b uilt f r o m s pi n o r s m e a r e d o p e r at o r s al o n e s h o w a sl o w c o n v e r g e n c e

t o w a r d s t h e pl at e a u r e gi o n a n d l a r g e st ati sti c al u n c e rt ai nti e s. T h e d at a

p oi nt s o bt ai n e d f r o m G a u s si a n s m e a ri n g h a v e t h e s m all e st st ati sti c al

u n c e rt ai nti e s. I n all t h r e e c a s e s, t h e b e st c o m bi n ati o n i n cl u d e s t w o o r

m o r e s m e a ri n g p r o c e d u r e s.

We c a n c o n cl u d e t h at it i s b e n e fi ci al t o c o n st r u ct t h e c o r r el ati o n

m at ri x f r o m t w o diff e r e nt t y p e s of s m e a r e d i nt e r p ol ati n g o p e r at o r s f o r

t h e e xt r a cti o n of t h e e n e r gi e s. Si n c e s m e a ri n g f r o m t h r e e- di m e n si o n al

s pi n o r fi el d s p e rf o r m s w o r st, w e will u s e G a u s si a n s m e a ri n g a n d t h e

s m e a ri n g f r o m t h r e e- di m e n si o n al s c al a r fi el d s f o r o u r m e a s u r e m e nt s

o n e n s e m bl e s wit h l a r g e r v ol u m e s, fi n e r r e s ol uti o n s a n d s m all e r q u a r k

m a s s e s.
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Fi g u r e 1 6 .3 : E st at
1 , E st at

2 a n d E
s pi n
1 f r o m t h e v a ri ati o n al m et h o d u si n g t h e f o u r

c o m bi n ati o n s t h at yi el d t h e b e st pl at e a u s u si n g o nl y o n e t y p e of

s m e a ri n g. D at a p oi nt s h a v e b e e n s hift e d h o ri z o nt all y t o i m p r o v e

vi si bilit y.
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1 6 .3 b o u n d a r y e f f e c t s

I n t h e q u e n c h e d a n d t w o- fl a v o r st u di e s, t r a n sl ati o n al i n v a ri a n c e i n

ti m e di r e cti o n h a s b e e n u s e d t o i m p r o v e t h e st ati sti c al p r e ci si o n b y

s u m mi n g o v e r t h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m r a n d o m s o u r c e s o n all ti m e

sli c e s. T h e fi n al r e s ult s t h e r ef o r e h a v e b e e n d et e r mi n e d o n T / a × N r

r a n d o m s o u r c e s. Si n c e w e w o r k o n e n s e m bl e s wit h o p e n b o u n d a r y

c o n diti o n s, w e c a n n ot t a k e i nt o a c c o u nt all ti m e sli c e s f o r t w o r e a s o n s.

t st f

x 0

t Bt A

x 0

t s

Fi g u r e 1 6 .4 : T w o- a n d t h r e e- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s d et e r mi n e d i n t hi s

w o r k. R el ati vi sti c q u a r k li n e s a r e d a s h e d a n d t h e h e a v y q u a r k

p r o p a g at o r i s i n di c at e d b y t h e d o u bl e li n e. T h e s o u r c e p o siti o n

i s d e n ot e d b y t s a n d t h e p o siti v e ti m e di r e cti o n i s i n di c at e d b y

t h e a r r o w.

O n t h e l eft si d e of fi g u r e 1 6 .4 w e s h o w t h e s c h e m ati c c o nt r a cti o n

f o r t h e h e a v y-li g ht t w o- p oi nt f u n cti o n s d et e r mi n e d i n t h e eff e cti v e

t h e o r y. T h e h e a v y q u a r k p r o p a g at o r i s d e pi ct e d b y t h e d o u bl e li n e

a n d t h e h e a v y q u a r k p r o p a g at e s o nl y i n p o siti v e ti m e di r e cti o n. D u e

t o t hi s p r o p e rt y, t h e c o r r el ati o n f u n cti o n c a n o nl y b e e v al u at e d o n

o n e si d e of t h e s o u r c e. I n o u r c a s e, a s s h o w n i n 1 6 .4 , t h e s o u r c e- si n k

s e p a r ati o n i s gi v e n b y t = t s − t f . D u e t o t h e b o u n d a r y at x 0 = 0 ,

t h e m a xi m al s o u r c e- si n k s e p a r ati o n i s gi v e n b y t s . T h e r ef o r e, t h e

b o u n d a ri e s i nt r o d u c e a t e c h ni c al c o n st r ai nt o n t h e n u m b e r of ti m e

sli c e s.

A n ot h e r c o n st r ai nt i s i nt r o d u c e d b y t h e p h y si c al p r o p e rti e s of t h e

b o u n d a ri e s, w hi c h h a v e t h e q u a nt u m n u m b e r s of t h e v a c u u m. A

c o nt a mi n ati o n d u e t o b o u n d a r y st at e s c a n p o s e a p r o bl e m i n t h e

G E V P si n c e t h e s e a r e p r e s e nt i n t h e ei g e n s p a c e of t h e c o r r el ati o n

m at ri x. If t h e G E V P i s s ol v e d o n e a c h ti m e sli c e, t h e c o r r e ct st at e s a r e

o bt ai n e d. B ut si n c e t h e st ati sti c al fl u ct u ati o n s a r e l a r g e i n t hi s c a s e,

t h e i n v e r si o n of t h e c o r r el ati o n m at ri x f ail s at r el ati v el y s m all v al u e s

of t 0 . If w e a v e r a g e t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s o v e r all ti m e sli c e s t o

st a bili z e t h e G E V P, t h e c o r r e ct p r oj e cti o n i s n ot g u a r a nt e e d a n y m o r e.

T h e r ef o r e w e h a v e t o e n s u r e t h at all c o nt ri b uti o n s f r o m t h e v a c u u m

h a v e d e c a y e d at t s a n d t f .



2 5 6  h e a v y q u a r k e f f e c t i v e t h e o r y w i t h o p e n b o u n d a r y c o n d i t i o n s

Si n c e w e b eli e v e t h at r e s ult s f r o m n oi s e s o u r c e s o n diff e r e nt ti m e

sli c e s a r e l e s s c o r r el at e d t h a n f r o m t w o r a n d o m s o u r c e s o n t h e s a m e

ti m e sli c e, w e li k e t o m a xi mi z e t h e n u m b e r of ti m e sli c e s i n cl u d e d

i n t h e m e a s u r e m e nt s. I n t hi s s e cti o n w e will t r y t o d et e r mi n e t h e

r e gi o n w h e r e b o u n d a r y eff e ct s a r e n e gli gi bl e. I n t h e fi n al a n al y si s, w e

will i nt r o d u c e a d diti o n al c ut s o n t h e n u m b e r of ti m e sli c e s w hi c h a r e

i n cl u d e d i n t h e s u m m ati o n t o e n s u r e t h at n o s y st e m ati c eff e ct s d u e t o

b o u n d a r y c o nt ri b uti o n s a r e p r e s e nt.

1 6 .3 .1 B o u n d ar y st ates

We c a n c o n si d e r t h e b o u n d a r y a s s o u r c e wit h t h e q u a nt u m n u m b e r s of

t h e v a c u u m. T h e r ef o r e, t h e s p e ct r al d e c o m p o siti o n of t h e h e a v y-li g ht

t w o- p oi nt f u n cti o n i s gi v e n b y [1 4 3 , 2 7 6 ]

f hl (t s , t f ) = A e x p ( −E hl (t s − t f )) [1 + B e x p ( −E b (T − t s )) + . . . ] ,

(1 6 .1 )

w h e n t h e s o u r c e p o siti o n t s i s cl o s e t o t h e b o u n d a r y a n d t h e si n k

p o siti o n i s at t f . E hl i s t h e e n e r g y of t h e h e a v y-li g ht b o u n d st at e

a n d E b i s t h e l o w e st st at e wit h t h e q u a nt u m n u m b e r s of t h e v a c u u m.

K e e pi n g t ≡ t s − t f c o n st a nt b ut v a r yi n g t h e s o u r c e p o siti o n, w e a r ri v e

at

f hl (t s ) ≈ A e x p ( −E hl (t )) [1 + B e x p ( −E b (T − t s )) ] (1 6 .2 )

≡ C + D e x p ( −E b (T − t s )) , (1 6 .3 )

w h e r e t h e d e p e n d e n c e o n t h e fi x e d v al u e of t i s o nl y i m pli cit. We c a n

i n v e sti g at e t h e f u n cti o n al b e h a vi o r f o r diff e r e nt v al u e s of t = t s − t f .

W h e n w e fi x t h e g r o u n d st at e e n e r g y of t h e v a c u u m t o E b = 2 m π ,

w e c a n p e rf o r m a t w o p a r a m et e r fit, p r o vi d e d t h at w e a r e i n a r e gi o n

w h e r e all e x cit e d b o u n d a r y st at e c o nt ri b uti o n s h a v e v a ni s h e d.

I n fi g u r e 1 6 .5 w e s h o w f hl (t s ) c o n st r u ct e d f r o m t h e l o c al o p e r at o r

t o g et h e r wit h a fit t o e q. (1 6 .3 ), w h e r e w e h a v e c h o s e n f hl = C st at
A A . T h e

u p p e r r a n g e of t h e fit r e gi o n a n d t h a v e b e e n t u n e d s u c h t h at a g o o d

fit q u alit y i s o bt ai n e d f o r a o n e- st at e fit. T h e pi o n m a s s h a s b e e n fi x e d

t o t h e v al u e gi v e n i n t a bl e 1 5 .2 . T h e d a s h e d li n e d e n ot e s t h e ti m e sli c e

w h e r e t h e r el ati v e c o nt ri b uti o n of t h e e x p o n e nti al t o f hl (t s ) i s s m all e r

t h a n o n e p e r mill e.

T h e di st a n c e of t hi s ti m e sli c e f r o m t h e b o u n d a r y at x 0 = T i s

1 .5 f m f o r H1 0 1 a n d 1 .4 f m f o r H2 0 0 . We c o n cl u d e t h at w e h a v e t o

r e st ri ct o u r m e a s u r e m e nt s t o t h e r e gi o n x 0 ∈ [1 .5 f m, T − 1 .5 f m]. T hi s

t r a n sl at e s di r e ctl y t o a c ut o n t s at t h e u p p e r e n d of t hi s r a n g e. F o r t h e

l o w e r e n d, t h e mi ni m al s o u r c e p o siti o n d e p e n d s o n t h e l e n gt h of t h e

pl at e a u r e gi o n. Si n c e t h e si g n al f o r t h e q u a ntiti e s u n d e r i n v e sti g ati o n

i s l o st r el ati v el y s o o n, t h e s e pl at e a u s a r e r at h e r s h o rt. We c h o o s e

t s , mi n ≈ 2 .5 f m f o r o u r m e a s u r e m e nt s a n d p e rf o r m c ut s i n t h e fi n al

d at a t o e n s u r e t h at n o b o u n d a r y eff e ct s a r e p r e s e nt.
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3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0
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1. 0 0 0

1. 0 2 5

1. 0 5 0

1. 0 7 5

1. 1 0 0

1. 1 2 5
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A
(t
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t = 8 a

Fi g u r e 1 6 .5 : C o r r el ati o n f u n cti o n C A A (t , t s ) f o r fi x e d v al u e of t n o r m ali z e d

b y C A A (t , t s = 3 0 a ) f o r H1 0 1 a n d H 2 0 0 t o g et h e r wit h t h e fit

t o e q. (1 6 .3 ). T h e d a s h e d li n e d e n ot e s t h e ti m e sli c e w h e r e t h e

e x p o n e nti al c o r r e cti o n s h a v e d e c a y e d.
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1 6 .3 .2 As y m metr y i n t he c orrel ati o n m atri x

We e x p e ct a n a s y m m et r y i n t h e off- di a g o n al e nt ri e s of t h e c o r r el ati o n

m at ri x C i j (t ) w h e n o n e e n d i s aff e ct e d b y t h e b o u n d a ri e s, si n c e a d di-

ti o n al st at e s c o nt ri b ut e. T h e r ef o r e w e t r y t o e sti m at e t h e eff e ct of t h e

b o u n d a ri e s o n t h e e xt r a cti o n of q u a ntiti e s wit h t h e G E V P f r o m t h e

a s y m m et r y

∆ i j (t s , t ) ≡ C i j (t s , t ) − C j i (t s , t ) . (1 6 .4 )

I n fi g u r e 1 6 .6 , w e s h o w ∆ i j f o r t h e c o r r el ati o n f u n cti o n C st at
A A b uilt f r o mT he res ult d oes n ot

c h a n ge f or ot her

s me ari n g le vels.
t h e l o c al o p e r at o r a n d t h e G a u s si a n s m e a r e d o p e r at o r wit h t h e l a r g e st

s m e a ri n g r a di u s. T h e v e rti c al li n e d e n ot e s t h e ti m e sli c e w h e r e ∆ i j (t )

7 0 7 2 7 4 7 6 7 8 8 0 8 2 8 4 8 6 8 8 9 0
t s / a

0. 0 0

0. 0 2

0. 0 4

0. 0 6

0. 0 8

∆
ij
(t

s)

t = 5 a

i s z e r o wit hi n e r r o r s.

Fi g u r e 1 6 .6 : A s y m m et r y ∆ i j f o r C st at
A A a n d i = 0 a n d j = G a u s s 4 o n H 1 0 1 . T h e

v e rti c al li n e d e n ot e s t h e s o u r c e p o siti o n w h e r e ∆ i j i s z e r o wit hi n

e r r o r s a n d t h e s o u r c e- si n k s e p a r ati o n i s t = 5 a .

Cl o s e t o t h e b o u n d a r y, w e s e e si g ni fi c a nt d e vi ati o n s b et w e e n t h e

c o r r e s p o n di n g c o r r el ati o n f u n cti o n s w hi c h q ui c kl y v a ni s h w h e n t h e

di st a n c e t o t h e b o u n d a r y i s i n c r e a s e d. A s f a r a s w e c a n j u d g e wit h

t h e st ati sti c al e r r o r s p r e s e nt i n t h e d at a, t h e r a n g e of t h e eff e ct of

t h e b o u n d a ri e s o n t h e a s y m m et r y i n t h e c o r r el ati o n m at ri x mi g ht b e

s m all e r t h a n t h e r e gi o n d et e r mi n e d i n t h e l a st s e cti o n.

I n c o n cl u si o n, t hi s c rit e ri o n d o e s n ot s e e m t o b e a s c o n s e r v ati v e a s

t h e fit t o t h e b o u n d a r y st at e s, p e rf o r m e d a b o v e. N e v e rt h el e s s, t hi s i s

a n e n c o u r a gi n g r e s ult si n c e t h e eff e ct of t h e b o u n d a r y o n t h e e xt r a cti o n

of p h y si c al q u a ntiti e s s e e m s t o v a ni s h f a st, w h e n t h e di st a n c e t o t h e

b o u n d a ri e s i s e nl a r g e d.



1 7
C O M P U T A T I O N O F T H E B ∗ B π C O U P L I N G

All p h y si c al q u a ntiti e s t h at h a v e b e e n d e fi n e d i n t h e eff e cti v e t h e o r y

n e e d t o b e r e n o r m ali z e d vi a t h e m at c hi n g of H Q E T t o Q C D b ef o r e

t h e c o nti n u u m li mit c a n b e t a k e n. T h e r ef o r e, w e a r e n ot a bl e t o

e xt r a ct p h y si c al r e s ult s f r o m t h e l a r g e- v ol u m e c o m p ut ati o n s b ef o r e

t h e m at c hi n g i s fi n ali z e d.

H o w e v e r, t h e m e a s u r e m e nt p r o g r a m o p e n H Q E T t h at h a s b e e n d e-

v el o p e d t o c al c ul at e t w o- a n d t h r e e- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s c a n

b e e m pl o y e d t o e xt r a ct t h e c o r r el ati o n f u n cti o n s t h at a r e n e c e s s a r y

t o d et e r mi n e t h e st ati c B ∗ B π c o u pli n g w hi c h i s of p h e n o m e n ol o gi c al

i m p o rt a n c e f o r t h e c hi r al e xt r a p ol ati o n of h e a v y-li g ht o b s e r v a bl e s.

I n t hi s c h a pt e r, w e will b ri e fl y i nt r o d u c e t h e B ∗ B π c o u pli n g, it s u s e

a n d it s d e fi niti o n i n o u r l atti c e s et u p. Aft e r w a r d s w e will p r e s e nt

r e s ult s t h at h a v e b e e n o bt ai n e d o n a s u b s et of C L S e n s e m bl e s a n d

p e rf o r m a n e xt r a p ol ati o n t o t h e c hi r al li mit.

A s o utli n e d i n t h e i nt r o d u cti o n of t hi s t h e si s, l atti c e c al c ul ati o n s of

B m e s o n f o r m f a ct o r s a r e v al u a bl e i n p ut s t o c o n st r ai n C K M m at ri x

el e m e nt s w hi c h a r e u s e d t o t e st t h e fl a v o r s e ct o r of Q C D. A m aj o r s y s-

t e m ati c u n c e rt ai nt y of t h e s e d et e r mi n ati o n s c o m e s f r o m t h e dif fi c ulti e s

t o si m ul at e at p h y si c al li g ht q u a r k m a s s e s a n d t h e r ef o r e, m o st r e s ult s

h a v e t o b e e xt r a p ol at e d t o t h e p h y si c al p oi nt. T h e o r eti c al i n si g ht o n

t h e f u n cti o n al f o r m of t hi s e xt r a p ol ati o n h el p s t o r e d u c e s y st e m ati c

u n c e rt ai nti e s.

T h e B ∗ B π c o u pli n g s e r v e s a s e xt e r n al i n p ut f o r s u c h e xt r a p ol ati o n

g ui d e d b y H e a v y M e s o n C hi r al P e rt u r b ati o n T h e o r y ( H M χ P T). T h e

c o u pli n g ĝ w hi c h i s cl o s el y r el at e d t o t h e B ∗ B π c o u pli n g i s a l e a di n g

o r d e r c o ef fi ci e nt i n t h e e x p a n si o n of o b s e r v a bl e s i n H M χ P T. It s k n o wl-

e d g e wit h hi g h p r e ci si o n c a n i m p r o v e c hi r al e xt r a p ol ati o n s of p h y si c al

q u a ntiti e s a s t h e o n e s w e will d et e r mi n e i n o u r p r oj e ct o n H Q E T.

T h e d et e r mi n ati o n of ĝ c a n b e p e rf o r m e d e x p e ri m e nt all y f r o m D ∗ →

D π d e c a y s [ 2 7 7 ]. T h e t h e o r eti c all y m o r e a p p e ali n g d e c a y B ∗ → B π

i s n ot a c c e s si bl e e x p e ri m e nt all y, si n c e it i s ki n e m ati c all y f o r bi d d e n.

L atti c e c al c ul ati o n s h a v e b e e n u s e d t o d et e r mi n e t h e c o u pli n g wit h

r el ati vi sti c c h a r m a n d b ott o m q u a r k s [ 2 7 8 , 2 7 9 ] a n d st ati c h e a v y q u a r k s

[2 7 5 , 2 8 0 – 2 8 3 ]. T h e r el ati v e p r e ci si o n of t h e l att e r i s li mit e d b y t h e

st ati sti c al u n c e rt ai nti e s of st ati c o b s e r v a bl e s a n d t h e e xt r a p ol ati o n of

t h e r e s ult s t o t h e c hi r al li mit of m a s sl e s s pi o n s l e a d s t o s y st e m ati c

u n c e rt ai nti e s f o r all l atti c e d et e r mi n ati o n s.

2 5 9



2 6 0 c o m p u t a t i o n o f t h e B ∗ B π c o u p l i n g

1 7 .1 h e a v y m e s o n c h i r a l p e r t u r b a t i o n t h e r o y

H M χ P T [ 2 8 4 – 2 8 7 ] i s c o n st r u ct e d a s eff e cti v e t h e o r y f o r q u a ntiti e s

i n cl u di n g li g ht a n d h e a v y q u a r k s f r o m a c o m bi n ati o n of H Q E T a n d

C hi r al P e rt u r b ati o n T h e o r y ( χ P T). W h e r e a s H Q E T d e s c ri b e s Q C D

o b s e r v a bl e s i n t h e li mit of o n e i n fi nit el y h e a v y q u a r k, χ P T d e s c ri b e s

t h e s y m m et ri e s of Q C D i n t h e li mit of m a s sl e s s q u a r k s. C hi r al s y m-

m et r y i s o nl y s oftl y b r o k e n i n n at u r e b y t h e s m all m a s s e s of u p, d o w n

a n d st r a n g e q u a r k a n d h a s a si g ni fi c a nt i m p a ct o n p h e n o m e n ol o gi c al

r e s ult s.

We will gi v e a s h o rt i nt r o d u cti o n t o H M χ P T a n d t h e c o u pli n g ĝ

b a s e d o n t h e r e vi e w s gi v e n i n [ 2 8 0 , 2 8 8 ]. Si n c e p s e u d o s c al a r a n d v e ct o r

m e s o n s a r e m a s s- d e g e n e r at e i n t h e st ati c li mit of H Q E T, cf. e q. ( 7 .2 8 ),

w e c a n e x p r e s s t h e m i n t e r m s of t h e eff e cti v e m e s o n fi el d s

H =
1 + /v

2

[
B ∗

µ γ µ − B γ 5

]
, H = γ 0 H † γ 0 (1 7 .1 )

wit h t h e γ - m at ri c e s d e fi n e d i n a p p e n di x A, t h e v el o cit y of t h e h e a v y

m e s o n v a n d t h e a n ni hil ati o n o p e r at o r s B a n d B ∗ f o r p a rti cl e s c o nt ai n-

i n g a b ott o m q u a r k i n t h e i niti al st at e.

T h e L a g r a n gi a n of S U (3 ) χ P T c o nt ai n s a n o ct et of p s e u d o g ol d-F or a n i ntr o d u cti o n

t o χ P T see, e. g.,

[2 8 9 ].
st o n e b o s o n s. I n m at ri x n ot ati o n, t hi s o ct et c a n b e e x p r e s s e d i n t h e

e x p o n e nti at e d f o r m

ξ = e x p (iM / f ) (1 7 .2 )

w h e r e f i s t h e m e s o n d e c a y c o n st a nt a n d t h e m at ri x M i s gi v e n b yAt tree le vel, f = f π .

M =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1√
2
π 0 + 1√

6
η  π + K +

π − − 1√
2
π 0 + 1√

6
η  K 0

K − K
0

−
√

2
3 η

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

. (1 7 .3 )

Si n c e t h e st r a n g e q u a r k i s a b o ut 3 0 ti m e s h e a vi e r t h a n t h e a v e r a g e d

li g ht q u a r k m a s s, w e will t r e at it a s n o n- c hi r al a n d c o n si d e r S U (2 ) χ P T

w h e r e t h e u p a n d d o w n q u a r k s a r e t h e d y n a mi c al d e g r e e s of f r e e d o m.

T h e m at ri x M i s m o di fi e d a c c o r di n gl y.

T h e st r o n g i nt e r a cti o n s of B a n d B ∗ m e s o n s wit h pi o n s at l o w

m o m e nt u m a r e d e s c ri b e d b y t h e eff e cti v e L a g r a n gi a n of H M χ P T

w hi c h i s c o n st r u ct e d b y a c o m bi n ati o n of H Q E T a n d χ P T. It i s b uilt

f r o m a j oi nt e x p a n si o n i n p o w e r s of t h e li g ht q u a r k m a s s a n d t h e

i n v e r s e of t h e h e a v y q u a r k m a s s. T h e i nt e r a cti o n t e r m t o l o w e st o r d e r

i s gi v e n b y [2 8 6 , 2 8 7 ]

L i nt
H M χ P T = ĝ Tr

[
H a H b A b a

µ γ µ γ 5
]

(1 7 .4 )

w h e r e t h e t r a c e i s t a k e n i n t h e s p a c e of 4 × 4 Di r a c m at ri c e s a n d t h e

i n di c e s a , b d e n ot e t h e S U (3 ) fl a v o r c o m p o n e nt s. T h e li g ht d e g r e e s of

f r e e d o m a r e c o nt ai n e d i n t h e f a ct o r

A µ =
i

2

(
ξ † ∂ µ ξ − ξ ∂ µ ξ †

)
, (1 7 .5 )
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w hi c h c a n b e e x p a n d e d i n t h e pi o n fi el d s a s

A µ = −
1

f
∂ µ M + . . . . (1 7 .6 )

A s a p p a r e nt f r o m e q. ( 1 7 .4 ), t h e c o u pli n g ĝ i s t h e o nl y l e a di n g o r d e r

c o n st a nt. T hi s c o n st a nt c a n b e r el at e d t o t h e B ∗ B π c o u pli n g w hi c h i s

d e fi n e d vi a [ 2 8 0 ]

⟨B 0 (p )π + (q )|B ∗ + (p ′)⟩ = − g B ∗ B π (q 2 )q µ η µ (p ′)( 2 π ) 4 δ (p ′ − p − q )

(1 7 .7 )

w h e r e η µ i s t h e p ol a ri z ati o n v e ct o r of t h e B ∗ a n d t h e st at e s a r e r el a-

ti vi sti c all y n o r m ali z e d vi a

⟨B (p )|B (p ′)⟩ = 2 p 0 (2 π ) 3 δ ( 3 ) (p − p ′) . (1 7 .8 )

T h e m at ri x el e m e nt of e q. ( 1 7 .7 ) at t r e e-l e v el of H Mχ P T i s gi v e n b y

⟨B 0 (p )π + (q )|B ∗ + (p ′)⟩ = −
2 m B

f π
ĝ q µ η µ (p ′)( 2 π ) 4 δ (p ′ − p − q )

(1 7 .9 )

a n d f r o m t h e c o m p a ri s o n of e q s. ( 1 7 .7 ) a n d (1 7 .9 ) w e d e ri v e Be y o n d le a di n g or der

of H Q E T, t he f a ct or

m B is re pl a ce d b y
√

m B m B ∗ .
g B ∗ B π =

2 m B

f π
ĝ (1 7 .1 0 )

t o t r e e-l e v el. T h e p h y si c al c o u pli n g i s d e fi n e d f o r o n- s h ell pi o n s,

g B ∗ B π ≡ li m
q 2 → m 2

π

g B ∗ B π (q 2 ) . (1 7 .1 1 )

1 7 .2 l a t t i c e c o m p u t a t i o n

T h e d et e r mi n ati o n of ĝ vi a a l atti c e c o m p ut ati o n i s a c hi e v e d b y r el ati n g

t h e f o r m f a ct o r of t h e a xi al c u r r e nt b et w e e n B a n d B ∗ st at e s wit h t h e

B ∗ B π c o u pli n g vi a L e h m a n n – S y m a n zi k – Zi m m e r m a n n r e d u cti o n of

t h e pi o n [2 8 0 ]. T h e m at ri x el e m e nt of t h e a xi al c u r r e nt i s s plit i nt o

t h r e e f o r m f a ct o r s

⟨B 0 (p )|A µ (0 )|B ∗ + (p + q )⟩ = η µ F 1 (q 2 ) + (η · q )( 2 p + q ) µ F 2 (q 2 )

+ ( η · q )q µ F 3 (q 2 ) (1 7 .1 2 )

a n d wit h t h e P C A C r el ati o n

π (x ) =
1

m 2
π f π

∂ µ A µ (x ) (1 7 .1 3 )

t h e B ∗ B π c o u pli n g c a n b e e x p r e s s e d vi a

g B ∗ B π (q 2 ) = −
1

f π

m 2
π − q 2

m 2
π

[F 1 (q 2 ) + (m 2
B ∗ − m 2

B )F 2 (q 2 )

+ q 2 F 3 (q 2 )] . (1 7 .1 4 )
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If t h e c o m p ut ati o n i s p e rf o r m e d i n t h e st ati c li mit, t h e s e c o n d t e r m

v a ni s h e s a n d t h e a n al yti c al c o nti n u ati o n t o q 2 → 0 l e a d s t o [2 8 0 ]

g B ∗ B π (0 ) = −
1

f π
F 1 (0 ) . (1 7 .1 5 )

I n t h e st ati c li mit f o r t h e h e a v y q u a r k a n d t h e c hi r al li mit f o r t h e li g ht

q u a r k s, t h e d et e r mi n ati o n of t h e c o u pli n g i s t h e r ef o r e p o s si bl e f r o m

t h e z e r o- m o m e nt u m f o r m f a ct o r, w h e n

g B ∗ B π (m 2
π ) ≈ g B ∗ B π (0 ) (1 7 .1 6 )

i s a s s u m e d.

T h e d et e r mi n ati o n of f o r m f a ct o r s f r o m l atti c e c o m p ut ati o n s i n-

v ol v e s t h e c o m p ut ati o n of t w o- a n d t h r e e- p oi nt c o r r el ati o n f u n cti o n s

a n d t h e s c h e m ati c f o r m of t h e f u n cti o n s u s e d i n o u r w o r k i s gi v e n i n

fi g. 1 6 .4 . Si n c e a n ot h e r i n s e rti o n i s m a d e, c o m p a r e d t o t w o- p oi nt f u n c-

ti o n s, t w o ti m e s c al e s a r e p r e s e nt i n t h r e e- p oi nt f u n cti o n s. E x cit e d st at e

c o nt ri b uti o n s a r e mi ni mi z e d if b ot h ti m e s c al e s a r e m a xi mi z e d. Si n c e

t h e si g n al-t o- n oi s e r ati o of h e a v y-li g ht c o r r el ati o n f u n cti o n s d e c a y s

e x p o n e nti all y, w e c a n n ot e xt r a ct a si g n al at l a r g e ti m e s e p a r ati o n s.

I n [2 9 0 ], diff e r e nt a p p r o a c h e s h a v e b e e n d e v el o p e d t o mi ni mi z e t h e

s y st e m ati c a n d st ati sti c u n c e rt ai nti e s i n t h e d et e r mi n ati o n of m at ri x

el e m e nt s a n d w e will p r e s e nt t w o of t h e m f o r t h e p r o bl e m at h a n d.

We ai m t o c o m p ut e t h e m at ri x el e m e nt [ 2 7 5 ]T he re n or m ali z ati o n

of t he a xi al c urre nt

is s pe ci fie d bel o w. ĝ =
1

2
⟨B 0 (0 )|

(
Â k

)
R

(0 )|B ∗ +
k (0 )⟩ , Â = ψ̄ d (x )γ µ γ 5 ψ u (x ) (1 7 .1 7 )

w h e r e w e d o n ot s u m o v e r t h e i n d e x k ∈ {1 , 2 , 3 } a n d ψ u a n d ψ d

a n ni hil at e u p a n d d o w n q u a r k. T h e n o r m ali z ati o n i s s u c h t h at

⟨B 0 (p )|B 0 (p )⟩ = ⟨B ∗ (p )|B ∗ (p )⟩ = 2 L 3 (1 7 .1 8 )

We d e fi n e t h e c o r r el ati o n m at ri x of s u m m e d t h r e e- p oi nt f u n cti o n s

D
3 pt
i j (t ) = a 3

∑

y

⟨(B ∗
i ) †

k (t )( A k ) R (y )B j (0 )⟩ (1 7 .1 9 )

wit h t = t B − t A a c c o r di n g t o fi g. 1 6 .4 . B ∗ †
i a n d B j a r e i nt e r p ol ati n g

fi el d s f o r t h e c o r r e s p o n di n g m e s o n s a n d t h e s u b s et s ij d e n ot e diff e r e nt

d e fi niti o n s of i nt e r p ol ati n g o p e r at o r s. T h e g e n e ri c f o r m of t h e s e

i nt e r p ol at o r s, n e gl e cti n g a n y s m e a ri n g t h at i s a p pli e d t o t h e m, r e a d sWe s u m o ver all

s p ati al l atti ce p oi nts

t o pr oje ct o nt o zer o

s p ati al m o me nt u m.
B (x 0 ) = a 3

∑

x

ψ̄ b (x )γ 5 ψ d (x ) (1 7 .2 0 )

B ∗
k (x 0 ) = a 3

∑

x

ψ̄ b (x )γ k ψ u (x ) (1 7 .2 1 )

A k (x ) = ψ̄ d (x )γ k γ 5 ψ u (x ) . (1 7 .2 2 )

I n e q. (1 7 .1 9 ), w e s u m o v e r all ti m e sli c e s y 0 . T h e t h r e e- p oi nt f u n cti o n

i s i n d e p e n d e nt of t h e i n d e x k . F r o m n o w o n e, w e will w o r k i n t h e
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st ati c li mit, i. e., B a n d B ∗ a r e m a s s- d e g e n e r at e. T h e r e n o r m ali z e d a xi al

c u r r e nt a c c o r di n g t o e q. ( 4 .7 ) i s gi v e n b y

(A k ) R = Z A (g 2
0 )( 1 + b A (g 2

0 )a m q )( A k + a c A (g 2
0 )∂ k P ) . (1 7 .2 3 )

At z e r o m o m e nt u m t r a n sf e r, t h e t e r m p r o p o rti o n al t o c A d o e s n ot

c o nt ri b ut e [ 2 7 5 , 2 9 1 ].

I n c o m bi n ati o n wit h t h e t w o- p oi nt f u n cti o n

C
2 pt
i j (t ) = ⟨B †

i (t )B j (0 )⟩ (1 7 .2 4 )

w e c a n d e fi n e t h e eff e cti v e m at ri x el e m e nt vi a

M r ati o (t ) = −∂ t a
D

3 pt
i j (t )

√
C

2 pt
i i (t )C

2 pt
j j (t )

= ĝ + O (t ∆ e − t ∆ ) (1 7 .2 5 )

wit h ∆ = E 2 − E 1 ,

w h e r e ∂ t f (t ) ≡ 1
a [f (t + a ) − f (t )] . T h e s y st e m ati c c o r r e cti o n s t o t hi s

q u a ntit y s c al e wit h t h e e n e r g y g a p b et w e e n g r o u n d st at e a n d e x cit e d

st at e of t h e B m e s o n s.

T h e s e eff e ct s c a n b e f u rt h e r s u p p r e s s e d if t h e G E V P i s u s e d. We

d et e r mi n e ei g e n v al u e s a n d ei g e n v e ct o r s f r o m t h e s ol uti o n of

C 2 pt (t )v n (t , t 0 ) = λ n (t , t 0 )C 2 pt (t 0 )v n (t , t 0 ) (1 7 .2 6 )

w h e r e w e u s e t h e c o r r el ati o n m at ri x C
2 pt
i j of si z e N × N a n d d e fi n e t h e

eff e cti v e m at ri x el e m e nt

M G E V P
n (t , t 0 ) = −

1

2
∂ t

(
v n (t , t 0 ),

[
D 3 pt (t )λ − 1

n (t , t 0 ) − D 3 pt (t 0 )
]
v n (t , t 0 )

)

(
v n (t , t 0 ), C 2 pt (t 0 )v n (t , t 0 )

)

= ĝ n n + O (e − ∆ N ,n t ), (1 7 .2 7 )

∆ N ,n = E N + 1 − E n . (1 7 .2 8 )

I n t hi s c a s e, t h e l e a di n g s y st e m ati c c o r r e cti o n i s gi v e n b y t h e e n e r g y I n [2 7 5 ], t he

ar g u me nt of C 2 pt i n

t he de n o mi n at or is t .

We c orre cte d t his

t y p o t o t 0 i n t his

f or m ul a.

g a p b et w e e n t h e g r o u n d st at e a n d t h e fi r st st at e t h at i s n ot i n cl u d e d

i n t h e G E V P, p r o vi d e d t h at 2 t 0 ⩾ t h ol d s. We a r e t h e r ef o r e a bl e t o

eff e cti v el y s u p p r e s s e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s a n d e x p e ct pl at e a u s

al r e a d y at c o m p a r a bl y s m all s o u r c e- si n k s e p a r ati o n s. I n t h e f oll o wi n g,

w e will c o n si d e r t h e m o st c o n s e r v ati v e c h oi c e f o r t 0 w hi c h m o st

eff e cti v el y s u p p r e s s e s s y st e m ati c eff e ct s a n d d e fi n e

M G E V P
n (t ) ≡ M G E V P

n (t , t − a ) . (1 7 .2 9 )

I n e q. (1 7 .2 7 ) w e g e n e r ali z e d t h e d e fi niti o n of t h e eff e cti v e m at ri x

el e m e nt t o m at ri x el e m e nt s b et w e e n d e g e n e r at e e x cit e d st at e s. I n t hi s

n ot ati o n w e s et ĝ ≡ ĝ 1 1 a n d t h e d e fi niti o n of t h e m at ri x el e m e nt i n

e q. ( 1 7 .1 7 ) c h a n g e s a c c o r di n gl y f o r n > 2 .
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T a bl e 1 7 .1 : O v e r vi e w of t h e H Q E T m e a s u r e m e nt s p e rf o r m e d o n t h e l a r g e-

v ol u m e C L S e n s e m bl e s. m π i s t a k e n f r o m [2 7 0 ]. τ e x p h a s b e e n

d et e r mi n e d a c c o r di n g t o e q. ( 1 3 .1 ) a n d i s gi v e n i n u nit s of t h e

s e p a r ati o n b et w e e n t w o c o n fi g u r ati o n s. N t gi v e s t h e n u m b e r of

ti m e sli c e s i n cl u d e d i n t h e a n al y si s a n d N r t h e n u m b e r of r a n d o m

s o u r c e s p e r ti m e sli c e.

i d m π N cf g τ e x p N t N r

H 1 0 1 4 1 6 2 0 0 0 1 0 .0 4 7 2

H 1 0 2 3 5 4 1 9 9 7 1 0 .0 4 7 2

N 1 0 1 2 8 2 1 4 5 7 1 0 .1 8 0 2

C 1 0 1 2 2 1 2 0 0 0 1 0 .2 4 7 2

S 4 0 0 3 5 1 8 0 0 1 2 .9 6 4 2

H 2 0 0 4 1 9 2 0 0 0 1 8 .1 4 7 1

N 2 0 3 3 4 5 7 5 5 1 8 .0 6 1 1

N 2 0 0 2 8 2 1 3 0 6 1 8 .1 6 1 1

1 7 .3 s e t u p

We u s e t h e s et u p w hi c h i s d e s c ri b e d i n s e cti o n 1 6 .1 . T o st a bili z e t h e

G E V P a n d t o d e c r e a s e t h e st ati sti c al e r r o r, w e s u m o v e r N r r a n d o m

s o u r c e s p e r ti m e sli c e a n d N t ti m e sli c e s p e r c o n fi g u r ati o n. T h e r a n g e

of ti m e sli c e s t h at i s u s e d f o r t hi s s u m m ati o n i s di ct at e d b y t h e fi n di n g s

of s e cti o n 1 6 .3 . I n c o nt r a st t o w h at w a s d o n e i n [2 7 5 ], w e d o n ot s u m

o v e r all p ol a ri z ati o n s k b ut r a n d o ml y c h o o s e a v al u e of k ∈ {1 , 2 , 3 } f o r

e a c h r a n d o m s o u r c e. T h e r ef o r e, w e p e rf o r m N t × N r × 2 i n v e r si o n s

of t h e Di r a c e q u ati o n p e r c o n fi g u r ati o n. We gi v e a n o v e r vi e w of t h e

st at u s of t h e m e a s u r e m e nt s i n t a bl e 1 7 .1 .

T h e G E V P i s b a s e d o n a 3 × 3 c o r r el ati o n m at ri x. A n i n c r e a s e of t h e

n u m b e r of i nt e r p ol at o r s i n t h e m at ri x l e a d s t o n u m e ri c al i n st a biliti e s

i n t h e i n v e r si o n of C (t 0 ) si n c e w e h a v e t o c o n si d e r r at h e r l a r g e v al u e s

of t 0 d u e t o o u r c h oi c e t 0 = t − a . A n a n al y si s of t h e v a ri ati o n al b a si s

f o r t h e m at ri x el e m e nt s i n t h e s pi rit of s e cti o n 1 6 .2 h a s r e v e al e d t h at

t h e s u p p r e s si o n of s y st e m ati c eff e ct s i s si mil a r f o r a l a r g e n u m b e r of

c o m bi n ati o n s. We will c o n si d e r a c o m bi n ati o n of t h e l o c al i nt e r p ol at o r,

a G a u s si a n s m e a r e d i nt e r p ol at o r wit h i nt e r m e di at e s m e a ri n g r a di u s

a n d a G a u s si a n s m e a r e d i nt e r p ol at o r wit h t h e m a xi m al s m e a ri n g

r a di u s i n t h e f oll o wi n g.
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T o r e n o r m ali z e t h e m at ri x el e m e nt s, w e u s e t h e v al u e s f o r Z l
A, s u b

f r o m t h e L 1 - L C P gi v e n i n t a bl e 6 of [ 6 6 ]. T h e o n e-l o o p p e rt u r b ati v e

f o r m ul a f o r b A i s gi v e n b y [2 3 4 ]

b A = 1 + 0 .0 8 8 1 C F g 2
0 , C F =

4

3
. (1 7 .3 0 )

T h e e sti m at e s f o r κ c r at t h e c o u pli n g v al u e s of t h e C L S si m ul ati o n s f o r

t h e c o m p ut ati o n of t h e s u bt r a ct e d q u a r k m a s s a r e t a k e n f r o m t a bl e III

of [ 6 8 ].

T o d et e r mi n e t h e v al u e of t h e b a r e m at ri x el e m e nt f r o m M G E V P
n (t ) ,

w e p e rf o r m a pl at e a u fit at l a r g e v al u e s of t . We d et e r mi n e t h e

b e gi n ni n g of t hi s pl at e a u d e n ot e d b y t mi n b y t h e f oll o wi n g p r o c e d u r e.

We st a rt f r o m t ≈ 0 .5 f m a n d i n c r e a s e t u ntil t h e c o n diti o n

⏐
⏐M G E V P

n (t ) − M G E V P
n (t − δ t )

⏐
⏐ < σ (t ) wit h δ t =

1

∆ N ,n
(1 7 .3 1 )

i s f ul fill e d. σ (t ) i s t h e st ati sti c al e r r o r o n M eff
n (t ) . F o r t h e m at ri x

el e m e nt f r o m t h e G E V P w e u s e ∆ 4 ,n , w h e r e a s f o r t h e m at ri x el e m e nt

f r o m t h e s u m m e d r ati o i n e q. (1 7 .2 5 ) w e c o n si d e r ∆ 2 ,1 . F r o m t hi s

c o n diti o n it i s e n s u r e d t h at t h e st ati sti c al e r r o r s e x c e e d t h e s y st e m ati c

o n e s b y a f a ct o r of e − 1 at t = t mi n . T h e u p p e r e n d of t h e pl at e a u

r a n g e d e n ot e d b y t m a x i s gi v e n b y t h e fi r st ti m e sli c e w h e r e t h e r el ati v e

e r r o r of t h e m at ri x el e m e nt e x c e e d s 3 0 %. Si n c e w e c o n si d e r pl at e a u s

of l e n gt h O (5 a ) , w e a r e a bl e t o p e rf o r m a c o r r el at e d pl at e a u fit. T h e

diff e r e n c e s t o u n c o r r el at e d fit s a r e s m all, c o m p a r e d t o t h e st ati sti c al

e r r o r s.

At t h e l e v el of st ati sti c s at o u r di s p o s al, t h e d et e r mi n ati o n of ∆ 4 ,1 We use a 6 × 6

c orrel ati o n m atri x t o

c o m p ute E st at
n f or

n = 1 , . . . , 4 .

i s r at h e r a n e sti m ati o n t h a n a r eli a bl e c al c ul ati o n, si n c e t h e st ati c

e n e r g y f o r l e v el s n > 3 h a s si g ni fi c a nt st ati sti c al u n c e rt ai nti e s. We

o bt ai n v al u e s of O (1 .2 G e V ) w hi c h i s i n li n e wit h t h e fi n di n g s i n t h e

t w o- fl a v o r t h e o r y [2 7 5 ].

1 7 .4 r e s u l t s

Wit h t h e c u r r e nt st at u s of t h e m e a s u r e m e nt s a s d et ail e d i n t a bl e 1 7 .1 ,

w e h a v e g at h e r e d st ati sti c t h at i s al m o st c o m p ati bl e t o t h e c o m p ut ati o n

i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y [2 7 5 ], al b eit at sli g htl y l a r g e r l atti c e s p a ci n g s.

We h a v e p e rf o r m e d m e a s u r e m e nt s at t h r e e l atti c e s p a ci n g s a n d li g ht

q u a r k m a s s e s d o w n t o 2 2 1 M e V. T h e e xt e n si o n t o a f o u rt h l atti c e

s p a ci n g a n d p h y si c al q u a r k m a s s e s i s pl a n n e d, t o f u rt h e r r e d u c e

s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s.

1 7 .4 .1 Pl ate a us

I n fi g u r e 1 7 .1 w e s h o w t h e r e s ult s f o r ĝ 1 1 t o g et h e r wit h t h e c o r r e s p o n d-

i n g pl at e a u fit s f o r e x e m pl a r y e n s e m bl e s. T o ill u st r at e t h e q u alit ati v e
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diff e r e n c e s b et w e e n t h e d et e r mi n ati o n s b a s e d o n t h e s u m m e d r ati o

a n d t h e G E V P, w e s h o w t h e r e s ult s f o r b ot h m et h o d s. I n t h e c a s e of

t h e s u m m e d r ati o, w e h a v e u s e d t h e l o c al a n d t h e m a xi m all y s m e a r e d

i nt e r p ol at o r.

It i s a p p a r e nt t h at t mi n h a s t o b e s et t o si g ni fi c a ntl y l a r g e r v al u e s

i n t h e c a s e of t h e s u m m e d r ati o d u e t o t h e s m all e r g a p i n t h e e n e r g y

s p e ct r u m. At fi x e d s o u r c e- si n k s e p a r ati o n, t h e d et e r mi n ati o n f r o m

t h e G E V P s h o w s l a r g e r st ati sti c al e r r o r s a n d at l a r g e s o u r c e- si n k

s e p a r ati o n s, t h e i n v e r si o n of C (t 0 ) i s li k el y t o f ail. H o w e v e r, b ot h

pl at e a u a v e r a g e s a r e c o m p ati bl e a n d i n m o st c a s e s t h e st ati sti c al e r r o r

o n t h e pl at e a u a v e r a g e f r o m t h e G E V P i s si g ni fi c a ntl y s m all e r t h a n t h e

e r r o r f r o m t h e s u m m e d r ati o. T hi s ni c el y ill u st r at e s t h e s u p e ri o rit y of

t h e G E V P. We will o nl y c o n si d e r t h e v al u e s o bt ai n e d f r o m t h e G E V P

f o r t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

T a bl e 1 7 .2 : R e n o r m ali z e d c o u pli n g s ĝ 1 1 a n d ĝ 2 2 e v al u at e d wit h H Y P 1 a n d

H Y P 2 st ati c q u a r k a cti o n s.

i d ĝ H Y P 1
1 1 ĝ H Y P 2

1 1 ĝ H Y P 1
2 2 ĝ H Y P 2

2 2

H 1 0 1 0 .5 3 4 (2 ) 0 .5 3 9 (2 ) 0 .4 4 4 (9 ) 0 .4 5 0 (9 )

H 1 0 2 0 .5 2 0 (6 ) 0 .5 2 4 (5 ) 0 .4 3 3 (2 8 ) 0 .4 5 3 (1 2 )

N 1 0 1 0 .5 1 2 (4 ) 0 .5 1 7 (3 ) 0 .4 2 3 (1 0 ) 0 .4 2 6 (1 0 )

C 1 0 1 0 .5 0 3 (4 ) 0 .5 0 7 (4 ) 0 .4 0 6 (1 4 ) 0 .4 1 5 (1 4 )

S 4 0 0 0 .5 1 9 (5 ) 0 .5 2 2 (5 ) 0 .4 2 0 (2 9 ) 0 .4 2 7 (2 7 )

H 2 0 0 0 .5 3 2 (6 ) 0 .5 3 4 (9 ) 0 .4 4 8 (3 1 ) 0 .4 6 0 (3 0 )

N 2 0 3 0 .5 3 0 (8 ) 0 .5 3 0 (7 ) 0 .4 1 6 (4 9 ) 0 .4 1 3 (4 7 )

N 2 0 0 0 .5 2 3 (8 ) 0 .5 2 1 (8 ) 0 .4 3 1 (3 3 ) 0 .4 2 9 (3 1 )

A n o v e r vi e w of t h e r e s ult s o bt ai n e d f r o m b ot h v a ri a nt s of t h e H Y PT he res ults fr o m t he

s u m me d r ati o are

t a b ul ate d i n

t a b. B.1 3 .

s m e a ri n g i s p r o vi d e d i n t a bl e 1 7 .2 . T h e s m all diff e r e n c e b et w e e n

b ot h s et s of s m e a ri n g p a r a m et e r s d e c r e a s e s t o w a r d s t h e c o nti n u u m

li mit. I n g e n e r al, o b s e r v a bl e s d e fi n e d f r o m H Y P2 h a v e sli g htl y s m all e r

st ati sti c al e r r o r s. T h e r ef o r e, w e will c o n si d e r t h e H Y P 2 s m e a r e d

o b s e r v a bl e s i n t h e c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n.

1 7 .4 .2 C hir al- c o nti n u u m e xtr a p ol ati o n

T h e a p p r o a c h of ĝ t o t h e c hi r al li mit i n cl u di n g t h e n e xt-t o-l e a di n g

o r d e r of H M χ P T h a s b e e n d e ri v e d i n [ 2 8 3 , 2 9 2 ]. L o g a rit h mi c m o d-

i fi c ati o n s of t h e l e a di n g b e h a vi o r d u e t o t h e n e xt-t o-l e a di n g o r d e r

t e r m s h a v e b e e n f o u n d. I n t h e t w o- fl a v o r st u d y [2 7 5 ] a si m pl e li n e a r

a p p r o a c h h a s b e e n i n v e sti g at e d i n a d diti o n t o t h e a n al yti c al o n e, d u e
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Fi g u r e 1 7 .1 : Pl at e a u s of t h e b a r e m at ri x el e m e nt ĝ 1 1 c o m p ut e d f r o m t h e

G E V P a n d t h e s u m m e d r ati o f o r t h e e n s e m bl e s (t o p t o b ott o m)

N 1 0 1 , C1 0 1 a n d N 2 0 0 . T h e d at a f r o m t h e r ati o m et h o d h a s b e e n

s hift e d h o ri z o nt all y t o i m p r o v e vi si bilit y.
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t o t h e li n e a rit y i n t h e d at a i n t h e c o n si d e r e d r e gi o n of pi o n m a s s e s.

T h e t w o f o r m s r e a d

ĝ li n
1 1 (y , a ) = ĝ χ + B y + C a 2 , (1 7 .3 2 )

ĝ nl o
1 1 (y , a ) = ĝ χ

[
1 − ( 1 + 2 ( ĝ χ ) 2 y l o g y )

]
+ B y + C a 2 , (1 7 .3 3 )

w h e r e t h e pi o n m a s s d e p e n d e n c e h a s b e e n p a r a m et ri z e d t h r o u g h t h e

v a ri a bl e

y =
m 2

π

8 π 2 f 2
π

. (1 7 .3 4 )

F o r a m π a n d a f π w e u s e t h e v al u e s gi v e n i n [ 2 7 0 ]. I n b ot h a n s ät z e ĝ χ ,

B a n d C a r e f r e e p a r a m et e r s. T h e t e r m C a 2 i s i n cl u d e d t o m o d el t h e

l e a di n g c ut- off eff e ct s.

We s h o w o u r r e s ult s f o r ĝ d e p e n di n g o n y b a s e d o n t h r e e diff e r e nt

l atti c e s p a ci n g s i n fi g. 1 7 .2 t o g et h e r wit h fit s t o e q s. (1 7 .3 2 – 1 7 .3 3 ).

I r r e s p e cti v e of t h e fit a n s at z, t h e c o n st a nt C i s z e r o wit hi n e r r o r s. We

t h e r ef o r e fi x C = 0 i n o u r fit s. Te r m s of O(y 2 ) a r e n ot r e s ol v a bl e, a s

w ell.

A g o o d q u alit y of t h e fit i s f o u n d f o r b ot h a n s ät z e a n d wit hi n t h e

c u r r e ntl y a v ail a bl e r a n g e of pi o n m a s s e s, w e a r e n ot a bl e t o r ul e o ut

o n e of t h e t w o fit f o r m s. Si n c e pi o n m a s s e s of O (4 0 0 M e V ) a r e f a r

f r o m b ei n g c hi r al, w e p e rf o r m a c ut at y = 0 .1 s u c h t h at w e t a k e o nl y

e n s e m bl e s wit h pi o n m a s s e s < 3 5 5 M e V i nt o a c c o u nt. T h e li n e a r fit i s

c o m p ati bl e wit h b ot h d at a p oi nt s o ut si d e t h e fit r a n g e. F o r ĝ N L O
1 1 , t h e

fit a n d t h e d at a p oi nt f o r H 1 0 1 a r e c o m p ati bl e wit hi n 2 σ .

I n t h e c hi r al li mit w e o bt ai n

ĝ li n
χ = 0 .4 9 3 (7 ) ĝ nl o

χ = 0 .4 5 6 (6 ) (1 7 .3 5 )

a n d t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nt y d u e t o t h e t w o

diff e r e nt fit f o r m s, w e c o m bi n e b ot h v al u e s a n d t h ei r e r r o r s t o t h e

r e s ult

ĝ χ = 0 .4 7 5 (2 4 ) . (1 7 .3 6 )

T h e u n c e rt ai nt y of t hi s r e s ult i s d o mi n at e d b y t h e s y st e m ati c u n c e r-

t ai nt y a n d c h a n g e s i n t h e fit s, s u c h a s all o wi n g f o r a n o n- z e r o v al u e

of C o r t a ki n g i nt o a c c o u nt all pi o n m a s s e s, d o n ot l e a d t o si g ni fi c a nt

v a ri ati o n s of t hi s r e s ult.

1 7 .5 d i s c u s s i o n

O u r c u r r e nt r e s ult h a s t h e s a m e l e v el of a c c u r a c y a s t h e r e s ult ĝ =

0 .4 9 2 (2 9 ) of t h e t w o- fl a v o r st u d y [ 2 7 5 ], w hi c h i s t h e m o st p r e ci s e

d et e r mi n ati o n of ĝ a v ail a bl e b y n o w. B ot h r e s ult s a r e c o m p ati bl e wit h

e a c h ot h e r a n d i n b ot h c a s e s, n o d e p e n d e n c e o n t h e l atti c e s p a ci n g

c a n b e r e s ol v e d.
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Fi g u r e 1 7 .2 : O v e r vi e w of t h e r e s ult s f o r ĝ 1 1 at t h r e e l atti c e s p a ci n g s t o-

g et h e r wit h t h e c hi r al e xt r a p ol ati o n s a c c o r di n g t o e q s. ( 1 7 .3 2 )

a n d ( 1 7 .3 3 ). T h e e r r o r of t h e r e s ult at t h e c hi r al p oi nt c o v e r s b ot h

e xt r a p ol ati o n f o r m ul a s.

We pl a n t o i m p r o v e o u r r e s ult i n t h e n e a r f ut u r e b y t a ki n g i nt o

a c c o u nt e n s e m bl e s wit h c o n si d e r a bl y s m all e r pi o n s m a s s e s a n d a fi n e r

l atti c e s p a ci n g. T h e e n s e m bl e s D2 0 0 , E3 0 0 a n d E 2 5 0 will all o w u s A n o ver vie w of t he

e nse m bles is s h o w n

i n fi g. 1 3 .1 .
t o c o n st r ai n t h e fit s i n a r e gi o n d o w n t o y = 0 .0 1 3 5 a n d h el p u s t o

d e ci d e b et w e e n t h e t w o fit f o r m s i n e q s. ( 1 7 .3 2 – 1 7 .3 3 ) o r t o ti g htl y

c o n st r ai n t h e c hi r al l o g. T hi s will r e s ult i n a d r a sti c r e d u cti o n of t h e

u n c e rt ai nti e s.

A s s o o n a s w e r e a c h a r el ati v e p r e ci si o n of O (2 % ), w e h a v e t o t a k e

a n ot h e r s o u r c e f o r s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s i nt o a c c o u nt t h at h a s it s

o ri gi n i n o u r a p p r o a c h t o t h e c hi r al li mit. O n t h e c hi r al t r aj e ct o r y

w h e r e Tr
[
M q

]
i s h el d c o n st a nt, t h e st r a n g e q u a r k m a s s a p p r o a c h e s it s

p h y si c al v al u e f r o m b el o w w h e n t h e li g ht q u a r k m a s s e s a r e l o w e r e d

t o w a r d s t h ei r p h y si c al v al u e s. I n t h e c hi r al e xt r a p ol ati o n of ĝ w e d o

n ot e xt r a p ol at e t o t h e p h y si c al p oi nt b ut t o t h e c hi r al p oi nt, i. e., t h e

p oi nt w h e r e t h e li g ht q u a r k m a s s e s v a ni s h.

At t hi s p oi nt of o u r c hi r al t r aj e ct o r y, t h e st r a n g e q u a r k m a s s i s

l a r g e r t h a n p h y si c al. T h e c hi r al S U (2 ) s y m m et r y i s p r e s e r v e d a n d t h e

d e fi niti o n of ĝ i n t h e li mit of S U (2 ) H M χ P T i s v ali d. N e v e rt h el e s s,

if t hi s l o w- e n e r g y c o n st a nt i s u s e d f o r e xt r a p ol ati o n s t o t h e p h y si c al

p oi nt, w e h a v e t o t hi n k a b o ut t h e i m p a ct of t h e u n p h y si c all y l a r g e

st r a n g e q u a r k m a s s o n ĝ . F r o m t h e v al u e of ϕ
p h y s
4 i n e q. (1 3 .5 ) w e

o bt ai n

m χ
π ≡ 0 , m χ

K ≈ 5 0 3 M e V (1 7 .3 7 )
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at t h e c hi r al p oi nt w h e r e a s t h e i s o s pi n a n d Q E D c o r r e ct e d c o r r e ct e d

p h y si c al v al u e of t h e K a o n i s m
p h y s
K = 4 9 4 .2 (3 ) M e V.

I n [2 7 9 , 2 8 3 ] a si mil a r d e vi ati o n of t h e st r a n g e q u a r k m a s s f r o m

it s p h y si c al v al u e d u e t o a mi s s-t u ni n g h a s b e e n t r a n sl at e d t o a n

a d diti o n al 1 .5 % s y st e m ati c u n c e rt ai nt y o n t h e fi n al v al u e of ĝ b a s e d

o n t h e si z e of t h e eff e ct of q u a r k m a s s r e w ei g hti n g o n a xi al c o u pli n g s

d et e r mi n e d o n t h e s a m e s et of e n s e m bl e s. A si mil a r e r r o r h a s t o b e

a d d e d t o o u r r e s ult, w h e n t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nt y d u e t o t h e fit

f o r m s h a s b e e n r e d u c e d. Alt e r n ati v el y, t h e i n cl u si o n of e n s e m bl e s o n

t h e m s = p h y s t r aj e ct o r y of t h e C L S e n s e m bl e s c o ul d h el p t o m a p o ut

t h e d e p e n d e n c e of ĝ o n m s .

T o c o n cl u d e o u r di s c u s si o n, w e al s o q u ot e t h e v al u e of ĝ at p h y si c al

q u a r k m a s s e s. F r o m o u r fit s w e o bt ai nWe use t he

c o n ve nti o n w here

f π ≈ 1 3 0 Me V i n

t he c hir al li mit.
ĝ li n(m

p h y s
π ) = 0 .4 9 8 (5 ) ĝ nl o (m

p h y s
π ) = 0 .4 8 3 (5 ) (1 7 .3 8 )

a n d t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nt y d u e t o t h e t w o

diff e r e nt fit f o r m s, w e c o m bi n e b ot h v al u e s a n d t h ei r e r r o r s t o t h e

r e s ult

ĝ ( m
p h y s
π ) = 0 .4 9 1 (1 2 ) . (1 7 .3 9 )

w hi c h i s e v al u at e d at t h e p h y si c al st r a n g e q u a r k m a s s.

1 7 .6 t h e m a t r i x e l e m e n t o f t h e f i r s t r a d i a l e x c i t a t i o n s

T h e G E V P all o w s u s t o d et e r mi n e t h e m at ri x el e m e nt of t h e fi r st r a di al

e x cit ati o n s

ĝ 2 2 =
1

2
⟨B 0 (0 ), 2 |

(
Â k

)
R

(0 )|B ∗ +
k (0 ), 2 ⟩ . (1 7 .4 0 )

We s h o w e x e m pl a r y pl at e a u s f o r b ot h v a ri a nt s of t h e H Y P s m e a ri n g

i n fi g. 1 7 .3 . T h e s y st e m ati c eff e ct s d u e t o e x cit e d st at e c o nt ri b uti o n s

a p p e a r t o b e s m all i n c o m p a ri s o n t o t h e st ati sti c al u n c e rt ai nti e s. Al-

t h o u g h t h e l att e r a r e r at h e r l a r g e, w e a r e a bl e t o d et e r mi n e a pl at e a u

r e gi o n a c c o r di n g t o t h e c rit e ri o n i n e q. ( 1 7 .2 9 ) u si n g a n e sti m at e f o r

∆ 4 ,2 . We t a b ul at e t h e r e s ult s f o r all e n s e m bl e s a n d b ot h v a ri a nt s of

t h e H Y P s m e a ri n g i n t a b. 1 7 .2 . Alt h o u g h t h e st ati sti c al e r r o r s a r e a

littl e bit s m all e r f o r H Y P2 s m e a ri n g, si g ni fi c a nt diff e r e n c e s b et w e e n

H Y P 1 a n d H Y P 2 s m e a ri n g a r e n ot vi si bl e.

Si n c e t h e f u n cti o n al f o r m of ĝ 2 2 t o w a r d s t h e c hi r al li mit i n cl u di n g

c hi r al l o g s i s n ot k n o w n, w e u s e e q. ( 1 7 .3 2 ) t o e xt r a p ol at e t h e m at ri x

el e m e nt t o t h e c hi r al- c o nti n u u m li mit. A s f o r ĝ 1 1 w e c a n n ot r e s ol v e a

d e p e n d e n c e o n t h e l atti c e s p a ci n g a n d s et C = 0 . F r o m t h e c hi r al fit,

w e o bt ai n

ĝ 2 2 = 0 .3 9 8 (1 5 ) . (1 7 .4 1 )
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ĝ G E V P
2 2 , H Y P 1
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Fi g u r e 1 7 .3 : Pl at e a u s of t h e b a r e m at ri x el e m e nt ĝ 2 2 b a s e d o n H Y P 1 a n d

H Y P 2 s m e a ri n g f o r t h e e n s e m bl e s (t o p t o b ott o m) H 1 0 1 , C1 0 1

a n d N 2 0 0 . T h e d at a f r o m H Y P2 s m e a ri n g h a s b e e n s hift e d

h o ri z o nt all y t o i m p r o v e vi si bilit y.



2 7 2 c o m p u t a t i o n o f t h e B ∗ B π c o u p l i n g

T hi s v al u e i s c o m p ati bl e wit h t h e r e s ult ĝ 2 2 = 0 .4 2 5 (7 0 ) of [ 2 7 5 ], w h e r e

t h e s p r e a d of t h e t w o fit s wit h a n d wit h o ut a n a 2 t e r m h a s b e e n u s e d

t o e sti m at e t h e u n c e rt ai nt y of t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n, a n d t h e

r e s ult ĝ 2 2 = 0 .3 8 (4 ) of [ 2 9 3 ]. We a r e c o n fi d e nt t h at w e a r e a bl e t o

c o n st r ai n o u r r e s ult m o r e ti g htl y a n d r e d u c e s y st e m ati c eff e ct s, t h at

0. 0 0 0. 0 2 0. 0 4 0. 0 6 0. 0 8 0. 1 0
y

0. 3 6

0. 3 8

0. 4 0

0. 4 2

0. 4 4

0. 4 6

0. 4 8

g
G

E
V

P
22

a = 0. 0 8 7

a = 0. 0 7 6

a = 0. 0 6 4

w e h a v e n ot y et q u a nti fi e d, b y t h e a d diti o n of f u rt h e r e n s e m bl e s.

Fi g u r e 1 7 .4 : O v e r vi e w of t h e r e s ult s f o r ĝ 2 2 at t h r e e l atti c e s p a ci n g s t o g et h e r

wit h t h e c hi r al e xt r a p ol ati o n a c c o r di n g t o e q. ( 1 7 .3 2 ).
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I n t hi s w o r k, w e h a v e d e s c ri b e o u r eff o rt s t o e xt r a ct St a n d a r d M o d el

p a r a m et e r s i n t h e h e a v y q u a r k s e ct o r of t h r e e- fl a v o r l atti c e Q C D. We

h a v e s et u p t h e li n e of c o n st a nt p h y si c s al o n g w hi c h w e will p e rf o r m

t h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g of Q C D a n d H Q E T. T h e r e s ulti n g

m at c hi n g p a r a m et e r s will b e c o m bi n e d wit h m e a s u r e m e nt s i n t h e

eff e cti v e t h e o r y o n l a r g e- v ol u m e e n s e m bl e s t o c o m p ut e o b s e r v a bl e s

i n cl u di n g b ott o m q u a r k s. We h a v e d e s c ri b e d o u r m e a s u r e m e nt s i n

t h e 2 + 1 fl a v o r t h e o r y o n t h e s e e n s e m bl e s a n d c al c ul at e d t h e c o u pli n g

ĝ of H M χ P T. F u rt h e r m o r e w e h a v e p e rf o r m e d t h e d et e r mi n ati o n of

t h e c h a r m q u a r k m a s s o n t h e s a m e s et of e n s e m bl e s b a s e d o n O(a )

i m p r o v e d c u r r e nt q u a r k m a s s e s.

T h e e n s e m bl e g e n e r ati o n f o r t h e n o n- p e rt u r b ati v e m at c hi n g i s b a s e d

o n a n e xt e n si v e t u ni n g p r o c e d u r e of t h e p h y si c al a n d al g o rit h mi c

p a r a m et e r s. We h a v e d e s c ri b e d o u r t u ni n g t o w a r d s c o n st a nt r e n o r-

m ali z e d c o u pli n g s a n d m a s sl e s s s e a q u a r k s b a s e d o n p r e e xi sti n g

i nf o r m ati o n a n d o u r o w n e x p e ri e n c e s. T h e m a xi m al e r r o r of t h e g r a di-

e nt fl o w c o u pli n g s i n t h e t u ni n g v ol u m e t r a n sl at e s t o a r el ati v e e r r o r of

0 .7 % i n t h e p h y si c al l atti c e e xt e nt w hi c h i s a b o ut a f a ct o r of t h r e e m o r e

p r e ci s e t h a n i n t h e c o r r e s p o n di n g p r oj e ct i n t h e t w o- fl a v o r t h e o r y. T hi s

i m p r o v e m e nt i n t h e p r e ci si o n will p r o p a g at e i nt o p h y si c al o b s e r v a bl e s

vi a t h e m at c hi n g p a r a m et e r s.

We h a v e p e rf o r m e d si m ul ati o n s at fi v e diff e r e nt l atti c e s p a ci n g s at

all st a g e s of t h e m at c hi n g p r o c e d u r e. T hi s will all o w u s t o p e rf o r m

t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s t o hi g h p r e-

ci si o n a n d wit h s m all s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s. T h e si m ul ati o n of t h e

m o st d e m a n di n g e n s e m bl e s wit h 4 8 a n d 6 4 l atti c e sit e s i n all f o u r di-

m e n si o n s r e q ui r e d a n e xt e n si v e t u ni n g of t h e al g o rit h mi c p a r a m et e r s

of t h e o p e n Q C D p a c k a g e. Si n c e t h e d e fl at e d a n d S A P p r e c o n diti o n e d

s ol v e r s h a d n ot b e e n u s e d i n p ri o r si m ul ati o n s i n t h e S c h r ö di n g e r

f u n cti o n al, w e h a v e c a r ef ull y i n v e sti g at e d t h e p a r a m et e r s p a c e b a s e d

o n e x p e ri e n c e s f r o m t h e g e n e r ati o n of t h e l a r g e- v ol u m e C L S si m ul a-

ti o n s. T h e d o c u m e nt ati o n of a n e x e m pl a r y p a r a m et e r s c a n m a y all o w

t o s p e e d u p t h e t u ni n g f o r f ut u r e si m ul ati o n s a n d m e a s u r e m e nt s i n t h e

S c h r ö di n g e r f u n cti o n al. Wit h t h e e n s e m bl e s t h at h a v e b e e n g e n e r at e d

i n o u r w o r k, w e a r e i n t h e p o siti o n t o p e rf o r m t h e m e a s u r e m e nt s f o r

t h e c al c ul ati o n of t h e m at c hi n g p a r a m et e r s at all st a g e s of o u r st r at e g y.

T h e s e c o n d p r e r e q ui sit e f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m at c hi n g p a-

r a m et e r s i s t h e e xt r a cti o n of v al e n c e q u a r k h o p pi n g p a r a m et e r s f o r

fi x e d r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s o n t h e m at c hi n g e n s e m bl e s. A s

o utli n e d i n o u r i nt r o d u cti o n t o H Q E T o n t h e l atti c e, S y m a n zi k i m-

2 7 5
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p r o v e m e nt of O (a ) i s n e c e s s a r y t o di s e nt a n gl e di s c r eti z ati o n eff e ct s

f r o m t e r m s of n e xt-t o-l e a di n g o r d e r i n t h e H Q E T e x p a n si o n. We h a v e

c o m p ut e d t h e c o ef fi ci e nt s t h at a r e n e c e s s a r y t o i m p r o v e t h e r e n o r-

m ali z e d q u a r k m a s s f r o m h e a v y-li g ht a n d h e a v y- h e a v y c o r r el ati o n

f u n cti o n s i n a b r o a d r a n g e of v al e n c e q u a r k m a s s e s. S c ali n g t e st s

c o n fi r m o u r a s s u m pti o n t h at t h e c o m p ut ati o n of t h e s e c o ef fi ci e nt s

at h e a v y v al e n c e q u a r k m a s s e s i m p r o v e s t h e s c ali n g of h e a v y q u a r k

o b s e r v a bl e s i n t h e m at c hi n g v ol u m e. T hi s i m p r o v e m e nt i s a c hi e v e d

b y t h e r e d u cti o n of m a s s- d e p e n d e nt c ut- off eff e ct s of hi g h e r o r d e r s.

T o eli mi n at e t h e s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s i n h e r e nt i n t h e i nt e r p ol ati n g

f o r m ul a s of t h e r e n o r m ali z ati o n c o n st a nt Z A d et e r mi n e d o n diff e r e nt

li n e s of c o n st a nt p h y si c s, w e h a v e p e rf o r m e d t h e d et e r mi n ati o n of t hi s

c o n st a nt o n t h e m at c hi n g L C P. T o g et h e r wit h o u r d et e r mi n ati o n of Z P

w e h a v e g at h e r e d all i n g r e di e nt s f o r t h e c o m p ut ati o n of r e n o r m ali z e d

q u a r k m a s s e s.

B y c o m bi ni n g o u r r e s ult s wit h t h e r u n ni n g f a ct o r f r o m t h e m at c hi n g

s c al e t o R GI v al u e s, w e h a v e p e rf o r m e d t h e d et e r mi n ati o n of h o p pi n g

p a r a m et e r s at fi x e d R GI q u a r k m a s s e s a n d d e m o n st r at e d t h ei r u s e

i n s c ali n g t e st s. B a s e d o n t hi s c al c ul ati o n w e a r e n o w a bl e t o fi x t h e

h o p pi n g p a r a m et e r s f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m at c hi n g c o ef fi ci e nt s

i n a r a n g e of fi x e d h e a v y q u a r k m a s s e s.

A s s o o n a s t h e m at c hi n g c o ef fi ci e nt s a r e d et e r mi n e d, w e will u s e

t h e m t o r e n o r m ali z e l a r g e- v ol u m e o b s e r v a bl e s i n t h e eff e cti v e t h e o r y.

T h e c o m p ut ati o n of t h e c o r r e s p o n di n g c o r r el ati o n f u n cti o n s h a s b e e n

st a rt e d u si n g a n e wl y d e v el o p e d c o d e a n d w e h a v e gi v e n a n o v e r vi e w

o v e r t h e c u r r e nt st at u s of t h e m e a s u r e m e nt s a n d t h e e xt r a cti o n of

eff e cti v e e n e r gi e s u si n g t h e G E V P. We h a v e t e st e d diff e r e nt b a si s

i nt e r p ol at o r s at c o a r s e l atti c e s p a ci n g t o o pti mi z e t h e m e a s u r e m e nt s

o n t h e c o m p ut ati o n all y d e m a n di n g e n s e m bl e s.

T h e c o r r el ati o n f u n cti o n s t h at a r e c u r r e ntl y b ei n g m e a s u r e d c a n

b e e m pl o y e d t o d et e r mi n e t h e m a s s of t h e b ott o m q u a r k a n d t h e

d e c a y c o n st a nt s of B a n d B s m e s o n s. B a s e d o n o u r o pti mi z ati o n of t h e

v a ri ati o n al b a si s, w e a r e a bl e t o e xt r a ct t h e c o r r e s p o n di n g e n e r gi e s a n d

m at ri x el e m e nt s i n t h e eff e cti v e t h e o r y. F o r t h e c o m p ut ati o n of f o r m

f a ct o r s of s e mi-l e pt o ni c B d e c a y s, w e will p e rf o r m m e a s u r e m e nt s of

t h e a p p r o p ri at e t h r e e- p oi nt f u n cti o n s wit h m o m e nt u m i n s e rti o n s t o

m a p o ut t h e m o m e nt u m d e p e n d e n c e of t h e f o r m f a ct o r s.

W h e r e a s t h e s e c o m p ut ati o n s will n e e d t h e i n p ut f r o m t h e m at c hi n g,

w e h a v e u s e d t h e c u r r e nt st at u s of t h e l a r g e- v ol u m e m e a s u r e m e nt s t o

p e rf o r m a c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n of t h e c o u pli n g ĝ of H M χ P T.

We a r e a bl e t o r e a c h t h e p r e ci si o n of t h e t w o- fl a v o r r e s ult a n d at t h e

s a m e ti m e eli mi n at e d t h e s y st e m ati c e r r o r d u e t o t h e u s e of t w o fl a v o r s.

Si n c e t h e i m p a ct of h e a v y q u a r k s o n l o w- e n e r g y q u a ntiti e s i s st r o n gl y

s u p p r e s s e d, t h e e r r o r d u e t o mi s si n g c h a r m a n d b ott o m q u a r k l o o p s

i s s m all. We h a v e n ot y et b e e n a bl e t o eli mi n at e t h e s y st e m ati c e r r o r

st e m mi n g f r o m diff e r e nt a p p r o a c h e s t o t h e c hi r al p oi nt. H o w e v e r, t h e
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i n cl u si o n of m e a s u r e m e nt s o n e n s e m bl e s wit h si g ni fi c a ntl y s m all e r

pi o n m a s s e s i nt o o u r a n al y si s will all o w u s t o ti g htl y c o n st r ai n t h e

e xt r a p ol ati o n. At t hi s p oi nt, t h e eff e ct of a n u n p h y si c all y l a r g e st r a n g e

q u a r k m a s s at t h e S U (2 ) c hi r al p oi nt m a y h a v e t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt.

C o n si d e ri n g t h e c u r r e ntl y e xi sti n g d et e r mi n ati o n s of ĝ , o u r fi n al

r e s ult will m o st li k el y b e t h e m o st p r e ci s e o n e. It will b e u s e d t o

g ui d e c hi r al e xt r a p ol ati o n s of B m e s o n q u a ntiti e s o n t h e l atti c e a n d

f o r p h e n o m e n ol o gi c al a p pli c ati o n s of H Mχ P T.

I n a d diti o n t o o u r i n v e sti g ati o n s i n t h e m at c hi n g r e gi m e, w e h a v e

a p pli e d o u r st r at e g y t o d et e r mi n e t h e i m p r o v e m e nt c o ef fi ci e nt s f o r

r e n o r m ali z e d q u a r k m a s s e s i n t h e c o u pli n g r e gi o n of t h e l a r g e- v ol-

u m e C L S e n s e m bl e s. T h e d et ail e d i n v e sti g ati o n of a m bi g uiti e s a n d

s y st e m ati c u n c e rt ai nti e s a n d t h e c o m p a ri s o n wit h al r e a d y e xi sti n g b ut

l e s s p r e ci s e r e s ult s o bt ai n e d f r o m ot h e r m et h o d s i s r e a s s u ri n g. O u r

r e s ult s h a v e b e e n e m pl o y e d f o r t h e d et e r mi n ati o n of li g ht a n d st r a n g e

q u a r k m a s s e s o n t h e C L S e n s e m bl e s, w h e r e t h ei r i m p a ct h a s b e e n

s m all c o m p a r e d t o t h e si z e of t h e st ati sti c al e r r o r.

I n o u r d et e r mi n ati o n of t h e c h a r m q u a r k m a s s, t h e r e m o v al of

t h e s e c ut- off eff e ct s i s vit al t o p e rf o r m t h e c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n

wit h l e a di n g c ut- off eff e ct s of O (a 2 ). We h a v e d et ail e d t h e e xt r a cti o n

of m e s o n a n d q u a r k m a s s e s o n t h e C L S e n s e m bl e s wit h a f o c u s o n

t h e b o u n d a r y a n d c ut- off eff e ct s i n t h e p r e s e n c e of o p e n b o u n d a r y

c o n diti o n s a n d i n v e sti g at e d t h e i m p a ct of di st a n c e p r e c o n diti o ni n g

a n d n oi s e s o u r c e s o n si n gl e ti m e sli c e s. O u r r e s ult s a r e r e a d y t o b e

e m pl o y e d i n c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n s b a s e d o n s e v e r al diff e r-

e nt d e fi niti o n s of t h e c h a r m q u a r k m a s s a n d v a ri o u s i m p r o v e m e nt

c o n diti o n s. W h e r e a s a fi n al i n v e sti g ati o n of t h e s y st e m ati c u n c e r-

t ai nti e s i n t hi s e xt r a p ol ati o n i s i n p r o g r e s s a n d s h o w s littl e d e vi ati o n

b et w e e n diff e r e nt s et u p s, w e h a v e q u ot e d a p r eli mi n a r y r e s ult t h at i s

c o m p ati bl e i n it s m e a n a n d r el ati v e e r r o r wit h t h e c u r r e ntl y a v ail a bl e

t h r e e- fl a v o r r e s ult s.
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C O N V E N T I O N S

a .1 t h e s p e c i a l u n i t a r y g r o u p

I n t hi s w o r k, w e c o n si d e r t h e s o- c all e d s p e ci al u nit a r y g r o u p s of d e g r e e

N , w hi c h w e a b b r e vi at e S U (N ) . T h e s e a r e d e fi n e d a s t h e Li e g r o u p s

of N × N u nit a r y m at ri c e s wit h d et e r mi n a nt 1 . T h e c o r r e s p o n di n g

Li e al g e b r a s u (N ) i s t h e s p a c e of c o m pl e x N × N a nti- h e r miti a n a n d

t r a c el e s s m at ri c e s.

F oll o wi n g t h e n ot ati o n of [ 3 1 ], w e c h o o s e a b a si s T a , a = 1 , 2 , . . . , N 2 −

1 i n t hi s s p a c e s u c h t h at

Tr
[
T a T b

]
= −

1

2
δ a b . ( A.1 )

T h e st r u ct u r e c o n st a nt s f a b c a r e t h e n d e fi n e d b y

[
T a , T b

]
= if a b c T c ( A.2 )

a n d t h e y a r e r e al a n d t ot all y a nti- s y m m et ri c u n d e r p e r m ut ati o n of

t h e i n di c e s. F o r t h e g r o u p S U (2 ) , t h e g e n e r at o r s a r e d e fi n e d f r o m t h e

t h r e e P a uli m at ri c e s

τ 1 =

(
0 1

1 0

)

, τ 2 =

(
0 − i

i 0

)

, τ 3 =

(
1 0

0 − 1

)

, ( A.3 )

b y

T a =
τ a

2
. ( A.4 )

T h e st r u ct u r e c o n st a nt s a r e gi v e n b y t h e L e vi- Ci vit a s y m b ol ϵ a b c .

F u rt h e r m o r e, w e d e fi n e t h e l a d d e r o p e r at o r s

τ ± = τ 1 ± iτ 2 , τ + =

(
0 2

0 0

)

, τ − =

(
0 0

2 0

)

, ( A.5 )

F o r t h e g a u g e g r o u p S U (3 ) , t h e g e n e r at o r s a r e d e fi n e d f r o m t h e G ell-

M a n n m at ri c e s λ a vi a

T a =
λ a

2
( A.6 )
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a n d t h e e x pli cit f o r m of t h e G ell- M a n n m at ri c e s r e a d s

λ 1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 1 0

1 0 0

0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , λ 2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 − i 0

i 0 0

0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , λ 3 =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0

0 − 1 0

0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

λ 4 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , λ 5 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 − i

0 0 0

i 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , λ 6 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

λ 7 =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0

0 0 − i

0 i 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , λ 8 =

1
√

3

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 − 2

⎞

⎟
⎟
⎠ . ( A.7 )

a .2 d i r a c m a t r i c e s

T h e Di r a c m at ri c e s i n E u cli d e a n s p a c e a n d i n a c hi r al r e p r e s e nt ati o n

a r e d e fi n e d b yWe c h o ose t he

c o n ve nti o ns of [ 3 1 ].

γ µ =

(
0 e µ

e †
µ 0

)

( A.8 )

f r o m t h e 2 × 2 m at ri c e s

e 0 = − 1 , e k = − i τk ( A.9 )

wit h t h e P a uli m at ri c e s d e fi n e d i n e q. ( A. 3 ). F r o m t hi s d e fi niti o n, t h e

r el ati o n

γ †
µ = γ µ , {γ µ , γ ν } = 2 δ µ ν ( A.1 0 )

c a n b e d e ri v e d a n d w e d e fi n e t h e m at ri x

γ 5 ≡ γ 0 γ 1 γ 2 γ 3 =

(
1 0

0 − 1

)

( A.1 1 )

w hi c h h a s t h e p r o p e rti e s

γ 5 = γ †
5 , γ 2

5 = 1 . ( A.1 2 )

T h e Di r a c m at ri c e s a r e u s e d t o d e fi n e t h e h e r miti a n m at ri c e s

σ µ ν =
i

2
[γ µ , γ ν ] ( A.1 3 )

a n d t h ei r e x pli cit f o r m r e a d s

σ 0 k =

(
τ k 0

0 − τ k

)

, σ i j = − ϵ i j k

(
τ k 0

0 τ k

)

, ( A.1 4 )

w h e r e ϵ i j k i s t h e t ot all y a nti- s y m m et ri c t e n s o r wit h ϵ 1 2 3 = 1 .



A. 3 l a t t i c e d e r i v a t i v e s 2 8 1

a .3 l a t t i c e d e r i v a t i v e s

I n t hi s a p p e n di x, w e d e fi n e t h e di s c r eti z e d d e ri v ati v e s u s e d i n t hi s

w o r k. We d e fi n e t h e m a s fi nit e- diff e r e n c e o p e r at o r s. T h e f o r w a r d a n d

b a c k w a r d l atti c e d e ri v ati v e s a cti n g o n f u n cti o n ψ (n ) a r e gi v e n b y

∂ µ ψ (n ) =
1

a
[ψ (n + a µ̂ ) − ψ (n ) ] , ( A.1 5 )

∂ ∗
µ ψ (n ) =

1

a
[ψ (n ) − ψ (n − a µ̂ ) ] , ( A.1 6 )

a n d w e c a n al s o f o r m ul at e t h e m vi a

∂ µ =
1

a

[
δ n + a µ̂ ,n − δ n ,n

]
, ( A.1 7 )

∂ ∗
µ =

1

a

[
δ n ,n − δ n − a µ̂ ,n

]
. ( A.1 8 )

B a s e d o n t h e s e d e fi niti o n s, t h e g a u g e c o v a ri a nt d e ri v ati v e s a r e gi v e n

b y

∇ µ ψ (n ) =
1

a
[U µ (n )ψ (n + a µ̂ ) − ψ (n ) ] , ( A.1 9 )

∇ ∗
µ ψ (n ) =

1

a

[
ψ (n ) − U µ (n − a µ̂ ) − 1 ψ (n − a µ̂ )

]
, ( A.2 0 )

ψ̄ ( n )
←−
∇ µ =

1

a

[
ψ̄ ( n + a µ̂ ) U µ (n ) − 1 − ψ̄ ( n )

]
, ( A.2 1 )

ψ̄ ( n )
←−
∇ µ =

1

a

[
ψ̄ ( n ) − ψ (n − a µ̂ ) U µ (n − a µ̂ )

]
. ( A.2 2 )

T h e s y m m et ri c d e ri v ati v e i s d e fi n e d b y

∂̃ µ ψ (n ) ≡
1

2
(∂ µ + ∂ ∗

µ )ψ (n ) =
1

2 a
[ψ (n + a µ̂ ) − ψ (n − a µ̂ ) ] ,

( A.2 3 )

a n d t h e c o v a ri a nt c o u nt e r p a rt i s gi v e n b y

∇̃ ψ ( n ) =
1

2 a

[
U µ (n )ψ (n + a µ̂ ) − U µ (n − a µ̂ ) − 1 ψ (n − a µ̂ )

]
.

( A.2 4 )

T h e s e c o n d d e ri v ati v e i s d e fi n e d b y

∂ ∗
µ ∂ µ ψ (x ) =

1

a 2
[ψ (n + a µ̂ ) − 2 ψ (n ) + ψ (n − µ̂ ) ] ( A.2 5 )

a n d f r o m t hi s d e fi niti o n t h e L a pl a ci a n i n k di m e n si o n s i s d e fi n e d b y

∆ ψ (x ) = −∇ µ ∇ ∗
µ ψ (n )

=
1

a 2

k∑

µ = 1

[
U µ (n )ψ (n + a µ̂ ) − 2 ψ (n ) + U µ (n − a µ̂ ) − 1 ψ (n − µ̂ )

]
.

( A.2 6 )



2 8 2 c o n v e n t i o n s

I n t h e d et e r mi n ati o n of P C A C m a s s e s, w e al s o c o n si d e r s y m m et ri c

i m p r o v e d d e ri v ati v e s. T h e s e a r e c o n st r u ct e d b y a n i n v e sti g ati o n of

t h e T a yl o r e x p a n si o n of t h e d e ri v ati v e i n o r d e r s of t h e l atti c e s p a c-

i n g. St a n d a r d f o r w a r d a n d b a c k w a r d d e ri v ati v e s a r e t h e c o nti n u u m

o n e s u p t o t e r m s of O (a ) a n d t h e s y m m et ri c d e ri v ati v e a p p r o xi m at e s

t h e c o nti n u u m o n e u p t o t e r m s of O(a 2 ). T h e i m p r o v e d s y m m et ri c

d e ri v ati v e s a r e e x a ct u p t o t e r m s of O (a 4 ), w h e n a cti n g o n s m o ot h

f u n cti o n s.

T h e i m p r o v e d s y m m et ri c d e ri v ati v e of fi r st o r d e r i s d e fi n e d b y

∂̃ µ ψ (n ) → ∂̃ µ

(

1 −
1

6
a 2 ∂ ∗

µ ∂ µ

)

ψ (n )

=
1

1 2 a

(
ψ (n − 2 a µ̂ ) − 8 ψ (x − a µ̂ )

+ 8 ψ (x + a µ̂ ) − ψ (n + 2 a µ̂ )
)

, ( A.2 7 )

a n d t h e i m p r o v e d s y m m et ri c d e ri v ati v e of s e c o n d o r d e r i s gi v e n b y

∂ ∗
µ ∂ µ ψ (x ) → ∂ ∗

µ ∂ µ

(

1 −
1

1 2
a 2 ∂ ∗

µ ∂ µ

)

ψ (x )

= −
1

1 2 a 2

(
ψ (n − 2 a µ̂ ) − 1 6 ψ (n − a µ̂ )

+ 3 0 ψ (n ) − 1 6 ψ (n + a µ̂ ) + ψ (n + 2 a µ̂ )
)

. ( A.2 8 )
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b .1 t h e l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s f o r a n o n - p e r t u r b a t i v e

m a t c h i n g o f h q e t a n d q c d
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2 8 4 t a b l e s

T a bl e B. 1 : T u ni n g r u n s t o fi x ḡ 2
G F (L 0 ) = g 2

⋆ = 3 .9 4 9 a n d m l = 0 . B o u n d a r y

c o n diti o n s a n d a cti o n a r e c h o s e n e x a ctl y a s i n [ 4 5 ], a n d w e u s e

T = L . N r e p i s t h e n u m b e r of r e pli c a r u n s, w hil e N m s gi v e s t h e

n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s, s e p a r at e d b y τ m s m ol e c ul a r d y n a mi c s

u nit s. T h e t r aj e ct o r y l e n gt h i s τ = 2 t h r o u g h o ut, e x c e pt f o r t h e

fi r st r u n wit h L 0 / a = 1 2 . V al u e s of t h e s e a q u a r k m a s s L 0 m 1

m a r k e d b y a st a r h a v e n ot b e e n d et e r mi n e d o n t h e f ull st ati sti c s.

T h e e n s e m bl e s w h e r e t h e c o u pli n g i s p ri nt e d i n b ol d h a v e b e e n

u s e d a s b a si s f o r t h e m at c hi n g i n L 1 .

L 0 / a β κ  N r e p
τ m s

M D
N m s ḡ 2

G F L 0 m 1

1 2 4 .2 9 7 4 8 9 0 .1 3 6 0 0 8 5 5 1 2 .5 7 5 0 0 3 .9 5 9 6 (4 3 ) -0 .0 0 1 2 (7 )*

4 .2 9 6 3 6 8 0 .1 3 6 0 1 1 5 1 0 8 0 0 0 3 .9 6 7 4 (4 5 ) -0 .0 0 0 4 (7 )*

4 .3 0 2 0 0 .1 3 5 9 9 7 7 7 8 5 8 0 0 3 .9 5 3 3 (5 9 ) -0 .0 0 0 3 8 (4 5 )

4 .3 0 3 0 0 .1 3 5 9 9 4 7 7 8 9 6 6 9 3 .9 4 6 1 (4 1 ) -0 .0 0 0 3 2 (3 6 )

1 6 4 .4 7 4 5 4 1 0 .1 3 5 5 8 7 0 7 1 0 2 4 5 7 3 .9 1 3 6 (9 7 ) -0 .0 0 0 9 (4 )*

4 .4 6 2 4 0 .1 3 5 6 1 6 3 7 1 0 2 9 4 7 3 .9 4 6 9 (8 3 )

4 .4 6 4 6 6 0 .1 3 5 6 1 0 9 7 1 0 2 7 2 6 3 .9 6 7 6 (9 3 )

4 .4 6 6 2 0 .1 3 5 5 9 8 5 7 1 0 5 8 8 7 3 .9 4 7 5 (6 1 ) +0 .0 0 0 4 3 (3 4 )

2 0 4 .5 9 9 7 0 .1 3 5 2 8 8 9 7 1 0 3 1 3 0 3 .9 6 4 8 (9 7 ) +0 .0 0 0 5 (4 )*

4 .6 0 6 6 0 .1 3 5 2 7 3 1 7 1 0 2 1 3 9 3 .9 2 8 (1 4 )

4 .6 0 0 6 0 .1 3 5 2 8 7 4 7 1 0 1 5 1 9 3 .9 8 2 (1 4 )

4 .6 0 3 2 0 .1 3 5 2 8 1 2 1 8 1 0 4 0 2 6 3 .9 3 3 7 (8 7 ) +0 .0 0 0 5 3 (4 2 )*

4 .6 0 1 7 0 .1 3 5 2 8 4 8 1 8 1 0 8 4 7 8 3 .9 4 9 3 (6 3 ) +0 .0 0 1 0 0 (2 1 )

4 .6 0 2 4 0 .1 3 5 2 8 4 4 1 8 1 0 7 6 2 0 3 .9 5 2 2 (6 9 ) +0 .0 0 0 1 3 (3 0 )*

2 4 4 .7 0 0 .1 3 5 0 5 3 1 1 1 0 1 3 4 0 3 .9 9 9 (1 9 )  +0 .0 0 3 8 4 (7 1 )

4 .7 1 4 1 0 .1 3 5 0 2 1 7 1 1 6 2 0 0 3 .9 4 3 (4 5 )  +0 .0 0 2 3 (1 1 )

4 .7 1 4 1 0 .1 3 5 0 2 3 0 3 1 6 2 2 1 6 3 .9 4 5 (1 1 )  +0 .0 0 0 9 8 (3 2 )

4 .7 1 4 1 0 .1 3 5 0 2 3 7 2 1 6 1 0 0 8 1 3 .9 5 8 2 (5 4 ) +0 .0 0 0 2 2 (1 5 )

4 .7 1 3 1 0 .1 3 5 0 2 6 0 2 1 6 5 0 9 6 3 .9 6 2 0 (8 0 ) +0 .0 0 0 4 0 (2 2 )

4 .7 1 6 5 0 .1 3 5 0 1 8 1 3 1 6 7 3 0 3 3 .9 4 9 2 (6 4 ) +0 .0 0 0 1 2 (1 7 )

3 2 4 .9 0 0 .1 3 4 5 9 9 1 3 2 0 5 0 1 4 3 .9 4 9 (1 1 )  +0 .0 0 5 4 3 (3 4 )



B. 1 t h e l i n e o f c o n s t a n t p h y s i c s f o r a n o n - p e r t u r b a t i v e m a t c h i n g o f h q e t a n d q c d 2 8 5

T a bl e B. 2 : T u ni n g r u n s t o fi x ḡ 2
G F (L 1 ) = σ (g 2

⋆ ) = 5 .8 6 7 a n d m l = 0 . B o u n d a r y

c o n diti o n s a n d a cti o n a r e c h o s e n e x a ctl y a s i n [ 4 5 ], a n d w e u s e

T = L . N r e p i s t h e n u m b e r of r e pli c a r u n s, w hil e N m s gi v e s t h e

n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s, s e p a r at e d b y τ m s m ol e c ul a r d y n a mi c s

u nit s. T h e t r aj e ct o r y l e n gt h i s τ = 2 t h r o u g h o ut. T h e e n s e m bl e s

w h e r e t h e c o u pli n g i s p ri nt e d i n b ol d will b e u s e d f o r t h e m at c hi n g.

L 1 / a  β κ  N r e p
τ m s

M D
N m s ḡ 2

G F L 1 m 1

8 3 .6 5 3 7 0 .1 3 7 0 7 2 2 4 4 1 5 0 0 0 5 .8 6 4 8 (7 0 )  +0 .0 0 2 0 9 (8 0 )

1 2 3 .8 3 4 9 0 .1 3 6 9 6 5 4 4 4 1 5 0 0 4 5 .8 6 9 7 (8 5 ) -0 .0 0 1 1 2 (4 9 )

1 6 4 .0 0 1 8 0 .1 3 6 6 8 0 3 4 4 1 7 9 9 9 5 .8 6 5 (1 1 )  +0 .0 0 0 3 6 (3 3 )

2 0 4 .1 3 6 3 0 .1 3 6 4 0 7 5 2 0 1 0 5 6 5 4 5 .8 9 2 (1 6 ) -0 .0 0 8 5 8 (3 6 )

4 .1 4 0 8 0 .1 3 6 3 8 2 5 2 0 4 2 1 6 8 2 5 .8 5 8 (1 2 )  +0 .0 0 1 2 9 (2 2 )

4 .1 3 9 4 0 .1 3 6 3 8 5 7 2 0 4 2 1 1 0 1 5 .8 5 8 (1 2 )  +0 .0 0 1 4 9 (2 1 )

2 4 4 .2 5 1 1 0 .1 3 6 0 9 8 4 1 1 0 1 6 9 2 5 .9 0 1 (3 3 )  +0 .0 2 4 8 2 (4 9 )

4 .2 5 3 0 0 .1 3 6 1 2 2 4 2 4 2 0 0 0 2 5 .8 7 6 (1 4 )  +0 .0 0 2 1 6 (2 0 )



2 8 6 t a b l e s

T a bl e B. 3 : T u ni n g r u n s t o fi x ḡ 2
G F (L 2 ) = σ (σ (g 2

⋆ )) = 1 1 .2 7 a n d m l = 0 . B o u n d-

a r y c o n diti o n s a n d a cti o n a r e c h o s e n e x a ctl y a s i n [ 4 5 ], a n d w e

u s e T = L . N r e p i s t h e n u m b e r of r e pli c a r u n s, w hil e N m s gi v e s

t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s, s e p a r at e d b y τ m s m ol e c ul a r d y n a m-

i c s u nit s. N
( 0 )
m s gi v e s t h e n u m b e r of c o n fi g u r ati o n s i n t h e s e ct o r

of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. T h e t r aj e ct o r y l e n gt h i s τ = 2

t h r o u g h o ut. T h e e n s e m bl e s w h e r e t h e c o u pli n g i s p ri nt e d i n b ol d

will b e u s e d f o r t h e m at c hi n g.

L 2 / a  β κ  N r e p
τ m s

M D
N m s N

( 0 )
m s ḡ 2

G F L 2 m 1

1 2 3 .4 0 1 1 8 0 .1 3 6 8 0 7 7 4 4 6 4 0 0 4 0 2 7 1 1 .3 6 0 (8 6 )  + 0 .0 1 1 4 (3 3 )

3 .4 0 2 8 0 .1 3 6 8 8 3 0 4 8 4 0 0 4 2 6 7 9 1 1 .1 7 4 (6 9 )  −0 .0 2 5 0 (3 5 )

3 .4 0 1 4 0 .1 3 6 8 7 9 0 4 8 2 5 0 4 1 7 4 2 1 1 .0 4 6 (7 9 )  − 0 .0 3 2 8 (3 6 )

3 .4 0 1 4 0 .1 3 6 8 6 9 0 4 8 4 0 0 4 2 5 4 3 1 1 .1 6 5 (7 0 )  − 0 .0 2 5 5 (3 3 )

3 .4 0 1 4 0 .1 3 6 8 3 9 0 4 8 4 0 0 4 2 7 3 3 1 1 .2 4 0 (7 1 )  − 0 .0 0 9 5 (3 2 )

3 .4 0 1 4 0 .1 3 6 8 2 4 0 4 8 5 0 0 4 3 3 1 9 1 1 .2 8 8 (6 0 )  − 0 .0 0 2 9 (2 5 )

1 6 3 .5 5 1 3 2 0 .1 3 7 1 5 4 6 4 4 4 2 0 4 2 9 7 4 1 1 .3 7 (1 4 )  − 0 .0 0 8 9 (2 5 )

3 .5 5 1 5 0 .1 3 7 1 5 3 0 4 8 6 0 0 0 3 9 4 3 1 1 .2 2 8 (5 6 )  − 0 .0 0 9 8 (1 4 )

3 .5 5 1 5 0 .1 3 7 1 4 3 0 1 2 8 1 8 0 0 0 1 1 8 9 6 1 1 .3 2 6 (3 9 )  − 0 .0 0 3 3 (9 )

3 .5 5 2 2 0 .1 3 7 1 3 7 9 4 8 6 0 0 0 4 0 1 4 1 1 .2 9 9 (6 6 )  + 0 .0 0 0 3 (1 3 )

2 0 3 .6 8 6 8 0 .1 3 7 1 4 7 4 1 0 4 9 7 9 9 7 4 3 4 1 1 .3 9 7 (7 0 )  + 0 .0 0 0 6 (9 )

3 .6 9 0 0 0 .1 3 7 1 4 5 2 1 0 4 1 0 0 0 0 7 0 2 7 1 1 .2 5 (1 0 )  + 0 .0 0 1 3 (1 0 )

2 4 3 .7 9 8 9 0 .1 3 7 0 3 5 4 2 4 2 7 5 4 1 5 6 8 1 1 .6 2 (1 5 )  + 0 .0 0 7 5 (1 5 )

3 .7 9 9 6 0 .1 3 7 0 4 0 5 2 8 7 5 0 0 4 5 3 4 1 1 .4 6 (1 0 )  + 0 .0 0 1 4 (8 )

3 .8 0 1 3 0 .1 3 7 0 3 8 7 2 8 8 0 0 0 4 9 9 1 1 1 .3 2 8 (9 0 )  − 0 .0 0 0 1 (7 )



B. 2 r e n o r m a l i z a t i o n a n d i m p r o v e m e n t f r o m f i n i t e - v o l u m e s i m u l a t i o n s 2 8 7

b .2 r e n o r m a l i z a t i o n a n d i m p r o v e m e n t f r o m f i n i t e - v o l u m e

s i m u l a t i o n s

I n t hi s a p p e n di x, t a bl e s ( B.4 ) –( B.7 ) li st t h e r e s ult s f o r all e n s e m bl e s

e nt e ri n g o u r a n al y si s f o r t h e d et e r mi n ati o n of Z , b m a n d b A − b P i n

t h e c o u pli n g r a n g e of l a r g e- v ol u m e C L S si m ul ati o n s.

T a bl e B. 4 : S e a q u a r k P C A C m a s s e s a n d e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r L C P-0

i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. R e p r o d u c e d f r o m

[7 4 ].

I D m
( 0 )
1 1 R

( 0 )
A P R

( 0 )
m R

( 0 )
Z

A 1 k 1 − 0 .0 0 2 7 8 (8 0 )  − 1 .0 1 6 (1 1 9 ) 1 .3 4 4 (1 5 7 ) 0 .7 4 6 3 (8 3 )

A 1 k 3 0 .0 0 0 7 9 (1 1 8 )  −0 .8 6 6 (1 5 6 ) 1 .1 9 2 (1 4 1 ) 0 .7 4 2 0 (9 6 )

A 1 k 4 − 0 .0 0 1 1 0 (3 6 )  − 0 .7 4 4 (8 9 ) 1 .3 9 5 (7 3 ) 0 .7 4 9 0 (4 8 )

E 1 k 1 0 .0 0 2 6 2 (2 6 )  − 0 .7 5 5 (8 4 ) 0 .3 1 3 (6 6 ) 0 .8 6 8 7 (6 3 )

E 1 k 2 − 0 .0 0 0 2 2 (2 2 )  − 0 .8 1 6 (5 7 ) 0 .2 9 0 (5 7 ) 0 .8 7 6 8 (4 2 )

B 1 k 1 0 .0 0 5 4 9 (2 1 )  − 0 .3 5 2 (6 1 )  − 0 .2 4 7 (4 5 ) 0 .9 6 7 6 (4 8 )

B 1 k 2 0 .0 0 4 4 4 (2 5 )  − 0 .2 7 1 (9 0 )  − 0 .2 7 2 (7 3 ) 0 .9 7 6 1 (6 7 )

B 1 k 3 0 .0 0 1 0 7 (2 0 )  − 0 .5 4 5 (6 2 )  − 0 .2 4 1 (5 9 ) 0 .9 7 0 1 (4 7 )

B 1 k 4 − 0 .0 0 0 5 7 (1 9 )  − 0 .4 8 6 (6 8 )  − 0 .3 1 6 (5 1 ) 0 .9 7 9 8 (4 4 )

C 1 k 2 0 .0 0 6 0 0 (1 1 )  − 0 .2 2 2 (3 5 )  − 0 .5 2 3 (4 0 ) 1 .0 4 8 9 (2 9 )

C 1 k 3 − 0 .0 0 1 0 9 (1 1 )  − 0 .3 0 4 (5 4 )  − 0 .6 9 8 (5 0 ) 1 .0 6 0 6 (3 6 )

D 1 k 2 0 .0 0 0 7 9 (1 0 )  − 0 .2 0 5 (1 0 3 )  − 0 .6 8 4 (5 9 ) 1 .0 8 4 9 (5 2 )

D 1 k 4 − 0 .0 0 0 0 7 (3 )  − 0 .1 5 2 (2 0 )  − 0 .7 4 3 (2 0 ) 1 .0 8 8 5 (1 1 )



2 8 8 t a b l e s

T a bl e B. 5 : S e a q u a r k P C A C m a s s e s a n d e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r L C P-0

f o r all t o p ol o gi c al s e ct o r s. R e p r o d u c e d f r o m [7 4 ].

I D m
( all )
1 1 R

( all )
A P R

( all )
m R

( all )
Z

A 1 k 1 − 0 .0 0 1 6 6 (6 1 )  − 0 .8 7 6 (1 0 4 ) 1 .2 5 2 (1 0 0 ) 0 .7 4 5 8 (5 5 )

A 1 k 3 0 .0 0 2 6 2 (1 3 0 )  −0 .5 8 7 (1 3 3 ) 1 .1 3 9 (1 0 2 ) 0 .7 4 0 2 (7 8 )

A 1 k 4 0 .0 0 0 3 0 (2 9 )  − 0 .5 8 3 (6 1 ) 1 .2 5 1 (4 9 ) 0 .7 4 8 5 (3 6 )

E 1 k 1 0 .0 0 3 0 8 (2 2 )  − 0 .6 5 2 (8 9 ) 0 .2 7 2 (5 1 ) 0 .8 6 8 4 (5 8 )

E 1 k 2 0 .0 0 0 3 4 (1 8 )  − 0 .7 5 7 (4 6 ) 0 .3 5 4 (3 8 ) 0 .8 7 1 5 (3 2 )

B 1 k 1 0 .0 0 5 6 2 (1 4 )  − 0 .3 7 5 (3 7 )  − 0 .2 8 6 (3 1 ) 0 .9 6 7 4 (2 9 )

B 1 k 2 0 .0 0 4 8 1 (1 9 )  − 0 .3 3 3 (5 7 )  − 0 .2 3 0 (4 5 ) 0 .9 6 7 7 (4 4 )

B 1 k 3 0 .0 0 1 6 4 (1 6 )  − 0 .5 7 5 (4 3 )  − 0 .1 3 6 (4 2 ) 0 .9 5 8 9 (3 5 )

B 1 k 4 0 .0 0 0 0 2 (1 4 )  − 0 .4 7 5 (4 4 )  − 0 .2 1 5 (3 7 ) 0 .9 7 1 2 (2 9 )

C 1 k 2 0 .0 0 6 1 9 (7 )  − 0 .2 1 4 (2 6 )  − 0 .4 9 8 (3 0 ) 1 .0 4 6 1 (2 5 )

C 1 k 3 − 0 .0 0 0 8 6 (8 )  − 0 .2 8 8 (4 2 )  − 0 .5 9 4 (4 0 ) 1 .0 5 4 7 (2 6 )

D 1 k 2 0 .0 0 0 8 4 (8 )  − 0 .1 4 7 (7 0 )  − 0 .6 3 7 (7 9 ) 1 .0 8 3 7 (4 7 )

D 1 k 4 − 0 .0 0 0 0 2 (3 )  − 0 .1 4 4 (1 7 )  − 0 .7 0 2 (1 8 ) 1 .0 8 6 7 (1 1 )



B. 2 r e n o r m a l i z a t i o n a n d i m p r o v e m e n t f r o m f i n i t e - v o l u m e s i m u l a t i o n s 2 8 9

T a bl e B. 6 : S e a q u a r k P C A C m a s s e s a n d e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r L C P-1

i n t h e s e ct o r of v a ni s hi n g t o p ol o gi c al c h a r g e. R e p r o d u c e d f r o m

[7 4 ].

I D m
( 0 )
P C A C R

( 0 )
A P R

( 0 )
m R

( 0 )
Z

A 1 k 1 − 0 .0 0 2 7 8 (8 0 )  − 0 .4 4 3 (2 5 ) 0 .0 6 5 (2 5 ) 0 .7 8 0 5 (5 2 )

A 1 k 3 0 .0 0 0 7 9 (1 1 8 )  −0 .3 4 9 (3 4 ) 0 .0 1 1 (2 8 ) 0 .7 8 7 2 (6 0 )

A 1 k 4 − 0 .0 0 1 1 0 (3 6 )  − 0 .3 8 3 (1 3 )  − 0 .0 1 6 (1 0 ) 0 .7 8 8 9 (2 7 )

E 1 k 1 0 .0 0 2 6 2 (2 6 )  − 0 .3 2 9 (1 6 )  − 0 .2 6 4 (1 4 ) 0 .8 9 7 1 (3 6 )

E 1 k 2 − 0 .0 0 0 2 2 (2 2 )  − 0 .3 6 5 (1 4 )  − 0 .2 6 4 (1 3 ) 0 .8 9 9 4 (2 8 )

B 1 k 1 0 .0 0 5 4 9 (2 1 )  − 0 .1 9 7 (1 5 )  − 0 .4 3 9 (1 2 ) 0 .9 7 8 6 (3 0 )

B 1 k 2 0 .0 0 4 4 4 (2 5 )  − 0 .1 7 2 (2 1 )  − 0 .4 5 7 (2 1 ) 0 .9 8 4 5 (4 3 )

B 1 k 3 0 .0 0 1 0 7 (2 0 )  − 0 .2 4 9 (1 8 )  − 0 .4 5 4 (1 7 ) 0 .9 8 1 9 (3 3 )

B 1 k 4 − 0 .0 0 0 5 7 (1 9 )  − 0 .2 1 8 (1 6 )  − 0 .4 7 6 (1 5 ) 0 .9 8 8 2 (3 0 )

C 1 k 2 0 .0 0 6 0 0 (1 1 )  − 0 .0 9 9 (1 0 )  − 0 .5 8 6 (1 1 ) 1 .0 5 4 1 (1 9 )

C 1 k 3 − 0 .0 0 1 0 9 (1 1 )  − 0 .1 3 0 (1 7 )  − 0 .6 5 3 (1 6 ) 1 .0 6 2 3 (2 7 )

D 1 k 2 0 .0 0 0 7 9 (1 0 )  − 0 .0 8 8 (3 0 )  − 0 .6 7 0 (2 0 ) 1 .0 8 6 2 (3 5 )

D 1 k 4 − 0 .0 0 0 0 7 (3 )  − 0 .0 6 9 (7 )  − 0 .6 8 5 (7 ) 1 .0 8 8 6 (8 )
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T a bl e B. 7 : S e a q u a r k P C A C m a s s e s a n d e sti m at o r s R A P , R m a n d R Z f o r L C P-1

f o r all t o p ol o gi c al s e ct o r s. R e p r o d u c e d f r o m [7 4 ].

I D m
( all )
P C A C R

( all )
A P R

( all )
m R

( all )
Z

A 1 k 1 − 0 .0 0 1 6 6 (6 1 )  − 0 .4 2 3 (1 9 ) 0 .0 4 5 (1 8 ) 0 .7 8 0 5 (3 4 )

A 1 k 3 0 .0 0 2 6 2 (1 3 0 )  −0 .3 2 4 (2 5 ) 0 .0 1 4 (1 8 ) 0 .7 8 2 2 (4 4 )

A 1 k 4 0 .0 0 0 3 0 (2 9 )  − 0 .3 6 6 (9 )  − 0 .0 1 3 (7 ) 0 .7 8 6 4 (1 8 )

E 1 k 1 0 .0 0 3 0 8 (2 2 )  − 0 .3 3 7 (1 2 )  − 0 .2 5 1 (1 0 ) 0 .8 9 2 9 (2 7 )

E 1 k 2 0 .0 0 0 3 4 (1 8 )  − 0 .3 6 0 (1 0 )  − 0 .2 3 9 (9 ) 0 .8 9 4 8 (2 1 )

B 1 k 1 0 .0 0 5 6 2 (1 4 )  − 0 .2 0 6 (9 )  −0 .4 4 5 (9 ) 0 .9 7 7 9 (1 8 )

B 1 k 2 0 .0 0 4 8 1 (1 9 )  − 0 .1 9 7 (1 4 )  − 0 .4 4 0 (1 3 ) 0 .9 7 8 2 (2 8 )

B 1 k 3 0 .0 0 1 6 4 (1 6 )  − 0 .2 6 7 (1 3 )  − 0 .4 1 5 (1 2 ) 0 .9 7 3 0 (2 5 )

B 1 k 4 0 .0 0 0 0 2 (1 4 )  − 0 .2 3 0 (1 0 )  − 0 .4 3 9 (1 1 ) 0 .9 8 1 0 (2 1 )

C 1 k 2 0 .0 0 6 1 9 (7 )  − 0 .1 0 4 (8 )  − 0 .5 7 0 (8 ) 1 .0 5 1 2 (1 5 )

C 1 k 3 − 0 .0 0 0 8 6 (8 )  − 0 .1 3 7 (1 3 )  − 0 .6 1 3 (1 4 ) 1 .0 5 7 1 (1 9 )

D 1 k 2 0 .0 0 0 8 4 (8 )  − 0 .0 8 1 (2 2 )  − 0 .6 4 6 (2 2 ) 1 .0 8 4 7 (3 2 )

D 1 k 4 − 0 .0 0 0 0 2 (3 )  − 0 .0 7 0 (6 )  − 0 .6 6 9 (6 ) 1 .0 8 7 1 (8 )
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b .3 t h e m a s s o f t h e c h a r m q u a r k

T a bl e B. 8 : O v e r vi e w of t h e m e a s u r e m e nt s f o r t h e d et e r mi n ati o n of t h e m a s s

of t h e c h a r m q u a r k. We li st t h e e n s e m bl e i d a n d t h e n u m b e r of

c o n fi g u r ati o n s, o n w hi c h t h e m e a s u r e m e nt s h a v e b e e n p e rf o r m e d.

O n e a c h c o n fi g u r ati o n w e u s e d 1 6 s o u r c e s o n t h e t w o ti m e sli c e s

at a a n d T − a . We al s o q u ot e t h e v al u e f o r t 0 / a 2 .

β i d N cf g t 0 / a 2

3 .4 0 H 1 0 1 2 0 1 6 2 .8 4 6 (8 )

H 1 0 2 2 0 0 5 2 .8 7 2 (1 2 )

H 1 0 5 1 5 3 3 2 .8 9 1 (1 6 )

C 1 0 1 1 0 5 5 2 .9 0 7 (7 )

3 .4 6 H 4 0 0 1 0 4 5 3 .6 3 4 (1 3 )

3 .5 5 H 2 0 0 2 0 0 0 5 .1 4 9 (2 9 )

N 2 0 2 8 9 9 5 .1 4 0 (2 1 )

N 2 0 3 1 5 4 3 5 .1 4 3 (7 )

N 2 0 0 1 5 4 4 5 .1 5 9 (8 )

D 2 0 0 1 1 9 1 5 .1 6 7 (1 0 )

3 .7 0 N 3 0 0 2 0 2 7 8 .5 6 4 (3 5 )

N 3 0 2 2 1 2 9 8 .5 3 8 (2 3 )

J3 0 3 1 0 7 3 8 .6 1 4 (2 0 )

3 .8 5 J5 0 0 7 5 1 1 4 .0 6 1 (6 6 )

J5 0 1 1 5 7 9 1 3 .8 8 8 (5 3 )



2 9 2 t a b l e s

T a bl e B. 9 : O v e r vi e w of t h e eff e cti v e m a s s e s u s e d i n t h e c ali b r ati o n of t h e

c hi r al- c o nti n u u m e xt r a p ol ati o n. T h e s u b s c ri pt of t h e fl a v o r a v-

e r a g e s D a n d s pi n- fl a v o r a v e r a g e s D c o r r e s p o n d t o t h o s e of t h e

h o p pi n g p a r a m et e r s i n t a bl e 1 4 .1 . N o v e ct o r c o r r el ati o n f u n cti o n s

h a v e b e e n d et e r mi n e d f o r t h e J 5 0 1 e n s e m bl e. V al u e s a r e d et e r-

mi n e d f r o m a pl at e a u fit. T h e c o r r e s p o n di n g v al u e s f r o m t h e f ull

fit a r e s h o w n i n 1 5 .2 .

i d a m π a m K a m D 1
a m D 2

a m
D 1

a m
D 2

H 1 0 1 0 .1 8 2 8 7 (6 5 ) 0 .1 8 2 8 7 (6 5 ) 0 .8 5 2 8 6 (9 3 ) 0 .8 2 1 8 6 (8 4 ) 0 .8 8 7 6 (4 5 ) 0 .8 5 8 6 (4 5 )

H 1 0 2 0 .1 5 4 1 4 (8 2 ) 0 .1 9 1 2 5 (6 7 ) 0 .8 5 0 6 6 (1 1 2 ) 0 .8 1 9 5 0 (1 0 2 ) 0 .8 8 3 3 (4 0 ) 0 .8 5 4 2 (4 0 )

H 1 0 5 0 .1 2 0 9 3 (1 6 4 ) 0 .2 0 2 0 1 (1 0 9 ) 0 .8 5 0 8 7 (1 6 2 ) 0 .8 1 9 7 4 (1 5 5 ) 0 .8 8 4 3 (6 9 ) 0 .8 5 5 4 (6 8 )

C 1 0 1 0 .0 9 7 2 4 (8 4 ) 0 .2 0 6 0 1 (5 0 ) 0 .8 5 0 0 2 (1 6 5 ) 0 .8 1 9 0 0 (1 5 7 ) 0 .8 9 3 1 (6 2 ) 0 .8 6 4 1 (6 1 )

H 4 0 0 0 .1 6 3 7 2 (6 6 ) 0 .1 6 3 7 2 (6 6 ) 0 .7 4 5 0 8 (1 0 0 ) 0 .6 9 3 9 1 (9 7 ) 0 .7 7 9 5 (4 0 ) 0 .7 3 1 3 (3 8 )

H 2 0 0 0 .1 3 6 3 4 (6 0 ) 0 .1 3 6 3 4 (6 0 ) 0 .6 4 7 4 3 (1 0 6 ) 0 .6 0 1 3 4 (9 2 ) 0 .6 7 8 4 (3 0 ) 0 .6 3 5 5 (3 0 )

N 2 0 2 0 .1 3 4 0 3 (3 6 ) 0 .1 3 4 0 3 (3 6 ) 0 .6 4 4 1 3 (8 6 ) 0 .5 9 8 2 4 (6 8 ) 0 .6 7 2 5 (2 3 ) 0 .6 2 9 7 (2 5 )

N 2 0 3 0 .1 1 2 3 8 (2 8 ) 0 .1 4 3 9 0 (2 3 ) 0 .6 4 3 1 1 (7 8 ) 0 .5 9 7 2 3 (6 3 ) 0 .6 7 7 0 (3 5 ) 0 .6 3 3 6 (3 7 )

N 2 0 0 0 .0 9 2 1 5 (3 8 ) 0 .1 5 0 5 3 (2 9 ) 0 .6 4 3 7 3 (6 9 ) 0 .5 9 7 9 4 (5 6 ) 0 .6 7 7 7 (2 7 ) 0 .6 3 4 3 (2 7 )

D 2 0 0 0 .0 6 4 8 2 (4 5 ) 0 .1 5 6 4 9 (2 6 ) 0 .6 4 4 9 5 (8 3 ) 0 .5 9 8 8 7 (7 2 ) 0 .6 7 6 6 (4 7 ) 0 .6 3 3 2 (4 5 )

N 3 0 0 0 .1 0 6 3 0 (5 5 ) 0 .1 0 6 3 0 (5 5 ) 0 .4 9 3 6 9 (1 7 7 ) 0 .4 7 6 0 5 (1 5 7 ) 0 .5 1 9 8 (2 5 ) 0 .5 0 3 6 (2 8 )

N 3 0 2 0 .0 8 7 3 5 (4 7 ) 0 .1 1 3 9 5 (1 0 1 ) 0 .4 9 2 7 2 (6 8 ) 0 .4 7 5 0 4 (5 5 ) 0 .5 1 6 9 (4 2 ) 0 .5 0 0 3 (4 0 )

J3 0 3 0 .0 6 4 8 2 (2 4 ) 0 .1 1 9 7 1 (2 3 ) 0 .4 9 2 0 4 (6 8 ) 0 .4 7 4 0 2 (6 8 ) 0 .5 2 0 8 (2 7 ) 0 .5 0 3 9 (2 7 )

J5 0 0 0 .0 8 1 0 7 (4 5 ) 0 .0 8 1 0 7 (4 5 ) 0 .3 7 1 1 8 (1 0 0 ) 0 .3 5 5 3 4 (8 5 ) 0 .3 9 0 8 (1 6 ) 0 .3 7 5 9 (1 6 )

J5 0 1 0 .0 6 5 9 9 (4 2 ) 0 .0 8 7 9 4 (3 5 ) 0 .3 7 2 0 4 (6 7 ) 0 .3 5 6 0 2 (6 2 )
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T a bl e B. 1 3 : R e n o r m ali z e d c o u pli n g s ĝ 1 1 f r o m t h e s u m m e d r ati o e v al u at e d

wit h H Y P 1 a n d H Y P 2 st ati c q u a r k a cti o n s.

i d ĝ H Y P 1
1 1 ĝ H Y P 2

1 1

H 1 0 1 0 .5 1 4 (9 ) 0 .5 1 9 (7 )

H 1 0 2 0 .5 2 6 (9 ) 0 .5 2 4 (6 )

N 1 0 1 0 .5 1 4 (2 2 ) 0 .5 1 6 (1 5 )

C 1 0 1 0 .5 1 8 (1 5 ) 0 .5 1 4 (1 2 )

S 4 0 0 0 .5 0 0 (9 ) 0 .5 0 8 (8 )

H 2 0 0 0 .5 3 0 (8 ) 0 .5 3 0 (7 )

N 2 0 3 0 .5 0 9 (1 0 ) 0 .5 0 9 (9 )

N 2 0 0 0 .5 0 7 (1 5 ) 0 .5 0 9 (1 2 )
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