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I

Einleitung
Beweisen ist ein wesentliches Charakteristikum der mathematischen Disziplin. Einordnung

der ArbeitDoch die gegenwärtige Schulpraxis tut sich mit dem Beweisen schwer, und so
bietet sich das beispielgebundene Beweisen als schülergemäße Beweisform an.
Es ist daher die Aufgabe der Mathematikdidaktik zu klären, was das beispiel-
gebundene Beweisen ausmacht. Die vorliegende Arbeit reiht sich dabei in den
interpretativen Zweig mathematikdidaktischer Forschung ein.

Die Sichtung des Forschungsstands offenbart eine bunte Begriffsvielfalt zum bei- Ziel der Arbeit
vor dem Hintergrund
der Forschung

spielgebundenen Beweisen. Oft wird von beispielgebundenen Beweisen als theo-
retischen, von Schülern nachzuvollziehenden oder herzustellenden Produkten
gesprochen. Entsprechend häufig erfolgt eine Klassifikation von Beweistypen,
eine Kategorisierung von Beweisniveaus bis hin zu empfohlenen Bewertungs-
maßstäben. Seltener wird das beispielgebundene Beweisen als Beweisprozess
wahrgenommen, welcher etwa zwischen induktivem Prüfen und formalem (resp.
formellem) Beweisen changieren kann. Die vorliegende Arbeit soll das beispiel-
gebundene Beweisen aus mehreren Perspektiven als einen solchen Beweisprozess
charakterisieren und empirisch untersuchen.

Im Folgenden wird zum einen ein eigener theoretischer Zugang zum beispielge- Gehalt und
Besonderheit
der Arbeit

bundenen Beweisen erarbeitet. Das beispielgebundene Beweisen wird zum an-
deren in Einzelfallstudien an Schülern erprobt und interpretiert. Dabei kommt
es auf den Einsatz passender Methoden an. Eine Besonderheit der vorliegen-
den Arbeit ist, dass der aus der Objektiven Hermeneutik entlehnte Begriff der
latenten Sinnstrukturen zur theoretischen Fassung beispielgebundenen Bewei-
sens, d.h. direkt auf den Forschungsgegenstand bezogen wird, während er sonst
methodologischer Natur ist.

Die meisten Grundschüler und jüngeren Sekundarstufenschüler sind der forma- Paradoxie beispiel-
gebundenen Beweisenslen Ausdrucksweise oder der formellen Darstellung eines Beweises noch nicht

voll mächtig. Gleichwohl können einige von ihnen durchaus schon beweisen –
am Beispiel. Beim beispielgebundenen Beweisen werden die Schüler jedoch mit
Paradoxien konfrontiert: Ein mathematischer Beweis kann der landläufigen Mei-
nung nach nicht an ein Beispiel gebunden sein. Wenn die Schüler jedoch bei der
Durchführung ihrer am Beispiel gehaltenen deduktiven Schlüsse erkennen las-
sen, dass sie diese allgemeingültig(er) denken, kann man durchaus von einem
vollgültigen Beweis sprechen. Lässt sich dieses Verständnis beispielgebundenen
Beweisens theoretisch präziser fassen?

Die Entäußerung der Beweisgedanken stellt die Schüler vor sprachliche wie den Interpretation beispiel-
gebundenen BeweisensExperten vor interpretative Probleme. In wie weit hat der Schüler wirklich die

Allgemeingültigkeit einer Behauptung am Beispiel bewiesen? Häufig lässt sich
dies situativ gar nicht zweifelsfrei sagen. Zuweilen lässt es selbst die Analyse
des Transkripts nicht zu, diese Frage eindeutig zu beantworten. Gleichwohl soll
die vorliegende Arbeit zeigen, wie Schüler am Beispiel die Allgemeingültigkeit
einer Behauptung beweisen. So wie Schüler das Allgemeingültige im Beweisen
am Beispiel erkennen mögen, ist es für den Forscher von Interesse, in wie weit er
aus der Interpretation der Einzelfallstudien verallgemeinerbare Resultate über
das Verhalten von Schülern beim beispielgebundenen Beweisen erzielen kann.



II

Gliederung
In ↑ Kap. 1.1 erfolgen zunächst einige allgemeinere Betrachtungen zum Be-1.1 Beweisen
weisen: Zunächst wird geklärt, was das Beweisen ausmacht, und durch welche
Funktionen es charakterisiert werden kann (↑ Abs. 1.1.1). Diese Beweisfunktio-
nen sind zu berücksichtigen, wenn Schüler in mathematischen Gesprächen mit
dem Experten beweisen. Dieser beobachtet, wie sich die Schüler während ihres
Beweisens verhalten. Deshalb werden auch die meisten Studien zum Beweisver-
halten von Schülern vorab behandelt (↑ Abs. 1.1.2). Schließlich kann eine kurze
sprachhistorische Betrachtung des Begriffs des Beweisens hilfreich sein, um des-
sen heutige Verwendung in der Mathematikdidaktik und in der Alltagssprache
zu reflektieren. Zuvor werden einige Bemerkungen zum Verhältnis zwischen Be-
weisen, Begründen und Argumentieren gemacht (↑ Abs. 1.1.3).

In ↑ Kap. 1.2 wird bei der weitergehenden Sichtung des Forschungsstands mit1.2 Beispielgebun-
denes Beweisen den frühen Ansätzen zum beispielgebundenen Beweisen begonnen (↑ Abs. 1.2.1).

Diese werden hauptsächlich unter den Bezeichnungen prämathematisches Be-
weisen und paradigmatisches Beweisen diskutiert. Alsdann erfolgt eine Ausein-
andersetzung mit zumeist englischsprachigen Artikeln über das generic exam-
ple und das generic proving (↑ Abs. 1.2.2). Gesondert wird anschließend das
inhaltlich-anschauliche Beweisen und das operative Beweisen diskutiert. Dabei
steht die erklärende Beweisfunktion im Vordergrund (↑ Abs. 1.2.3). Mehr um die
geometrische Darstellung beispielgebundener Beweise geht es bei der Themati-
sierung von visual proofs (↑ Abs. 1.2.4). Schließlich wird das beispielgebundene
Beweisen mehr auf den Mathematikunterricht bezogen und dabei besonders die
kommunikative Beweisfunktion betont (↑ Abs. 1.2.5).

In ↑ Kap. 1.3 geht es um das Entdecken, das Prüfen und das Begründen von1.3 Entdecken, Prüfen
und Begründen Behauptungen. Die dahinter stehenden Schlussformen nach Peirce sind die

Abduktion, die Induktion und die Deduktion. Relevant ist diese Theoriebildung
in Hinblick auf die entdeckenden und prüfenden Zugänge zum beispielgebun-
denen Beweisen im engeren Sinne (i.e.S.). Zunächst wird das Begründen per
Deduktion behandelt (↑ Abs. 1.3.1). Anschließend wird das Entdecken per Ab-
duktion thematisiert (↑ Abs. 1.3.2). Für das beispielgebundene Beweisen erfährt
das Entdecken mit latenter Beweisidee besondere Beachtung (↑ Abs. 1.3.3). Ent-
sprechend wird das Prüfen per Induktion zum Thema gemacht (↑ Abs. 1.3.4)
und im Prüfen mit latenter Beweisidee vertieft (↑ Abs. 1.3.5).

In ↑ Kap. 1.4 geht es um die Struktur von Argumenten nach Toulmin. Mit1.4 Struktur von
Argumenten Blick auf das beispielgebundene Beweisen wird das beispielgebundene Argu-

mentgefüge eingeführt. Eingangs wird dargestellt, was unter einem Argument
zu verstehen ist (↑ Abs. 1.4.1). Danach werden Argumentgefüge behandelt und
dabei zwischen mehrgliedrigen und mehrschichtigen Argumenten unterschieden
(↑ Abs. 1.4.2). Anschließend erfolgt ein Vergleich zwischen Argumenten und
Schlüssen. Dabei wird insbesondere eine Abgrenzung von Argumenten zur Ab-
duktion und Induktion vorgenommen, während unter bestimmten Bedingungen
ein Argument mit der Deduktion als Schlussform identifiziert werden kann (↑
Abs. 1.4.3). Schließlich wird mit Blick auf den Forschungsgegenstand des bei-
spielgebundenen Beweisens dargestellt, was man unter einem beispielgebunde-
nen Argument verstehen kann (↑ Abs. 1.4.4).



III

In ↑ Kap. 1.5 wird das beispielgebundene Beweisen begrifflich gefasst und da- 1.5 Latente Sinnstruk-
turen und beispielgebun-
denes Beweisen

mit die theoretische Grundlage der vorliegenden Arbeit gelegt. Hierfür wird der
Begriff der latenten Sinnstruktur verwendet (↑ Abs. 1.5.1). Anschließend wird
geklärt, was unter der subjektiven Realisierung und Manifestierung beim Ent-
decken und Prüfen mit latenter Beweisidee zu verstehen ist (↑ Abs. 1.5.2). Dies
führt alsdann zum Beweis als subjektiv realisierter und manifestierter Sinnstruk-
tur (↑ Abs. 1.5.3). Darauf aufbauend kann schließlich das beispielgebundene Be-
weisen definiert werden (↑ Abs. 1.5.4).

In ↑ Teil 2 geht es um die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Forschungs- 2.1 Forschungs-
perspektivenperspektiven, Forschungsfragen und Forschungsmethoden. In ↑ Kap. 2.1 werden

die Forschungsfragen zu fünf verschiedenen Forschungsperspektiven präzisiert.
Dabei stellt die theoretische Perspektive das beispielgebundene Beweisen i.e.S.
dar (↑ Abs. 2.1.1). Die kategoriale Perspektive begreift das beispielgebundene
Beweisen als Changieren zwischen induktivem Prüfen und formellem Beweisen
(↑ Abs. 2.1.2). Die praktische Perspektive fasst das beispielgebundene Beweisen
i.w.S. auf (↑ Abs. 2.1.3). Bei der sprachlichen Perspektive steht die Explikation
des Allgemeingültigen am Besonderen im Vordergrund (↑ Abs. 2.1.4). Schließlich
werden noch weitere, weniger zentrale Perspektiven eingenommen (↑ Abs. 2.1.5)

In ↑ Kap. 2.2 wird zu Beginn der methodischen Reflexion die vorliegende Arbeit 2.2 Methodologie
und Methodenin den interpretativen Zweig der Mathematikdidaktik eingeordnet. Dazu wird

das der interpretativen Mathematikdidaktik zugrundeliegende allgemeine Welt-
bild expliziert und in Beziehung zum eigenen Vorgehen gesetzt (↑ Abs. 2.2.1).
Als relevanter Forschungsansatz sind in diesem Zusammenhang die sogenannten
Einzelfallstudien zu nennen (↑ Abs. 2.2.2). Im Rahmen von Einzelfallstudien
können verschiedene Gesprächsformen zum Einsatz kommen, welche Auswir-
kungen auf den resultierenden Gesprächs- bzw. Interaktionstext haben (↑ Abs.
2.2.3). Anschließend werden für die entstandenen Texte mögliche Interpretati-
onsansätze vorgestellt, wie sie sich in der interpretativen Mathematikdidaktik
eingebürgert haben (↑ Abs. 2.2.4). Alsdann wird der spezifische theoretische
Zugriff dieser Arbeit reflektiert, der zunächst vom Forschungsgegenstand des
beispielgebundenen Beweisens her gedacht wird (↑ Abs. 2.2.5). Die Abduktion
wird an dieser Stelle nicht als Schlussform in der Charakterisierung mathema-
tischen Entdeckens, sondern als der Interpretation von Texten dienendes for-
schungslogisches Vorgehen behandelt (↑ Abs. 2.2.6). Schließlich wird über das
forschungspraktische Vorgehen reflektiert (↑ Abs. 2.2.7) und auf das Beweisen
und Typisieren am Beispiel eingegangen (↑ Abs. 2.2.8).

In ↑ Kap. 2.3 soll das forschungspraktische Vorgehen der empirischen Studie 2.3 Forschungspraxis
konkretisiert werden. Bei diesen der methodischen Konzeption nachgelagerten
Überlegungen geht es hauptsächlich um die Datenerhebung, deren Aufberei-
tung und deren Auswertung. Zunächst wird die Auswahl und die Entwicklung
der verwendeten Aufgabenbeispiele motiviert (↑ Abs. 2.3.1). Anschließend wird
der Ablauf der durchgeführten Schülerexperimente geschildert (↑ Abs. 2.3.2).
Ferner wird das Vorgehen bei der Auswahl der Szenen zur Analyse begründet
und auf die Transkription der Szenen eingegangen (↑ Abs. 2.3.3). Schließlich
werden die Szenen interpretiert (↑ Abs. 2.3.4).



IV

Die anschließend in ↑ Teil 3 dargestellten Einzelfallstudien bilden das empiri-3.1 – 3.5
Einzelfallstudien sche Fundament der vorliegenden Arbeit über das beispielgebundene Beweisen.

Die dabei durchgeführten Analysen sind zum einen grundschulbezogene Aufga-
benstellungen zum gegensinnigen Verändern (↑ Kap. 3.1) und zu Zahlenmauern
(↑ Kap. 3.2). Zum anderen handelt es sich um sekundarstufenbezogene Aufga-
benstellungen zum vollständigen Graphen (↑ Kap. 3.3), zum Außenwinkelsatz
(↑ Kap. 3.4) und zu den Potenzregeln (↑ Kap. 3.5). Der inhaltliche Fokus wird
dabei grundsätzlich auf Indizien für und gegen die subjektive Realisierung des
Beweises als Sinnstruktur gelegt (vgl. ↑ Abs. 2.1.1). Teils wird das beispielgebun-
dene Beweisen im Changieren zwischen induktivem Prüfen und formalem Be-
weisen beobachtet (vgl. ↑ Abs. 2.1.2), teils Zugänge des Entdeckens und Prüfens
zum beispielgebundenen Beweisen erprobt (vgl. ↑ Abs. 2.1.3), teils die sprach-
liche Explikation des Allgemeingültigen beim beispielgebundenen Beweisen der
Schüler verfolgt (vgl. ↑ Abs. 2.1.4). Hinzu treten noch weitere Perspektiven, wie
die Wahl und die Anzahl der Beispiele, die Allgemeinheitsgrade von Behaup-
tungen, das Beweisverständnis der Schüler beim beispielgebundenen Beweisen
sowie Interventionsmöglichkeiten des Experten resp. Lehrenden auf das beispiel-
gebundene Beweisen der Schüler (vgl. ↑ Abs. 2.1.5).

Der Aufbau der Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 orientiert sich am folgenden Mus-Aufbau der
Einzelfallstudien ter: Eingangs wird in der mathematischen Analyse jeweils der mathematische

Kern des gewählten Aufgabenbeispiels behandelt. In Vorbereitung auf die Ein-
zelfallstudien werden dabei verschiedene Beweiswege und schülergerechte Dar-
stellungsmittel erwogen und mathematikdidaktisch reflektiert. Die im methodi-
schen Teil präzisierten Forschungsfragen erfahren danach jeweils eine aufgaben-
bezogene Akzentuierung und sollen zu den Einzelfallbetrachtungen überleiten.
Kontextschilderungen enthalten Informationen zu den jeweils befragten Schü-
lern und zum jeweils anvisierten Ablauf des Schülerexperiments. Sie dienen dem
Leser auch zur Überbrückung von nicht aufgeführten Interviewsequenzen. In den
einzelnen Haupt-, Kontrast- und Vergleichsanalysen werden längere oder kürze-
re Interviewsequenzen dokumentiert, das Verhalten der Schüler beim beispiel-
gebundenen Beweisen kommentiert und mit den angeführten Forschungsfragen
sowie untereinander in Beziehung gesetzt. Es werden alsdann jeweils schülerbe-
zogene Ergebnisse aus den Analysen heraus zusammengefasst. Schließlich erfolgt
jeweils ein Resümé, das die durch die vorliegende Analyse gewonnenen Ergeb-
nisse in den Gesamtzusammenhang der Arbeit stellt.

In ↑ Teil 4 werden die Resultate aus den vorangegangenen Teilen der Arbeit4 Forschungs-
ergebnisse vereint. Es fließen also Ergebnisse aus der Sichtung des Forschungsstands, der

eigenen theoretischen Untersuchungen, der methodischen Reflexion und der ei-
genen empirischen Studien zusammen. Dies erfolgt entlang der im methodi-
schen Teil aufgeworfenen Themen: Grundsätzlich ist der Fokus auf Indizien für
und gegen die subjektive Realisierung des Beweises als Sinnstruktur gelegt wor-
den (↑ Kap. 4.1). Auch wurde das beispielgebundene Beweisen im Changieren
zwischen induktivem Prüfen und formalem Beweisen untersucht (↑ Kap. 4.2).
Zudem wurden Zugänge des Entdeckens und Prüfens zum beispielgebundenen
Beweisen eruiert (↑ Kap. 4.3). Überdies fand die sprachliche Explikation des
Allgemeingültigen beim beispielgebundenen Beweisen Berücksichtigung (↑ Kap.
4.4). Schließlich sind noch Ergebnisse zu den weiteren Perspektiven angeführt
(↑ Kap. 4.5). Ein Ausblick beschließt die vorliegende Arbeit (↑ Kap. 4.6).
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Teil 1

Forschungs(gegen)stand

In ↑ Kap. 1.1 wird der aktuelle Forschungsstand zum Beweisen dargestellt und
darauf in ↑ Kap. 1.2 hinsichtlich des beispielgebundenen Beweisens vertieft.
Alsdann werden in ↑ Kap. 1.3 die theoretischen Schlussformen der Abduktion,
Induktion und Deduktion nach Peirce eingeführt, mit denen das Entdecken,
Prüfen und Begründen von Behauptungen logisch charakterisiert werden kann.
Zudem wird in ↑ Kap. 1.4 die Struktur von Argumenten nach Toulmin thema-
tisiert. Hierauf aufbauend wird in ↑ Kap. 1.5 eine Definition beispielgebundenen
Beweisens i.e.S. (im engeren Sinne) und i.w.S. (im weiteren Sinne) gegeben.

1.1 Beweisen 1.1.1 Funktionen des Beweisens
1.1.2 Beweisverhalten von Schülern – empirische Studien
1.1.3 Beweisen, Begründen, Argumentieren

1.2 Beispielgebundenes 1.2.1 Frühe Ansätze zum beispielgebundenen Beweisen
Beweisen 1.2.2 Generic examples und generic proving

1.2.3 Inhaltlich-anschauliches und operatives Beweisen
1.2.4 Visual proving
1.2.5 Beispielgebundenes Beweisen als Dialog

1.3 Entdecken, Prüfen 1.3.1 Begründen per Deduktion
und Begründen 1.3.2 Entdecken per Abduktion

1.3.3 Entdecken mit latenter Beweisidee
1.3.4 Prüfen per Induktion
1.3.5 Prüfen mit latenter Beweisidee

1.4 Struktur von 1.4.1 Argumente
Argumenten 1.4.2 Argumentgefüge

1.4.3 Argumente nach Toulmin und Schlüsse nach Peirce
1.4.4 Beispielgebundene Argumente

1.5 Latente Sinnstrukturen 1.5.1 Latente Sinnstrukturen und (Interaktions-)Texte
und beispielgebundenes 1.5.2 Realisierung beim Entdecken/Prüfen mit latenter Beweisidee
Beweisen 1.5.3 Beweis als subjektiv realisierte und manifestierte Sinnstruktur

1.5.4 Beispielgebundenes Beweisen

1
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1.1 Beweisen
Es heißt, die Mathematik sei eine beweisende Disziplin, deren Spezifikum das
deduktive Schließen ist. Aus der Perspektive eines mathematischen Experten
erscheint das Beweisen als ein Prozess, bei dem die Gültigkeit einer allgemein
statuierten Behauptung aus bekannten Voraussetzungen durch schrittweise An-
wendung von Sätzen und Definitionen formell-deduktiv und damit denknotwen-
dig erwiesen wird. Der dokumentierte Beweis ist dann (als Produkt) eine Ma-
nifestation des schließend vollzogenen Beweisens (als Prozess). Auch in dieser
Arbeit soll hauptsächlich vom Beweisen und weniger von Beweisen gesprochen
werden, da nicht bestimmte Formen von Beweisen untersucht werden sollen, son-
dern sozial ausgehandelte Beweisprozesse und -verläufe, unter welchen Beweise
als Produkte entstehen.

Bevor in ↑ Kap. 1.2 der Forschungsstand zum beispielgebundenen Beweisenallgemeine Betrachtungen
zum Beweisen diskutiert wird, erfolgen zunächst einige allgemeinere Betrachtungen zum Be-

weisen: Zunächst wird geklärt, was das Beweisen ausmacht, und durch welche
Funktionen es charakterisiert werden kann (↑ Abs. 1.1.1). Diese Beweisfunktio-
nen sind zu berücksichtigen, wenn – wie in der vorliegenden Arbeit – Schüler
in mathematischen Gesprächen mit dem Experten beweisen. Dieser beobach-
tet, wie sich die Schüler während ihres Beweisens verhalten. Deshalb werden
auch Studien zum Beweisverhalten von Schülern vorab behandelt (↑ Abs. 1.1.2).
Schließlich erfolgt noch eine kurze sprachhistorische Betrachtung des Begriffs
des Beweisens, um über dessen heutige Verwendung in der Mathematikdidak-
tik und in der Alltagssprache zu reflektieren. Auch werden einige Bemerkungen
zum Verhältnis zwischen Beweisen, Begründen und Argumentieren gemacht (↑
Abs. 1.1.3).

1.1.1 Funktionen des Beweisens
In der mathematikdidaktischen Diskussion der vergangenen Jahrzehnte sind
verschiedene Funktionen des Beweisens zusammengetragen worden, die deut-
lich machen, dass dem Beweisen je nach mathematikdidaktischem Ansatz und
Kontext mehrere Facetten und Wirkungen zugesprochen werden. Diese werden
im Folgenden angeführt und diskutiert, um das Thema der vorliegenden Ar-
beit, das beispielgebundene Beweisen, in den weiteren Rahmen des Beweisens
einzubetten. Hierbei wird einem prozesshaften Verständnis vom (beispielgebun-
denen) Beweisen eine große Bedeutung zugemessen. Wenn in der nun zitierten
Fachliteratur eher von Beweisfunktionen statt von Funktionen des Beweisens
gesprochen wird, möge dies mitbedacht werden.

Das historisch gewachsene Verständnis vom Beweisen stellt die Verifikation einerverifikative Beweisfunktion
Aussage in den Vordergrund. Die Allgemeingültigkeit einer Aussage soll durch
logisches Schließen streng deduktiv erwiesen werden, so dass kein Zweifel an
ihrer Richtigkeit (ihrer Wahrheit) bestehen bleibt. In einer Studie von BellBeweisfunktionen nach

Bell [1976]: verification,
illumination,
systematisation

(1976) über das Begründungsverhalten von Schülern im Mathematikunterricht
werden zur Bedeutung des Beweises in der mathematischen Disziplin jedoch
auch weitere Beweisfunktionen angeführt:
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”The mathematical meaning of proof carries three senses. The first is ve-
rification or justification, concerned with the truth of a proposition; the
second is illumination, in that a good proof is expected to convey an
insight into why the proposition is true; this does not affect the validi-
ty of a proof, but its presence in a proof is aesthetically pleaning. The
third sense of proof is the most characteristically mathematical, that of
systematisation, i.e. the organisation of results into a deductive system
of axioms, major concepts and theorems, and minor results derived from
these.” (Bell, 1976, 24, H.i.O.)

Was der Autor hier als illumination umschreibt, lässt sich auch als explanati- explanative
Beweisfunktionve (erklärende, zur Einsicht verhelfende) Beweisfunktion deuten. Bell (1976)

betont im vorliegenden Zitat, dass ein good proof auch Einsicht darüber vermit-
telt, warum (und nicht nur dass) eine allgemeingültige Behauptung wahr ist. Als
mathematikspezifisch sieht der Autor eine systematisierende Beweisfunktion im systematisierende

BeweisfunktionSinne einer Vernetzung von Axiomen, Begriffen und Sätzen an, wie sie dem
Leser aus der Hochschulmathematik geläufig ist. Dem gegenüber gibt Jahnke
(1978) zu bedenken, dass die Schulmathematik nicht axiomatisch aufgebaut sei,
was er auf den folgenden Umstand zurückführt:

”Das Problem der fehlenden Axiomatik hängt genuin mit dem Problem
der Entwicklungsdynamik des Wissens zusammen, denn die Tatsache, daß
das Wissen beim Schüler sich entwickelt, macht es unmöglich, sich auf den
Standpunkt eines abgeschlossenen Systems zu stellen. Bei dem Problem
der fehlenden Axiomatik geht es also darum, wie man eine bewußte Ent-
wicklungsperspektive auf das Beweisproblem gewinnen kann.” (Jahnke,
1978, 212)

Mit diesem didaktischen Problem der Entwicklung neuen Wissens setzt sich
de Villiers (1990) insofern auseinander, als dass er die entdeckende Beweis-
funktion thematisiert. Der Autor ergänzt die obige Aufstellung von Bell (1976, Beweisfunktionen nach

de Villiers [1990]24) zudem noch um die kommunikative Beweisfunktion:

◦ verification (concerned with the truth of a statement)
◦ explanation (providing insight into why it is true)
◦ systematisation (the organisation of various results

into a deductive system of axioms)
◦ discovery (the discovery or invention of new results)
◦ communication (the transmission of mathematical knowledge)

(de Villiers, 1990, 18f., H.i.O.)

Bei de Villiers (1990) und Rav (1999) lassen sich eine Reihe von älteren
mathematischen Sätzen finden, die durch das Entdecken einer zumeist erst we-
niger allgemeinen Aussage bewiesen wurden. de Villiers (1990, 17ff.) möchte
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mit seinem Verweis auf die gängige Praxis in Schulbüchern einer anscheinend
verbreiteten Fehlvorstellung zur Entstehung von Beweisen entgegentreten, bei
der neue mathematische Sätze a priori als Behauptungen statuiert und erst a
posteriori bewiesen würden. Mit dem kommunikativen Aspekt weist de Vil-
liers (1990) schließlich auf die Bedeutung der Weitergabe, Vermittlung und
Diskussion mathematischen Wissens in Beweisform hin. Beweise erleichtern die
Kommunikation über Mathematik und werden zu einem sozial geteilten Kul-
turgut.

Die vorstehend unterschiedenen Beweisfunktionen sind beim Beweisen in Schule
und Hochschule häufig ineinander verwoben, und oft treten einige von ihnen je
nach Kontext gegenüber anderen hervor. So trägt die erste Beweisfunktion der
Verifikation einen gemeinhin als objektiv, wissenschaftlich angesehenen Charak-
ter, wie er insbesondere durch formelle (formalisierte) Beweise zum Ausdruck
kommt. Dem gegenüber verweist die fünfte Beweisfunktion eher auf die Aus-
handlung mathematischen Wissens zwischen Lernenden, welche sich etwa beim
gemeinsamen Suchen, Finden und Darstellen von Beweisen zeigt. Bei Hanna
& Jahnke (1996, 902f.), de Villiers (1999, 3) und Hanna (2000, 8) werden
noch weitere Beweisfunktionen genannt; für die vorliegende Arbeit sind jedoch
hauptsächlich die fünf genannten Funktionen relevant. Sie werden im Folgenden
anhand weiterer Quellen der zitierten Reihenfolge nach inhaltlich präzisiert.
Dabei wird jeweils ein erster Bezug zum beispielgebundenen Beweisen vorge-
nommen.

Verifikative Beweisfunktion

An primären Funktionen des mathematischen Beweisens wurden oben Verifika-verification –
verifikative
Beweisfunktion

tion und Explanation genannt. Diesen entsprechen etwa die etymologisch ab-
leitbaren Bedeutungen des Erweisens und des Weise-Machens (↑ Abs. 1.1.3).
Hanna macht in ihren frühen Arbeiten einen ähnlichen Unterschied zwischen
Beweisen, die beweisen (proofs that proof bzw. proving that) und Beweisen, die
erklären (proofs that explain why bzw. proving why):

”A proof that proves shows only that a theorem is true; it provides eviden-
tial reasons alone. It is concerned only with substantiation, with what are
known as Rationes cognoscendi, that is, why-we-hold-it-to-be-so reasons.
A proof that explains, on the other hand, also shows why a theorem is
true; it provides a set of reasons that derive from the phenomenon itself:
Rationes essendi, or why-it-is-so reasons. A proof that proves may rely on
mathematical induction or even on syntactic considerations alone. But a
proof that explains must provide a rationale based upon the mathema-
tical ideas involved, the mathematical properties that cause the asserted
theorem to be true.” (Hanna, 1990, 9, H.i.O.)

Der Beweis, der beweist, ist somit ein relativ lückenloser und vollständiger Nach-
weis der Allgemeingültigkeit einer Aussage. Deren Wahrheit wird gesichert, in-
dem aus bekannten Voraussetzungen (Prämissen) durch denknotwendiges (de-
duktives) Schließen vermöge mathematischer Gründe (Definitionen, Axiome, be-
kannte Sätze) auf resultierende Aussagen (Konklusionen) geschlossen wird (↑
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Kap. 1.4). Prämissen und Konklusionen sind dabei möglichst allgemein gehal-
ten. Die Wahrheit der Aussage wird somit nicht empirisch unter Anführung von
Beispielen, sondern theoretisch gesichert, indem die Aussage als allgemeingültig
erwiesen wird. Im Fach Mathematik der allgemeinbildenden Schule und mehr
noch der Hochschule steht diese verifikative Beweisfunktion im Vordergrund.
Häufig begegnet diese dem Leser in der formellen (formalisierten) Darstellung vorwiegend verifikative

Funktion formeller
Beweise

von Beweisen in Fachpublikationen und Lehrbüchern in Verwendung von Varia-
blenzeichen und von mathematischen Symbolen. Man spricht dann von einem
formellen Beweis, der hauptsächlich wahrheitssichernden Charakter hat. Dieser
kann auch als manifestes, in algebraischer Sprache formuliertes Produkt eines
Beweisprozesses angesehen werden. In Differenzierung der Darstellung eines Be-
weises wird in der vorliegenden Arbeit von formalem Beweisen gesprochen, wenn formales und

formelles Beweisenein Beweis von seinen Argumenten her gesehen zwar allgemein, aber von seiner
Darstellung her nicht formell (formalisiert) gehalten ist, etwa wenn ein Schü-
ler beim Beweisen seine Umgangssprache zur Formulierung des Allgemeinen
und des Allgemeingültigen benutzt. Mit der Differenzierung zwischen formalem
Beweisen und formellem Beweisen wird hier also eine ähnliche Unterscheidung
getroffen, wie dies in den Diskussionen um formale Bildung der 1980er Jahre zu
Form und Formalisierung etwa Wicke (1985, 55ff.) unternommen hat.

Erklärende Beweisfunktion

Hanna (1990, 9) unterscheidet in ihrem obigen Zitat vom Beweis, der beweist, explanation –
erklärende Beweisfunktionden Beweis, der erklärt, und insofern die ursächlichen Gründe einer behaup-

teten Aussage verstehbar machen soll. Wird ein formeller Beweis etwa nur als
schließender Kalkül (etwa in Umformungen von Termen mit Variablenzeichen
vermöge von Operatoren) verstanden, mag er eine verifikative Funktion erfül-
len. Dies bedeutet aber noch nicht, dass der Lernende auch die Einsicht erhält,
warum sich die jeweilige Aussage unter den gegebenen Voraussetzungen als all-
gemeingültig erweist.

Daraus haben sich insbesondere für die Schulmathematik didaktische Ansät-
ze ergeben, die auf eine Relativierung der dominierenden verifikativen Beweis-
funktion hinauslaufen. Die Wahrheit einer mathematischen Aussage kann etwa
anhand einzelner Beispiele durch Zeichnen, Messen oder Rechnen empirisch (in-
duktiv) geprüft werden. Damit lassen sich aber häufig noch nicht die Gründe
für die Allgemeingültigkeit der betrachteten Aussage klären. Hier kann das bei-
spielgebundene Beweisen ansetzen: Wenn es dem Lernenden nämlich hinsichtlich erklärende Funktion

beispielgebundenen
Beweisens

einer Aussage gelingt, aus der empirischen Erkenntnis am besonderen Beispiel
eine theoretische Erkenntis des Allgemeingültigen zu erlangen, hat er Einsicht
darin gewonnen, warum die betrachtete Aussage allgemeingültig ist. Beim bei-
spielgebundenen Beweisen tritt, wie die späteren theoretischen Ausführungen in
↑ Kap. 1.5 zeigen, die Einsicht gewinnende, explanative Beweisfunktion hervor:
Der Lernende muss zwischen dem Besonderen und dem Allgemeingültigen un-
terscheiden, mathematische Zusammenhänge erschließen und die Grenzen vor-
genommener Verallgemeinerungen erkennen. Wenn Lernende überdies während
eines Beweises ihr Augenmerk auf ein charakteristisches oder strukturelles Merk-
mal richten, kann dies Steiner (1978) zufolge Einsicht bewirken:
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”My proposal is that an explanatory proof makes reference to a characte-
rizing property of an entity or structure mentioned in the theorem, such
that from the proof it is evident that the result depends on the property.
It must be evident, that is, that if we substitute in the proof a different
object at the same domain, the theorem collapses; more, we should be
able to see as we vary the object how the theorem changes in response.”
(Steiner, 1978, 143)

An dieser Schilderung wird aber auch deutlich, dass es beim erklärenden Bewei-beispielgebundenes
Beweisen als Prozess sen nicht so sehr auf den Beweis als fertiges Produkt ankommt, wenn er erhellend

sein soll, sondern auf einen allmählichen Erkenntnisprozess und dessen passen-
de didaktische Motivierung. Dies lässt sich gerade auch vom beispielgebundenen
Beweisen sagen.

Nicht nur in der neueren fachdidaktischen Literatur, sondern auch von Ma-
thematikern selbst wird der explanativen Beweisfunktion gegenüber der verifi-
kativen Beweisfunktion eine besondere Bedeutung eingeräumt. Es sei hier auf
computergestützte oder überlange Beweise etwa zum Vier-Farben-Problem, zur
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen oder zum Großen Fermatschen
Satz hingewiesen, die zwar wahrheitssichernd, aber selbst vielen Mathematikern
schwer erklärlich sind. Manin (1977, 51) zufolge ist es wohl gerade auch ein Qua-
litätsmerkmal von Beweisen, wenn sie uns zur Einsicht verhelfen: ”The moral: a
good proof is one which makes us wiser.” Mit dieser an das obige Zitat von Bell
(1976, 24) erinnernden Charakterisierung eines good proof wird die explanative
Funktion des Beweisens im Sinne eines einsichtsvollen Weise-Machens erneut
hervorgehoben (↑ Abs. 1.1.3).

Systematisierende Beweisfunktion

Die dritte, eingangs auch schon bei Bell (1976, 24) genannte Beweisfunktionsystematisation –
systematisierende
Beweisfunktion

betrifft die beziehungsreiche Systematisierung mathematischer Begriffe, Axio-
me, Definitionen und Sätze. Dieser Ordnungsaspekt lässt sich auf die Zeit wäh-
rend oder nach entsprechender Beweisaktivitäten beziehen. Bezüglich des Ma-
thematikunterrichts wird etwa seit Freudenthal (1973, 451ff.) häufig vom
lokalen Ordnen gesprochen, und zwar in Abgrenzung zum streng deduktiv-
axiomatischen globalen Ordnen in der Hochschulmathematik und rückblickend
auf die Zeit der sogenannten Neuen Mathematik an den Schulen der 1970er Jah-
re. Beim lokalen Ordnen werden nur in einzelnen (schul)mathematischen Teil-
gebieten Beweise ausgeführt und miteinander in Beziehung gesetzt, während
ansonsten anschauliche, heuristische Überlegungen und Plausibilitätsbetrach-
tungen angestrebt werden. Ein Beispiel für ein solches lokales Ordnen gibt die
Satzgruppe des Pythagoras (inklusive Höhen- und Kathetensatz).

de Villiers (1986, 8f.) differenziert hinsichtlich weiterer Funktionen einer Syste-weitere Aspekte der systema-
tisierenden Beweisfunktion -matisierung von bekannten Sätzen, Definitionen und Axiomen. Er führt dabei

die Identifikation nicht explizierter oder bislang verborgen gebliebener Voraus-
setzungen von Sätzen an, die Möglichkeit einer Vereinfachung oder Vereinheit-
lichung mathematischer Theorien, das Aufspüren möglicher Ring- oder Zirkel-
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schlüsse zwischen mathematischen Argumenten sowie die Einnahme einer glo-
balen Perspektive, um etwa strukturelle Gemeinsamkeiten von Objekten her-
auszuarbeiten, und um ggf. ökonomischere oder elegantere Beschreibungen ma-
thematischer Sachverhalte zu finden.

Aber auch beim Beweisen selbst werden zugrunde gelegte mathematische Sätze, systematisierende Funktion
des Beweisens selbstDefinitionen und Begriffe aufeinander bezogen. Der Lernende muss mathemati-

sche Prämissen und Regeln im Beweisprozess sinnvoll ordnen und verknüpfen,
um auf entsprechende Konklusionen zu schließen. Zur Darstellung der Beweis-
struktur eignen sich der Theorie von Argumenten nach Toulmin (1996) ent-
lehnte mehrgliedrige oder mehrschichtige Argumentgefüge, wie sie in ↑ Kap. 1.4
dieser Arbeit eingeführt werden. Das Systematisieren von Aussagen ist auch hin-
sichtlich des Allgemeinheitsgrads einer fraglichen Behauptung relevant, wie sich systematisierende Funktion

beispielgebundenen
Beweisens

dies beim beispielgebundenen Beweisen zeigt, wenn etwa der Gültigkeitsbereich
einer Behauptung untersucht wird und es im Rahmen dieses Beweisprozesses zu
einer fortschreitenden Verallgemeinerung der Behauptung kommt. Beispielswei-
se kann man an einen Regelverband denken, in dem es um die Addition einer
bestimmten Anzahl äquidistanter Zahlen in verschiedener Anordnung geht, wo-
bei die Konstanz der Summe beim gegensinnigen Verändern ein wiederkehrendes
Argument darstellt (↑ Kap. 3.1).

Entdeckende Beweisfunktion

Wie oben bereits angesprochen, thematisiert de Villiers (1990) die entdecken- discovery –
entdeckende
Beweisfunktion

de Beweisfunktion als vierten Aspekt, welcher später von Rav (1999) in seiner
Analyse mathematikhistorischer Pionierleistungen durch einige Beispielen illus-
triert wird. de Villiers (1990, 21) versteht unter der entdeckenden Funktion
des Beweisens das Auffinden oder Erzeugen neuer Ergebnisse durch die Beweis-
tätigkeit selbst: ”proof can frequently lead to new results”. Er grenzt sich dabei Entdecken

durch Beweisenvon der unterrichtsnahen Vorgehensweise ab, bei der zunächst eine Behauptung
a priori aufgestellt, damit schon bekannt und erst a posteriori bewiesen wird
(”first the result is presented followed by the proof”).

Von der entdeckenden Beweisfunktion zu unterscheiden ist das Beweisen durch Beweisen
durch EntdeckenEntdecken. Meyer (2007, 33f.) schickt diesbezüglich voraus, dass vom logischen

Standpunkt her durch einen streng deduktiven Beweis gerade kein neues Wis-
sen generiert bzw. entdeckt wird, da von vorausgesetzten Prämissen vermöge
bekannter Regeln deduktiv auf eine Konklusion geschlossen wird. Wie in ↑ Abs.
1.3.3 ausführlicher behandelt wird, kann der Lernende hingegen eine Entdeckung
machen, indem er ein Resultat (im logischen Sinne) anhand eines besonderen
Beispiels deduktiv herstellt. In der deduktiven Herstellung eines als beispielhaft
begriffenen Resultats kann er dann ggf. einen allgemeingültigen Beweis erken-
nen. Meyer & Voigt (2009a, 48ff.) zufolge bedeutet dies, dass der Lernende
mit latenter Beweisidee entdeckt. Das Entdecken mit latenter Beweisidee gilt
als didaktisch besonders produktiv, zumal es sich zum beispielgebundenen Be-
weisen wandeln kann. Auch deshalb erscheint es im Rahmen der vorliegenden beispielgebundenes Beweisen

durch EntdeckenArbeit sinnvoll, (beispielgebundene) Beweisprozesse zu untersuchen, d.h. auch
eher vom Beweisen statt von Beweisen zu sprechen. Ein solcher (beispielgebun-
dener) Beweisprozess schließt einen Wechsel zwischen Entdecken, Prüfen und
Begründen ein (↑ Kap. 1.4).
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Kommunikative Beweisfunktion

Das Beweisen besitzt auch kommunikative Funktionen wie die Wissensvermitt-communication –
kommunikative
Beweisfunktion

lung, das Argumentieren und das Überzeugen Anderer. Mit Letzterem dürfte im
Mathematikunterricht aber weniger ein Überreden gemeint sein – das heutzu-
tage pejorativ verwendete Weismachen ist beim Beweisen allenfalls von sprach-
lichem Interesse (↑ Abs. 1.1.3). Auch geht es beim Beweisen im Mathematik-
unterricht eher weniger um die Strittigkeit einer behaupteten Aussage, so dass
sich kein alltagsnaher Dissens einstellen dürfte (vgl. etwa Krummheuer (2003,
248f.) und Schwarzkopf (2000, 238f.)). Vielmehr besteht häufig bald Konsens
über die Allgemeingültigkeit der betrachteten Aussage, wenn auch der Grad
ihrer Allgemeingültigkeit diskursionswürdig sein kann. Vor allem aber ist die
Frage, wie bewiesen werden kann, Gegenstand der mathematischen Auseinan-
dersetzung. Ausgehandelt, d.h. verworfen, modifiziert, akzeptiert oder verfeinert
werden die jeweiligen Argumente, die zu der betrachteten Aussage führen:

”Proof as a form of social interaction (...) involves the subjective ne-
gotiation of not only the meanings of concepts concerned, but implicitly
also of the criteria for an acceptable argument. In turn such a social fil-
tration of a proof in various communications contributes to its refinement
and the identification of errors, as well as sometimes to its rejection by
the discovery of a counter-example.” (de Villiers, 1990, 22, H.i.O.)

Über Argumentationsprozesse im Mathematikunterricht gibt es mittlerweile ei-
ne reichhaltige Literatur (siehe etwa Mormann (1981), Schwarzkopf (2000),
Knipping (2003), Bezold (2009)), auf die teils noch an späteren Stellen ein-
gegangen wird.

Ein Beweis erfordert an sich eine sprachliche Ausdrucksform in Variablenzeichenkommunikative Funktion
beispielgebundenen
Beweisens

und deduktiven Schlüssen, welche seiner Allgemeinheit Rechnung trägt, um die
behauptete allgemeingültige Aussage zu verifizieren. Eine Spannung liegt darin,
dass das Denken und Sprechen in und an Beispielen den Lernenden jedoch
naturgemäß leichter fällt. Auch dürfte das Versprachlichen des an Beispielen
allgemein Erkannten den Lernenden zumal an der Front ihres Wissens schwer
fallen. Dies gilt um so mehr für jüngere Schüler, die noch nicht algebraisch-
formell zu sprechen oder zu schreiben vermögen.

————————————–

Wie vorstehend angesprochen, besitzen die diskutierten Funktionen des Bewei-
sens eine unterschiedliche Relevanz für verschiedene Beweistypen und Zugänge
zum Beweisen. Im nachfolgenden ↑ Abs. 1.1.2 soll an vorwiegend quantitativ
ausgerichteten Studien kurz dargestellt werden, welches Beweisverhalten von
Schülern sich in der Praxis des Mathematikunterrichts zeigt, und wie dieses von
Forschern kategorisiert und beurteilt wird. Dabei werden Aspekte beispielgebun-
denen Beweisens häufig thematisiert, so dass sich eine Lektüre dieser Studien
lohnt.
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1.1.2 Beweisverhalten von Schülern – empirische Studien
Die in ↑ Abs. 1.1.1 dargestellten Funktionen von Beweisen spielen auch bei der Kategorisierungen und

Bewertungen des Beweis-
verhaltens von Schülern

Konzeption und Durchführung quantitativ angelegter Studien zum Beweisver-
halten von Schülern eine Rolle, wenn es etwa darum geht, inwiefern die Äu-
ßerungen eines Schülers als Beweis anzusehen sind. Das Beweisverhalten von
Schülern lässt sich manchen Forschern zufolge kategorisieren und in Hinblick
auf erreichte Kompetenzniveaus beurteilen:

◦ Beweisverhalten von Schülern zwischen Induktion und Deduktion

Einige Forscher (beispielsweise Fischbein & Kedem (1982), Vin-
ner (1983), Chazan (1993), Edwards (1998)) untersuchen, in wie
weit bei Schülern ein mathematikspezifisch deduktives Vorgehen von
einem eher heuristisch-induktiven Vorgehen unterschieden werden
kann.

◦ Detailierte Kategorisierungen des Beweisverhaltens von Schülern

Zunehmend umfangreichere Studien (etwa Balacheff (1988),
Martin & Harel (1989), Healy & Hoyles (2000)) gehen der Fra-
ge nach, mit welchen detailiert angelegten Kategorisierungen sich
das Beweisverhalten von Schülern beschreiben lässt. Teils werden
dabei Beweisschemata und -typen entwickelt.

◦ Kompetenzniveaus von Schülern im (beispielgebundenen) Beweisen

Manche Studien verwenden überdies Beweiskategorisierungen, um
Kompetenzniveaus von Schülern im (beispielgebundenen) Beweisen
zu ermitteln, zu operationalisieren und auf diesem Wege für die Un-
terrichtspraxis nutzbar zu machen (hier Goldberg (1984)). Diese
Kompetenzniveaus orientieren sich häufig an einer formellen Beweis-
darstellung als höchster Stufe.

In den betrachteten Studien geben manche Forscher auch darüber Auskunft, Relevanz bisheriger
empirischer Studien für das
beispielgebundene Beweisen

welche didaktischen Mittel und Methoden zu empfehlen sind, um das (beispiel-
gebundene) Beweisen der Schüler zu fördern oder zu untersuchen. Mit Blick auf
die Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 werden einige der dabei genannten Vorgehens-
weisen herausgestellt.
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Beweisverhalten von Schülern zwischen Induktion und Deduktion

Fischbein & Kedem (1982, 128) untersuchen u.a., ob Schüler nach einem de-induktives Prüfen nach
deduktivem Schließen nach
Fischbein & Kedem [1982]

duktiv geführten Beweis noch weitere induktive Prüfungen durchführen (”need
for further checks”), um sich der Allgemeingültigkeit der zu beweisenden Aussa-
ge ganz sicher zu werden. Der Einteilung der Antworten von etwa 400 Schülern
im Alter von 15 bis 17 Jahren nach kommen die Autoren zu folgendem Ergebnis:

”most of the subjects favour supplementary checks of an already proven
mathematical statement, even if they have previously expressed their full
agreement with the statement and its formal proof. (...) Our basic expla-
nation of this finding is that the ordinary student is intuitively inclined
towards an empirical interpretation of the validity of an argumentation.
He naturally tends to seek support for a statement by accumulating as
many as possible significant confirmations.” (Fischbein & Kedem, 1982,
131)

Die Autoren führen ein zusätzliches Prüfen des schon Bewiesenen an neuen
Beispielen damit auf ein induktiv geprägtes, natürliches Beweisverhalten der
Schüler zurück, bei dem diese möglichst viele Belege zur Bestätigung eines Be-
weises einholen. Könnte man den Befund der Autoren aber nicht auch dadurch
erklären, dass sich die Schüler nicht nur an der verifikativen Beweisfunktion ori-
entieren? Durch die nachträglich bestätigenden Beispiele scheinen die Schüler
mehr Einsicht im Sinne der explanativen Beweisfunktion zu gewinnen (↑ Abs.
1.1.1). Diese Interpretation vor dem Hintergrund der Beweisfunktionen hätte
folgende Konsequenz: Sofern Schüler formell (in formalisierter Sprache) bewei-
sen können und danach induktiv prüfen, dürften sie im Sinne der explanativen
Beweisfunktion das zuvor allgemeingültig Bewiesene nunmehr in der Besonder-
heit des gewählten Beispiels wiedererkennen. Das beispielgebundene Beweiseninduktives Prüfen als

möglicher Ausgangspunkt
beispielgebundenen
Beweisens

kann auf diesem Wege also seine Berechtigung durchaus selbst für Schüler er-
fahren, welche formell beweisen können. Dies heißt umgekehrt aber auch, dass
das induktive Prüfen – gegenüber der landläufigen Interpretation – nicht nur
als ein Notbehelf für jene Schüler anzusehen ist, welche formelle Beweise nicht
nachvollziehen oder nicht selbst führen können. Das induktive Prüfen lässt sich
im Sinne der explanativen Beweisfunktion vielmehr auch als möglicher Aus-
gangspunkt für das beispielgebundene Beweisen betrachten. Zudem lässt sich
der Befund der Autoren insofern hinterfragen, als dass Schüler bei vorgetrage-
ner Zustimmung oder Reproduktion eines formell dargestellten Beweises dessen
Allgemeingültigkeit nicht notwendigerweise auch einsehen müssen.

In Hinblick auf dieselbe Studie stellt Fischbein (1982) fest:induktives Prüfen und
deduktives Schließen bei
Fischbein [1982]

”Only 24.5% of the entire population accepted the correctness of the proof
and at the same time answered that additional checks are not necessary
(...) The concept of formal proof is completely outside the main stream of
behaviour.” (Fischbein, 1982, 16f., H.i.O.)
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Der Autor interpretiert dieses Ergebnis dahingehend, dass Schülern der Unter-
schied zwischen Induktion und Deduktion nicht klar sei.

Vinner (1983, 289ff.) untersucht Verhaltensweisen von Schülern beim Beweisen Bestätigung von speziellen,
schon allgemein bewiesenen
Aussagen bei Vinner [1983]

insofern, als dass er die Schüler Spezifikationen von bereits bewiesenen Aussagen
untersuchen lässt. Er macht dabei folgende Beobachtungen:

◦ Einige Schüler prüfen die spezielle Aussage im Beispiel rein induktiv, etwa
durch Ausrechnen.

◦ Andere Schüler verwenden jedoch den schon bekannten Beweis auch als
Mittel, um durch dessen Spezifikation die bewiesene Aussage nochmals zu
bestätigen.

◦ Nur etwa die Hälfte der als unterschiedlich begabt ausgewiesenen 365
Schüler tendiert dazu, auf die Allgemeingültigkeit des Beweises zu ver-
weisen, welche Spezifikationen per se einschließt.

Vinner (1983, 294) zieht aus seinen Beobachtungen die Schlussfolgerung, dass
ein Drittel der Schüler das Wesen eines mathematischen Beweises nicht verste-
he. Hier stellt sich jedoch die Frage, ob die Schüler nicht eher einer gefühlten
Erwartung der Lehrkraft entsprechen, im Beispiel genauso zu schließen wie im
Beweis, wenn dieser in seiner Allgemeinheit im Unterricht schon geführt worden
ist.

Eine zudem in einigen Studien untersuchte Frage ist, ob Schülern ein Prüfen Reichen mehrere Beispiele
für einen Beweis aus?der Behauptung an mehreren Beispielen ausreicht, um die Allgemeingültigkeit

einer behaupteten Aussage zu sichern, oder ob für die Schüler ein Beweis mehr
ausmacht. Diese Frage ist für den Forschungsgegenstand des beispielgebunde-
nen Beweisens von besonderer Bedeutung. Sie wird in den betrachteten Studien
indessen häufig vor dem Hintergrund einer angenommenen Gegensätzlichkeit
zwischen einem induktiv geprägten, informellen Beweiszugang und einer de-
duktiven, formellen Beweisdarstellung untersucht und je nach Schülerantwort
kategoriell entschieden.

Chazan (1993, 359ff.) hat in seiner teilweise qualitativ untermauerten Studie zur Rolle des Beispiels beim
Beweisen bei Chazan [1993]über computergestützte empirische Verifikationen geometrischer Aussagen Schü-

ler interviewt, ob diese empirische Belege schon als Beweis betrachten oder nicht
(empirical evidence as proof, als dichotome Kategorien formuliert: evidence is
proof und evidence is not proof ). Auch befragt er die Schüler, ob diese umge-
kehrt einen mathematischen Beweis lediglich als empirischen Beleg betrachten
oder nicht (mathematical proof simply as evidence, als dichotome Kategorien
formuliert: proof is just evidence und proof is not just evidence).

In der Kategorie evidence is proof fasst Chazan (1993, 368ff.) folgende Schü-
leransichten zusammen:

◦ ein Beispiel reicht als Begründung der allgemeinen Aussage aus

◦ es sind (geometrisch motivierte) Fallunterscheidungen vorzunehmen
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◦ ein Beispiel ist repräsentativ für eine ganze Klasse von Beispielen

◦ ein Beispiel sollte nicht zu speziell gewählt werden, da es sonst als nicht
repräsentativ gelten kann

Dem gegenüber zählt Chazan (1993, 370f.) folgende Schüleransichten zur Ka-
tegorie evidence is not proof :

◦ es könnte ein Gegenbeispiel zur behaupteten Aussage existieren

◦ jedes Beispiel ist in irgendeiner Hinsicht besonders

◦ Messen (Zeichnen) ist nicht exakt

Hinsichtlich des Beweisverständnisses findet Chazan (1993, 371ff.) bei den
Schülern verschiedenste Auffassungen vor: Einige Schüler erwecken den Ein-
druck, dass der Beweis nur ein weiterer empirischer Beleg sei, andere sind der
Meinung, dass ein Beweis keine Sicherheit vor weiteren Gegenbeispielen gebe,
nicht allgemeingültig sei, sich nur auf spezielle Voraussetzungen beziehe oder
von der Richtigkeit angeführter Gründe abhängig sei. Zudem gibt es Schüler,
die die Auffassung vertreten, dass der Beweis nicht nur ein empirischer Beleg
sei, da er für alle betrachteten Fälle geführt werden könne.

Die von Chazan (1993) dargestellten Interviewauszüge lassen eine weitgehen-
de Reflexion der Schüler über die mathematikspezifische (bzw. geometriespe-
zifische) Beweisproblematik erkennen. Die oben genannte Kategorie, dass ein
Beispiel repräsentativ für eine ganze Klasse von Beispielen sein kann, kenn-
zeichnet ein genuin beispielgebundenes Beweisverständnis. Es stellt sich dabei
allerdings auch die Frage, ob sich das beobachtete Beweisverhalten und die dar-
aus abgeleiteten Beweisvorstellungen von Schülern in der vorstehenden Weise
kategorisieren lassen. Chazan (1993, 385) kommt etwa auch zu dem Ergebnis,Problematik der Bildung von

Kategorien zum Beweisver-
halten von Schülern

dass extensives Arbeiten an Beispielen und Messen die Schüler nicht per se vom
(beispielgebundenen) Beweisen abhalten. Zugleich beobachtet er eine Skepsis
jüngerer Schüler gegenüber rein deduktiven, auf theoretische Wahrheitssiche-
rung abzielenden Beweisen. Deshalb empfiehlt Chazan (1993, 383), mit geome-
trischen Beweisen unter Betonung ihrer explanativen Funktion zu beginnen. Sie
könnten der Ausgangspunkt dafür sein, den Schülern dann auch die Bedeutung
der verifikativen Beweisfunktion bei deduktiv-formell gehaltenen Beweisen zu
vermitteln.

Chazan (1993, 382) diskutiert ferner eine Einteilung von Williams (1979) ininduktiv und deduktiv
denkende Schüler bei
Williams [1979]

inductive thinkers, deductive thinkers und Zwischenkategorien. In dessen Un-
tersuchungen bestätige sich, dass Schüler hinsichtlich ihres Beweisverhaltens
in mehrere Kategorien einzustufen seien. Chazan (1993, 382) diskutiert wei-
ter, wie die Beweisvorstellungen der Schüler und die Selbsteinschätzung ihres
Beweisverhaltens ausfallen und wie dieses durch Interventionen der Lehrperso-
nen zu verändern sei, um ggf. vorliegende Fehlvorstellungen auszuräumen. Statt
aber Kategorien vorzugeben und das Beweisverhalten von Schülern danach ein-
zuordnen, lässt sich das Beweisen der Schüler auch als zu erforschender Prozess
auffassen, zumal aus manchen Interviewauszügen der Schüler hervorgeht, dass
sich deren Beweisvorstellungen während ihres Beweisens ändern.
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Edwards (1998) kommt in seiner Studie über das Beweisverhalten von Schülern
der Sekundarstufe zu widersprüchlichen Einschätzungen. Einerseits müssten die
Schüler an die Allgemeingültigkeit einer Aussage glauben, bevor sie diese be-
weisen. Andererseits würden die Schüler die Auffassung vertreten, dass ein Bei- induktives Prüfen

statt Beweisfindung
bei Edwards [1998]

spiel oder mehrere Beispiele für den Beweis einer Behauptung ausreichen. Dieser
Befund kann so interpretiert werden, dass die Behauptung für die Schüler un-
fraglich ist, sie deshalb auf häufig einfachere, induktiv geprägte Strategien zur
Beweissicherung zurückgreifen. Ihr Beweisbedürfnis lässt sich bereits in der Be-
stätigung der scheinbar unfraglichen Aussage durch Beispiele stillen. Deshalb
könnte man das Beweisbedürfnis der Schüler möglicherweise dadurch wecken,
dass man ihnen eine als fraglich ausgezeichnete Aussage an einem Beispiel prä-
sentiert. Mit anderenWorten: Die Schüler könnten durch einen im Beispiel gehal-
tenen, vorgelegten Beweis zum beispielgebundenen Beweisen einer Behauptung
als hinterfragenswerte Aussage angeregt werden. Dies stellt einen der Zugänge
zum beispielgebundenen Beweisen dar, wie sie in ↑ Kap. 1.3 theoretisch und in
↑ Kap. 3.5 anhand vorgelegter Potenzregeln praktisch behandelt werden.

Kategorisierungen des Beweisverhaltens von Schülern

Einige Forscher stellen verschiedene Beweiskategorien auf, nach denen sie das
Beweisverhalten von Schülern einordnen. Martin & Harel (1989, 43f.) – vor-
gängig Harel & Martin (1986) – haben herausgefunden, dass selbst angehen-
den Lehrern eine Unterscheidung zwischen induktivem und deduktivem Vorge- induktive und deduktive

Kategorisierungen bei
Martin & Harel [1989]

hen beim Beweisen nicht immer leicht fällt. Je nachdem, ob den 101 Personen
der Untersuchung der jeweilige mathematische Kontext bekannt oder unbekannt
gewesen ist, wurden induktive und deduktive Vorgehensweisen der angehenden
Lehrer quantitativ erfasst. Hierbei haben die Autoren folgende Kategorien für
ein induktives Vorgehen gebildet:

◦ examples
(”two particular instances of the generalization involving small num-
bers”)

◦ pattern
(”a chart containing a sequence of instances of the generalization”)

◦ big number
(”a particular instance of the generalization involving large num-
bers”)

◦ example and nonexample
(”an example supporting the general statement”)

Dem deduktiven Vorgehen haben Martin & Harel (1989, 44f.) alsdann fol-
gende Kategorien zugeordnet:

◦ general proof
(”a correct general proof (...) including statements justifying each
step”)

◦ false proof
(”a fallacious proof of the generalization, including statements pur-
porting to justify each step”)
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◦ particular proof
(”a correct proof of the generalization, including statements justify-
ing each step, in which particular numbers were substituted for each
of the variables”)

Den angehenden Lehrern wurden Begründungen zu Aussagen wie etwa über
die Teilbarkeit natürlicher Zahlen vorgelegt. Sie wurden alsdann aufgefordert,
diese vorgelegten Begründungen zu bewerten. Martin & Harel (1989, 46f.)
gehen damit der Frage nach, inwiefern angehende Lehrer induktiv geprägte Be-
gründungen als Beweis mathematischer Aussagen akzeptieren, und welchen Va-
lidierungsgrad sie den jeweiligen Begründungen (auf einer vierstufigen Skala)
beimessen. Die Autoren unterscheiden dabei zwischen bekanntem und unbe-
kanntem mathematischem Kontext und beziehen auch so genannte ”ritualistic
aspects of proof” mit ein, d.h. es soll etwa mit einem vorgelegten false proof
im Gewand eines formellen Beweises getestet werden, ob sich die angehenden
Lehrer durch die bloße Form der Beweisdarstellung beeinflussen lassen. Wie zu-
vor schon angesprochen wurde, stellt die Vorlage eines falschen Beweises ebenso
eine Zugangsmöglichkeit zum beispielgebundenen Beweisen dar.

Martin & Harel (1989, 45) zufolge sprechen angehende Lehrer der Kategorieparticular proof bei
Martin & Harel [1989] particular proof einen geringeren Validierungsgrad zu als allen anderen Katego-

rien, sieht man von dem vorgelegten false proof ab. Ansonsten erhalten Martin
& Harel (1989, 48) für den Fall, dass den angehenden Lehrern der mathema-
tische Kontext bekannt ist, folgendes (signifikante) Ergebnis: ”more students
accepting correct deductive arguments also accepted an argument presented in
the particular case than rejected it”. Von denjenigen angehenden Lehrern also,
welche deduktive Argumente akzeptieren, sagt der Mehrheit auch ein Argument
am Beispiel zu, statt dieses Argument am Beispiel abzulehnen. Sie geben dafür
folgende Erklärung:

”First, students may be interpreting a particular proof as an inductive
argument, in which case it is seen as an instantiation of the inductive
argument frame. This seems unlikely; the same pattern of high levels of
acceptance of a particular proof was found in students rating inductive
arguments low. Second a particular proof may be viewed as an instantia-
tion of the deductive process used in the general proof. In this case, they
are ’replaying’ the general deductive argument in the particular case.”
(Martin & Harel, 1989, 49f.)

Gestützt werde die zweite Interpretation durch die oben zitierten Ergebnisse
von Vinner (1983, 290f.), nach denen einige Schüler zu einer Spezialisierung
eines formellen Beweises tendierten, statt auf diesen selbst zu verweisen, wenn
sie die jeweilige Aussage für eine Beispielinstanz verifizieren sollen.

Für die vorliegende Arbeit sind die von Martin & Harel (1989, 43ff.) beschrie-Nutzen der Kategorien von
Martin & Harel [1989]
für das beispielgebundene
Beweisen

benen induktiven und deduktiven Abstufungen insofern von Belang, als dass sie
zu Stadien beispielgebundenen Beweisens werden können und für die Anlage
von Aufgabenstellungen Anregungen bieten. Etwa kann die Kategorie big num-
ber als ”a particular instance of the generalization involving large numbers”



15 1.1.2 Beweisverhalten von Schülern – empirische Studien

(s.o.) Schülern den Zugang zu einem particular proof ebnen, da der Umgang
mit großen oder unhandlichen Zahlen dem Ausrechnen als rein induktives Ver-
fahren nach der Kategorie examples vorbeugen kann. Dies stellt eine weitere
Zugangsmöglichkeit zum beispielgebundenen Beweisen dar, wie sie in den Ein-
zelfallstudien in ↑ Kap. 3.3 und in Kap. ↑ 3.4 zum vollständigen Graphen und
zum Außenwinkelsatz thematisiert wird.

In früherer Zeit stellten van Hiele (1973) sowie van Dormolen (1977, 32) eine Beweiskategorien nach
van Hiele [1973] sowie
van Dormolen [1977]

dreistufige Skala von Beweiskategorien auf. Letzterer illustriert dies in geome-
trischem Kontext. Im ground level denke der Schüler noch an eine ganz konkrete
Instanz. Sobald der Schüler ein Objekt hinsichtlich bestimmter allgemeiner Ei-
genschaften als repräsentativ für eine ganze Klasse von Beispielen sehe, befinde
er sich im first level of thinking. Gelange er schließlich zu einem selbstreflek-
tierenden Begründen und damit auf einen second level of thinking, werde er
diese Beispiele nur noch als Illustration für den allgemeingültigen Beweis einer
Aussage heranziehen.

Balacheff (1988) unterscheidet folgende Beweiskategorien: Beweiskategorien nach
Balacheff [1988]

◦ naïve empiricism
(”in which the truth of a result is asserted after verifying several
cases”)

◦ the crucial experiment
(”in which a proposition is verified on a particular case recognised
to be typical but non-trivial”)

◦ the generic example
(”in which the reasons for the truth of an assertion are made explicit
in a prototypical case”)

◦ the thought experiment
(”in which the operations and foundational relations of the proof are
indicated in some other way than by the result of their use”)

(jeweils Coe & Ruthven (1994, 44, H.i.O.); vgl. Balacheff (1988, 218ff.))

Hinzu kommt nach Balacheff (1991, 94) noch die Kategorie proof by ’reasons’,
die in Balacheff (1988, 226) noch als calculations of statements bezeichnet
und wie folgt erläutert wird:

”They are intellectual constructions based on more-or-less formalised,
more-or-less explicit theories of the ideas in question in the solution of
the problem. These proofs appear as the result of an inferential calcu-
lation on statements. They rely on definitions or explicit characteristic
properties.” (Balacheff, 1988, 226f.)

Es handelt sich dabei also um formale Beweise, die jedoch nicht notwendiger-
weise formell dargestellt werden. Balacheff (1988, 222ff.) teilt die genannten
Kategorien wie folgt ein:

◦ pragmatic proofs:
naive empiricism, crucial experiment, generic example
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◦ conceptual proofs: thought experiment, calculations of statements

Das generic example steht stellvertretend für eine ganze Klasse von Beispielen
und nicht etwa für ein spezifisches Beispiel. Diese Differenz muss gleichwohl vongeneric example
den Schülern erst wahrgenommen werden, wenn sie (etwa im Rahmen des bei-
spielgebundenen Beweisens) allmählich erkennen, dass das betrachtete Beispiel
für etwas Allgemeineres als für sich selbst steht. Von einem generic example sehe
der Schüler beim thought experiment als vierter Stufe Balacheff (1988, 225)
zufolge ab, dieses werde vom Schüler abstrakt konstruiert, und seine Eigenschaf-
ten allgemein betrachtet. Wenn Balacheff (1991, 217) von einem ”move into
conceptual proof” spricht, stellen die vorstehenden fünf Beweisstufen Stadien
in einem stetig gedachten und abstrakter werdenden Lernprozess dar. Leddy
(2001) kommentiert diesen Ansatz wie folgt:Kritik an den Beweiskate-

gorien von Balacheff
[1988] durch Leddy [2001]

”Implicit in these hierarchies is the notion that students will progress
from one level to another and that one must move through one level
before reaching another. Whilst this is undoubtedly true, it should also
be stressed that students will move back and forth depending on the task
that they are involved with. In other words, a student capable of a thought
experiment in one situation may regress to naïve empiricism in another.
Once again, we see that finding a theory of how students learn to prove
is rather elusive.” (Leddy, 2001, 35)

An dieser Kritik setzt die vorliegende Untersuchung beispielgebundenen Be-beispielgebundenes Bewei-
sen als Übergangsprozess
zwischen Beweiskategorien?

weisens an: Balacheff (1988) belegt zwar – anders als primär quantitativ
angelegte Studien – die Evidenz seiner vorgestellten Beweiskategorien an In-
terviewauszügen, die inhaltlich einzelnen Beweiskategorien zugeordnet werden.
Wie aber der von Leddy (2001, 35) angesprochene Lernprozess des Schülers zwi-
schen diesen oder ähnlichen Beweiskategorien abläuft, zeichnet er nicht nach.
Das beispielgebundene Beweisen wird in der vorliegenden Arbeit nun als ein
solch changierender Prozess zwischen induktivem Prüfen und formalem (resp.
formellen) Beweisen aufgefasst und empirisch untersucht. Dafür kann die Arbeit
von Balacheff (1988) wertvolle Hinweise geben.

Coe & Ruthven (1994) greifen die Beweiskategorien von van DormolenBeweiskategorien nach
Coe & Ruthven [1994] (1977) und Balacheff (1988) auf und gelangen zu folgender Klassifikation,

um das Beweisverhalten von Schülern der Sekundarstufe zu untersuchen:

◦ ’empirical’ proof
(”a conjecture explicitly stated, supported by weight of confirming
examples or pattern of results, without explanation”)

◦ ’weak deductive’ proof
(”some attempt to suggest an underlying reason”)

◦ ’strong deductive’ proof
(”an attempt at a clear, logical argument with reasonably explicit
link between the starting assumptions and a clearly defined conclu-
sion”)

(jeweils Coe & Ruthven (1994, 44))
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Hiervon ausgehend beobachten die Autoren, dass die meisten Schüler zwar eine
allgemeingültige Aussage zu verifizieren beabsichtigen, diese faktisch aber als
’empirical’ proof nur an Beispielen prüfen. Die Schüler würden kaum dedukti-
ve Begründungsstrategien (d.h. ’weak deductive’ proof oder ’strong deductive’
proof ) verfolgen. Dabei ist die Verwendung der Bezeichnung des Deduktiven
durch Coe & Ruthven (1994) zu kritisieren: Auch beim empirical proof wer-
den Deduktionen im logischen Sinne vollzogen. Diese können durchaus zu ei-
nem Beweis, einem deductive proof im Sinne der Autoren ausgeführt werden
(vgl. auch ↑ Abs. 1.3.5 über das Prüfen mit latenter Beweisidee). Die Kate-
gorisierungen der Autoren scheinen sich mithin eher auf die Darstellung und
den Formalisierungsgrad der Beweisversuche zu beziehen. Ansonsten kommen
Coe & Ruthven (1994) noch zu dem Ergebnis, dass für einige Schüler eher die
explanative und die systematisierende Beweisfunktion von Belang sei:

◦ ”Few students were concerned to explain why rules or patterns oc-
curred, or to locate them within some wider mathematical system.”

◦ ”Students’ proof strategies were primarily and predominantly empi-
rical, with a very low incidence of strategies that could be described
as deductive.”

◦ ”Students’ primary concern was to validate conjectured rules and
patterns which, for most, took the form of testing them against a
few examples.”

(jeweils Coe & Ruthven (1994, 52))

Auch Miyazaki (2000) stellt neue Beweiskategorien auf. Dabei verfeinert er das
Vorgehen von Balacheff (1988), indem er sechs Niveaustufen von Beweisen Beweiskategorien nach

Miyazaki [2000]definiert. Diese Beweisniveaus illustriert er theoretisch an der Aufgabenstellung
des gegensinnnigen Veränderns von drei oder fünf aufeinanderfolgenden Sum-
manden (vgl. ↑ Kap. 3.1) und führt überdies auch Äußerungen von Schülern
der achten Klasse zu diesem Thema an. Zur Aufstellung seiner Beweiskatego-
rien geht Miyazaki (2000, 53f.) von drei Achsen aus: Inhalt, Darstellung des
Beweises und Denken der Lernenden (contents, representation und thinking).
Jede dieser voneinander unabhängig gedachten Achsen besteht aus zwei Polen.
Hinsichtlich des Inhalts wählt er etwa die bekannte Unterscheidung zwischen
inductive reasoning und deductive reasoning, um induktives Prüfen von deduk-
tivem Begründen zu trennen. Bei der Darstellung differenziert Miyazaki (2000,
53f.) zwischen ”a functional language of demonstration” und ”a language other
than a functional language of demonstration, drawings, and/or manipulable ob-
ject”. Als Darstellungsmittel zur Präsentation eines Beweises kommen also zum
einen Symbole und Variablenzeichen in Betracht, zum anderen ikonische Dar-
stellungen wie Zeichnungen, Schaubilder und Muster. Die Kombination dieser
zwei Achsen ergeben somit vier Beweistypen:

A: formeller Beweis
B: formaler Beweis in ikonischer Darstellung
C : induktives Prüfen in ikonischer Darstellung
D: induktives Prüfen in symbolischer Darstellung
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Bezogen auf das Denken der Lernenden als dritter Achse macht Miyazaki (2000,
55) schließlich einen zusätzlichen Unterschied zwischen concrete operations und
formal operations. Hierbei stützt sich der Autor auf die Theorie der kognitiven
Entwicklung von Kindern und Jugendlichen nach Piaget. Das höchste Beweis-
niveau A (resp. das niedrigste Beweisniveau C ) lässt kein konkretes (resp. for-
males) Operieren zu, so dass diese Differenzierung nur die Zwischenkategorien
B und D betrifft. Denn der Lernende kann, wenn er einen formalen Beweis in
ikonischer Darstellung führt (B), konkret oder abstrakt denken, wie auch im
Fall einer formalisierten induktiven Prüfung (D). Und so sieht Miyazaki (2000,
65) in der Beweiskategorie B eine Entsprechung zu einem generic proof im Sin-
ne von Balacheff (1988), wenn der Lernende am ikonischen Beispiel zunächst
konkret operiert, später aber darin Allgemein(er)es sieht und dies möglicherwei-
se versprachlicht. Für das beispielgebundene Beweisen ist diese weitergehendebeispielgebundenes Bewei-

sen in allmählichen Über-
gängen zwischen Kategorien

Differenzierung der Zwischenkategorien also insofern interessant, als dass der
Lernende an einer ikonischen Darstellung vielleicht schon allgemein(er) denkt,
sich daran aber zunächst noch konkret äußert. Im Unterschied zu Miyazaki
(2000) ist in der vorliegenden Arbeit aber letztlich nicht die Eingruppierung
von Schüleräußerungen in eine Beweiskategorie entscheidend, sondern der Pro-
zess allmählicher Übergänge zwischen ihnen.

In manchen Studien des ausgehenden 20. Jahrhunderts werden bei SchülernFeststellen von Beweis-
schwierigkeiten durch
Healy & Hoyles [1998]

Beweisschwierigkeiten beklagt. So berichten Healy & Hoyles (1998) in einer
groß angelegten Studie mit fast 2500 Schülern im Alter von 14 Jahren, dass
die meisten Schüler keine Beweise konstruieren könnten. Vielmehr griffen sie zu
induktiven Prüfungen, um vorgelegte Behauptungen zu verifizieren. Auch hoch-
leistende Schüler schnitten bei geometrischen Aufgabenstellungen im Beweisen
schlecht ab. Die Autoren führen diesen Befund auf eine fehlende Vertrautheit
der Schüler mit dem Beweisen zurück. Was den Schülern weit besser gelang, war
das Auswählen eines korrekten Beweises und das Einschätzen der Allgemeingül-
tigkeit eines Beweises.

Healy & Hoyles (2000) operationalisieren die Beweiskategorien von Bala-Operationalisierung
von Beweiskategorien bei
Healy & Hoyles [2000]

cheff (1988), indem sie im Rahmen ihrer Studie Arbeitsblätter mit vorgelegten
Beweisen dieser Kategorien an 182 hochleistende 14-15jährige Schülern verteil-
ten. Die Schüler sollten ankreuzen, für welchen der vorgelegten Beweise sie wohl
die beste Note von ihrem Lehrer bekämen, und welchen Beweis sie selbst bevor-
zugen würden. Überdies sollten die Schüler Zustimmung, Ablehnung oder Ent-
haltung gegenüber Beurteilungen zu manchen vorgelegten Beweisen vornehmen.
Die Behauptungen waren den Schülern teils bekannt, teils weniger bekannt. Die
Autoren kommen zum folgenden Ergebnis:

”Although our study showed that the majority of the students were unable
to construct valid proofs in this domain, it also indicated that they va-
lued general and explanatory arguments. Additionally, although students
predominantly used empirical arguments for their own proofs, they also
recognized that these had low status and would not receive the highest
marks from their teachers. The majority were also aware that empirical
arguments were not general – particularly if the statement to be proved
was not familiar – but they recognized that examples offered a powerful
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means of gaining conviction about a statement’s truth. Most students we-
re also aware that a valid proof must be general and that once a proof has
been given, no further work is necessary to ascertain the truth of specific
cases within its domain of validity.” (Healy & Hoyles, 2000, 425)

Die Studie von Healy & Hoyles (2000) ist überwiegend quantitativ ausgerich-
tet: Die Beweiskategorien von Balacheff (1988) finden in Fragebögen Eingang,
in welchen die Schüler durch Präferieren bestimmter Beweise oder vorgelegter
Beurteilungen der intendierten Differenzierung der Autoren folgen. Was die Au-
toren damit nicht untersuchen, ist der Prozess des Beweisens ggf. vom Entdecken
einer Behauptung über das Entwickeln einer Beweisidee bis hin zum Präsentie-
ren eines Beweises. Die Autoren erfahren zwar, was die Schüler über verschiede-
ne Typen von Beweisen denken, aber wie Schüler (beispielgebunden) beweisen,
kann der Studie nicht entnommen werden.

Schließlich haben Recio & Godino (2001) die Antworten von Studienanfän- Klassifikationen von
Antworten nach
Recio & Godino [2001]

gern nach Vorlage eines arithmetischen und eines geometrischen Beweisproblems
untersucht und in vier Schemata klassifiziert:

◦ ”answers, which are mere confirmations of the propositions to prove,
using particular examples, as explanatory argumentations. (...) Since
there is only an explanatory intention, we describe these types of
answers as explanatory argumentative schemes.”

◦ ”answers are based on verifying the propositions given to prove by
using particular examples, without the intention of justifying the ge-
neral validity of the proposition and using empirical-inductive pro-
cedures. Therefore, we refer to these type of answers as empirical-
inductive proof schemes.”

◦ ”answers develop informal logical approaches, based on the use of
analogies, graphical tools, etc. We classify these types of answers as
informal deductive proof schemes.”

◦ ”answers follow a formal approach, more in agreement with the
transformation rules of a symbolic and algebraic language, in which
the mathematical terms operate, than to the specific meaning of the-
se terms. That is why we call them formal deductive proof schemes.”

(jeweils Recio & Godino (2001, 90f., H.i.O.))

Die Autoren bemerken, dass bei manchen Problemen (wie etwa demWinkelsum-
mensatz im Vieleck) die Studienanfänger mehrere Beweisschemata probierten,
begonnen bei dem empirisch-induktiven über das informelle bis zum formellen
Deduktionsschema. Diese Beobachtung bestätigt, dass die Studienanfänger bei
ihrem Beweisen einen Prozess durchlaufen, während dessen Übergänge zwischen
den einzelnen Beweiskategorien stattfinden. Insofern dürfte es Sinn machen, den
Schülern in den nachstehenden Einzelfallstudien unbekannte und nicht zu einfa-
che Aufgaben zu stellen, um einen solchen (beispielgebundenen) Beweisprozess
anzustoßen.
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Kompetenzniveaus von Schülern im Beweisen

Schon in den vorstehend aufgestellten Beweiskategorien von Balacheff (1988),von Beweiskategorien
zu Kompetenzniveaus Coe & Ruthven (1994) und Healy & Hoyles (2000) hat sich eine Tendenz

zur Hierarchisierung und Operationalisierung gezeigt. In manchen der schon
besprochenen quantitativen Studien werden Schüler den a priori festgelegten
Beweiskompetenzen nach eingruppiert. So steuert ein Forscher das Beweisver-
halten der Schüler schon im Voraus, wenn er etwa den Schülern auf Fragebögen
eine Auswahl an Antworten vorgibt, die jeweils für eine Beweiskategorie ste-
hen. Dieses Vorgehen erleichtert zwar die Operationalisierung, allerdings sagen
die dadurch gewonnenen Ergebnisse über das beobachtbare Beweisverhalten der
Schüler selbst wenig aus. Werden die Beweiskategorien des Forschers in dem Sin-
ne hierarchisiert, dass der formelle Beweis als höchste erreichbare Beweisstufe
und das bloße enaktive Prüfen als niedrigste sogenannte Beweisstufe gewertet
werden, lassen sich Kompetenzniveaus im Beweisen bilden.

Der obigen Unterscheidung von Miyazaki (2000) folgend, können sich Kom-Bildung von
Kompetenzniveaus petenzniveaus im Beweisen auf die Beweiskategorie, auf die Beweisdarstellung

und auf das Denken der Schüler beim Beweisen beziehen. Letzteres lässt sich nur
indirekt bestimmen, indem man die Schüler während ihres Beweisens befragt.
In die Bildung von Kompetenzniveaus fließt ferner ein, welche Beweisfunktion
für den Forscher wie für den Lehrer jeweils von größerem Interesse ist (↑ Abs.
1.1.1). Auch thematisch kann dabei unterschieden werden. So können Beweise
etwa in der Arithmetik oder Geometrie geführt werden. Da es in der vorliegen-
den Arbeit nicht darum geht, Fähigkeiten von Schülern im (beispielgebundenen)
Beweisen zu erheben, sondern das beispielgebundene Beweisen an sich und als
beobachtbaren Prozess zu untersuchen, soll an dieser Stelle bloß exemplarisch
auf Goldberg (1984) eingangen werden. Die Autorin klassifiziert gegen Ende
ihrer Arbeit ”Fähigkeiten im beispielgebundenen Begründen” bezogen auf die
Arithmetik nach Noten.

Die Kompetenz des Schülers besteht auf dem Niveau der Note 4 darin, ei-Fähigkeiten im beispiel-
gebundenen Beweisen
nach Goldberg [1984]

ne Aussage an vorgegebenen und eigenen Beispielen induktiv zu prüfen. Ver-
bessern kann der Schüler seine Kompetenz im beispielgebundenen Begründen
Goldberg (1984, 177) zufolge auf Note 3 dadurch, dass er sich in einer re-
präsentativen Auswahl von Beispielen versucht und darin ”die Möglichkeit der
Verallgemeinerung” sieht. Die Beurteilung des Schülers wird um so besser, je
selbstständiger und sicherer er beispielgebunden begründet:

”für die Note ’2’:
Der Schüler findet selbständig eine zum Begründen geeignete repräsenta-
tive Auswahl von Beispielen bzw. Gegenbeispielen. Nur wenn das Kriteri-
um für die Auswahl nicht naheliegend ist, braucht er einen entsprechenden
Hinweis. Er verallgemeinert die Beispiele i. W. richtig; die Formulierung
kann unvollständig sein.” (Goldberg, 1984, 177)

Dass die Autorin nur die Kompetenz des Schülers im beispielgebundenen Be-
gründen und nicht etwa im formellen Beweisen beurteilen möchte, lässt sich an
der höchsten Niveaustufe erkennen:
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”für die Note ’1’:
Der Schüler kann die Wahrheit oder Falschheit von Aussagen selbständig
durch beispielgebundenes Begründen beweisen, d. h., er formuliert eine
richtige und vollständige Verallgemeinerung, braucht sie aber nicht formal
darzustellen.” (Goldberg, 1984, 178)

Damit ergeben sich für die Beurteilung im Mathematikunterricht einsetzbare
Kompetenzniveaus für das beispielgebundene Begründen. Inwieweit die Noten-
gebung wirklich praktikabel ist, sei dahingestellt.

————————————–

Die Darstellung der empirischen Studien zum Beweisverhalten von Schülern
hat ein vielfältiges Bild ergeben. Dabei standen Kategorisierungen und Kompe-
tenzniveaus des Beweisens im Vordergrund. Einzelne Bezeichnungen, wie zum
Beispiel big number von Martin & Harel (1989, 43f.) oder generic example
von Balacheff (1988, 219) spielen für das beispielgebundene Beweisen eine
Rolle und werden später wieder aufgegriffen.
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1.1.3 Beweisen, Begründen, Argumentieren
Hier wird kurz beschrieben, wie sich Begründen und Argumentieren zum Be-
weisen verhält. Dann folgen einige etymologische Bemerkungen zum Beweisen.

Begründen und Argumentieren

Argumentieren und Begründen finden sich nicht nur im Mathematikunterricht
wieder, sondern charakterisieren auch außermathematische Tätigkeiten (etwa
in Politik und Rechtswissenschaft). Dagegen ist das Beweisen im Sinne eines
denknotwendigen, streng deduktiven Schließens mathematikspezifisch und be-
tont den logischen Charakter (zu Schlussformen siehe ↑ Kap. 1.3). Innerhalb des
Mathematikunterrichts spricht man zumindestens in den jüngeren Klassenstu-
fen vom Begründen, um anzuzeigen, dass nicht nur formalisierte Beweisdarstel-
lungen gelehrt und gelernt werden, sondern eine Fülle von Begründungsarten.
Diese fächern etwa Meyer & Prediger (2009, 3) am Aufgabenbeispiel der
Gaußschen Summenformel illustrierend auf: ”1. ’Begründung’ mit speziellem
Beispiel (...) 2. Begründung mit generischem Beispiel (...) 3. Begründung mit
generischem Bild (...) 4. Begründung mit allgemeinem Bild (...) 5. Begründung
mit Algebraisierung (...) 6. Begründung mit vollständiger Induktion”. Beim Be-
gründen steht häufig auch weniger die verifikative Beweisfunktion als vielmehr
die explanative Beweisfunktion im Vordergrund (↑ Abs. 1.1.1). Vom Argumen-
tieren lässt sich sprechen, wenn Schüler die Struktur eines Beweises oder einzel-
ne Begründungsschritte gegenüber Mitschülern oder dem Lehrer darlegen sol-
len. Hierbei gewinnt die kommunikative Beweisfunktion an Bedeutung (↑ Abs.
1.1.1). Das Toulmin-Schema eignet sich zur Darstellung der Beweis- und Ar-
gumentstruktur und damit als Hilfsmittel für Lehrende (↑ Kap. 1.4). Zu weite-
ren (psycho)logischen Aspekten des Beweisens im Mathematikunterricht sei auf
Walsch (1992) verwiesen. Zur weiteren Abgrenzung des Beweisens vom Argu-
mentieren und zu einer Verhältnisbestimmung zwischen Beweisen, Begründen
und Argumentieren siehe Brunner (2013, 106ff.) und Brunner (2014, 27ff.).

Beweisen – sprachlich betrachtet

Einige der in ↑ Abs. 1.1.1 betrachteten Beweisfunktionen finden sich in den’beweisen’ in verifikativer,
explanativer Urbedeutung Ursprüngen des Verbs beweisen wieder, so vor allem die verifikative und expla-

native Beweisfunktion. Etymologisch leitet sich dessen Stammverb weisen nach
Grimm & Grimm (1854, 1778) und Walde & Pokorny (1973, 236ff.) vom
mittelhochdeutschen w̌ısen (resp. althochdeutschen weizen) in der Bedeutung
von wissend, weise machen ab. Den Autoren nach geht das zugrunde liegen-
de Adjektiv weise (englisch wise) ursprünglich auf die indogermanische Wurzel
*ŭeid- in der Bedeutung von sehen, wissen zurück: So zeigt sich im deutschen
Verb wissen und im lateinischen videre für sehen der sogenannte Ausfall desVerwandtschaft von ’sehen’,

’beweisen’ und ’wissen’ im Altgriechischen ursprünglich als w ausgesprochenen Digammas (z) in der
Verbform (z)οἶδα (ich habe gesehen, ich weiß; Perfekt von εἴδω – ich sehe, ich
erkenne). Das Wort εἶδος bedeutet nach Menge-Güthling (2001, 204) also
das zu Sehende, die Gestalt. Wer zuvor gesehen hat, hat Wissen erworben, weiß
und ist weise geworden – ein Prozess, der auch im Rahmen des visual proving
dieser Arbeit untersucht wird (↑ Abs. 1.2.4).
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Mit dem Verb beweisen ist das Verb weismachen verwandt. Letzteres hatte ’weismachen’ in explanati-
ver und kommunikativer
Bedeutung

Stosch (1778, 48f.) zufolge im Mittelhochdeutschen ursprünglich die Bedeu-
tung von jmdm. wissen machen, jmdm. entdecken, jmdn. über etw. unterrich-
ten, mithin eine explanative (erklärende) und auch kommunikative Bedeutung
(↑ Abs. 1.1.1). Erst später hat sich die heutige pejorative Nuance glauben ma-
chen, überreden, suggerieren durchgesetzt. Die Semantik des Verbs weismachen
deutet also ursprünglich auf einen sozialen Erkenntnisprozess hin, der sich zwi-
schen Personen vollzieht, um Überzeugung und Wissen zu erlangen. Hierin zeigt
sich die stark kommunikative Komponente von weismachen.

Nach Ritter (1971, 882) ist das Substantiv Beweis eine sogenannte Rückbil- Herkunft und Bedeutung
von ’Beweis’dung aus dem heute ungebräuchlichen, eher auf einen Prozess hinweisende Wort

Beweisung und bedeutete als mittelhochdeutsches bew̌ıs ursprünglich Rechts-
spruch, Urteil, in dieser Bedeutung also eine (allgemein) verbindliche (Rechts-)
Gültigkeit. Sturm (1670, 10ff.) hat den Terminus Beweis in der Schreibung
Beweiß schon früh anstelle des lateinischen Substantivs demonstratio in die
damalige mathematisch-philosophische Fachsprache eingeführt. Man vergleiche
hierzu die Abkürzung q.e.d. quod erat demonstrandum – was zu beweisen war
sowie das Diktum Fermats, nach dem es das Wesen des Beweisens sei, Über-
zeugung zu erzwingen (frz. ”la qualité essentielle d’une démonstration est de
forcer à croire” nach Descartes (1667, 296)).

Das zum Beweis nicht mehr so gebräuchliche Synonym Erweis besitzt eher die verifikative
Bedeutung von ’erweisen’verifikative Bedeutung (↑ Abs. 1.1.1), welche sich etwa in der Wendung et-

was hat sich als wahr erwiesen zeigt. Der Erweis bzw. Beweis deutet insofern
auf das Ergebnis eines Prozesses hin, d.h. von einem Erweisen bzw. Bewei-
sen im Sinne von einen Nachweis führen oder einen Beweis führen. Ob jedoch
etwas wirklich bewiesen oder erwiesen worden ist, erfordert eine Interpretati- die kommunikative

Bedeutung von ’beweisen’on des Beweises durch einen Rezipienten in Bezug auf dessen Wahrheit und
(Allgemein-)Gültigkeit. Deshalb kann man die Auffassung vertreten, ein als Be-
weis vorliegendes Schriftstück sei nicht per se ein Beweis, sondern bedürfe einer
subjektiven und sozial geteilten Auseinandersetzung, um zu einem Beweis als
Ergebnis des Prozesses Beweisen zu werden. Hierin zeigt sich die kommunikative
Funktion des Beweises (↑ Abs. 1.1.1), wie sie während eines Schülerexperiments
zum (beispielgebundenen) Beweisen oder im Mathematikunterricht zum Tra-
gen kommt. Um die Prozesshaftigkeit des Beweisens zu betonen, wird in dieser der ’Beweis’ als Ergebnis

des Prozesses ’Beweisen’Arbeit hauptsächlich vom Beweisen und weniger von Beweisen gesprochen. Ob
auch das beispielgebundene Beweisen wirklich als Beweisen angesehen wird, ist
nicht nur Gesprächsthema im Mathematikunterricht, sondern auch im forschen-
den Diskurs, wie dies im nachstehenden ↑ Kap. 1.2 dargestellt wird.

————————————–

Die vorstehenden sprachlichen Betrachtungen zum Begriff des Beweisens unter-
streichen noch einmal die inhaltlich motivierte Differenzierung der Beweisfunk-
tionen aus ↑ Abs. 1.1.1. Es wurde bemerkt, dass die Bezeichnungen des Bewei-
sens, des Begründens oder des Argumentierens in unterschiedlichen Kontexten
verwandt werden. In dieser Forschungsarbeit wird der (paradox anmutenden)
Bezeichnung des (beispielgebundenen) Beweisens der Vorzug gegeben.
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1.2 Beispielgebundenes Beweisen
Im vorigen ↑ Kap. 1.1 wurde ein Teil der mathematikdidaktischen Forschungs-
lage zum weiter gefassten Begriff des Beweisens vorgestellt. Dabei wurde an
manchen Stellen auch schon das beispielgebundene Beweisen erwähnt. Betont
wurde etwa, dass es für die vorliegende Untersuchung sinnvoller sein dürfte,
mehr vom (beispielgebundenen) Beweisen statt von (beispielgebundenen) Be-
weisen zu sprechen. Denn der beispielgebundene Beweisprozess hin zum Beweis
als dessen Produkt soll untersucht werden.

In der deutsch- und englischsprachigen mathematikdidaktischen Literatur der
letzten vierzig Jahre begegnen dem Forscher nun eine Vielzahl von Bezeichnun-
gen für das beispielgebundene Beweisen – es konnten über dreißig sinnverwandte
Bezeichnungen ausgemacht werden (siehe nachfolgende Aufstellung). Somit soll
versucht werden, das Forschungsfeld des beispielgebundenen Beweisens begriff-
lich zu ordnen und dessen verschiedenen Facetten zu beleuchten.

Begonnen wird bei der weitergehenden Sichtung des Forschungsstands mit denForschungsstand zum
beispielgebundenen
Beweisen

frühen Ansätzen zum beispielgebundenen Beweisen (↑ Abs. 1.2.1). Diese werden
hauptsächlich unter den Bezeichnungen prämathematisches Beweisen und para-
digmatisches Beweisen diskutiert. Alsdann erfolgt eine Auseinandersetzung mit
zumeist englischsprachigen Artikeln über das generic example und das generic
proving (↑ Abs. 1.2.2). Gesondert wird anschließend das inhaltlich-anschauliche
Beweisen und das operative Beweisen diskutiert. Dabei steht die erklärende
Beweisfunktion im Vordergrund (↑ Abs. 1.2.3). Mehr um die geometrische Dar-
stellung beispielgebundener Beweise geht es bei der Thematisierung von visual
proofs (↑ Abs. 1.2.4). Schließlich wird das beispielgebundene Beweisen mehr
auf den Mathematikunterricht bezogen und dabei besonders die kommunikative
Beweisfunktion betont (↑ Abs. 1.2.5).

Die nachstehende Unterteilung ist inhaltlich motiviert und folgt jeweils ungefähr
chronologisch. Es werden folgende Beweischarakterisierungen behandelt:

1.2.1 Frühe Ansätze zum beispielgebundenen Beweisen

◦ pre-formal proving und thought experiment nach Lakatos (1982)
◦ konkrete Beweise und Generalisierung am Paradigma nach Stein (1981)
◦ Beweisen am paradigmatischen Beispiel nach Freudenthal (1978)
◦ Beweisen am beweiskräftigen repräsentativen Beispiel nach Besuden (1979)
◦ premathematical proofs nach Semadeni (1976)
◦ (recurrent) action proofs nach Semadeni (1981b)
◦ handlungsbezogenes Beweisen nach Blum & Kirsch (1991)
◦ prämathematisches Beweisen nach Kirsch (1979)
◦ Beweisen in enaktiver Verkörperung nach Winter (1983a)
◦ Beweisen in enaktiver Repräsentation nach Winter (1983b)
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1.2.2 Generic examples und generic proving

◦ generic examples nach Mason & Pimm (1984)
◦ Variablenaspekte nach Malle (1986)
◦ Wort-, Buchstaben- und Quasi-Variablen nach Akinwunmi (2012)
◦ Stufenfolge von Vorformen von Variablen nach Fischer (2009)
◦ Niveaus der Verallgemeinerung nach Mormann (1981)
◦ Beispielgebundenes Beweisen auf Repräsentationsebenen nach Ratzinger (1992)
◦ pragmatic proofs und conceptual proofs nach Balacheff (1988), darunter
naive empiricism, crucial experiment, generic example, thought experiment
◦ generic-example assisted proofs nach Movshovitz-Hadar (1988)
◦ empirical und structural generalisations nach Bills (1996) und Rowland (1998)
◦ generic proving und formal proving nach Biehler & Kempen (2013)
◦ generic examples und generic proving nach Leron & Zaslavsky (2009)

1.2.3 Inhaltlich-anschauliches und operatives Beweisen

◦ intuitiv-anschauliche Beweise nach Branford (1913)
◦ inhaltlich-anschauliche Beweise nach Wittmann & Müller (1988),
nach Blum & Kirsch (1991) und nach Krauthausen (2001)
◦ reality-related proofs resp. contextual proofs nach Blum (2003)
◦ operative proofs nach Wittmann (1996) und nach Wittmann & Ziegenbalg (2004)

1.2.4 Visual proving

◦ Beweisen durch Hinschauen nach Neubrand & Möller (1990)
◦ Operative Beweise an Punktmustern nach Wittmann & Ziegenbalg (2004)
◦ Beweisen in der Geometrie nach Holland (2007)
◦ proving without words nach Nelson (1993)
◦ acceptable visual proofs nach Borwein & Jörgenson (2001)
◦ purported proofs nach Barwise & Etchemendy (1996)
◦ empirical, representional, descriptive, generative mode nach Herbst (2004)
◦ visual proving nach Davis (1993)

1.2.5 Beispielgebundenes Beweisen als Dialog

◦ Methode des dialogischen Beweisenlehrens nach Vollrath (1967), (1969)
◦ beispielgebundenes Begründen nach Goldberg (1984), (1992)

Die nachfolgende Diskussion des Forschungsstands dient der Vorbereitung auf
die eigene theoretische Begriffsbestimmung zum beispielgebundenen Beweisen
als Forschungsgegenstand in ↑ Kap. 1.5. Sie soll die späteren Forschungsfragen in
↑ Kap. 2.1 motivieren und strukturieren helfen. Überdies soll sie zur Konstrukti-
on von Aufgabenstellungen anregen und praktische Hinweise zur Durchführung
der eigenen empirischen Studien in ↑ Teil 3 geben.
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1.2.1 Frühe Ansätze zum beispielgebundenen Beweisen
Die frühen Forschungsansätze zum beispielgebundenen Beweisen sind geprägt
von der Entwicklung einer sogenannten Prämathematik, wie sie von Semadeni
ins Spiel gebracht und dann von einer Reihe weiterer Autoren auf das präma-
thematische Beweisen unter wechselnden Bezeichnungen spezifiziert worden ist.
Einige Autoren haben dabei den Einsatz prämathematischer Beweisen in der
Grundschule erwogen.

Pre-formal proving und thought experiment nach Lakatos

Zum Ende der 1970er Jahre ist das Beweisen in der Mathematikdidaktik aus-pre-formal proving
und thought experiment
nach Lakatos [1978]

führlich diskutiert worden. Während in der vorliegenden Arbeit zwischen forma-
len (allgemein gehaltenen) und formellen (formalisierten) Beweisen differenziert
wird, spricht man in der mathematikdidaktischen Literatur oft von formalen
im Sinne von formellen Beweisen und bezeichnet die anderen Beweisformen als
nicht-formal oder informal. Der (laut Herausgebern ursprünglich bereits um
1960 entstandene) Aufsatz ”What does a mathematical proof prove?” von La-
katos (1978, 61ff.) – zu dt. ”Was beweist ein mathematischer Beweis?” als
Lakatos (1982, 60ff.) – unterscheidet also formal proofs von informal proofs,
zu denen er wiederum so genannte post-formal proofs und pre-formal proofs
zählt:

proofs

formal proofs informal proofs

quasi-formal proofs post-formal proofs pre-formal proofs

Auch in anderen seiner Schriften wie ”Proofs and Refutations” – zu dt. ”Beweise
und Widerlegungen” – entwickelt Lakatos (1976) resp. Lakatos (1979) in
Abgrenzung zu einem formell-deduktiven Mathematik- und Beweisverständnis
eine gleichsam empirisch ergänzte Auffassung vom Beweisen.

Als quasi-formal proofs bezeichnet Lakatos (1978, 63) ”formal proofs with
gaps”, bei der nicht alle zugrunde liegenden Regeln und Axiome genannt wer-
den. Die Kategorie der post-formal proofs bezieht Lakatos (1978, 68f.) auf
Sätze über Sätze wie etwa auf den Vollständigkeitssatz der mathematischen
Logik oder auf das Dualitätsprinzip in der projektiven Geometrie. Die ande-
re, hier relevante Kategorie bilden pre-formal proofs. Dabei handelt es sich um
nicht-formelle Begründungen, die nicht ohne Weiteres zu einem formellen Be-
weis ausgebaut werden können, da sie nicht direkt auf eine formell-logische Axio-
matik zurückgreifen. Als Beispiel gibt Lakatos (1982, 62f.) einen Beweis desBeispiel Eulerscher

Polyedersatz Eulerschen Satzes über einfache Polyeder wieder. Dessen Gültigkeit habe er
zwar am Beispiel eines Würfels ”anschaulich gezeigt”, jedoch ”in nicht einem
noch so großzügigen logischen Sinne bewiesen” (H.i.O.). Sein Gedankenexperi-
ment (thought experiment) besteht darin, den Term E − F +K für die Ecken-,
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Flächen- und Kantenanzahl E, F und K einfacher Polyeder für eine Triangu-
lierung von Polyederprojektionen auf die Ebene zu betrachten (↑ Abb. 1.1).
Weder bei der Triangulierung noch bei der Wegnahme einer Kante oder zwei-
er Kanten und einer Ecke ändert sich die Summe E − F + K = 1, da auch
jeweils eine Fläche verschwindet. Durch diese Überlegung lässt sich dann her-
leiten, dass die Behauptung E − F +K = 2 für den ursprünglichen Würfel als
einfachen Polyeder gilt. Den Beweisprozess hat Lakatos (1976, 6ff.) auch als
bebildertes, platonischen Dialogen nachempfundenes Lehrer-Schüler-Gespräch
dargestellt. Das Gedankenexperiment ordnet er in die Kategorie der pre-formal
proofs ein und nimmt damit die englische Bezeichnung thought experiment von
Balacheff (1988) vorweg (↑ Abs. 1.1.2 und ↑ Abs. 1.2.2).

Abb. 1.1: Gedankenexperiment (thought experiment) zum Polyedersatz nach Lakatos
(1979, 3)

Lakatos (1978, 65) bemerkt zudem, dass es in einer pre-formal theory zwar
keine Definition dafür gebe, was ein Beweis sei, und es mithin keine Möglichkeit
der Verifikation gebe. Ruft man sich die Beweisfunktionen aus ↑ Abs. 1.1.1 in
Erinnerung, ist dies nicht verwunderlich: In pre-formal proofs tritt die verifika-
tive Beweisfunktion hinter die explanative (erklärende) Beweisfunktion zurück.
Umgekehrt lässt sich Lakatos (1978, 65) zufolge ein Theorem wie der Eu-
lersche Satz über Polyeder im Allgemeinen gleichwohl durch die Angabe von
Gegenbeispielen falsifizieren, indem man etwa Polyeder mit Löchern betrachtet.
Dies zeigt, dass man den Grad der Allgemeingültigkeit mancher Behauptung
durchaus auch einschränken muss – ein Problem, mit dem auch viele Schüler
während ihres beispielgebundenen Beweisens in fortschreitender Verallgemeine-
rung ringen (vgl. etwa die Einzelfallstudien in ↑ Kap. 3.1 und ↑ Kap. 3.3 über
das gegensinnige Verändern und den vollständigen Graphen).

Konkrete Beweise und Generalisierung am Paradigma nach Stein

Stein (1981, 64) stellt seiner Bibliographie über das Beweisen einige Ausführun- konkrete Beweise
nach Stein [1981]gen über sogenannte konkrete Beweise voran, die ”an einem Beispiel oder einem

Modell” arbeiten, welche ”den allgemeinen Sachverhalt vertreten” müssen. Dies
müsse dem Lernenden aber auch ”bewusst werden”. Um das Gemeinsame der
verschiedenen Ansätze in der Fachliteratur herauszuarbeiten, subsummiert der
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Autor unter diese absichtlich allgemein gehaltene Definition konkreter Beweise
drei Beweistypen:

◦ prä-formale Beweise nach Lakatos (1978) (wie oben beschrieben)

◦ prä-mathematische Beweise nach Semadeni (1976) und Kirsch (1979)

◦ Generalisierung am Paradigma nach Stein (1981) in Anlehnung an Freu-
denthal (1978)

Stein (1981, 64) möchte der Generalisierung am Paradigma ”einen Beweis einerGeneralisierung am
Paradigma nach
Stein [1981]

All-Aussage bezeichnen, bei dem die Variable durch ein beweiskräftiges Zahlen-
beispiel ersetzt wurde”. Dabei sei ”die Allgemeingültigkeit der Einsicht dadurch
gewährleistet (...), daß nur die für die Beweisführung wesentlichen Züge der
Beispiele betrachtet werden.” Die Kategorie der Generalisierung am Paradig-
ma wird hier also auf einen arithmetisch-algebraischen Kontext eingeschränkt,
bei dem der Lernende an den besonderen Beispielzahlen das durch die Varia-
blenzeichen repräsentierte Allgemeine und damit die Allgemeingültigkeit des
Beweises erkennen soll. Stein (1981, 64) führt die von Bell (1979, 371) resp.
Bell (1976, 28) entlehnte Beispielaufgabe Add and Take an, der das gegensin-
nige Verändern zugrunde liegt, die auch bei anderen Autoren wie Balacheff
(1988) zum Einsatz kommt:

Abb. 1.2: Schülerlösung der Aufgabe Add and Take nach Balacheff (1988, 217)

Zur Zahl 10 soll eine einstellige Zahl addiert werden sowie zudem deren Diffe-
renz zur Zahl 10, so dass das Ergebnis wiederum 20 beträgt. Als ”Beispiel für
induktives Schließen” gibt Stein (1981, 64) zufolge einen ausgerechneten Term
wie 19 + 1 = 20 oder 14 + 6 = 20 an. Das Ausschreiben zu (10 + 4) + (10− 4)
= 20 stelle dem gegenüber einen ”vollgültigen Beweis” dar. Von entscheidender
Bedeutung für die Möglichkeit, hier konkret am Paradigma zu generalisieren, ist
die Vermeidung des Verrechnens von Termen wie (10 + 4) + (10− 4) zu 14 + 6
in der eher algorithmisch gestellten Beispielaufgabe Add and Take. Statt auszu-
rechnen, soll der Lernende die Zahl 4 in der Gleichung (10+4) + (10−4) = 20 als
beispielhaft ansehen, sie zumindestens gedanklich als variables Zeichen auffassen
und damit gleichsam zu einer Variablen x werden lassen. In der deutschen Ma-
thematikdidaktik spricht man bei dieser Aufgabenstellung von der Konstanz der
Summe unter gegensinnigem Verändern zweier (dreier, mehrerer) Summanden.
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In der Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.1 sollen Grundschüler die Behauptung bewei-
sen, dass die Summe dreier aufeinander folgender Zahlen mit dem Dreifachen
der mittelgroßen Zahl übereinstimmt, sowie Verallgemeinerungen der Behaup-
tung auf äquidistante, umgeordnete oder zahlreichere Summanden vornehmen
und beweisen.

Beweisen am paradigmatischen Beispiel nach Freudenthal

Freudenthal (1978, 195ff.) bezieht den Begriff des Paradigmas allgemeiner Beweisen am paradigma-
tischen Beispiel nach
Freudenthal [1978]

auf Lernprozesse und illustriert dies an verschiedenen Beispielen aus der Ma-
thematikdidaktik und aus angrenzenden Wissensbereichen. Die Wirkung des
exemplarischen Lernens gründe sich auf Beispielen (Paradigmen):

”Es soll viel wirksamer sein, es soll ohne Mnemotechnik funktionieren und
auch, ohne notwendigerweise bewußt zu werden, wie die Paradigmen, nach
denen das Kind seine Muttersprache grammatisch beherrschen lernt – daß
es hinterdrein bewußt gemacht werden kann, ist ein Zweites, das, wenn
das Paradigma etwas taugt, sogar von höherer Stufe sein wird, wie eben
z.B. die explizite Grammatik der Muttersprache.” (Freudenthal, 1978,
195)

Hierbei lässt sich die Grammatik als latente Sinnstruktur betrachten (↑ Abs.
1.5), die dem Kind zwar durch ihre Anwendung, aber häufig nicht explizit ver-
traut ist und damit vorbewusst bleibt. Das Kind soll die grammatikalischen Re-
geln bloß an paradigmatischen Wendungen umsetzen lernen, nicht diese explizit
auswendig lernen, zumal diese Regeln allgemeiner formuliert werden müssten.
Und so nennt Freudenthal gegenüber allgemeineren Sprech- und Denkweisen
an Vorteilen paradigmatischer Beispiele in der Mathematik auch folgende:

”Allgemeine Formulierungen können gar, wenn die Sprachentwicklung nicht
weit genug fortgeschritten ist, viel weniger zugkräftig als paradigmatische
Beispiele sein, ja selbst die inhaltliche Verallgemeinerung beeinträchtigen.
Beispiele dagegen, paradigmatische genug, können vollgültige Mathematik
sein.” (Freudenthal, 1978, 214, H.i.O.)

Eine Argumentation an einem paradigmatischen Beispiel dürfte Freudenthal
(1978, 214) also durchaus schon als vollgültigen, paradigmatischen Beweis anse-
hen: Wenn nämlich ein Lernender eine entsprechende Verallgemeinerung nicht
”schon beim ersten Fall, dem Paradigma” eingesehen hat, sondern vielmehr ”nun
ein Paradigma oft genug übertragen hat, um schließlich auch zu einer allgemei-
nen Formulierung zu gelangen” (H.i.O.), kann dies zwar auch ”von mangelhafter
Einsicht in die Stufen des Lernprozesses zeugen”. Es kann aber nach Freuden-
thal (1978, 214) auch Folgendes sein: ”Die zahlreichen Beispiele waren dann
nötig, um das Bedürfnis an allgemeiner Formulierung zu erwecken und um ih-
re sprachlichen Vorbedingungen zu üben” (H.i.O.). Auf einen paradigmatischen
Beweis gemünzt, bedeutet dies, dass im Lernenden einerseits ein Beweisbedürf-
nis geweckt und andererseits eine sprachliche Ausdrucksfähigkeit vorausgesetzt
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oder geschult werden muss, vermöge derer der Lernende einen solchen Beweis
am Beispiel formulieren kann. Beide Aspekte werden von verschiedenen Ma-
thematikdidaktikern in der Folgezeit im Zusammenhang mit dem (beispielge-
bundenen) Beweisen aufgegriffen, so vor allem von Wittmann & Ziegenbalg
(2004) (↑ Abs. 1.2.3).

Beweisen am beweiskräftigen repräsentativen Beispiel nach Besuden

Besuden (1979, 85) geht in seinem Artikel ”Vollständige Induktion in derBeweisen am beweiskräftigen
repräsentativen Beispiel
nach Besuden [1979]

Grundschule?” zunächst von der früher üblichen Gegenüberstellung zwischen
induktivem und deduktivem Denken aus und diskutiert, wie ein ”Übergang von
den Einzelfällen auf den allgemeinen Fall hergestellt oder abgesichert werden”
kann. Hierbei erwähnt er Pólya (1949, 133), welcher eine induktive Phase einer
beweisenden Phase voranzustellen empfiehlt und sybillinisch formuliert: ”Induk-
tion ist die Methode, allgemeine Gesetze durch Beobachtung und Kombination
besonderer Fälle zu entdecken”. Zumindestens lässt sich die Induktion also als
ein Erarbeitungsweg zum Beweisen auffassen. Neuere Zugänge insbesondere zum
beispielgebundenen Beweisen wie etwa das Entdecken mit und ohne latente(r)
Beweisidee werden in ↑ Kap. 1.3 behandelt.

Besuden (1979, 85) begreift weiters das mathematische Beweisverfahren der
vollständigen Induktion als eine ”Vervollständigung der Induktion durch das be-
weiskräftige repräsentative Beispiel”: Die sich in Einzelerfahrungen erschöpfende
Induktion wird mit ihrer Vervollständigung am beweiskräftigen repräsentativen
Beispiel zu einem Beweis. Das Beispiel n = n0 für ein n0 ∈ N des Induktionsan-
fangs gilt in der Regel als nicht repräsentativ – um den Induktionsschluss führen
zu können, hat man Besuden (1979, 86) zufolge vielmehr ”ein repräsentatives
Beispiel an der Hand, das beweiskräftig ist, weil es alle wesentlichen Elemente
des entscheidenden Schlusses enthält.”

Um in der Grundschule die vollständige Induktion angemessen vermitteln zu
können, muss nach Besuden (1979, 85) jedoch auf Variablen verzichtet werden.
Folglich gibt der Autor Beweise von Behauptungen wieder, die er für alle vier
Jahrgangsstufen aus Arithmetik und Geometrie an Beispielen entwickelt hat –
die Beweise sind informell gehalten mit einer geeigneten Beispielinstanz im In-
duktionsschluss. Hieran lässt sich aber auch feststellen, dass nicht jede seiner
Behauptungen nur durch vollständige Induktion bewiesen werden kann, sondern
auch direkt am repräsentativen Beispiel. Die vollständige Induktion steht hier
also nur für ein mögliches Beweisverfahren, ohne welche sich die theoretischen
Ausführungen von Besuden (1979) zum beweiskräftigen repräsentativen Bei-
spiel aber nicht wesentlich ändern. Insofern lässt sich seine Zusammenfassung
mit entsprechenden Abstrichen etwa auch im Sinne von Steins Generalisierung
am Paradigma oder Freudenthals Beweisen am paradigmatischen Beispiel
lesen, wenn es abschließend heißt:

”Mathematische Begriffe, Regeln oder Sätze brauchen (...) nicht weniger
Allgemeingültigkeit zu haben, wenn man nur dafür sorgt, daß repräsen-
tative Beispiele herangezogen werden, die den allgemeinen Fall vertreten.
Auf diese Weise kann die Induktion mathematisch vervollständigt wer-
den.” (Besuden, 1979, 91)
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Mit der vorliegenden Formulierung legt der Autor zugleich nahe, dass ein ma-
thematischer Begriff, eine Regel oder ein Satz nicht per se allgemeingültig ist,
sondern als allgemeingültig erkannt werden muss. Dies kann paradigmatisch
geschehen.

Premathematical proofs nach Semadeni

Weit umfassender als die vorstehenden Autoren hat Semadeni im Rahmen der
so genannten Prämathematik das Thema der prämathematischen Beweise un-
tersucht und später zu sogenannten action proofs verfeinert. Da sich etliche der
Folgeautoren aus inhaltlichen Gründen auf ihn beziehen, soll der Diskussion
seiner Ausführungen hier größerer Raum gegeben werden.

Semadeni lehnt sich in seinen Schriften nach eigenem Bekunden der kognitiven premathematical proofs
nach Semadeni [1976]Entwicklungstheorie von Piaget an. Dabei bezieht er sich hauptsächlich auf

die Phase des konkret-operationalen Denkens beim Kinde. Vereinfachend setzt
Semadeni (1976, 3) Bezeichnungen wie ”the formal, syntactical approach of de-
ductive mathematics” und ”the meaningful, semantical approach of premathe-
matics” gegeneinander, um die konstruktivistisch verstandene Prämathematik
zu favorisieren als

”the process of looking for best concretizations of important mathematical
notions and for paradigmatic examples (in the sense of H.Freudenthal) ,
which are typical for premathematics,” (Semadeni, 1976, 3)

Hierbei versteht Semadeni unter dem weit gefassten Begriff der Konkretisierung
(concretization) einen der deduktiv aufgefassten Mathematisierung (mathema-
tization) entgegengesetzten Vorgang im Sinne einer konkreten, passenden para-
digmatischen Beispielauswahl. Die primitive mathematization sieht er im Un-
terschied zur formalisierenden mathematization als Zwischenstadium in einem
nicht-formalisierten Abstraktionsprozess an. Letzteren charakterisiert Semade-
ni (1976, 7) selbst als ”the process of abstracting mathematical ideas which are
correct in substance but not yet formalized in theory”.

Das prämathematische Beweisen einer Behauptung aber, welchem Semadeni
eine Schlüsselrolle im Rahmen seiner Prämathematik zubilligt, zeigt sich ihm
als dreischrittiger Prozess:

”certain concrete actions performed first as physical activities (manipu-
lation of objects, drawing pictures, walking etc.), then internalized (the
same actions performed by the mind) and finally generalized (the child
becomes sure that the method applies not only to the few cases in which
the action has actually been performed but also to all other cases covered
by the statement)” (Semadeni, 1976, 16)

Für Semadeni sind also enaktiv oder ikonisch vollzogene Handlungen, deren
Internalisierung und schließlich deren Generalisierung Bestandteile eines sol-
chen Beweisprozesses. Jene konkreten, im prämathematischen Beweis physisch
(enaktiv) wie kognitiv vollzogenen Handlungen sollen dabei drei Bedingungen
erfüllen:
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”1◦ In substance, all arguments are to be semantically correct.
2◦ The concrete actions mentioned above (physical actions and actions
performed in the mind) are to be a concretization of a formal mathematical
proof of the given statement.
3◦ The method should be valid in all cases specified in the statement;
moreover, the generalization of the internalized actions should be entirely
straightforward (no exceptional cases where other actions ot [sic!] other
arguments must be used).” (Semadeni, 1976, 16)

Mithin stellt sich für Semadeni das prämathematische Beweisen als stets mög-
liche Generalisierung internalisierter Handlungen dar, die am konkreten Beispiel
enaktiv initiiert und kognitiv vollzogen werden. Den prämathematischen Beweis
grenzt der Autor damit einerseits vom formellen Beweis insofern ab, als jener
auf formelle Sprache verzichtet; andererseits aber auch von einer induktiven
Bestätigung der Behauptung an mehreren Beispielen:

”A premathematical proof should not be confused with the (didactically
wrong) procedure of verifying the statement for just a few concrete cases
and asserting that it is true in general,” (Semadeni, 1976, 16)

Insofern ließe sich das prämathematische Beweisen auch zwischen dem induk-
tiven Prüfen und dem formellen Beweisen betrachten. Zwischen diesen Polen
kann in der vorliegenden Arbeit das prozessual zu verstehende beispielgebun-
dene Beweisen verortet werden (↑ Kap. 1.5), für welches das prämathematische
Beweisen eine Möglichkeit darstellt. Wissenschaftstheoretisch gesehen möchte
Semadeni seine Konzeption der Prämathematik ebenso keinem empirischen
Verständnis unterordnen, sondern sie als Teil der Mathematik sehen:

”The use of concrete models in premathematical arguments might suggest
that premathematics is an empirical science. Such a point of view would
be quite wrong. Premathematical arguments are based on logic, not on
empirical data.” (Semadeni, 1976, 23, H.i.O.)

An dieser Stelle grenzt der Autor die Induktion als empirical proof am Beispiel
des Satzes von Pythagoras zum premathematical proof wie folgt ab:

”For instance, there are many premathematical proofs of the Pythagorean
theorem, e.g., some wellknown process of cutting a square in a suitable
way, moving the parts, and joining them together; after this procedure has
been internalized and generalized, it becomes an abstract, logical proof.
An empirical proof of this theorem might consist in measuring hundreds
of rectangle triangles, computing sums of squares of sides and investiga-
ting the results statistically; this would not be a premathematical proof.
The internalized, abstract concepts and operations are of mathematical
type, and this is why premathematics should be regarded as a part of
mathematics.” (Semadeni, 1976, 23f.)
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Damit ist es Semadeni einerseits gelungen, premathematical proofs zu charak-
terisieren, andererseits die dadurch konstituierte Prämathematik als Teil der
Mathematik zu begreifen. In der Folge erweitert Semadeni sein Konzept der
premathematical proofs zu einem Konzept der sogenannten action proofs.

Action proofs nach Semadeni

Um den weiteren Hintergrund von Semadeni zum prämathematischen Bewei- Schema Permanence
Principle (SPP)
nach Semadeni
[1981a]

sen und zum action proving auszuleuchten, erscheint ein kleiner Exkurs über das
Schema Permanence Principle (SPP) hilfreich. In seiner späteren Publikation
”A principle of scheme permanence in defining arithmetical concepts” verfeinert
Semadeni (1981a) sein Verständnis von der Prämathematik nämlich dahinge-
hend, dass er Schemata der Generalisierung und Spezialisierung, wie sie etwa
von algebraischen Strukturen der Gruppen, Ringe, Körper etc. aus der Hoch-
schulmathematik bekannt sind, auf arithmetische Problemstellungen bezieht.
Bedeutsam ist hier sein zunächst abstrakt definiertes

”Schema Permanence Principle (SPP). If one wants to generalize a concept
from a known domain to a broader one, it is advisable to select a suitable
concretization of the given concept, to extend the concretization so as to
keep the schema of it the same, and to find out what the given concept
becomes in the new situation.” (Semadeni, 1981a, 3, H.i.O.)

Unter einem Schema versteht Semadeni dabei die (z.B. graphische) Darstel-
lung einer Situation, Konstruktion oder Handlung, welche es dem Lernenden in
Prozessen von Vereinfachung und Verallgemeinerung erlaubt, unter Ausschluss
irrelevanter Eigenschaften die wesentlichen Merkmale des Konzepts zu erfassen.
Auf den Mathematikunterricht gemünzt heißt dies:

”In other words, for the given concept we first choose a paradigmatic
example, familiar to the students; we then keep the example and try to
devise a strategy of changing variable as to increase the difficulty step by
step. The students will be likely to accept the extended concept if the
schema holds the same.” (Semadeni, 1981a, 3)

Das hier von Freudenthal entlehnte paradigmatische Beispiel soll den Schü-
lern also helfen, ein (z.B. arithmetisches) Konzept als erweiterbar zu begrei-
fen. Als Anwendungsbeispiele für das Schema Permanence Principle (SPP)
führt Semadeni (1981a, 4ff.) etwa die Subtraktion ganzer Zahlen an, statt nur
mit natürlichen Zahlen zu operieren. Trivialere Anwendungsbeispiele geben die
von Freudenthal (1973, 280ff.) als Permanenzprinzip propagierte induktiv-
extrapolatorische Methode sowie das bloße Rechnen mit größeren Zahlen.

Wie die beiden genannten, auf die Induktion bezogenen arithmetischen An- action proofs nach
Semadeni [1981b]wendungsbeispiele können auch die früheren prämathematischen Beweise in das

diskutierte Schema eingeordnet werden. So betrachtet Semadeni (1981b, 2,
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H.i.O.) ”a general scheme of devising some kind of primary-school proofs, called
action proofs”. Seine action proofs sollen formelle Beweise in der Schulmathe-
matik ersetzen helfen; er hebt ihre Berechtigung insbesondere im Mathematik-
unterricht der Grundschule hervor und sieht sie zwischen einem intuitiven und
einem deduktiven Verständnis von Mathematik angesiedelt. Semadenis folgen-
de allgemeine Beschreibung einer action proof hat sich aus der oben genannten
Darstellung prämathematischer Beweise und aus seinen Ausführungen über das
Scheme Permanence Principle (SPP) entwickelt:

”An action proof of a statement S should consist of the following steps:

1◦ Choose a special case of S. The case should be generic (that is, possi-
bly without special features), not too complicated and not to simple
(trivial examples may later turn out particularly hard to generali-
ze). Choose an enactive and/or iconic representation of this case, a
paradigmatic example (in the sense of [Fr]).
Perform certain concrete, physical actions (manipulating objects,
drawing pictures, moving body etc.) as to verify the statement in
the given case.

2◦ Choose other examples, keeping the general schema of them per-
manent and varying the constants involved. In each case verify the
statement, trying to use the same method as before.

3◦ When you no longer need physical actions, perform them in mind
until you see that you can do the same for a whole class of cases.

4◦ Try to find out what is the class of cases for which this method
works.”

(Semadeni, 1981b, 3)

Der Autor gibt in diesem Zitat mit der Beschreibung einer action proof als
Spezialfall eines Schema Permanence Principle (SPP) eine Methode an, mittels
enaktiver und ikonischer Repräsentationen eine behauptete Aussage zu bewei-
sen und dabei ihren Gültigkeitsbereich abzustecken. Semadeni (1981b, 3) stellt
anschließend fest: ”Thus, an action proof is a result of internalizing an action
rather than a logical inferrence from given premises”. Dies erinnert in der Beto-
nung der Internalisierung einer Handlung wiederum an das konstruktivistische
Verständnis kognitiver Entwicklung und wirft damit auch die Frage auf, wie
viel Anleitung ein Schüler braucht, um einen solchen action proof selbstständig
durchzuführen.

Bedeutsam ist die Beschreibung des action proof durch Semadeni aber vor
allem deshalb, weil sich verschiedene spätere Autoren (wie etwa Balacheff,
Blum, Padberg, Wittmann & Müller u.a.) begrifflich und inhaltlich dar-
auf beziehen. Das initial gewählte Beispiel in einem action proof soll generic
sein (s.o.), also nicht zu sehr an Besonderheiten gebunden oder zu trivial sein.
Die allgemeine Aussage soll an dem gewählten Beispiel verifiziert werden kön-
nen. Durch das Betrachten weiterer Beispiele soll die statuierte Aussage unter
Variation von Konstanten analog zum generischen Beispiel geprüft werden, mit
dem Ziel, den Beweis für eine (genauer zu bestimmende) ganze Klasse von Fäl-
len zu erschließen. Hierbei soll der initiale, enaktiv bzw. ikonisch verstandene
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Handlungsbezug nun keine Rolle mehr spielen, sondern allenfalls noch kogni-
tiv vollzogen werden, so dass die Aussage für eine ganze Klasse von Fällen im
Allgemeinen beweisbar ist.

Als ein Anwendungsbeispiel der action proofs führt Semadeni (1981b, 4ff.) die
Kommutativität der Multiplikation an. Dabei unterscheidet der Autor eine geo-
metrisch veranschaulichte Begründung der Richtigkeit des Beispiels 157 · 29 =
29 · 157 ohne Ausmultiplizieren von einer bloß induktiven Prüfung wie 3 · 5 =
15 = 5 · 3. Seine Schilderung zeigt, dass ein nicht zu trivial gewähltes Zahlen-
beispiel im Sinne der big numbers von Martin & Harel (1989) (↑ Abs. 1.1.2)
einer bloß induktiv geführten Herleitung entgegenwirkt, und dass das Bewei-
sen an einer passenden geometrischen Veranschaulichung den formellen Beweis
ersetzen kann. Kirsch (1979, 272) kritisiert hingegen die Schlichtheit des Kom-
mutativgesetzes als Regel an sich, was einen zugehörigen prämathematischen
Beweis hinfällig mache.

Darüber hinaus gibt Semadeni als Analogon zur vollständigen Induktion für recurrent action proofs
nach Semadeni [1981b]die Prämathematik die Unterkategorie des recurrent action proof an:

”In a recurrent action proof the formal argument of mathematical induc-
tion is replaced by the knowledge of the recurrence procedure. One has
to learn (in the process of exploring suitable representations) how to pass
from a given number to the next. Jumping from a number to another
is not enough; one has to proceed systematically through the successive
cases 1, 2, 3, etc. until the way of iterating the action and making the step
n 7→ n+ 1 is practically grasped” (Semadeni, 1981b, 6, H.i.O.)

Diese Fassung der vollständigen Induktion als recurrent action proof stellt eine
differenziertere Beschreibung von Besudens mathematischer Vervollständigung
(↑ Abs. 1.2.1) dar: Der beispielhaft geführte Induktionsschritt von einer In-
stanz auf die nächste muss als allgemein durchführbar begriffen werden, nur
dann kann von einer vollständiger Induktion resp. einem recurrent action proof
gesprochen werden. Als Aufgabenbeispiel gibt Semadeni die Berechnung der
Anzahl von Permutationen einer m-elementigen Menge an. Ein mehr auf die
Schulmathematik bezogener Induktionsschluss im Rahmen eines recurrent ac-
tion proof ist etwa der Winkelsummensatz im regelmäßigen n-Eck, wenn von
dessen angenommener Winkelsumme (n− 2) · 180◦ auf die Winkelsumme eines
(n+ 1)-Ecks geschlossen wird.

Schließlich vergleicht Semadeni seine Beweismethode des action proof auf geo- Vergleich von action proofs
mit heuristic arguments etc.
nach Semadeni [1981b]

metrischem Gebiet nach einigen illustrierenden Aufgabenbeispielen auch mit
heuristic, plausible arguments und visual proofs. Zu letzteren bemerkt der Au-
tor:

”Some visual proofs (like the celebrated ’look’ in a proof of the Pytha-
gorean theorem) are, in fact, action proofs. To understand such a proof
requires a lot of concrete actions (e.g., cutting the given square and mo-
ving the pieces) performed in mind. Many people are unable to do this
without help; they ’cannot see’.” (Semadeni, 1981b, 11)
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Wie sich das Sehen zum Beweisen und Wissen wandeln kann, lässt sich zwar
sprachetymologisch nachzeichnen (↑ Abs. 1.1.3). Im mathematischen Kontext
reicht das von Neubrand & Möller (1990) propagierte bloße Beweisen durch
Hinschauen bei einem visual proof allerdings nicht aus (↑ Abs. 1.2.4). Nachdem
bereits Semadeni davon gesprochen hat, dass viele Leute im Zusammenhang
mit geometrischen Darstellungen jene action proofs nicht vollziehen könnten,
kommt er zur entscheidenden Frage:

”One may criticize the concept of an action proof arguing that it involves
a psychological question: how one can know whether the child is convinced
of its validity by inner understanding (and not just by being prompted by
the authority of the teacher).” (Semadeni, 1981b, 12)

An dieser Stelle soll die Untersuchung dieser Arbeit ansetzen (↑ Kap. 1.5): Wie
kann empirisch festgestellt werden, ob ein Lernender das Allgemeingültige am
Besonderen des Beispiels erkennt? Welche Indizien sprechen dafür oder dage-
gen, dass einem Lernenden die Beweisidee bewusst wurde? Semadeni begnügt
sich abschließend lediglich damit, auf eine entsprechende Beweisproblematik bei
Schulbüchern der Sekundarstufe und auf weiteren Forschungsbedarf zu verwei-
sen:

”Yet, exactly the same criticism applies to any proof in a secondary-school
textbook: if the author finds his proof correct and complete, it does not
mean automatically that students understand it. Of course, empirical work
is needed to determine what action proofs really work in the classroom,
in particular – to clarify the role of recurrent action proofs.” (Semadeni,
1981b, 12)

Einige deutschsprachige Autoren wie Kirsch (1979) und Winter (1983a) ent-
wickeln das prämathematische Beweisen in dieser Hinsicht noch etwas weiter.

Prämathematisches Beweisen nach Kirsch

Kirsch (1979, 262) reflektiert in seinem Aufsatz die Ausführungen von Sema-prämathematisches Bewei-
sen nach Kirsch [1979] deni (1976). Auch er bietet vielfältige Beispiele für prämathematische Beweise

und unternimmt dies zur ”kritischen Abgrenzung” von der prämathematischen
Konzeption Semadenis. Statt von prämathematischem Beweisen zu sprechen,
möchte Kirsch (1979, 262) für den deutschsprachigen Raum von adäquatem
Repräsentieren eines Beweises auf enaktivem Niveau oder beispielgebundenem
Begründen sprechen. Das betreffende Beispiel müsse so gewählt sein, dass es
”die Übertragbarkeit auf jeden anderen Fall erkennen” lasse, um ”eine allgemei-
ne Begründungsstrategie” darzubieten. Hierin sei eine Verwandtschaft zu dem
paradigmatischen Beispiel nach Freudenthal (s.o.) erkennbar. Für Kirsch
(1979, 262, H.i.O.) sind prämathematische Beweise zwar durchaus ”Beweise,
aber in besonderer Art dargestellt”, wobei nicht alle Beweise (etwa der höheren
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Mathematik) beispielgebunden geführt werden könnten. Als mögliche, beispiel-
gebunden zu bearbeitende Aufgabenstellungen führt Kirsch (1979, 263ff.) die
Neunerprobe für die Multiplikation, das Abzählen der Diagonalen in einem n-
Eck, Sätze über Netze und Flächen wie den Eulerschen Polyedersatz (s.o.)
sowie einige elementargeometrische Aussagen an.

Abgrenzen möchte der Autor die prämathematischen Beweise dabei jedoch von

”− unzulänglichen Begründungen, ’nur für Kinder’;
− nur experimentellen Verifikationen;
− nur ’anschaulichen’ Begründungen;
− (unvollständiger) Induktion nach Verifikation einiger Sonderfälle;
− plausiblen Begründungen im Sinne von G. Polya.”

(Kirsch, 1979, 262)

Mit den plausiblen Begründungen verweist der Autor auf die Theorie des plausi-
blen Schließens nach Pólya (1962) resp. Pólya (1963). Während Kirsch (1979,
262) den ”Beweis des Kommutativgesetzes der Multiplikation natürlicher Zah-
len durch Um-Gliedern eines konkreten rechteckigen Feldes” als ”Paradebeispiel
für beispielgebundenes Begründen” und damit als prämathematischen Beweis
ansieht, zählt Kirsch (1979, 272) das Kommutativgesetz a+ b = b+ a für die
Addition natürlicher Zahlen a, b ∈ N nicht dazu. Denn bei der bloßen mengen-
theoretischen Betrachtung über A∪B = B ∪A gäbe es nichts zu beweisen. Die
sonst üblichen anschaulichen Begründungen über die Anordnung oder Lage der
Mengen oder ”die zeitliche Reihenfolge” in der Vereinigung zur Gesamtmenge
gelten dem Autor nicht als (prämathematische) Beweise. Mit einem solchen Bei-
spiel möchte Kirsch (1979, 272) eine ”Abgrenzung der Prämathematik ’nach
unten’ vornehmen”. Eine entsprechende Kritik wäre gleichwohl auch für das ge-
nannte Kommutativgesetz a · b = b · a der Multiplikation natürlicher Zahlen
a, b ∈ N möglich.

Andererseits bezieht Kirsch (1979, 262ff.) auch andere Beweistypen in seine
Konzeption prämathematischer Beweise mit ein, darunter indirektes Argumen-
tieren, Unmöglichkeitsbeweise und selbst induktives Argumentieren. Dessen Be-
rechtigung hebt Kirsch (1979, 266) hervor, wenn er schreibt: ”Auch ein solches
sollte nicht grundsätzlich aus dem Bereich der Prämathematik ausgeschlossen
werden”. Worin die Unterschiede zwischen induktivem Argumentieren und den
oben genannten Gesichtspunkten liegen, die der Autor nicht zu prämathema-
tischen Beweisen zählt, bleibt im Dunkeln. Ergänzend spricht Kirsch (1979,
272f.) an, dass die prämathematischen Beweise im Mathematikunterricht einge-
setzt werden sollten, ohne jedoch hierbei konkret zu werden. Auch thematisiert
der Autor, welchen Stellenwert eine solche Prämathematik in der Lehramts-
ausbildung haben könnte. Etwa werde selbst manchen Lehramtsstudierenden
erst vermöge der Prämathematik der Zugang zur eigentlichen Mathematik geeb-
net. Andererseits könnten manche Studierende prämathematische Beweise auch
bloß als experimentelle Verifikationen missverstehen. Sie sollten jedenfalls von
den Fachdidaktikern entwickelte prämathematische Beweise kennen, um die Lei-
stungen von Schülern bei ihren Beweisversuchen besser einschätzen zu können.
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Beweisen in enaktiver Verkörperung und Repräsentation nach Winter

Auch Winter (1983a) diskutiert die von Semadeni eingeführten prämathema-Beweisen in enaktiver
Verkörperung nach
Winter [1983b]

tischen Beweise. Der Autor zeigt, wie auf diesem Wege die Teilbarkeitsregeln
durch Grundschüler entdeckt und bewiesen werden können. In seinen nach-
stehenden theoretischen Ausführungen zu prämathematischen Beweisen betont
er ihren praktischen Bezug zur Alltagswirklichkeit. Wie schon Freudenthal
(1979) kommt er auf den besonderen Charakter der beim prämathematischen
Beweisen verwendeten Sprache zu sprechen, welche sich hier beim wirklichen
und gedanklichen Vollzug von Handlungen mit konkreten Gegenständen ein-
stellt:

”Prämathematische Beweise sind vollgültige mathematische Beweise, die
aber nicht in der Fachsprache (etwa mit Verwendung von Variablen) no-
tiert werden, sondern in der Sprache praktischer Handlungen (mit realen
Dingen), die man wirklich oder nur in Gedanken ausführt. Man könnte
(besser) von Beweisen in enaktiver Verkörperung sprechen. Ihr pädagogi-
scher Wert liegt vor allem darin, daß die Schüler auf besonders eindringli-
che Weise erfahren, inwieweit das Beweisen eine kreative und wissens- und
einsichtsvermehrende Aktivität ist (und nicht etwa eine lästige Pflicht-
übung, womöglich ein undurchsichtiges Sprachspiel). Prämathematische
Beweise beziehen alltägliche Erfahrungen ein; sie sollen aber nicht fach-
sprachlich geführte ersetzen, sondern durchsetzen und begleiten. Sie sind
umso besser, je leichter sie sich in den kanonischen Fachjargon übersetzen
lassen.” (Winter, 1983a, 178)

Das prämathematische Beweisen – oder nach Winter das Beweisen in enaktiver
Verkörperung – soll also in der Umgangssprache enaktiv oder in bloßer Vorstel-
lung geführt werden. Seine pädagogische Qualität bemisst sich nach Winter
daran, inwieweit es den Schülern Wissen und Einsicht vermitteln kann, und
wie gut sich die prämathematischen Beweise in einen Beweis der Fachsprache
übersetzen lassen. Maßgeblich bleiben jedoch die Beweise in formalisierter Dar-
stellung. Die sprachlichen Aspekte prämathematischen Beweisens greifen die
Autoren Mason & Pimm (1984, 285) (↑ Abs. 1.2.2) und später die Autoren
Wittmann & Ziegenbalg (2004, 38) (↑ Abs. 1.2.4) wieder auf.

In Winter (1983b, 94) wird von der ”enaktiven Repräsentation oder Verkör-Beweisen in enaktiver
Repräsentation mit
Anwendungsbezug
nach Winter [1983a]

perung eines Beweises” gesprochen. Der Autor bezieht in diesem Rahmen auch
alltagsnahe Sachaufgaben ein, die er an Beispielen erläutert: etwa eine Anzahl
an Tagen multipliziert mit einem Geldbetrag, um welchen ein Kontostand seit-
her täglich konstant sinkt, oder das gleichsinnige Verändern an konstant blei-
benden Altersdifferenzen. Wie die zuvor genannten Mathematikdidaktiker be-
greift Winter (1983b, 71) es als lohnende Aufgabe, ”zu zahlreichen (nichtgeo-
metrischen) Begriffen und Sätzen ’isomorphe’ Verkörperungen in anschaulich-
intuitiven Situationen oder Konfigurationen” zu suchen. ”Solche Verkörperun-
gen sollen nicht die Begriffsbildungen ersetzen sondern die Anwendungsweite
und also den Allgemeinheitscharakter der Begriffe realisieren”. Dazu gehöre
auch, ”daß die Situationen mit den Mitteln der formalen Begrifflichkeit dar-
gestellt werden” können. Insofern könnte man hier von beispiel- und zugleich
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anwendungsbezogenen Beweisen sprechen, da die von Winter angeführten, be-
weiskräftigen Beispiele stets einem Sachkontext entstammen. Dies kann dem
Lernenden jedoch die Erkenntnis des Allgemeingültigen am Besonderen erschwe-
ren, da er zusätzlich noch aus und in den Sachkontext übersetzen muss. Auch
dürften die mathematischen Sachverhalte nicht immer so isomorph abgebildet
werden können wie es Winter vorschwebt. Dies lässt den Autor auch zu folgen-
der Feststellung hinsichtlich des prämathematischen Beweisen im Allgemeinen
gelangen:

”Man erkennt an den Beispielen, daß prämathematische Beweise nicht et-
wa ’leichter’ in einem vordergründigen Sinne sind, sie sind sogar insofern
eher anspruchsvoller als sie außermathematisches Wissen mit einbezie-
hen.” (Winter, 1983b, 71)

Während Winter (1983a) noch den zu leistenden gedanklichen Akt der en-
aktiven Verkörperung prämathematischer Beweise hervorhebt, richtet Winter
(1983b) seine Aufmerksamkeit eher auf in Sachkontexten zu suchende ”isomor-
phe Verkörperungen” von Begriffen und Sätzen, ohne dass er an dieser Stelle auf
den Prozess des prämathematischen Beweisens eingeht. Schüler stehen damit in
der Gefahr, von den Sachkontexten so sehr eingenommen zu werden, dass ihnen
darüber die Essenz des (prämathematischen) Beweisens verlorengeht.

————————————–

Das prämathematische Beweisen ist vorstehend in seinen verschiedenen frühen
Ansätzen thematisiert worden. Es wird in der Folge zum einen von Balacheff
(1988) im pragmatic proof (↑ Abs. 1.2.2) und zum anderen von Blum & Kirsch
(1991) im inhaltlich-anschaulichen Beweisen (↑ Abs. 1.2.3) aufgegriffen.
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1.2.2 Generic examples und generic proving
Die Bezeichnung des generic example (generisches Beispiel) für ein Beispiel, dasThematisierung des

generic example bei
verschiedenen Autoren

für etwas Allgemeines steht, ist von Mason & Pimm (1984) in Abgrenzung
zum particular example als einem nur im Besonderen gehaltenen Beispiel ein-
geführt worden und wird auch in der späteren fachdidaktischen Literatur zum
beispielgebundenen Beweisen aufgegriffen. In welcher Weise sich die Ambigui-
tät der Bezeichnung generic example bei den verschiedenen Autoren auch im
beispielgebundenen Beweisen zeigt, ist einer näheren Betrachtung wert. Mason
& Pimm (1984) gehen schon auf den Aspekt der sprachlichen Darstellung des
Allgemeinen sowie auf die Abhängigkeit der Deutung des Beispiels als generic
example vom jeweiligen Betrachter ein. Relevant sind in diesem Zusammenhang
auch die Variablenaspekte von Malle (1986), überdies werden Akinwunmi
(2012), Fischer (2009), Mormann (1981) und Ratzinger (1992) zitiert. Die
schon in ↑ Abs. 1.1.2 angesprochene empirische Studie von Balacheff (1988)
stellt dann das generic example neben das crucial experiment (Schlüsselexpe-
riment) und das thought experiment (Gedankenexperiment), wodurch verschie-
dene Typen beispielgebundener Beweise postuliert werden, wie sie bei Schülern
beobachtet werden können. Movshovitz-Hadar (1988) führt als Kategorie
den generic-example assisted proof und in der Folge den transparent (pseudo-)
proof ein. Leron & Zaslavsky (2009), Rowland (1998) sowie Biehler &
Kempen (2013) beschäftigen sich schließlich mit der Vermittlung von generic
proving in Schule und Hochschule.

Generic Examples nach Mason & Pimm

Zurückgehend auf frühere Ausführungen in Pimm (1983) kennzeichnen Ma-generic example bei
Mason & Pimm [1984] son & Pimm (1984, 277) den Terminus generic example zunächst etwas wider-

sprüchlich als ”a specialization which nonetheless speaks the generality”. Unter
Berücksichtigung der subjektiven Perspektive definieren die Autoren das generic
example an anderer Stelle wie folgt:

”A generic example is an actual example, but one presented in such a way
as to bring out its intended role as the carrier of the general. This is done
by means of stressing and ignoring various key features, of attempting to
structure one’s perception of it. Different ways of seeing lead to different
ways of knowing. Unfortunately it is almost impossible to tell whether
someone is stressing and ignoring in the same way as you are.” (Mason
& Pimm, 1984, 287)

Das generische Beispiel wird also als Träger des Allgemeinen vom jeweiligen
Betrachter hinsichtlich struktureller Merkmale angesehen. Die Lernenden sollen
darin also Informationen aufgreifen und verarbeiten, die nötig sind, um am
generischen Beispiel das Allgemeine erkennen zu können. Freilich geht dabei
jeder Lernende anders vor. Abzugrenzen ist das generische Beispiel Mason &
Pimm (1984, 285) zufolge vom besonderen Beispiel, dem particular example,
dessen Betrachtung im Besonderen gehalten bleibt.
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Ob ein Beispiel generisch oder besonders ist, hängt vom Betrachter und des-
sen Erkenntnisprozess ab, so die Autoren. Ein als generisch angeführtes Beispiel
kann dabei particular werden und umgekehrt (abgestuft auch nach Gültigkeits- Betrachterabhängigkeit

des generic examplebereich), und eine solche Einstufung ist gekoppelt an die subjektive Bewusst-
werdung des Allgemeinen durch den Lernenden. Diese Subjektbezogenheit the-
matisieren die Autoren auch, wenn sie auf den Umgang von Lehrer und Schülern
mit generischen Beispielen zu sprechen kommen:

”A teacher having written an example of a technique or theory on the
board, is seeing the generality embodied in the example, and may well ne-
ver think of indicating the scope of the example, nor of stressing the parts
that need to be stressed in order to appreciate the exampleness. However,
the pupils have far less experience, even with a particular instance of the
situation under discussion (and may well be unaware there are others)
which as a consequence, absorbs all their attention. The pupils may see
only the particular (which is possibly for them still quite general, i.e., not
mastered). As a result they often try to ’learn the example’.” (Mason &
Pimm, 1984, 286)

Der generische Charakter des generic example bildet sich demnach erst in der generischer Charakter
des generic examplesubjektiven Bewusstwerdung des Allgemeinen am Besonderen aus (↑ Abs. 1.5.3).

Demnach kann eine einzelne Schüleräußerung, eine Planskizze oder ein nieder-
gelegtes Beispiel nicht per se generisch sein, sondern allenfalls in dieser Weise
intendiert, vermittelt oder aufgefasst werden. Wenn der Schüler mit der Glei- Beispiel

zweite Potenzregelchungskette

(3 · 4)2 = (3 · 4) · (3 · 4) = (3 · 3) · (4 · 4) = 32 · 42

eine Potenzregel postuliert, kann man zunächst nicht sicher sein, ob der Ler-
nende dies noch als particular example mit den konkreten Zahlzeichen 3 und
4 auffasst, und inwieweit er darin etwas Allgemeingültigeres im Sinn hat. Für
den Schüler mag die Variation der Basiszahlen klar sein, die Variation der Ex-
ponenten jedoch nicht, so dass der Schüler darin vielleicht nur den Beweis der
Regel (a · b)2 = a2 · b2 in der Gleichungskette sieht (zu diesem Aufgabenbeispiel
vgl. die Ausführungen in ↑ Kap. 1.3 und die Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.5). Das
generische Beispiel wäre also im Ganzen nicht als statisch vorliegende Kategorie
aufzufassen, sondern als Instanz, an der eine betrachterabhängige, subjektive
Realisierung des Allgemeinen allmählich erfolgen kann.

Die Autoren stellen schließlich folgende Forschungsfragen: Forschungsfragen von
Mason & Pimm [1984]

”How can you expose the genericity of an example to someone who sees
only its specificity? Apart from stressing and ignoring, and repeating the
general statement over and over, how can the necessary act of perception,
of seeing the general in the particular, be fostered? How can you discern
the extent of the generality perceived by someone else when looking at a
particular example together?
Why do we offer students examples in class, and what are they supposed
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to make of them? If examples are always examples of something, how can
students become aware of that which the examples are supposed to be
exemplifying?” (Mason & Pimm, 1984, 287f.)

Die vorstehenden Fragen nach der Betrachterabhängigkeit und der sozial ge-
teilten Erkenntnis des Allgemeinen im Besonderen des Beispiels legen weiteren
Forschungsbedarf nahe und sind – auf die Rolle des Beispiels im beispielgebunde-
nen Beweisen bezogen – auch in der vorliegenden Arbeit von großer Bedeutung.

Variablenaspekte nach Mason & Pimm, Malle u.a.

Bevor im nachfolgenden Absatz die Rolle des generic example im Rahmen eines
generic proving diskutiert wird, soll noch jene Analogie zwischen Alltagsspra-
che und mathematischer Sprache in Bezug auf das generic example thematisiert
werden, von der Mason & Pimm (1984) in ihrem Beitrag ausgehen. In die-
sem Zusammenhang finden auch die Variablenaspekte von Malle (1986) Be-
rücksichtigung, welche in die Diskussion generischer Beispiele in arithmetischen
Kontexten einfließen können.

Es hat überrascht, dass Mason & Pimm (1984, 278ff.) das generic example an
seiner sprachlichen Darstellung zu identifizieren suchen und die Abhängigkeit
vom Betrachter zunächst unberücksichtigt lassen. Sie beziehen die englischen
Ausdrücke specific / particular, generic und general auf einzelne mathematik-
sprachliche Äußerungen, nachdem sie anfangs entsprechende alltagssprachliche
Wendungen wie ”give me a kleenex” – zu dt. ”gib mir ein Tempo” – auf Gene-
rizität hin untersucht haben.

Etwa kann das Wort Brot als Bezeichnung eines gemahlenen Erzeugnisses inKonkretismus und Mitver-
stehen in der Alltagssprache seiner eigentlichen Bedeutung ganz konkret verwendet werden. In den beiden

Wendungen ”sein Brot verdienen” oder ”der Mensch lebt nicht vom Brot al-
lein” fungiert das Wort ”Brot” jedoch nur als ein Beispiel für etwas je Allge-
meineres, etwa für den Verdienst oder für weitere menschliche Bedürfnisse. An
den verschiedenen Verwendungsmöglichkeiten des Wortes ”Brot” zeigt sich, dass
das Mitverstehen (in der Sprachwissenschaft als Stilmittel Synekdoché genannt,
von altgr. συνεκδοχή für Mitverstehen) des jeweils allgemeiner Gemeinten unsi-
cher ist. Es kann auf diesem Wege zwischen Gesprächspartnern zuweilen auch
zu Missverständnissen (im Sinne eines Nicht-Mitverstehens) kommen. Eröffnet
der eine Gesprächspartner dem anderen Gesprächspartner jedoch den weite-
ren Kontext seiner Verwendung des Wortes ”Brot” und damit dessen weiteren
Deutungshorizont, kann das Mitverstehen des allgemeiner Gemeinten zu einem
sozial geteilten einander Mitverstehen im Allgemeinen werden.

Es stellt sich die Frage, ob die sprachwissenschaftliche Analogie – wie sie auchMitverstehen als subjek-
tives Realisieren des
Allgemeingültigen

in Mason & Pimm (1984) bemüht wird – hilfreich ist, um das generic example
präziser zu fassen. Das Charakteristische eines generic example liegt in einem
Mitverstehen eines strukturellen Zusammenhangs, das eine subjektive Realisie-
rung des Allgemeinen im Besonderen des Beispiels ermöglicht (↑ Abs. 1.5.3). In
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der obigen Gleichung zur zweiten Potenzregel kann der Schüler in den Zahlzei-
chen 2, 3 und 4 auch Variable sehen, so dass er möglicherweise die speziellere
Regel (a · b)2 = a2 · b2 oder sogar auch die allgemeinere Regel (a · b)n = an · bn Aufgabenbeispiel

zweite Potenzregelin verschiedenen Allgemeinheitsgraden und Gültigkeitsbereichen erkennt. Die-
se Erkenntnis des allgemeinen strukturellen Zusammenhangs muss sprachlich
vermittelt (versprachlicht, manifestiert) werden, um sie zu einer sozial geteilten
Erkenntnis, einem Mitverstehen am Besonderen des Beispiels werden zu lassen.
Ein generic example ist also in der Tat nicht per se statisch zu betrachten,
sondern erfordert eine (ggf. sozial zu teilende) fortschreitende Erkenntnis seiner
Generizität hin zum Allgemeinen.

Mason & Pimm (1984) versuchen nun aber, das generic example vom specific specific / particular example
nach Mason & Pimm [1984]/ particular example auf der sprachlichen und ikonischen Ebene zu unterschei-

den. Eine sprachlich-figurale Darstellung mit der kategoriellen Unterscheidung
in specific, generic und general wie die folgende ist jedoch inhaltlich klärungs-
bedürftig:

specific generic general

6 6 can be
.
. . . . . .
. . . . .

2N 2N

sprachlich-figurative Darstellung
nach Mason & Pimm (1984, 281)

Diese Untersuchung auf der sprachlichen Mikroebene einer einzelnen Äußerung
kommt über die rhetorische Figur der Synekdoché indessen kaum hinaus und
zeigt gerade dadurch an, dass es sich bei einem generic example nicht einfach um
eine Zwischenkategorie handelt – das generische ”can be” macht vielmehr auch
selbst kontextbezogene Worte wie etwa die von den Autoren angefügte Fußnote
notwendig:

”6, when seen in the context of even numbers, CAN be seen as a generic
even number, but this requires stressing some of its features (its evenness)
and ignoring other features (that it is a product of two primes, that it is
divisible by 3, ...). It is almost impossible to tell whether someone else is
stressing and ignoring the same way that you are, without recourse either
to algebra or considerable discussion. (...)” (Mason & Pimm, 1984, 288)

Wenn im angeführten Beispiel von der, einer oder irgendeiner (beliebigen) Zahl
(the, a, any number) gesprochen wird, kann man die weiters angeführten iso-
lierten mathematischen Sprechweisen deshalb nicht wie die Autoren eindeutig
den Kategorien particular / specific, generic, general zuordnen:
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”THE even number 6, THE even number 2N
AN even number (like) 6, AN even number 2N
ANY even number (like) 6, ANY even number 2N”

(Mason & Pimm, 1984, 281)

Ungefähr übersetzt bedeutet dies:

DIE gerade Zahl 6, DIE gerade Zahl 2N
EINE gerade Zahl (wie) 6, EINE gerade Zahl 2N
IRGENDEINE (beliebige) IRGENDEINE (beliebige)

gerade Zahl (wie) 6, gerade Zahl 2N

Entsprechende Schüleräußerungen gäben allenfalls Hinweise, wie der Schüler diesprachliche Indizien zur
subjektiven Realisierung
des Allgemeingültigen

Zahl 6 verstanden haben könnte. Dies lässt sich erst im weiteren Unterrichts-
oder Gesprächsverlauf unter Berücksichtigung des Kontexts deuten. An Indizien
kann man nur grob unterscheiden:

◦ Mit dem bestimmten Artikel (die bzw. the) gibt man in der Regel das
Spezifische als (gerade) Zahl 6 wieder (specific).

◦ Die Verwendung des unbestimmten Artikels (ein bzw. a) ist zweideutig:
die Ausdrucksweise eine gerade Zahl (wie) 6 kann auf die spezielle Zahl 6
verweisen (particular), die nur von 6 vertreten wird, oder auf das Merkmal
der Geradzahligkeit einer Zahl wie 6, ohne dass die gerade Zahl bestimmt,
benannt oder bekannt sein muss (generic).

◦ Schließlich kann der Gebrauch des Indefinitpronomens (irgendeine bzw.
any) für eine beliebige Zahl überhaupt, mithin für jedwede gerade Zahl
stehen (general), während irgendeine Zahl auch für eine auszuwählende
oder bestimmbare, noch unbekannte Zahl stehen kann.

Für Lernende reicht es also nicht, allein durch Artikel oder Pronomen die Funk-
tion eines Beispiels als generic example anzuzeigen. Ähnlich wie im obigen rein
sprachlichen Beispiel muss der Lernende erst eine dem mathematischen Kontext
angemessene Sprache finden, um seine subjektive Realisierung des Allgemeinen
am Besonderen sprachlich vermitteln zu können. Die Zweideutigkeit der einzel-
nen Sprechweisen zeigt zudem, dass sich ohne weitergehende Versprachlichung
des (arithmetischen) Kontexts kein generic example rekonstruieren lässt. Dies
muss vom Mitschüler, Lehrer und Forscher letztlich interpretativ erschlossen
werden (↑ Kap. 1.5 und ↑ Kap. 2.2).

Malle (1986) benennt in seinem Basisaufsatz die in der MathematikdidaktikVariablenaspekte nach
Malle [1986] geläufigen grundlegenden Variablenaspekte:

”Gegenstandsaspekt
Variable als unbekannte oder nicht näher bestimmte Zahl (allgemeiner als
unbekannter oder nicht näher bestimmter Gegenstand).

Einsetzungsaspekt
Variable als Leerstelle (Platzhalter), in die man Zahlen einsetzen darf.
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Kalkülaspekt (Rechenaspekt)
Variable als bedeutungsloses Zeichen, mit dem nach bestimmten Regeln
operiert werden darf.”

(Malle, 1986, 3), vgl. Malle (1993, 46)

Für den Gegenstandsaspekt führt der Autor eine Beispielaufgabe an, bei der sich
der Schüler eine unbekannte Zahl ausdenkt und mit ihr operiert. Den Einset-
zungsaspekt illustriert er an einem Term, für dessen Platzhalter Beispielzahlen
einzusetzen sind. Den Kalkülaspekt zeigt Malle schließlich an der Lösung va-
riablenhaltiger Gleichungen. Seine Ausführungen vervollständigt er durch eine
Übersicht, in der er den Gegenstands-, Einsetzungs- und Kalkülaspekt syste-
matisch auf Variable, Term und Gleichung bezieht. Die Variable wird dabei als
Teil eines Terms und dieser als Teil einer Gleichung aufgefasst:

Gegenstandsaspekt Einsetzungsaspekt Kalkülaspekt
Variable Zahl Platzhalter (Leerstelle) Zeichen
Term Zahl Zahlform Zeichenreihe
Gleichung Aussage Aussageform Zeichenreihe

Variablenaspekte nach Malle (1986, 4) und Malle (1993, 47)

In den empirischen Fallstudien von ↑ Teil 3 sollen (ggf. zu entdeckende) Aus-
sagen über geometrische oder arithmetische Zusammenhänge beispielgebunden
bewiesen werden. Dabei spielen alle drei Variablenaspekte in ihrem jeweiligen
Auftreten eine Rolle. Malle (1986, 4) zufolge ist es ”geradezu charakteris-
tisch für das Umgehen mit Variablen in der Mathematik, daß man die einzelnen
Aspekte beständig wechseln muß und unter Umständen mehrere Aspekte gleich-
zeitig im Auge behalten muß.”

Beispielsweise kommt beim Aufstellen der Formel x ·(x−1)/2 für die Anzahl der Variablenaspekte beim
Aufstellen von FormelnVerbindungen in einem vollständigen Graphen mit x Ecken jedem Teil dieses

Terms eine bestimmte gegenständliche Bedeutung zu, die sich der Lernende zu-
mal beim Entdecken der Behauptung allmählich erschließen kann (↑ Abs. 1.5.1
und ↑ Abs. 3.3.1). So steht x − 1 für die Anzahl der von jeder der x Ecken
ausgehenden Verbindungen, welche insgesamt doppelt gezählt werden würden,
dividierte man ihre Gesamtzahl x · (x− 1) nicht durch 2. Durch Einsetzen von
Beispielzahlen in der allgemeiner gehaltenen Formel x · y/2 und der Prüfung
an einer Zeichnung kommt mancher Lernende vielleicht erst auf den genann-
ten Zusammenhang zwischen der Anzahl x an Ecken und der Anzahl der von
ihnen jeweils ausgehenden Verbindungen y := x− 1. Schließlich sind auch Um-
formungen des Terms x · (x − 1)/2 in 1

2x
2 − 1

2x oder 1 + 2 + · · · + (x − 1) im
Sinne des Kalkülaspekts möglich, wobei sich in jedem Summanden des zweiten
Terms wiederum eine gegenständliche Bedeutung als noch nicht schon abge-
zählte Verbindungen zu den übrigen der x Eckpunkte ausmachen lässt. Aus
beiden Umformungen lässt sich ersehen, dass die Betonung des Kalkülaspekts
nicht notwendigerweise mit einem Verlust, sondern auch mit einem Wechsel an
gegenständlicher Bedeutung von Variablen- resp. Zahlzeichen verbunden sein
kann.



1.2 Beispielgebundenes Beweisen 46

Akinwunmi (2012, 8) spricht bei ihrer Schilderung einer Propädeutik von Varia-
blenkonzepten in der Grundschule vonWort-, Buchstaben- und Quasi-Variablen.
”Wortvariablen wie ’Haufen’, ’Mensch’, oder ’Tag’ ” (vgl. Malle (1993, 44)) las-Wort-, Buchstaben- und

Quasi-Variablen nach
Akinwunmi [2012]

sen sich als historische Vorläufer zu heute geläufigen Buchstabenvariablen wie a,
δ oder Vn betrachten. Zur Rolle so genannter Quasi-Variablen für Grundschüler
führt die Autorin an:

”Wenn Kinder allgemeine Zusammenhänge ausdrücken möchten, bevor
ihnen die Möglichkeiten der algebraischen Sprache zur Verfügung stehen,
so greifen sie oftmals auf konkrete Zahlenbeispiele zurück. Die konkreten
Zahlen, die aber von den Kindern allgemeiner gedacht werden und wie Va-
riablen als Platzhalter dienen, werden in der Literatur als Quasi-Variablen
bezeichnet”. (Akinwunmi, 2012, 88)

In diesem Zusammenhang zitiert die Autorin auch Fischer (2009), welche dieStufenfolge der Vorformen
von Variablen nach Fischer
[2009]

Variablenauffassungen von Fünftklässlern untersucht hat und dabei auf eine
Stufenfolge von Vorformen von Variablen gestoßen ist, dessen dritte Stufe die
von Akinwunmi (2012) genannten Quasi-Variablen darstellen:

”Als Vorformen von Variablen kann eine Skala von zunehmend abstrak-
ten Zahlauffassungen bezeichnet werden. Dabei besteht die Abstraktion
in einem Absehen von spezifischen Eigenschaften bestimmter Zahlen. Auf
der ersten Stufe treten sie als Zahlen auf, deren absolute Größe genutzt
wird, um z. B. Rechenhandlungen explizit auszuführen und mit einem Er-
gebnis zu versehen, das durch einen Zahlnamen repräsentiert wird. Auf
der nächsten Stufe wird auf diese Möglichkeit des Ausrechnens verzich-
tet. Zwar wird weiterhin durch einen Zahlnamen auf eine bestimmte Zahl
verwiesen, aber sie wird im Sinne eines Bausteins eingesetzt und kann
bis zum Endergebnis hin verfolgt werden. Auf der dritten Stufe wird ein
Baustein weiterhin mit einem Zahlnamen repräsentiert, aber dieser Name
steht nicht mehr ausschließlich für die benannte Zahl, sondern dient als
Stellvertreter, an dem gezeigt wird, wie mit einer beliebigen Zahl verfahren
wird. Auf der vierten Stufe wird auf die Benennung und damit Hervorhe-
bung einer bestimmten Zahl verzichtet. Stattdessen erhält der Baustein
ein neutrales Zeichen wie einen Buchstaben oder ein ’Platzhalterzeichen’.”
(Fischer, 2009, 26)

Insofern können die Quasi-Variablen nach Akinwunmi (2012, 89) als ”Brücke
zwischen bestimmten und unbestimmten Zahlen dienen”, und offenbaren damit
jenen generischen Charakter, von dem schon Mason & Pimm (1984) weiter
oben sprachen.

Folgt man der ursprünglichen Einteilung von Malle (1986, 3), sind – grob ge-Variablenaspekte beim
beispielgebundenen
Beweisen

sprochen – für das beispielgebundene Beweisen Gegenstands- und Einsetzungsa-
spekt in ihrer Bezogenheit auf eine Aussage(form) primär, doch kommt, wie etwa
die Aufgabenbeispiele der Zahlenmauern (↑ Abs. 3.1.1) und des Umfangswinkel-
Mittelpunktswinkelsatzes (↑ Abs. 3.4.1) zeigen, auch dem Kalkülaspekt Bedeu-
tung zu. Dieser Aspekt tritt zudem beim operativen Beweisen nach Wittmann
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stärker hervor (↑ Abs. 1.2.3). Löst sich das Kalkül ganz vom Gegenständlichen
ab im Sinne eines bloßen Operierens an Zeichenreihen, wird formell bewiesen.
Insgesamt gesehen mag es hilfreich sein, die Variablenaspekte beim beispielge-
bundenen Beweisen im Blick zu behalten. Dabei ist es wiederum interpretati-
onsbedürftig, welcher Variablenaspekt während dessen jeweils im Vordergrund
steht und in wie weit der Lernende das Allgemein(gültig)e im Besonderen dabei
wirklich erkannt hat.

Hinsichtlich der Rolle von Variablen beim beispielgebundenen Beweisen sind Niveaus der Verall-
gemeinerung nach
Mormann [1981]

noch die Studien von Mormann (1981) und Ratzinger (1992) zu nennen.
Mormann (1981, 75) unterscheidet bei der Entwicklung von Beweisen wie
der Quersummenregel für alle zweistelligen Zahlen verschiedene Verallgemei-
nerungsniveaus:

”Die Entwicklung des Beweises dieser Aussage verläuft über verschiedene
Niveaus der Verallgemeinerung. Während auf einem niedrigen Niveau die
einzelne Zahl, für die die Quersummenregel bewiesen werden soll, isoliert
für sich steht, wird auf den entwickelteren Niveaus die einzelne Zahl als
Funktionswert eines zunehmend komplexeren Variablenzusammenhanges
aufgefaßt. Damit ändert sich der Gegenstandsbereich der Untersuchung;
es geht nicht mehr in einem naiven Sinne um die Gesamtheit aller einzel-
nen Zahlen, sondern um die ’allgemeine natürliche Zahl’, deren adäquate
Beschreibung erst im entwickelten Variablenkalkül gelingt.” (Mormann,
1981, 75)

In diesem Zusammenhang spricht der Autor auch an, dass an der mathemati-
schen Sprache zumindest in Arithmetik und Algebra erkennbar sei, wann Va-
riablen eingeführt werden. Dabei ist es Mormann (1981, 71) zufolge vom Kon-
text abhängig, ”ob man in der natürlichen Sprache Variablen durch Artikel
oder Adjektive, wie ’ein’, ’beliebige’, ’irgendwelche’, oder andere Wendungen
wie ’z.B.’, ’usw.’, ’ebenso’ usw. mehr oder minder explizit ausdrückt.” (vgl. hier-
zu die Ausführungen von Mason & Pimm (1984, 281) weiter oben). Der Begriff
der Variable ist nach Mormann (1981, 71) dessen ungeachtet ”durch größere
Explizitheit, Formalisierung, Kontextfreiheit und systematischere Verwendung”
attributiert.

Die Niveaus der Verallgemeinerung bei Mormann (1981, 75) erscheinen im Beispielgebundenes Bewei-
sen auf Repräsentations-
ebenen nach Ratzinger
[1992]

Lehrbuch bei Padberg (1997, 58ff.) und vorgängig bei Ratzinger (1992,
54ff.) als Repräsentationsebenen beispielgebundenen Beweisens, dessen Definiti-
on Ratzinger (1992, 49) wiederum von Kirsch (1979, 262) übernimmmt. Am
Aufgabenbeispiel der Transitivität der Teilbarkeitsrelation a | b∧ b | c⇒ a | c ∀
a, b, c ∈ N lässt sich nach Ratzinger (1992, 54) unterscheiden:

◦ Ikonische Repräsentationsebene (durch (Kreise um) Punkte/Kugeln)
◦ Symbolische Repräsentationsebene (durch Beispielzahlen)
◦ Beweis mit Variablennutzung (durch Variablenzeichen)
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Im Sinne von Stein (1986, 81) könne man die zugehörigen Beweise vom Kon-
kreten hin zum Abstrakten ansiedeln. Dabei blieben nach Ratzinger (1992,
56) die vollzogenen logischen Schlussweisen identisch, Unterschiede wären je-
doch bei der konkreten bis allgemeinen Formulierung der entsprechenden Sät-
ze auszumachen. Der Autor illustriert die vorgenommene Dreiteilung noch an
der Summenregel a | b ∧ a | c ⇒ a | (b + c) ∀ a, b, c ∈ N, der Produktregel
a | b ∧ c | d ⇒ a · c | b · d ∀ a, b, c, d ∈ N sowie der Quersummenregel (vgl. hier-
zu auch ↑ Abs. 1.4.1). Dabei wird der Beweis mit Variablennutzung jeweils als
formaler und nur zum Teil formell gehaltener (formalisierter) Beweis geführt.

An weiterer Literatur zu den oben genannten Variablenaspekten, zur algebrai-
schen Sprache im (frühen) Mathematikunterricht und zur sogenannten Early
Algebra sei hier ergänzend und exemplarisch auf Küchemann (1978), Malle
(1993, 44ff.), Hefendehl-Hebeker & Hussmann (2003, 65ff.), Barzel et al.
(2008) und Specht (2009, 24ff.) verwiesen.

Generic Proving nach Balacheff

Als erste umfassende empirische Studie zum beispielgebundenen Beweisen kannUntersuchungen zum bei-
spielgebundenen Beweisen
nach Balacheff [1988]

der Aufsatz von Balacheff (1988) resp. Balacheff (1987) betrachtet wer-
den (vgl. hierzu auch ↑ Abs. 1.1.2). Balacheff beobachtet beispielgebundene
Beweisprozesse von Schülern und untersucht insbesondere, wie die Schüler zu
ihrer Überzeugung von der Allgemeingültigkeit einer vorgeschlagenen Beispiel-
lösung gelangen. Der interaktionistisch-interpretative Ansatz erlaubt es Bala-
cheff, die Lösungsprozesse sichtbarer zu machen, daraus Typen und Niveaus
von Beweisen abzuleiten und dadurch Aussagen über den beispielgebundenen
Beweisprozess zu gewinnen. Für die vorliegende Arbeit sind auch Balacheffs
aufgabenbezogene Anregungen, seine Ausführungen zu sprachlichen Aspekten
beispielgebundenen Beweisens und die Schilderung seiner Erfahrungen im Um-
gang mit den befragten Schülern hilfreich, so dass der Aufsatz im Folgenden
nochmals genauer studiert werde.

Balacheff (1988) differenziert zunächst verschiedene Niveaus und Typen vonpragmatic und
conceptual proofs Beweisen, um dann später die Ergebnisse seiner empirischen Studie entsprechend

zu formulieren. Grundsätzlich unterscheidet Balacheff zwischen pragmatic
proofs und conceptual proofs:

”pragmatic proofs are those having recourse to actual action or showings,
and by contrast, conceptual proofs are those which do not involve acti-
on and rest on formulations of the properties in question and relations
between them.” (Balacheff, 1988, 217, H.i.O.)

Mit der Bezeichnung pragmatic proof knüpft Balacheff an den Terminus ac-
tion proof von Semadeni (1981b) bzw. Semadeni (1984) an. Allerdings be-
greift Balacheff (1988, 216) unter einem pragmatic proof zunächst ein direct
proof by showing, bei dem die benutzten Operationen und Handlungen enak-
tiv durchgeführt werden. Als Paradebeispiel für einen solchen Beweistyp führt
Balacheff dann auch den anschaulichen Beweis dafür an, dass die Summe
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der ersten n ungeraden Zahlen n2 ergibt (siehe Neubrand & Möller (1990,
54) und ↑ Abs. 1.2.4). Die pragmatic proofs kommentiert Balacheff (1988,
217) in seiner Interpretation von Semadeni (1984) wie folgt: Eine solche Art
von Beweisen beruhe auf der Fähigkeit desjenigen, in der visuellen Darstellung
Gründe zu rekonstruieren, die er implizit zwar schon in seinen Gedanken tra-
ge, aber noch nicht ganz zu erklären vermöge. Balacheff führt daraufhin die
Überlegungen Semadenis weiter und bezieht den Aspekt der Versprachlichung
bei der Darstellung eines Beweises ein:

”This detachment from action, from the here-and-now, does not happen by
itself. It gets expressed in the language of the everyday. (...) Nevertheless,
use of such language already requires a certain distance so that the action
can be described and made explicit. As Sémadéni suggests (thinking of
an extension of action proofs), the movement to conceptual proofs lies
essentially in taking account of the generic quality of those situations
previously envisaged.” (Balacheff, 1988, 217)

Balacheff betont an dieser Stelle, dass conceptual proofs eine distanzierte,
reflektierte und versprachlichte Sicht auf den vollzogenen Lösungsprozess erfor-
dern. Zur Illustration eines solchen conceptual proof führt er die Aufzeichnun- Aufgabenbeispiel

gegensinniges Veränderngen eines Schülers zum gegensinnigen Verändern an (Add and Take, vgl. ↑ Kap.
1.2.1):

Abb. 1.3: Schülerlösung der Aufgabe Add and Take nach Balacheff (1988, 217)

Der Schüler hat hier seine dargestellten Operationen dahingehend schriftlich
kommentiert, dass es unerheblich sei, um welche Zahl gegensinnig verändert
werde. Diese Erkenntnis erwächst aber erst aus einer Loslösung von der eigent-
lichen Aufgabe 8 + 12 = 20, d.h. diese Aufgabe wird nicht bloß direkt aus-
gerechnet, sondern auch so dargestellt, dass die Zahlen 8 und 12 als zur Zahl
10 gleichdifferente Beispielzahlen angesehen werden können. Die Verwendung
der Umgangssprache erlaubt es Balacheff zufolge, den in mathematikhaltiger
Sprache vollzogenen Lösungsprozess aus der Distanz heraus als einen conceptu-
al proof zu charakterisieren. Um schließlich formal proofs zu generieren, führt
Balacheff drei notwendige Gütekriterien an:
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◦ ”a decontextualisation, giving up the actual object for the class of objects, inde-
pendent of their particular circumstances;”

◦ ”a depersonalisation, detaching the action from the one who acted and of whom
it must be independent;”

◦ ”a detemporalisation, disengaging the operations from their actual time and
duration: the process is fundamental to the passage from the world of actions
to that of relations and operations.”

(Balacheff, 1988, 217f., H.i.O.)

Dabei beschreibt die Dekontextualisierung die eigentliche Loslösung von der Be-
sonderheit des Beispiels zum allgemein(gültig)er Erkannten, während die Deper-
sonalisierung auf den Aspekt der Betrachterunabhängigkeit und die Detempora-
lisierung auf die zeitliche Unabhängigkeit sowie die symbolische Funktion einer
funktionalisierten Sprache hinweist. Der Schüler dekontextualisiert und deper-
sonalisiert teilweise, wenn er mündlich (bzw. in der obigen Abb. 1.3 schriftlich
niedergelegt) erläutert: ”It will always be 10 + 10 I’ve chosen 2 and it cancels
out so if I choose another number between 1 and 10 it will always cancel out and
will always be equal.” Überdies betont Balacheff (1988, 218) mit diesem Auf-
gabenbeispiel auch die Wichtigkeit der Versprachlichung beim (beispielgebun-
denen) Beweisen. Dies geschieht inhaltlich in einer allmählichen Ablösung vom
betrachteten Beispiel, sozial in einer angestrebten Perspektivenunabhängigkeit
und methodisch in einem operativ-relationalen statt enaktiven Verständnis.

An Beweistypen führt Balacheff an:vier Beweistypen

”Among the various types of pragmatic and conceptual proofs, we have
singled out four main types which hold a privileged position in the cogni-
tive development of proof: naive empiricism, the crucial experiment, the
generic example and the thought experiment.” (Balacheff, 1988, 218)

Der Autor zählt naive empiricism (naive Empirie) sowie crucial experimentnaive empiricism und
crucial experiment (Schlüsselexperiment) deshalb zu den Typen von Beweisen, weil sie von den

Lernenden als solche angesehen werden können, auch wenn sie dies aus Exper-
tensicht nicht sind. Das generic example (generisches Beispiel) und das thought
experiment (Gedankenexperiment) hingegen sieht er als wahrheitsbegründend
an (vgl. Lakatos (1976) in ↑ Abs. 1.2.1). Balacheff (1988, 218) formt aus
diesen Beweistypen eine Hierarchie – entscheidende Kriterien dafür, in welche
Kategorie ein Beweis eingruppiert werde, seien die Ansprüche an die Allgemein-
gültigkeit und an das, was der Autor the conceptualisation of knowledge nennt.
Während er also naive empiricism, crucial experiment und generic example zu
den pragmatic proofs zählt, gruppiert er – vom ”calculations of statements” (↑
Abs. 1.1.2) abgesehen – nur das thought experiment in die Kategorie conceptual
proofs ein. Zum naive empiricism führt er aus:

”Naive empiricism consists of asserting the truth of a result after verifying
several cases. This very rudimentary (and as we know, insufficient) means
of proving is one of the first forms of the process of generalisations (Piaget,
1978).” (Balacheff, 1988, 218)
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Das crucial experiment beschreibt Balacheff in Abgrenzung davon wie folgt:

”The expression ’crucial experiment’ coined by Francis Bacon (Novum
Organum, 1620), refers to an experiment whose outcome allows a choice
to be made between two hypotheses, it having been designed so that the
outcome should be clearly different according to whether one or other hy-
pothesis is the case. (...)
We use the same expression for a slightly different process, one of verify-
ing a proposition on an instance which ’doesn’t come for free’, asserting
that ’if it works here, it will always work’. (...) This type of validation is
distinguishable from naive empiricism in that the pupil poses explicitly
the problem of generality and resolves it by staking all on the outcome of
a particular case that she recognises to be not too special.” (Balacheff,
1988, 218f., H.i.O.)

Gegenüber dem naive empiricism sind sich die Lernenden beim crucial expe-
riment also durchaus des Anspruchs auf Allgemeingültigkeit bewusst, den zu
prüfende und zu beweisende Behauptungen per se stellen, auch wenn sie diese
vielleicht nur an einem typischen Beispiel geprüft haben. Während Balacheff
einen naive empiricism bei einigen Lernenden beobachtet und zugleich als ”resi-
stant to generalisation” beschreibt, realisieren andere Lernende doch zumindest,
dass das naturkundlich anmutende Prinzip ”was mehrmals gilt, gilt immer” das
Wesen mathematischen Beweisens verfehlt.

Im Gegensatz zu den beiden ersten Beweistypen des naive empirism und des generic example und
thought experimentcrucial experiment betont Balacheff zum generic example und thought expe-

riment:

”The generic example involves making explicit the reasons for the truth of
an assertion by means of operations or transformations on an object that
is not there in its own right, but as a characteristic representative of its
class. The account involves the characteristic properties and structures of
a class, while doing so in terms of the names and illustration of one of its
representatives. (...)
The thought experiment invokes action by internalising it and detaching
itself from a particular representation. It is still coloured by an anecdotal
temporal development, but the operations and foundational relations of
the proof are indicated in some other way than by result of their use,
something which is the case for the generic example.” (Balacheff, 1988,
219)

Das generic example wird von Balacheff also ähnlich wie Mason & Pimm
(1984) als charakteristischer Repräsentant für eine ganze Klasse von Beispie-
len gesehen, an dem zudem die Gründe für die Allgemeingültigkeit einer Be-
hauptung besonders gut herausgearbeitet werden können (etwa anhand eines
vorliegenden vollständigen Graphens mit 5 Ecken). Vom generic example als
charakteristischem Repräsentanten wird beim thought experiment abgesehen –
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ein Beispiel (etwa eines vorgestellten vollständigen Graphens mit n Ecken) wird
rein kognitiv konstruiert und dessen der Konkretion enthobenen Eigenschaften
zum Führen eines Beweises verwendet.

Das Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphen, welches in veränderter FormAufgabenbeispiel
vollständiger Graph auch in der Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.3 zum Einsatz kommt, wird von Bala-

cheff wie folgt gestellt:

”you are to write a message which will be given to other pupils of your
own age, which is to:
provide a means of calculating the number of diagonals of a polygon when
you know the number of vertices it has.” (Balacheff, 1988, 220)

An Lösungsvorschlägen bot sich dem Studienleiter insgesamt ein facettenreiches
Bild – steht n für die Anzahl der Ecken eines n-Ecks, schlugen die zu Paaren
gefassten Schüler für die Anzahl an Diagonalen im vollständigen Graphen u.a.
folgende Lösungen vor:

”f1(n) = n(n− 3)/2
n2

n

f(n + 1) = f(n) + a(n + 1) and a(n + 1) = a(n) + 1 where a(n) is the number of
diagonals which should have been added to pass from Pn−1 to Pn.
f2(n) = (n− 3) + (n− 3) + (n− 4) + (n− 54) [sic!]+ · · ·+ 2 + 1 (...)
n.s(n), where s(n) is the number of diagonals at a vertex
n/2 (...)
n/2 or n
n/2 or (n− 1)/2 (...)”

einige Schülerlösungen nach Balacheff (1988, 221), vgl. Balacheff (1991, 94f.)

Am vorstehenden Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphen und deren Bei-Erkenntnisse aus
den Forschungen von
Balacheff [1988]

spiellösungen durch die Schüler illustriert Balacheff (1988, 222f.) seine hierar-
chisch gedachte Klassifikation der pragmatic proofs und conceptual proofs. Zumal
das betrachtete Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphens in abgewandelter
Form auch in der Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.3 eingesetzt wird, sind für die vor-
liegende Arbeit einige seiner Erkenntnisse, die er daraus zieht, von besonderem
Interesse:

◦ Die bloße Auswertung der Schülerlösungen erweist sich nach Balacheffprozesshafter Charakter
des Beweisens (1988, 228) zur Einordnung in die vorgestellte Hierarchie an Beweistypen

als untauglich, vielmehr gelte es, den Prozess einer Beweisproduktion zu
verfolgen und dann eine Eingruppierung vorzunehmen.

◦ Eine mögliche Ursache dafür, dass Schüler das Stadium des naive empi-soziale Aspekte
des Beweisens ricism nicht verlassen, besteht nach Balacheff (1988, 222) in der po-

tentiell hemmenden sozialen Interaktion zwischen Lehrer und Schülern
oder zwischen Schülern untereinander, zumal dann, wenn diese sehr un-
terschiedliche Lösungskonzepte verträten. Der naive empiricism werde von
den Schülern jedoch nicht per se als Lösungskonzept favorisiert.
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◦ Der bei einem Schüler schließlich jeweils festgestellte Beweistyp ist nach
Ansicht von Balacheff (1988, 228) davon abhängig, welche Wendungen
der Weg des Denkens über das jeweilige Problem nehmen kann. Zudem ste-
hen naive empiricsm und (hin zum) crucial experiment eher für einen em-
pirischen Pragmatismus, während generic example und (hin zum) thought
experiment eher einen logischen Rationalismus verträten, wobei sich diese Beweistypen abhängig

von BeweisfunktionenIsmen laut Fischbein (1982, 17) in ihrer parallelen Koexistenz einan-
der bedingen und ergänzen (sollten). Eine solche Unterscheidung erinnert
auch an jene von Hanna (1989) resp. Hanna (1990, 9) in proving that
und proving why unter Rückbezug auf die verifikative und explanative Be-
weisfunktion. Das proving why ist bei Hanna ähnlich induktiv konnotiert
wie der naive empiricism und das crucial experiment bei Balacheff (↑
Abs. 1.1.1).

◦ Eine Schwierigkeit in der Verwendung eines generic examples liegt nach Perspektivenabhängigkeit
des generic exampleBalacheff (1988, 224) darin, dass die Erläuterungen des jeweiligen Spre-

chers zum generischen Charakter des verwendeten Beispiels von den Zu-
hörern akzeptiert werden müssten, damit sie dieses nicht nur als crucial
experiment ansähen. Dies verweist auf die kommunikative Funktion des
Beweisens als sozial geteilten Interaktionsprozess (siehe ↑ Abs. 1.1.1) und
auf die vom Betrachter abhängige Perspektive auf das generic example.

◦ Der potentiell beobachtbare Übergang vom generic example zum thought
experiment erfordert nach Balacheff eine kognitive Konstruktion: Übergang vom

generic example zum
thought experiment

”A generic example constitutes a transitional stage in moving from
pragmatic to conceptual proofs, in that it always requires a negotia-
tion of the generic character of the example employed. This fragility
encourages an evolution towards the thought experiment, which de-
taches itself from the particular.” (Balacheff, 1988, 229)

Hier erscheint das generic example als eine Leiter, Stütze oder Krücke, die
nach Erreichen eines höheren Niveaus an Allgemeinheit und Allgemein-
gültigkeit nicht mehr benötigt wird. Als generisch wird hier – anders als
noch bei Mason & Pimm (1984) – also auch der Prozess des Beweisens
angesehen.

◦ Die Entäußerung eines thought experiment schließt nach Balacheff (1988, sprachliche Aspekte
des Beweisens226) komplexe kognitive und linguistische Konstruktionen mit ein: Ei-

ne Schwierigkeit bestehe darin, Operationen an einem abstrakten Objekt
unter Verlust ihrer formell-algebraischen Darstellung umgangssprachlich
hinreichend gut auszudrücken, um einen Beweis zu führen. Eine Möglich-
keit für eine solche Dekontextualisierung sei die Ersetzung der besonderen
durch eine allgemeine(re) Formulierung. Die von Balacheff angeführ-
ten Schülerlösungen zeigen jedoch, dass dabei auch strukturelle Aspekte
verloren gehen können und die Schüler zu sehr oder zu wenig weitgehend
generalisieren.
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Die empirischen Untersuchungen von Balacheff (1988) geben insgesamt einenResümé der Forschungen
von Balacheff [1988] Überblick darüber, wie Schüler (beispielgebunden) beweisen und welchen Be-

weiskonzeptionen sie dabei folgen. Die von ihm vorgenommene, auch selbst
kritisierte Kategorisierung nach Beweistypen erleichtert Balacheff zwar die
Beschreibung seiner reich dokumentierten Schülerlösungen. Zudem liefern sie
wichtige Beobachtungen und Erkenntnisse zum Beweisen als sozial geteilte und
sprachlich vermittelte Tätigkeit, was auch in der vorliegenden Arbeit seine Be-
rücksichtigung findet. Dass das (beispielgebundene) Beweisen aber als Prozess
verstanden werden kann, der sich nicht nur einseitig dem conceptual proof oder
formal proof nähert, sondern zwischen Beweiskonzepten und -typen oszillieren
kann, klingt bei Balacheff allenfalls an. Wie beim beispielgebundenen Be-
weisen nämlich der von Balacheff (1988, 229) angesprochener Übergang von
einem generischen Beispiel (generic example) zu einem Gedankenexperiment
(thought experiment) ablaufen kann, bleibt offen und bedarf einer genaueren
empirischen Untersuchung.

Generic-example assisted proof nach Movshovitz-Hadar

Movshovitz-Hadar (1988, 17) spricht in Anlehnung an die Vorarbeiten vonstructured proof und
generic-example
assisted proof nach
Movshovitz-Hadar [1988]

Mason & Pimm (1984) von einem generic-example assisted proof. Dies versteht
sie als eine unterrichtspraktische Alternative, und zwar einerseits zu einem for-
mal deductive proof als formellem Beweis, und andererseits zu einem structured
proof als mehr die innere Beweisstruktur betonenden formalen Beweis. In wel-
chem Verhältnis diese beiden Präsentationsformen von Beweisen zum generic-
example assisted proof stehen, beschreibt Movshovitz-Hadar wie folgt:

”(...) a structured proof reduced the pedagogical problem of the meaning-
ful exposition inherent in a formal deductive proof to the inner parts of
the proof. When the inner parts are not trivial, structured proofs and ful-
ly deductive proof show similar pedagogical problems. A generic-example
assisted proof (...) has the potential to respond to this difficulty.
The proof of a generic example should not be confused with a fully gene-
ral proof. It only suggests the full proof through a generalizable concrete
example. From the purely logical point of view there is no replacement
for the formal proof. From the pedagogical point of view, a proof of the
generic example can sometimes replace the general proof.” (Movshovitz-
Hadar, 1988, 18, H.i.O.)

Somit ist ein general proof nach Movshovitz-Hadar nur bedingt durch ein
generic-example assisted proof ersetzbar, auch wenn dies in der Schulmathema-
tik durchaus pädagogische Vorteile habe.

Movshovitz-Hadar bettet den als Kategorie verstandenen generic-examplestimulating responsive
(S-R) method nach
Movshovitz-Hadar [1988]

assisted proof in eine Übersicht über weitere Präsentationsformen von Sätzen
und Beweisen für den Mathematikunterricht ein. Unter anderem hält die Autorin
eine Entdeckung (surprising exposition) gefolgt von einem generic-example as-
sisted proof für eine geeignete Methode, um die Schüler zum Beweisen im Mathe-
matikunterricht zu motivieren (stimulating responsive (S-R) method). Entdek-
ken die Schüler die Behauptung nämlich selbst oder bekommen sie eine überra-
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schende Behauptung präsentiert, wecke dies auch eher ihr Beweisbedürfnis. Die-
ses können sie etwa an einem generic example oder freilich auch an den übrigen
Beweistypen von Balacheff (1988) befriedigen. Movshovitz-Hadar (1988,
19) nennt das Entdecken der Behauptung an dieser Stelle bloß ”the ’aha!’ ef-
fect”. Auf die genauen Zusammenhänge zwischen den Schlussformen Abduktion,
Induktion und Deduktion, die jeweils eine Entdeckung, eine Prüfung und eine
Begründung charakterisieren, deren mögliches Zusammenspiel bei der Präsen-
tation eines Satzes und eines nachfolgenden beispielgebundenen Beweises wird
in ↑ Kap. 1.3 ausführlicher eingegangen.

Der Terminus generic-example assisted proof erscheint in späteren Arbeiten wie transparent (pseudo-)proof
nach Movshovitz-Hadar
[2002]

Movshovitz-Hadar et al. (2002) als transparent (pseudo-)proof, zu dem es
wie folgt heißt:

”A transparent proof, is a proof of a particular case which is ’small enough
to serve as a concrete example, yet large enough to be considered a non-
specific representative of the general case. One can see the general proof
through it because nothing specific to the case entered the proof.’ Because
a transparent proof is not a completely polished proof, this kind of ’proof’
was later re-named Transparent Pseudo-Proof or as abbreviated: Trans-
parent P-Proof. (M-H, 1988, 1998)” (Movshovitz-Hadar et al., 2002,
915, H.i.O.)

Dem transparent pseudo-proof wird der Beweischarakter hier als pseudo-proof
abgesprochen, dessen Transparenz jedoch prinzipiell dazu verhelfe, die Allge-
meingültigkeit des formalen Beweises zu erkennen. Von der Prozesshaftigkeit ei-
nes generic proving wird bei Movshovitz-Hadar nicht gesprochen. Der trans-
parent pseudo-proof wird vielmehr als pädagogische Methode oder Mittel be-
schrieben. Diese Methode hat in eine Lernumgebung zur Entwicklung der Be- Lernumgebung zur

Befähigung im beispiel-
gebundenen Beweisen

weisfähigkeiten von Schülern und Studierenden Eingang gefunden. Die bei deren
praktischem Einsatz auftretenden Schwierigkeiten sollen vom Grundgedanken
her durch eine umsichtige Vorbereitung des Lehrenden gemildert werden:

”Consequently, we now strongly advocate, wherever it is appropriate, the
use of transparent p-proofs as a pedagogical tool, as it was shown to sup-
port both the development of one’s belief in the truth of mathematical
statements and of one’s ability in justify this belief. However, it can not
be overemphasized that extreme care must be taken by the instructor in
constructing this tool, be it in verbal-symbolic presentation or in visual-
pictoral representation, so that the presentation is indeed of a transparent
proof, namely, it does not hang in any way to the specifics of the parti-
cular case and hence is readily generalizable. The success of the resulting
learning environment in yielding the development of the ability to prove,
depends heavily on elaborate and careful preparation of the tools by the
instructor.” (Movshovitz-Hadar et al., 2002, 916)

Damit gerinnt der transparent (pseudo-)proof zu einer im Mathematikunterricht
einsatzfähigen Methode beispielgebundenen Beweisens, durch deren didaktische
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Perfektionierung der Lernende zum gewünschten Erfolg, nämlich der Befähi-
gung zum Beweisen am Beispiel, gelangen soll. Im Vordergrund steht dabei
weniger die tatsächlichen Deutungen der Lernenden als vielmehr die ausgefeilte
Präsentation der transparent (pseudo-)proof als ”paedagogical tool” durch die
Lehrenden. Diese Lernumgebung orientiert sich also eher an praktischen Er-
fordernissen in der Vermittlung beispielgebundenen Beweisens. Dem gegenüber
weist die vorliegende Arbeit auf den zwischen induktivem Prüfen und forma-
lem Beweisen changierenden Charakter des beispielgebundenen Beweisens als
Erkenntnisprozess hin, welcher – wie die Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 zeigen –
bei jedem Schüler anders verlaufen kann. Auf dieser Grundlage können allenfalls
Empfehlungen zur Thematisierung beispielgebundenen Beweisens im Mathema-
tikunterricht ausgesprochen werden.

Generic proofs nach Bills, Rowland u.a.

Einige Darstellungen neueren Datums setzen sich mit der Frage auseinander,empiricial und structural
generalisations nach
Bills [1996] und
Rowland [1998]

wie generic proving Schülern und Studierenden vermittelt werden kann, ma-
chen aber auch teilweise theoretische Aussagen. Rowland (1998, 4-67f.) und
Bills & Rowland (1999, 111) knüpfen zunächst an die Definitionen für generic
proof und generic example bei Mason & Pimm (1984, 284ff.) und Balacheff
(1988, 219) an. Dabei treffen sie eine Unterscheidung zwischen empirischen und
strukturellen Verallgemeinerungen (empirical und structural generalisations):

”The former [empirical generalisations, J.K.] derive only from the form
of ’results’ (usually numerical) and observed relationships. (...) empiri-
cal generalisations may possess predictive potential but lack explanatory
power. (...) Structural generalisations, on the other hand, are based on
underlying meanings, structures or procedures. They go beneath the form
of results to achieve explanatory insight.” (Rowland, 1998, 4-69)

Die Rede vom explanativen Charakter des structural generalisation erinnert an
die erklärenden Beweisfunktion aus ↑ Abs. 1.1.1. Die von Bills (1996) zuvor
gegebene Definition des structural generalisation ist an ein Beispiel gekoppelt:

”A ’structural’ generalisation’ generalises a result from a single or several
examples based on the generalisability of the process by which that result
was obtained.” (Bills, 1996, 95)

Strukturelle Verallgemeinerungen tragen im Gegensatz zu bloß empirischen Ver-
allgemeinerungen also ein erklärendes Potential in sich, welches durch ein generic
example repräsentiert werden kann. Dieses grenzt Rowland (2000) weiter von
einer die Richtigkeit einer Behauptung bloß bestätigenden Beispielinstanz ab:

”The confirming instance has only to be demonstrated to be true, by any
means whatever; the subtlety or lack of it in the demonstration is of no
consequence. But in the generic example the demonstration must be more
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than a demonstration of truth; it must in some way explain, account for
the property, in one instance, in the process of confirming it, so that that
one instance is seen to more than a case of serendipity.” (Rowland, 2000,
40)

Die vorstehende, von Bills (1996, 95) und Rowland (1998, 4-69) getroffe-
ne Unterscheidung zwischen empirical generalisations und structural generali-
sations kommt der Differenzierung zwischen result pattern generalisation und
process pattern generalisation nahe, wie sie später von Harel (2002, 191) und
Pedemonte (2007, 29) im engeren Rahmen der Diskussion um die sogenannte
cognitive unity vorgenommen wird. Dieser in ↑ Abs. 1.4.3, 1.5.2 kritisch gewür-
digte Ansatz verweist wie die obige Unterscheidung auf jenes damit verwand-
te didaktische Dilemma beispielgebundenen Beweisens, das schon Semadeni
(1984, 34) bei der Untersuchung seiner action proofs beklagt hat:

”One may criticize that the concept of an action proof by arguing that it
involves a psychological question: how can one know whether the child is
convinced of the valildity of the proof by inner understanding and not just
by being prompted by the authority of the teacher?” (Semadeni, 1984,
34)

In ↑ Abs. 1.5.1 der vorliegenden Arbeit wird versucht, das beispielgebundene
Beweisen als ein allmähliches subjektives Realisieren und Manifestieren eines
Beweises aufzufassen, der eine latente Sinnstruktur darstellt. Ein solches Ver-
ständnis schließt empirical generalisations und structural generalisations ein.

Biehler & Kempen (2013) resp. Kempen (2013) forschen darüber, wie Stu- generic proving und
formal proving nach
Biehler & Kempen [2013]

dierende des ersten Studienjahres generische Beweise entwickeln und in formale
Beweise münden lassen. Sie stellen einleitend fest, dass das Potential, welches
das (generische) Beweisen in Schule und Hochschule spielen könnte, noch nicht
ausgeschöpft sei, und pflichten damit Rowland (2002) bei, welcher bemerkt:

”I am saying that the potential of the generic example as a didactical
tool is virtually unrecognized and unexploited in the teaching of number
theory, and I am urging a change in this state of affairs.” (Rowland, 2002,
157)

Ein Ziel ihrer eigenen Studie ist es, Schwierigkeiten von Studierenden mit gene-
rischen Beweisen und Beispielen festzustellen. Eine weitere Fragestellung ist, wie
die Studierenden bei der Statuierung einer Behauptung und bei deren formalem
Beweisen mit Variablen umgehen. Zudem interessiert die Autoren, ob sich die
Argumente der generischen Beweise der Studierenden auch in deren formalen
Beweisen wiederfinden. Dazu klassifizieren Biehler & Kempen (2013, 91) (vgl.
Kempen (2013, 530)) einerseits Typen von Beweisen, die die Studierenden als
generische Beweise einreichen:
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1. ”The ’generic proof’ contains examples, which do not fit to the statement.”
2. ”The ’generic proof’ is just a verification by several examples without presenting

the examples as generic. (...)”
3. ”The examples are presented as generic, but no further explanation is given.”
4. ”The generic proof contains operations and ideas, which are named and genera-

lized. (...)”

Zum anderen kategorisieren Biehler & Kempen (2013, 92) (vgl. Kempen
(2013, 530)) die abgegebenen formalen Beweise:

1. ”The reasoning in the formal proof is logical and correct.”
2. ”The reasoning process contains gaps and/ or statements are used that are not

true in general.”
3. ”The reasoning does not contain any argumentation.”
4. ”Miscellaneous”

Die Auswertung der nicht repräsentativen Studie bestätigt das Bild einschlägiger
Studien aus ↑ Abs. 1.1.2:

”In our study, only a few students understood the idea of a generic ex-
ample. This finding corresponds with the literature. It is well-known that
preservice elementary teachers have difficulties in distinguishing proof and
verification by examples (e.g. Martin & Harel, 1989; Recio & Godino,
2001). (...) Yet, those students that recognized a common ground in the
concrete examples were able to transfer it to the formal proof. In this
transition to formal proof the students struggled with the formal langua-
ge of mathematics, the use of the symbols and the meaning and definition
of the variables.” (Biehler & Kempen, 2013, 93f.)

Leron & Zaslavsky (2009, 2-53) gehen auf die Bedeutung und Rolle vongeneric examples und
generic proving nach
Leron & Zaslavsky [2009]

generic proofs im Mathematikunterricht ein. Angelehnt an Mason & Pimm
(1984) definieren die Autoren: ”A generic proof is, roughly, a proof carried out
on a generic example”. Dabei verstehen sie unter generischem Beweisen ähnlich
tautologisch alle Lehrer- und Schüleraktivitäten im Rahmen eines generischen
Beweises. Zur Illustration wird der Satz, dass die Teileranzahl von Quadratzah-
len (perfect squares) stets ungerade ist, generisch bewiesen und der Beweis als
generic proof bezeichnet. Die Autoren möchten gerne die Frage beantworten,
was ein geeignetes generisches Beispiel im Kontext eines generischen Beweises
ausmache. Für sie ist dies eine Frage der Komplexität des Beispiels:

”An example simple enough to be easy and familiar for the students, but
complex enough to be free of distracting special features, thus having the
potential of representing the ’general case’ for the students.” (Leron &
Zaslavsky, 2009, 2-56)

Auch wenn die Autoren eingangs das generische Beweisen (generic proving)statische Betrachtung
von generic examples in der Betrachtung aller Lehrer- und Schüleraktivitäten sehen, leiten sie die
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Generizität des Beweises doch stets aus seiner als Endprodukt vorliegenden
Darstellung selbst ab, und somit anders als schon Mason & Pimm (1984) nicht
daraus, wie der Lernende damit umgehen kann.

Die Hauptschwierigkeit generischer Beweise besteht nach Leron & Zaslavsky
(2009, 2-56) darin, dass sie nicht wirklich den betreffenden Satz beweisen. Hierin
zeigt sich wiederum, dass die Autoren das generische Beweisen weniger als Er-
kenntnisprozess, sondern produktorientiert betrachten. In einer Metadiskussion
werden schließlich verschiedene Dimensionen generischen Beweisens dargestellt
(siehe hierzu auch ↑ Kap. 1.4). Die Autoren beschreiben diesen Aspektreichtum
generischen Beweisens wie folgt:

”In the case of generic proving, the chain of successive refinements moves
from the specific (an example) to the general, but it is also possible to
move along other dimensions, such as from the intuitive to the formal (by
gradually formalizing an argument), or from the global to the local (by
gradually adding technical details). This method can be very effective in
helping teachers and students bridge the difficult gap from common sense
to formal mathematics.” (Leron & Zaslavsky, 2009, 2-58)

Bezieht man die letzte Aussage eher auf die Interaktion zwischen Lehrer als Ex-
perten und Schülern als Lernende, so lässt sich – zurückgehend auf Mason &
Pimm (1984) – die Überwindung von Rahmungsdifferenzen der Gesprächspart-
ner auch als beiderseits sprachliche Herausforderung betrachten, welche Leron
& Zaslavsky (2009) unberücksichtigt lassen. Beim beispielgebundenen Bewei-
sen spielt jedoch nicht nur die subjektive, sondern auch die sozial geteilte Rea-
lisierung des Allgemeingültigen in seiner Versprachlichung am Besonderen des
Beispiels eine wichtige Rolle.

———————————

Im Rückblick auf die von Mason & Pimm (1984) und Balacheff (1988) durch-
geführten Untersuchungen des generic example und generic proving lassen sich
die Betrachterabhängigkeit des generic example und ein prozessuales Verständ-
nis des generic proving als neuartige Aspekte beispielgebundenen Beweisens
herausstreichen. Das als Träger des Allgemeingültigen fungierende generic ex-
ample kann weder durch ikonische Darstellungen charakterisiert noch vermöge
isolierter mathematischer Sprechweisen identifiziert werden. Vielmehr bedarf es
einer kontextualisierten Versprachlichung, um das am generic example je allge-
meingültig Erkannte vermitteln zu können. Das Moment der Versprachlichung
betonen in der Folge auch die deutschsprachigen Mathematikdidaktiker.
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1.2.3 Inhaltlich-anschauliches und operatives Beweisen
Beim anschaulichen Beweisen geht man von einem konkreten, visuell wahrnehm-Einführung
baren Gegenstand aus, an dem etwas Allgemeines bewiesen wird. In der Regel
wird dieser Gegenstand ikonisch dargestellt (etwa als Dreieck oder als Plätt-
chenmuster), welcher vordergründig betrachtet nur das Besondere sehen lässt,
aber durch geschulte Betrachtung als Gegenstand allgemeinerer Art aufgefasst
werden kann. Um einen anschaulichen Beweis zu führen, muss das Allgemeinere
am Besonderen dieses Beispiels gedanklich eingesehen werden. Beim operativen
Beweisen wird der Fokus mehr auf einfache Operationen gelegt, etwa das Ver-
schieben von Plättchen, das Verbinden zweier Punkte oder das Vertauschen von
Summanden. Diese Operationen müssen selbst bereits als allgemeiner ausführ-
bar erkannt werden, bevor sie ihre Verwendung und Wirkung beim Beweisen
finden können. Da das Erkennen des Allgemein(er)en (resp. allgemein(er) Gül-
tigen) am Besonderen jeweils kognitiv geschieht, bedarf das anschauliche wie
das operative Beweisen der Versprachlichung. Dadurch kann das zunächst sub-
jektiv für allgemeingültig Befundene sozial geteilt und von Anderen ggf. auch
anerkannt werden.

In der mathematikdidaktischen Fachliteratur ist das von Branford (1913) ein-Quellen inhaltlich-
anschaulichen und
operativen Beweisens

geführte und von Wittmann & Müller (1988) wieder aufgegriffene inhaltlich-
anschauliche Beweisen in Abgrenzung zu sogenannten experimentellen ’Bewei-
sen’ und formalen Beweisen rege diskutiert worden. Dabei beziehen sich ver-
schiedene Autoren wie Blum, Kirsch, Krauthausen, Müller, Wittmann
und Ziegenbalg häufig auf das Konzept der action proofs von Semadeni
(1981b) (↑ Abs. 1.2.1) und tragen die noch frühere Diskussion um preformal
proofs weiter aus. Krauthausen (2001) bespricht das inhaltlich-anschauliche
Beweisen insbesondere an Aufgabenbeispielen in der Grundschule. Blum (2003)
führt sogenannte reality-related proofs resp. contextual proofs ein, bei denen ein-
zelne Schlüsse in den Kontext von Handlungen eingebunden werden, die verall-
gemeinerbar und in diesem Sinne generisch sind. Auf Wittmann (1985) geht
hingegen die Bezeichnung operative Beweise zurück; dabei wird der Fokus eher
auf allgemein ausführbare Operationen gelegt, die auf eine ganze Klasse anwend-
bar sind. Als Darstellungsmittel dienen in solchen operativen Beweisen häufig
Punktmuster oder Legeplättchen, so dass die Aufgabenbeispiele hauptsächlich
der figuralen Arithmetik entstammen. In Wittmann & Ziegenbalg (2004)
wird schließlich der Aspekt der Versprachlichung beim operativen Beweisen be-
tont, ohne die sich der Beweis nur in Handlungen erschöpfen und damit nicht
zu einer sozial geteilten Sinnstruktur werden würde.

Inhaltlich-anschauliches Beweisen, reality-related proving und operatives Bewei-
sen können als spezielle Formen beispielgebundenen Beweisens aufgefasst wer-
den, da es sich jeweils um ein Erkennen und Entäußern des Allgemeingültigen
anhand von im Besonderen gehaltenen Beispielen handelt, jedoch bestimmte
Besonderheiten hinzutreten. Etwa setzen die verschiedenen Autoren den Kon-
text des Beweisens fest, thematisieren die Darstellung der Beispiele, fassen das
Erkennen des Allgemeinen am Besondern als ausführbare Operation auf oder
betonen zum Teil die Bedeutung der Versprachlichung des für allgemeingültig
Befundenen.
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Inhaltlich-anschauliches Beweisen nach Wittmann & Müller

Wittmann & Müller (1988, 248) zitieren in ihrem Aufsatz ”Wann ist ein inhaltlich-intuitives Bewei-
sen nach Branford [1913]Beweis ein Beweis?” eine Unterscheidung von Branford (1913) zwischen soge-

nannten experimentellen ’Beweisen’, wissenschaftlichen Beweisen und intuitiv-
anschaulichen Beweisen. Dem experimentellen ’Beweis’

”stehen nun die anderen Beweisarten gegenüber, die wissenschaftliche und
die durch Intuition, wobei letztere eine mehr vorläufige und weniger stren-
ge Art des idealen wissenschaftlichen Beweises ist; in Wirklichkeit gibt es
keine scharfe Grenzlinie zwischen diesen beiden Beweisarten, sie zeigen
nur einen Unterschied in dem Grade logischer Strenge. Die durch diese
Beweisarten gewonnenen Wahrheiten sind allgemeingültig, soweit wir ur-
teilen können (die sinnliche Erfahrung müsste uns ja sonst die Ausnahmen
zeigen).” (Branford, 1913, 108f.)

Formelle Strenge wird also schon von Branford (1913) nicht als notwendi-
ges Kriterium dafür angeführt, um von einem Beweis zu sprechen. Anderer-
seits werden die sogenannten experimentellen ’Beweise’ als induktive Prüfun-
gen betrachtet, weil sie im Unterschied zu den beiden anderen Beweisarten nicht
die Allgemeingültigkeit eines behaupteten Satzes gewährleisten. Wittmann &
Müller (1988) entwickeln aus den Vorarbeiten von Branford (1913) nun ihr inhaltlich-anschauliches Be-

weisen nach Wittmann &
Müller [1988]

Konzept von inhaltlich-anschaulichen Beweisen:

”Die experimentellen ’Beweise’ bestehen in der Verifikation einer endli-
chen Zahl von Beispielen, was natürlich keine Allgemeingültigkeit sichert.
Inhaltlich-anschauliche, operative Beweise stützen sich dagegen auf Kon-
struktionen und Operationen, von denen intuitiv erkennbar ist, daß sie
sich auf eine ganze Klasse von Beispielen anwenden lassen und bestimmte
Folgerungen nach sich ziehen.” (Wittmann & Müller, 1988, 249)

Auch wenn die Autoren die alte Bezeichnung intuitiv-anschauliche Beweise von
Branford (1913) durch ihre neue Bezeichnung inhaltlich-anschauliche Beweise
ersetzt haben, definieren sie diese doch darüber, dass bei diesen die allgemeine
Verwendbarkeit gewisser Konstruktionen ”intuitiv erkennbar” sei. Was Intuition
jedoch konkret bedeuten soll, d.h. wie die geistige Aktivität des Lernenden ab-
läuft und psychologisch zu verstehen ist, führen sie nicht aus. Die Verwendung
des Terminus’ der Intuition birgt damit die Gefahr, ein empirisch nicht sicher
feststellbares Konstrukt als real zu postulieren. Die Autoren statuieren also le-
diglich, dass dem Lernenden das Erkennen des Allgemeinen resp. Allgemein-
gültigen durch die inhaltlich-anschauliche Darstellung eines Beweises möglich
werden kann.

Wie ein inhaltlich-anschaulicher Beweis aussehen kann, zeigen Wittmann & Beispiele inhaltlich-an-
schaulicher Beweise nach
Wittmann & Müller
[1988]

Müller (1988) in ihren Beweisbeispielen des chinesischen Restsatzes, des Satzes
von der Irrationalität der Zahl

√
2, des schon in ↑ Abs. 1.2.1 bei Lakatos (1982)

diskutierten Eulerschen Polyedersatzes und eines mit Punktmustern geführten
Beweises über Trapezzahlen. Konkret bedeutet der inhaltlich-anschauliche Be-
weis bei Letzteren:
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”Zum Beispiel ist die Zerlegung einer im Punktmuster dargestellten Tra-
pezzahl in Dreiersäulen eine für Trapezzahlen universell anwendbare Ope-
ration, die genau überblickbare Konsequenzen für das Dreierrestverhalten
der Trapezzahl hat. Das Punktmuster fungiert hier gar nicht als Bild, son-
dern als Symbol (vgl. Jahnke 1984).” (Wittmann & Müller, 1988, 249,
H.i.O.)

Abb. 1.4: Fallunterscheidung zur Zerlegung von Trapezzahlen
in Dreiersäulen aus Wittmann & Müller (1988, 244)

Insofern handelt es sich beim inhaltlich-anschaulichen Beweisen nicht um ein
bloßes Beweisen durch Hinschauen nach Neubrand & Möller (1990) (↑ Abs.
1.2.4). Gleichwohl ist – wie in dem genannten Aufgabenbeispiel mit den Tra-
pezzahlen – das sogenannte intuitive Erkennen oder vielmehr das Erkennen
des Allgemeingültigen im Besonderen der Beispiele davon abhängig, inwieweit
der einzelne Lernende subjektiv realisiert hat, dass die weiter oben genannten
”Konstruktionen und Operationen” in einem weiteren, allgemeineren Rahmen
geführt werden können als nur in einem oder mehreren vorliegenden Beispie-
len. Mit Blick auf die Forschungsfragen zum beispielgebundenen Beweisen in ↑
Kap. 2.1 kann also gefragt werden: Wie soll festgestellt werden, ob der Lernende
das Punktmuster nicht nur als Darstellung eines bestimmten Beispiels, sondern
auch als Darstellung für etwas Allgemeineres auffasst? Der intuitiv-anschauliche
resp. inhaltlich-anschauliche Beweis ist insofern nicht per se ein Beweis, da das
Erkennen des Allgemeingültigen im besonders Gehaltenen ein zunächst subjek-
tiver Denkprozess ist. Erst dessen Entäußerung kann zu einem sozial geteilten
und anerkannten Wissen führen. Hierin zeigt sich nach ↑ Abs. 1.1.1 die kom-
munikative Funktion des Beweisens. Wittmann & Müller (1988, 253) spre-
chen in diesem Zusammenhang selbst von einem Anerkennungsprozess dessen,Überzeugungskraft

inhaltlich-anschau-
licher Beweise nach
Wittmann & Müller
[1988]

was den Status als Beweis erst erhält, und zitieren in diesem Zusammenhang
auch das Diktum Fermats, nachdem es das Wesen des Beweisens sei, Über-
zeugung zu erzwingen – frz. ”la qualité essentielle d’une démonstration est de
forcer à croire” (vgl. Descartes (1667, 296) und ↑ Abs. 1.1.3). Das Ziel eines
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solchen auf Überzeugung beruhenden Anerkennungsprozesses ist bei inhaltlich-
anschaulichen Beweisen aber gerade davon abhängig, ob wirklich alle Lernenden
am Besonderen des Beispiels das Allgemeingültige realisieren; anderenfalls wäre
eher von einem experimentellen ’Beweis’ zu sprechen. Da es den Autoren zufolge
bei inhaltlich-anschaulichen Beweisen hauptsächlich darum geht, Überzeugung
zu gewinnen, betonen Wittmann & Müller (1988) neben dem proving that
vor allem das Einsicht schaffende proving why im Sinne von Hanna (1990) (↑
Abs. 1.1.1):

”In dem Maße, in der die Überzeugungskraft auf Einsicht beruht, werden
(relativ) inhaltlich-anschauliche Beweise weiterhin eine wichtige Rolle in
der Mathematik spielen. Beweise, die Einsicht in die relevanten Begriffe
vermitteln, sind für uns als Forscher und Lehrer interessanter und wertvol-
ler als Beweise, die nur die Gültigkeit der Behauptung belegen.” (Witt-
mann & Müller, 1988, 253)

Die Autoren enden mit einem Plädoyer für ein ”elementarmathematisches For- elementarmathematisches
Forschungsprogramm nach
Wittmann & Müller
[1988]

schungsprogramm” für den Mathematikunterricht, in dem inhaltlich-anschau-
liche Beweise eine wichtige Rolle spielen sollen:

”Eine sinngemäße Übertragung von Beweisaktivitäten in die schulischen
Rahmenbedingungen erfordert daher eine Loslösung von formalen, deduk-
tiv durchorganisierten Darstellungen der für die Schule relevanten ele-
mentarmathematischen Gebiete zugunsten inhaltlich-anschaulicher Dar-
stellungen. Diese sind gekennzeichnet durch Einbettung in sinnvolle Kon-
texte, durch Entwicklung von Motivationen, durch ein Vorgehen gemäß
heuristischer Strategien, durch die Verwendung bedeutungshaltiger prä-
formaler Darstellungen und durch entsprechende inhaltlich-anschauliche
Beweise. (...)
Inhaltlich-anschauliche Beweise sollen in erster Linie dem Verstehen von
Gesetzmäßigkeiten dienen und müssen in den Lernprozeß der Schüler und
ihre Verständigung untereinander eingebettet werden.” (Wittmann &
Müller, 1988, 254)

Es kann festgehalten werden, dass sich das inhaltlich-anschauliche Beweisen Bezug zum beispiel-
gebundenen Beweisennach Wittmann & Müller (1988) auf die allgemeine Verwendbarkeit ge-

danklicher Konstruktionen zum Erkennen des Allgemeingültigen am Besonderen
stützt. Beim beispielgebundenen Beweisen geht es der vorliegenden Arbeit nach
nun darum, wie dieser Erkenntnisprozess theoretisch gefasst und empirisch un-
tersucht werden kann.

Brunner (2013, 56ff.) differenziert das inhaltlich-anschauliche Beweisen nach Differenzierung des inhalt-
lich-anschaulichen Bewei-
sens bei Brunner [2013]

Wittmann & Müller (1988) durch Verknüpfung mit Beweisansätzen nach
Leiss & Blum (2006) aus. Diese Synthese aus formal-deduktivem, experimen-
tellem und inhaltlich-anschaulichem Beweis und den algebraischen, paradigmati-
schen, zeichnerischen, inhaltlichen und iterativen Beweisansätzen führt zur Klas-
sifikation Formal-deduktiver Beweis mit algebraischen Mitteln, Experimenteller
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Beweis, Inhaltlich-anschaulicher Beweis nach dem paradigmatischen / zeichne-
rischen / inhaltlichen / iterativen Ansatz. Die Autorin kommentiert:

”So beschreiben der inhaltlich-anschauliche Beweis nach dem paradigmati-
schen Ansatz sowie der inhaltlich-anschauliche Beweis nach dem iterativen
Ansatz ein bestimmtes inhaltliches Vorgehen, nämlich das Generieren ei-
nes Paradigmas bzw. das iterative Verfahren. Der inhaltlich-anschauliche
Beweis nach dem zeichnerischen Ansatz und nach dem inhaltlichen Ansatz
hingegen bezieht sich auf Repräsentationsmedien, nicht auf Vorgehenswei-
sen.” (Brunner, 2013, 57)

Inhaltlich-anschauliches Beweisen nach Blum & Kirsch

Bei Wittmann & Müller (1988, 249) enthielt die Definition des inhaltlich-inhaltlich-anschauliches
Beweisen nach
Blum & Kirsch [1991]

anschaulichen Beweisens noch ein intuitives Moment. Eine Arbeitsdefinition
dessen, was ein inhaltlich-anschaulicher Beweis konkret ist, versuchen auch
Blum & Kirsch (1991) resp. Blum & Kirsch (1989) unter Rückbezug auf
Semadeni (1976) (↑ Abs. 1.2.1):

”In Anlehnung an Semadenis Konzept ’prämathematischer Beweise’ (...)
wollen wir hier unter einem inhaltlich-anschaulichen Beweis eine Kette
von korrekten Schlüssen verstehen, die auf nicht-formale Prämissen zu-
rückgreifen, d.h. insbesondere auf inhaltlich-anwendungsbezogene Grun-
dideen (wie z.B. Ableitung als lokale Änderungsrate) oder auf intuitiv
evidente, ’allgemein geteilte’, ’psychologisch offenkundige’ Aussagen (letz-
teres nach Thom 1973). Die Schlüsse sollen in ihrer ’psychologisch natür-
lichen’ Ordnung aufeinanderfolgen. Sie müssen vom konkreten, inhaltlich-
anschaulich gegebenen Fall direkt verallgemeinerbar sein, wobei diese Über-
tragbarkeit auf den allgemeinen Fall intuitiv erkennbar sein soll, und sie
müssen bei Formalisierung der jeweiligen Prämissen korrekten formal-
mathematischen Argumenten entsprechen.” (Blum & Kirsch, 1989, 202,
H.i.O.)

An dieser Stelle bleibt jedoch wiederum im Unklaren, was unter intuitiv eviden-Kritik an der intuitiven
Charakterisierung inhaltlich-
anschaulicher Beweise

ten, allgemein geteilten, psychologisch offenkundigen Aussagen zu verstehen ist.
Die Verwendung der Intuition lässt sich wissenschaftlich schwer fassen, so dass
man es vielleicht eher so formulieren könnte: Der inhaltlich-anschauliche Be-
weis wird nicht per se durch seine Darstellung zu einem Beweis, sondern durch
die je individuell verschiedene, subjektiv zu erbringende Erkenntnisleistung des
Allgemeingültigen, die dem Anschein nach in der Darstellung des ”konkreten,
inhaltlich-anschaulich gegebenen Falls” (s.o.) angelegt sein kann. Auf dieser Les-
art beruht etwa die Definition des beispielgebundenen Beweisens in der vorlie-
genden Arbeit, wie sie in ↑ Kap. 1.5 gegeben wird.

Dem obigen Zitat nach müsse die Formalisierung der jeweiligen Prämissen kor-Bezug zum beispiel-
gebundenen Beweisen rekten formal-mathematischen Argumenten entsprechen. Dies ist eine Einschrän-

kung, die für das beispielgebundene Beweisen jedoch nicht zu gelten braucht.
Die mathematische Analyse zum gegensinnigen Verändern in ↑ Kap. 3.1 zeigt
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etwa, dass ein solcher Parallelismus zwischen inhaltlich-anschaulichem und for-
mellem Beweis nicht immer gegeben sein muss. Auch zeigen etwa die unzähligen
Beweisvariationen des Satzes von Pythagoras, dass ihr Mehrwert gerade in
ihrer anschaulichen Vielfalt liegt. Am Beispiel der an der Stellenwerttafel iko-
nisch nachvollziehbaren Quersummenregeln (↑ Abs. 1.4.1) dürfte überdies deut-
lich werden, dass die schematische, zum Teil sehr komplizierte Formalisierung
inhaltlich-anschaulicher Beweise auch nicht immer wünschenswert ist.

Auch wenn die Autoren Blum & Kirsch ihre Arbeitsdefinition inhaltlich- Unterschiede inhaltlich-
anschaulicher Beweise
zu prämathematischen
Beweisen

anschaulicher Beweise an die Definition prämathematischer resp. handlungs-
bezogener Beweise (action proofs) von Semadeni anlehnen, lassen die Autoren
im Unterschied zu diesen auch induktive Prüfungen zu:

”Solche inhaltlich-anschaulichen Beweise dürfen auch – im Gegensatz zu
Semadeni – induktive Argumente (’usw.’) oder indirekte Argumente (’Wir
stellen uns vor ...’ oder ’Was wäre, wenn ...’) enthalten, jeweils bezogen auf
inhaltlich-anschauliche Gegebenheiten. Was solch ’inhaltlich-anschauliche’,
’offenkundige’ etc. Argumentations-Grundlagen sind, entscheiden die je-
weils betroffenen Individuen (...) auf der Basis ihres Wissens.” (Blum &
Kirsch, 1989, 202, H.i.O.)

In einer weiteren Unterscheidung sprechen Blum & Kirsch (1989, 203) in Hin-
blick auf den handlungsbezogenen Beweis Semadenis eher ”von einer enaktiven
Repräsentation eines formal-exakten Beweises”, weil bei diesem ”sowohl die Prä-
missen als auch die Schlüsse enaktiv dargestellt” sei. Schließlich subsummieren Einordnung inhaltlich-

anschaulicher BeweiseBlum & Kirsch die handlungsbezogenen Beweise und die inhaltlich-anschauli-
chen Beweise unter den Oberbegriff der präformalen Beweise und schlagen
vor, vier Stufen – nämlich experimentelle ’Beweise’, handlungsbezogene Bewei-
se, inhaltlich-anschauliche Beweise, formale Beweise – als Beweisarten zu un-
terscheiden. Dabei sind sich die Autoren durchaus der Schwierigkeit bewusst,
Grenzen zwischen den eingeführten Kategorien zu ziehen, so dass sich die Frage
stellt, ob die eingeführten Begriffe ihrem Zweck der Unterscheidung verschiede-
ner Beweisarten wirklich dienen können.

Inhaltlich-anschauliches Beweisen nach Krauthausen

Krauthausen (2001) bezieht das inhaltlich-anschauliche Beweisen in seinem inhaltlich-anschauliches
Beweisen nach
Krauthausen [2001]

Artikel mit dem von Freudenthal (1979, 187) entlehnten Titel ”Wann fängt
das Beweisen an? Jedenfalls, ehe es einen Namen hat” mehr auf den Grundschul-
unterricht. Dabei führt er u.a. den Aspekt der Versprachlichung beim Führen
eines elementaren Beweises durch die Grundschüler an:

”Regelhaftigkeiten bei der Addition zweier Summanden unterschiedlicher
oder gleicher Paritäten lassen sich bspw. von Zweitklässlern nicht nur
identifizieren, sondern auch beschreiben, darstellen und begründen (Abb.
1). Die Vorläufigkeit des verbalen Ausdrucks sollte hier nicht beunruhigen,
denn schon hier finden sich i.d.R. Schlüsselwörter, die Beweis-Relevantes
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in sich tragen; v.a. ist aber bereits ein gutes Stück des Weges zurückgelegt,
wenn Kinder (gewohnheitsmäßig und von sich aus) das ’weil ...’ ins Spiel
bringen.” (Krauthausen, 2001, 100, H.i.O.)

Abb. 1.5: Schülerlösungen aus Krauthausen (2001, 100)

Wie die beiden Schülerlösungen in ↑ Abb. 1.5 zeigen, ist die alltagssprachliche
Beschreibung eines Beweises an Beispielen jedoch kein leichtes Unterfangen.
Auch wenn es einfacher sein mag, Allgemeingültiges gedanklich am Beispiel zu
realisieren, kann die adäquate Verbalisierung einer solchen Erkenntnis nicht nur
Kindern einige Schwierigkeiten bereiten. Insofern beobachtet Krauthausen
hier ein Phänomen, das sich besonders in die Grundschule zeigt, aber nicht nur
dort. Der Autor nennt hinsichtlich inhaltlich-anschaulicher Beweise überdies
noch einen weiteren Aspekt, der für die Situation in der Grundschule besonders
relevant ist:

”c) Geläufigkeit adäquater Werkzeuge: Inhaltlich-anschauliche Beweise grei-
fen auf Handlungserfahrungen mit Darstellungen zurück, die als solche
bekannt sein müssen. ’Plättchenbeweise’ sind weder Kindern noch Lehr-
amtsstudierenden unmittelbar evident. So müssen Vorerfahrungen bspw.
mit Punktmusterdarstellungen bis zu einem Grade geläufig sein (dies sollte
bereits im 1. Schuljahr angebahnt werden!), damit tatsächlich ihr Werk-
zeug-Charakter zum Tragen kommen kann und die Werkzeuge nicht als
solche einen Teil des Problems darstellen.” (Krauthausen, 2001, 106,
H.i.O.)

s s s s sc c c c ss s s c sc c s c ss c s c s

Die Erleichterung, die enaktiv oder ikonisch geführte Beweise am Beispiel mit
sich bringen, wird also durch den Aufwand erkauft, dass die Lernenden mit
(überdies passend zu wählenden) beweisrelevanten Darstellungsmitteln und Ver-
anschaulichungen umgehen lernen müssen. Wird der Lernende vorab darin ge-
schult, kann ein Beweis am Beispiel leichter geführt werden. Dies geschieht des-
halb in den meisten der in ↑ Teil 3 durchgeführten Einzelfallstudien als soge-
nannte Vorübungen (vgl. auch ↑ Abs. 1.2.5). Die grundsätzliche Problematik
des Umgangs mit bildlichen Darstellungen und Veranschaulichungsmitteln in
der Grundschule ist bereits von Schipper & Hülshoff (1984), Voigt (1993)
und Wittmann (1993) thematisiert worden. Diese tritt auch insbesondere bei
visual proofs auf, welche in ↑ Abs. 1.2.4 behandelt werden.
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Krauthausen gibt eine Empfehlung, wie das Erkennen des Allgemeingültigen
am Beispiel und damit ein ”Erlernen des inhaltlich-anschaulichen Beweisens”
befördert werden kann:

”2. Von konkreten Beispielen zur Allgemeingültigkeit: In Beweissituatio-
nen wird häufig voreilig nach dem Königsweg, der ’guten’ und endgültigen
Darstellung gesucht. Dabei ist es durchaus nicht unmathematisch, sich
einen zunächst noch unvertrauten Sachverhalt durch die Betrachtung ei-
ner Reihe von Beispielen induktiv zu erschließen. Die dadurch wachsende
Vertrautheit mit der Aufgabe fördert das Entdecken zugrunde liegender
Muster.” (Krauthausen, 2001, 107, H.i.O.)

Man könnte erwidern, dass die Betrachtung einer Reihe von Beispielen eher
das rein induktive Verständnis der Lernenden fördere – ein Kritikpunkt, den
man auch der ”Methode des beispielgebundenen Begründens” nach Goldberg
(1992, 42) in ↑ Abs. 1.2.5 entgegenbringen kann. Interessant ist an dieser Stelle
jedoch, dass Krauthausen bei der Anbahnung von Beweisen an Beispielen ex-
plizit das induktive Prüfen und das Entdecken nennt, diesem also gleichwohl sei-
ne Berechtigung beim inhaltlich-anschaulichen Beweisen einräumt. Den sich im
Entdecken, Prüfen und Begründen vollziehenden Erkenntnisprozess beschreibt
er weiters wie folgt:

”Zunächst mögen die Beispiele relativ willkürlich gewählt sein, dann wird
man Spezial-/Grenzfälle prüfen, um zu sehen, wie sich das System struk-
turell verhält. Spätestens wenn erste Muster aufschimmern, wird man die
Beispiele systematischer auswählen, um Hypothesen daran zu überprüfen.
Auch das geschickte Auswählen und Modifizieren des Arbeitsmaterials be-
darf der kundigen Unterstützung durch die Lehrerin. Denn nicht zuletzt
geht es auch darum, die konkreten Beispiele – für sich genommen jeweils
nur Einzelfälle – auf das vermutete allgemeine Muster zu beziehen; auch
von inhaltlich-anschaulichen Beweisen, die diesen Namen zu Recht tragen,
wird der Nachweis der Allgemeingültigkeit erwartet. (...) Diese am Ende
des Vorgehens stehende Ablösung vom empirischen Einzelfall dient dem
gerechtfertigten (und entlastenden) Verzicht auf aufwendige Detailnach-
weise.” (Krauthausen, 2001, 107f., H.i.O.)

Denkt man die Ausführungen Krauthausens fort, könnte man das Beweisen Bezug zum beispiel-
gebundenen Beweisenam Beispiel als einen zu verbalisierenden Prozess einer allmählichen Ablösung

von im und am Beispiel gehaltenen Überlegungen zum als allgemeingültig Er-
kannten ansehen (↑ Kap. 1.5). Dieser Erkenntnisprozess schließt Entdeckungen
und induktive Prüfungen seinen Worten nach mit ein, so dass man von einem
beispielgebundenen Beweisen i.w.S. (im weiteren Sinne) sprechen könnte. Hier-
von zeugen auch die Ausführungen von Meyer & Voigt (2009a) zu Erarbei-
tungswegen von Beweisen über das Entdecken und Prüfen, wie sie in ↑ Kap. 1.3
thematisiert werden.
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Reality-related proofs nach Blum

Blum (2003) entwickelt das Konzept präformaler Beweise, wie es etwa schon
von Kirsch (1979) oder Blum & Kirsch (1991) beschrieben wurde, zu soge-reality-related proofs

nach Blum [2003] nannten reality-related proofs resp. contextual proofs weiter. Dabei nutzt Blum
(2003, 3) resp. Blum (2006, 9) das nunmehr von Voigt (2013) diskutierte Kon-
strukt des Modellierungskreislaufs zwischen Realität (reality) und Mathematik
(mathematics) zur Erläuterung (↑ Abb. 1.6).

Abb. 1.6: Modellierungskreislauf in einfacher Form von Blum (2003, 3) in der
Leserichtung→ (1) realisation → (2) argumentation → (3) mathematisation

In Umkehrung der gewöhnlichen Leserichtung spricht der Autor von einem
realisation-argumentation-mathematisation-Zyklus, der als Abfolge dieser drei
Stadien zu einem reality-related proof werde:

”First we have interpreted the premises (certain mathematical objects or
operations and certain interrelations) in a specific real context, we have –
as I call it – realised them. Second we have carried out certain arguments or
actions within this context by means of contextualized knowledge. This
has led to certain results. Third we have mathematised these results, i.
e. translated them back into mathematics, and hereby obtained mathe-
matical results. Altogether we have thus proven a certain mathematical
theorem. That’s what I call a reality-related proof (or contextual proof )
of this theorem. (...) So a reality-related proof is – in short – a chain of
certain correct conclusions based on certain valid premises, where con-
clusions and premises are realised in a specific context.” (Blum, 2003, 3,
H.i.O.)

In seiner Interpretation des Aufsatzes von Wittmann (1996) nennt Blum
(2003, 10) dieses Vorgehen das sogenannte operative principle of reality-related
proving. Einige zusätzliche Bedingungen müssen für eine reality-related proof
noch erfüllt werden:

”− Some of the conclusions may consist simply of certain actions, actually carried
out or only imagined; in any case, all contextual actions or considerations have
to be accompanied by reflections upon the validity of these actions.
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− All conclusion must be capable of being generalised directly from the concrete
case, so that case has to be ’generic’.

− If ’formalised’, the conclusions have to correspond to correct formal-mathematical
arguments; it is, however, not necessary for such a formalisation to be actually
effected or even recognisable.” (Blum, 2003, 3, H.i.O.)

Dem Autor zufolge sind Prämissen und Konklusionen durch den gewählten Kon-
text spezifiziert. Die vollzogenen Konklusionen sind in dem Sinne verallgemei-
nerbar, als dass die konkreten, kontextualisierten Fälle generisch betrachtet wer-
den können. Hierbei bleibt jedoch die Frage offen, wie der Lernende an diesen
Beispielfällen das Allgemeingültige erkennen soll.

Als Realität können statt Sachkontexten allein Anschauungsmittel wie Punkt- Sachkontexte und
Grundvorstellungenmuster oder Abbildungen verwendet werden. Dies trifft etwa auf die von Blum

(2003, 4) geometric-intuitive proofs genannten Beweise in den Aufsätzen Kirsch
(1979) und Wittmann & Müller (1988) zu. Daraus lässt sich wie in der Be-
sprechung von Krauthausen (2001) ableiten, dass Anschauungs- und Darstel-
lungsmittel nicht vom eigentlichen Beweisen am Beispiel ablenken sollten, ihre
Verwendung erlernt werden muss und damit erst zu einem adäquaten Einsatz als
Hilfsmittel beispielgebundenen Beweisens führen kann. Die Einzelfallstudie aus
↑ Kap. 3.1 zum gegensinnigen Verändern zeigt diesbezüglich große Kontraste.

Blum (2003, 3) bemerkt zur Verallgemeinerbarkeit der von ihm oben angespro-
chenen Konklusionen: ”The kind and extent of the conclusions depend heavily
on the specific preknowledge in the given real context. This may vary indi-
vidually (...)”. Bei der Frage nach der Möglichkeit der Übertragung zwischen
(Sach-)Kontext und Mathematik führt er sogenannte concept images, intuitions
bzw. fundamental notions, sprich Grundvorstellungen (GV) als Bedeutungsträ-
ger an:

”Very roughly speaking, GVs describe relations between mathematical
topics, real contexts and individual mental structures. They carry the
meaning (in German ’Bedeutung’) of a mathematical topic and, to the
learner, they represent the ’essential’, the ’heart’ of the topic. To be a bit
more precise: they serve

− to constitute meaning (in German ’Sinn’),
− to construct mental representations which also allow for actions in

the imagination,
− to create links to the real world and thus to enable individuals to

translate between mathematics and reality.”

(Blum, 2003, 5f., H.i.O.)

Eine Kritik an den Grundvorstellungen und dem Modellierungskreislauf würde mögliche Kritik
an Blum [2003]an dieser Stelle zu weit führen, hier sei auf Voigt (2013) resp. Voigt (2011)

und Meyer & Voigt (2011) verwiesen. Auch müsste empirisch untersucht wer-
den, ob und wie Lernende reality-related proofs vermöge solcher Grundvorstel-
lungen führen. Der Umgang mit Sachkontexten dürfte das beispielgebundene
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Beweisen für den Lernenden komplizierter gestalten, weil mit dem Erkennen
des Allgemeingültigen im Besonderen des Beispiels zudem ein kontextbezogenes
Verständnis erforderlich ist. Dies wurde auch bei der Besprechung von Winter
(1983a) in ↑ Abs. 1.2.1 kritisiert. Oft ist dieser Kontext, in den das Beispiel aus
Expertensicht eingebettet oder eingekleidet erscheint, später jedoch selbst ohne
Relevanz, weil von ihm abstrahiert werden kann. Die Kontextgebundenheit be-Bezug zum beispiel-

gebundenen Beweisen sitzt dann didaktisch gesehen keinen Mehrwert, wenn es eigentlich um beispielge-
bundenes Beweisen geht. Insofern lassen sich reality-related proofs als spezifische
Form beispielgebundener Beweise verstehen, weil sie zugleich kontextgebunden
sind bzw. der Kontext selbst beispielhaft und zum Teil austauschbar erscheint.

Operatives Beweisen nach Wittmann

Auch Wittmann (1985) bezieht sich bei seinen Ausführungen über operative
Beweise auf jene premathematical proofs von Semadeni (1976) und Kirsch
(1979). Bei seinen operativen Beweisen knüpft er zudem an das operative Prin-
zip in der Mathematikdidaktik an, das wiederum auf die Methode des operativen
Lernens nach Aebli (1985) und auf die genetische Erkenntnistheorie nach Pia-operatives Prinzip

der Mathematikdidaktik
nach Wittmann [1985]

get zurückgeht.

”Objekte erfassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie
sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen (Transformationen, Handlun-
gen, . . .) ausgeübt werden. Daher muß man im Lern- oder Erkenntnispro-
zeß in systematischer Weise

(1) untersuchen, welche Operationen ausführbar und wie sie miteinander
verknüpft sind,
(2) herausfinden, welche Eigenschaften und Beziehungen den Objekten
durch Konstruktion aufgeprägt werden,
(3) beobachten, welche Wirkungen Operationen auf Eigenschaften und
Beziehungen der Objekte haben (Was geschieht mit . . ., wenn . . .?)”

(Wittmann, 1985, 9, H.i.O.)

Dabei lässt Wittmann die Gestalt der Objekte bewusst offen, diese könntenoperative Beweise
nach Wittmann [1985] konkret dargestellt oder abstrahiert sein. Operative Beweise sieht Wittmann

(1985, 11) nun als Spezialfälle des operativen Prinzips an. Sie seien

”Beweise, bei denen die den Objekten durch Konstruktion aufgeprägten
Eigenschaften und Beziehungen sowie deren Verhalten bei Operationen
explizit ausgenutzt werden” (Wittmann, 1985, 11)

Bei der Beobachtung der Wirkungen von Operationen lassen sich seinem hand-
lungsorientierten Verständnis nach Wenn-dann-Aussagen formulieren, die somit
als allgemein einsetzbare (und in diesem Sinne) allgemeingültige mathematische
Regeln verwendet werden können, um operative Beweise zu führen. Wie der Ler-
nende dazu kommt, die mathematische Allgemeingültigkeit der Operationen zu
erkennen, beschreibt Wittmann (1974) den wohl von Piaget herrührenden
Leitsatz ”Denken ist verinnerlichtes Handeln” wie folgt:
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”Der Übergang von den konkreten Handlungen zu den intellektuellen Ope-
rationen kommt dadurch zustande, daß sich die Handlungen von ihrer Bin-
dung an spezielle Objekte immer mehr lösen (d.h. einen immer abstrak-
teren Charakter annehmen) und immer mehr durch ihre Vorstellung er-
setzt werden (Verinnerlichung, Symbolisierung, sprachliche Darstellung).
Der intellektuelle Fortschritt wird in erster Linie dadurch bewirkt, daß sich
die intellektuellen Folgeprodukte der Handlungen (Piaget nennt sie ’Ope-
rationen’) in flexiblen Systemen (Gruppierungen) organisieren, die dem
Individuum eine typisch ”intelligente” Anpassung ermöglichen.” (Witt-
mann, 1974, 45, H.i.O.)

Diese Formulierung erinnert an das beispielgebundene Beweisen, bei dem sich
der Lernende das Allgemeingültige am besonders Gehaltenen durch eine all- Bezug zum beispiel-

gebundenen Beweisenmähliche Ablösung vom Beispiel erschließt, und zwar im Austausch mit dem
Interviewer, Mitschüler oder Lehrer. Wenngleich Wittmann unter ”konkreten
Handlungen” häufig enaktiv vollzogene Operationen versteht, könnte man sa-
gen, dass der Lernende in seiner anfänglichen Bindung an das vorliegende be-
sondere Beispiel zunächst konkreter operiert, davon allmählich abstrahiert und
dies auch anderen zu erkennen gibt. Vom theoretischen Verständnis lässt sich
das operative Beweisen nach Wittmann, sofern man es als Erkenntnisprozess
vom besonders Gehaltenen zum Allgemeingültigeren auffasst, somit auch als
beispielgebundenes Beweisen auffassen.

Als Beispiel für einen operativen Beweis führt Wittmann (1996, 18) sogenann-
te ANNA-Zahlen ein, deren Hunderter- und Zehnerziffern sowie Tausender-
und Einerziffern jeweils übereinstimmen. Die Differenz zu ihren entsprechen- Beispiel ANNA-Zahlen
den NAAN-Pendants beträgt stets ein Vielfaches von 891; beispielsweise ist
8668 − 6886 = 1782 = 2 · 891. In Vermeidung eines formellen Beweises unter
Verwendung von Variablenzeichen lässt sich nach Wittmann (1996, 19) ein
operativer Beweis mittels einer Stellenwerttafel führen, in denen die einzelnen
Stellenwerte durch Punkte belegt werden (↑ Abb. 1.7, vgl. ↑ Abs. 1.4.1).

Abb. 1.7: Darstellung der Subtraktion 4334− 3443 = +1000− 100− 10 + 1 = +891
in der Stellenwerttafel aus Wittmann (1996, 19)

Als elementare Operation repräsentiert nun das Verschieben eines Punktes von
der Einer- in die Zehnerspalte die Rechnung +10 − 1 = +9. Als fortgesetzte
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Operation hat das Verschieben eines Punkts von Hundertern zu Tausendern und
eines Punkts von Zehnern zu Einern den Effekt, dass die Differenz der Zahlen
+1000− 100− 10 + 1 = +891 ist. Angewandt auf die Behauptung über ANNA-
Zahlen, ergibt eine entsprechend fortgesetzte Operation beim Verschieben meh-
rerer Punkte für die jeweilige Differenz ANNA−NAAN ein Vielfaches von 891.
Dabei betont Wittmann (1996) die allgemeine, nicht auf ANNA-Zahlen be-
schränkte Anwendbarkeit der Verschiebe-Operation in einer Stellenwerttafel:

”Moving counters between the columns of a place value table must not be
seen as an ad hoc trick for ANNA-numbers. In fact, it has a wide range
of applications, including the foundation of divisibility rules, one of the
pillars of elementary number theory (cf. Winter 1983). (...)
A systematic analysis of elementary arithmetic (Wittmann & Müller 1990
and 1992) has shown that number representations which embody the fun-
damental ideas of arithmetic are particularly useful for explaining (pro-
ving) number patterns.” (Wittmann, 1996, 20f.)

Deshalb begreift Wittmann (1996, 21) es auch als eine lohnenswerte Aufga-
be, weitere Teile der Elementarmathematik aus der Perspektive des operativen
Prinzips zu rekonstruieren, mehr noch dieses Unterfangen nicht nur auf die Ele-
mentarmathematik zu beschränken, denn:

”Representations of mathematical objects are an integral part of the evo-
lution of mathematical theories in general. These representations, in most
cases symbolic, form a ’quasi-reality’ of objects which is accessible to ob-
servation and experiment in a way basically not different from the elemen-
tary example (...) [the ANNA-numbers, J.K.]. Therefore operative proofs
are genuinely mathematical. They form a sound basis for raising the no-
tion of proof to more formal settings later on.” (Wittmann, 1996, 21)

Dabei stellt sich zum einen die Frage, welche Repräsentation mathematischerWahl der Repräsen-
tationsformen bei
operativen Beweisen

Objekte jeweils gewählt werden soll, um eine (zum Beispiel für ANNA-Zahlen
getroffene) Behauptung operativ zu beweisen, mit anderen Worten, wie (unter-
schiedlich) mathematische Objekte dargestellt werden können und welche Re-
präsentationsform jeweils didaktisch sinnvoll ist. Zum anderen ist fragenswert,
ob die operativen Beweise wirklich selbstständig, gleichsam als verinnerlichte
Handlungen ohne äußeres Korrektiv oder Spiegelbild geführt werden können.
Kann die mehr oder weniger symbolisch geformte Quasi-Realität der jeweiligen
Repräsentationsform mathematischer Objekte zudem als gesondert einzuüben-
des Beweismittel dienen, ohne dabei schon auf einen konkreten mathematischen
Kontext bezogen zu sein?

In Wittmann (2009) werden noch weitere Beispiele operativer Beweise für den
Grundschulunterricht gegeben und ihr theoretischer Hintergrund etwas anders
dargestellt. So werden nach Einführung in den Umgang mit zweireihigen Plätt-
chenmustern (↑ Abb. 1.8) für gerade und ungerade Zahlen dem Schüler je zwei
Summanden bis 10 zum Addieren gegeben (↑ Abb. 1.9). Der Schüler soll die
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daran ggf. entdeckten Regeln mit Hilfe der früher einstudierten Plättchenarith-
metik mittels Operationen im Sinne von verinnerlichten Handlungen begründen.
An Eigenschaften solch beispielhafter operativer Beweise nennt der Autor:

”− they arise from the exploration of a mathematical problem,
− are based on operations with ’quasi-real’ mathematical objects, and
− are communicable in a problem-oriented language with little symbolism.”

(Wittmann, 2009, 2-254, H.i.O.)

Abb. 1.8: Figurierte Zahlen als Plättchenmuster aus Wittmann (2009, 2-251)

Abb. 1.9: Additionsaufgaben im Zahlenraum
bis 20 aus Wittmann (2009, 2-251)

Der letzte Gesichtspunkt ist für die (Grund-)Schule insofern von Bedeutung, als
Wittmanns quasi-reale Repräsentationsformen mathematischer Objekte (wie
Stellenwerttafel oder Plättchenreihen) den Schülern eine an die Alltagssprache
angelehnte, nur leicht symbolisch durchsetzte Ausdrucksweise erlauben.

Ausführlicher kommen Wittmann & Ziegenbalg (2004) in ihrem Beitrag für
Lehramtsstudierende auf die notwendige Versprachlichung von Operationen an
figuralen Zahldarstellungen zu sprechen. Die Autoren sehen Punktmusterdar- sprachliche Aspekte

operativer Beweise nach
Wittmann & Ziegenbalg
[2004]

stellungen zunächst als Grundlage für stichhaltige operative Beweise an und
stellen einen entsprechenden historischen Bezug zur Spielstein- bzw. figuralen
Arithmetik her; es werden überdies operative Beweise von Aussagen über Sum-
men gerader und ungerader Zahlen, über die Summe der ersten n ungeraden
Zahlen und über Dreierreste von Trapezzahlen geführt und dabei zweireihige,
quadratisch-winkelförmige und trapezförmige Punktmuster betrachtet (↑ Abb.
1.4, 1.8 und ↑ Abs. 1.2.4).

”Dadurch, dass aber nicht auf einzelne Beispiele, sondern auf allgemein
ausführbare Operationen und deren ’Wirkungen’ zurückgegriffen wird, ist
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die Allgemeingültigkeit gesichert. Man nennt Beweise dieser Art deshalb
operative Beweise. Die speziellen Punktmuster, die bei einem operativen
Beweis gezeichnet oder angedeutet werden, haben selbst nur eine indi-
rekte Bedeutung. Sie dienen lediglich zur Demonstration der allgemein
ausführbaren Operationen und fungieren als Stellvertreter (Variable) für
beliebige Muster.” (Wittmann & Ziegenbalg, 2004, 38, H.i.O.)

Nach einem Rückgriff auf Damerow & Lefèvre (1981, 144ff.), welche die Ope-
rationen Erzeugungshandlungen bzw. Legeakte nennen und dabei die Reflexion
über die Legeakte betonen, unterstreichen Wittmann & Ziegenbalg schließ-
lich zur Wichtigkeit ihrer sprachlichen Explikation,

”dass das bloße Legen bestimmter Punktmuster und die Verifikation von
Beziehungen an diesen speziellen Mustern keine Beweise sind, sondern
dass es auf die ’Wirkungen’ allgemein ausführbarer Operationen an Punkt-
mustern ankommt. Diese müssen unbedingt sprachlich beschrieben wer-
den.” (Wittmann & Ziegenbalg, 2004, 38f., H.i.O.)

Die sprachliche Explikation der Operationen ist einerseits für den Forscher wich-
tig, damit dieser interpretieren kann, ob der Schüler die Operationen nicht nur
als Legeakte ansieht und in bloßer Betrachtung von speziellen Punktmustern
verbleibt. Andererseits trägt die Versprachlichung in der Interaktion zwischen
Lehrer und Schülern auch dazu bei, den operativen Beweis im Sinne der kommu-
nikativen Beweisfunktion (↑ Abs. 1.1.1) zum sozial geteilten Wissen der Klas-
sengemeinschaft werden zu lassen.

Das beispielgebundene Beweisen kann in konkreten (enaktiven) Handlungen
durchaus seinen Ausgangspunkt nehmen, jedoch auch ohne expliziten Hand-Bezug zum beispiel-

gebundenen Beweisen lungsbezug gelingen. Beispielsweise ist in der Geometrie der Handlungsbezug in
einem Beweisschritt, der eine abbildungsgeometrische Operation wie etwa eine
Spiegelung oder eine Drehung verwendet, offensichtlich – in einem Beweisschritt,
der vermöge eines Kongruenzsatzes geführt wird, jedoch weniger. Wenn zur Be-
stimmung der Anzahl der Verbindungen in einem vollständigen Graphen mit 5
Ecken etwa ein Papierstern aufgelegt und weggenommen wird, um 5·(5−1) Ver-
bindungsansätze von 5 · (5− 1)/2 Verbindungen sichtbar zu machen und damit
die Division durch 2 zu veranschaulichen, handelt es sich um eine konkrete, aber
im Grunde allgemein ausführbare Operation. Gleichwohl lässt sich dies auch da-
durch einsehen, dass eine Verbindung und damit alle Verbindungen jeweils zwei
Eckpunkte hat. Es besteht also die Möglichkeit, beim beispielgebundenen Be-
weisen manche Regeln als Operationen (ggf. mit konkretem Handlungsbezug)
im Sinne Wittmanns aufzufassen.

————————————–

Nicht nur inhaltlich-anschauliches Beweisen, reality-related proving und opera-
tives Beweisen können als spezielle Formen beispielgebundenen Beweisens an-
gesehen werden. Hierunter fällt auch das visual proving, bei dem anhand einer
repräsentierenden geometrischen Darstellung (diagram) etwas Allgemeingültiges
bewiesen werden soll.
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1.2.4 Visual proving
Die operativen Beweise Wittmanns bedienen sich dem vorigen Absatz nach Bezug zum

operativen Beweisenvorzugsweise enaktiver und ikonischer Repräsentationsformen. Wittmann be-
schreibt den operativen Beweis als Ergebnis eines handlungsorientierten Lern-
prozesses, dessen allgemein ausführbare Operationen – mit Aebli gesprochen –
als verinnerlichte Handlungen betrachtet werden können. Insofern können diese
Operationen (aufgrund ihrer Wiederholbarkeit und ihrer allgemeinen Anwend-
barkeit) vorab einstudierbare Regeln sein, die im operativen Beweis dann keiner
weiteren Begründung oder Stützung bedürfen. Allerdings reichen bloße Lege-
oder Denkakte im Sinne von Damerow & Lefèvre (1981) nicht aus, um die
Beweise zum sozial geteilten Wissen werden zu lassen, so dass Wittmann die
Wichtigkeit der sprachlichen Explikation der Operationen betont hat. In einer
mehr prozessorientierten Sicht auf das beispielgebundene Beweisen kommt der
Sprache während des Beweisens aber auch die Funktion zu, das eigene Den-
ken zu stützen, indem der Lernende in einem Wechselspiel Begriffe bildet und
zugleich begreift.

Beweisen nach Neubrand & Möller und Wittmann & Ziegenbalg

Um in die weitläufigere Problematik des visual proving exemplarisch einzufüh- Aufgabenbeispiel
Quadratmuster nach
Neubrand & Möller
[1990]

ren, bietet sich das recht bekannte, sowohl bei Neubrand & Möller (1990) als
auch bei Wittmann & Ziegenbalg (2004) verwendete figurierte Quadratmus-
ter mit markierten Winkeln bzw. Haken an. Weitere figurale Aufgabenbeispie-
le führt in knapper Darstellung übrigens schon Besuden (1979, 89ff.) für die
Grundschule an. An der gewählten figuralen Darstellung soll der Beweis dafür
erbracht werden, dass die ersten n ungeraden natürlichen Zahlen die Summe n2

ergeben:

”Die Quadratzahlen kann man sich z.B. so der Reihe nach aufbauen. Um
jede schon gezeichnete Quadratanordnung legt man eine weitere Schicht
herum:

s c c c cs c c c cs c c c cs c c c cs s s s s

Dies drückt sich demnach so aus: Qn+1 = Qn + n+ n+ 1 = n2 + 2n+ 1.
Damit haben wir einerseits die wohlbekannte ’binomische Formel’ geo-
metrisch hergeleitet. Andererseits galt dieser Aufbauprozess ja schon von
Anfang an, nämlich ab Q1 = 1. Stets wurden ungeradzahlig viele Punkte
– und zwar kommen aufeinanderfolgend alle ungeraden Zahlen vor – um
das schon bestehende Quadrat herumgelagert.” Es gilt also: (n + 1)2 =
1 + 3 + 5 + ...+ (2n+ 1). (Neubrand & Möller, 1990, 53f.)

An dieser Beschreibung zur dargestellten Abbildung lässt sich ein für den Ex-
perten geläufiger Wechsel zwischen symbolischer und geometrischer Darstellung
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erkennen. Diese inhaltlich und sprachlich relativ versiert vollzogene Übertra-
gung kann jedoch von einem Lernenden nicht erwartet werden. Deshalb könnteWechsel zwischen

symbolischer und
geometrischer Darstellung

es diesem Lernenden schwer fallen einzusehen, warum ein weiteres Umlagern der
jeweils angezeigten Quadratanordnung mit einer weiteren ungeraden Anzahl von
Punkten überhaupt ein Quadrat ergibt. Das Umlagern macht bei Wittmann
& Ziegenbalg (2004, 37) gerade eine handlungsbezogene Operation aus, dieAufgabenbeispiel Quadrat-

muster bei Wittmann &
Ziegenbalg [2004]

nicht nur von den Experten, sondern auch von den Lernenden beschrieben wer-
den muss:

”Immer wenn Sie an ein schon erhaltenes quadratisches Muster einen
’Winkelhaken’ (griechisch Gnomon) anfügen, erhalten Sie ein neues Qua-
drat: Durch Anlegen eines Hakens mit 5 Plättchen erhalten Sie aus 1·1 das
Quadrat 2 · 2, durch Anlegen eines Hakens mit 3 Plättchen das Quadrat

s s s s sc c c c ss s s c sc c s c ss c s c s
3·3, usw. Jeder Haken stellt eine ungerade Zahl dar, denn an das k ·k Qua-
drat werden unten und rechts jeweils k Plättchen und zusätzlich an der
Ecke ein einzelnes Plättchen angefügt, also insgesamt k+ k+ 1 = 2 · k+ 1
Plättchen.” (Wittmann & Ziegenbalg, 2004, 37)

Die Autoren führen die Darstellung des Beweises weiter aus. Die Wiederhol-
barkeit der handlungsbezogenen Operation des Umlagerns wird als beispielhaft
vollzogene Handlung erklärt, aber nicht weiter hinterfragt. Einmal begriffen und
verbalisiert, kann sie nun sukzessive eingesetzt werden:

”Dies können Sie am Muster (...) Schritt für Schritt verfolgen:

1 · 1 + 2 · 1 + 1 = 2 · 2
2 · 2 + 2 · 2 + 1 = 3 · 3
3 · 3 + 2 · 3 + 1 = 4 · 4
4 · 4 + 2 · 4 + 1 = 5 · 5

. . .

Allgemein: (n− 1)2 + 2 · (n− 1) + 1 = n2”

(Wittmann & Ziegenbalg, 2004, 37)

Die Punkte . . . deuten an, dass man sich die Rechnungen (und damit die Opera-
tion des Umlagerns) fortgesetzt denken soll, um sich das Allgemeine im Beson-operatives Beweisen

an Punktmustern nach
Wittmann & Ziegenbalg
[2004]

deren zu erschließen. Ohne weitere Erläuterungen an den Lernenden würden die
nacheinander gereihten Operationen aber nur induktive Prüfungen darstellen.
Ähnlich verhält es sich bei der übergeordneten Behauptung, deren Begründung
man einsehen müsse:
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”Sie ersehen aus diesen Operationen an Punktmustern: n2 ist die Summe
von 1 und der Winkelhaken 3, 5, 7, . . . , 2n−1, d.h. 1+3+5+· · ·+(2n−1) =
n2.
Die Begründung ergibt sich daraus, dass die Rechnung jeder Stufe in die
Rechnung der nachfolgenden Stufe einfließt. Man kann sich also in der ’In-
duktionskette’ Zahl für Zahl (Stufe für Stufe) hochhangeln und vergewis-
sert sich auf diese Weise, dass sich die Formel auf alle Zahlen fortpflanzt.”
(Wittmann & Ziegenbalg, 2004, 37)

Bei Neubrand & Möller (1990) heißt es zur Erarbeitung der Begründung Beweisen durch Hinschauen
nach Neubrand
& Moeller [1990]

entsprechend:

”Durch das Herausarbeiten, dass sich die Quadrate aus den ’Gnomonen’
der Reihe nach aufbauen, wurde ein allgemein-gültiges Prinzip sichtbar.
Dieses Argument ist von vorneherein auf jede beliebige Seitenzahl des Aus-
gangsquadrats anwendbar. Somit erhält diese Begründung den Charakter
eines allgemeinen Beweises auf einer ’inhaltlich-anschaulichen’ (G. Müller
und E. Ch. Wittmann) Basis.” (Neubrand & Möller, 1990, 56)

Der Autor grenzt sein Beweisen durch Hinschauen von der Induktion ab:

”Somit genügt ein bloßes Fortsetzen einer vermeintlichen Anfangsserie
nicht. Vielmehr müssen Strukturen herausgearbeitet, allgemeine Aufbau-
prinzipien erkannt, Beziehungen geometrischer Art benutzt werden, um
zu einem überzeugenden Ergebnis über einen ’Beweis durch Hinschauen’
zu kommen.” (Neubrand & Möller, 1990, 57)

In beiden Aufsätzen benutzen die Autoren Abbildungen zur Unterstützung ih- Vergleich beider Beweise
an Punktmusternrer (handlungsbezogenen) Beweise. Wittmann & Ziegenbalg (2004) betonen

zudem die dazu notwendige sprachliche Explikation grundlegender Operationen
in einem solchen Lernprozess und legen das mathematikdidaktische operative
Prinzip zugrunde (↑ Abs. 1.2.3). Die Beweiskraft einer Abbildung wird in bei-
den Arbeiten hingegen nur implizit problematisiert, etwa wenn es heißt, dass an
einer solchen Abbildung ”allgemeine Aufbauprinzipien erkannt” oder Begrün-
dungen ”ersehen” werden (vgl. obige Zitate). Noch mehr als operative Beweise,
in denen Operationen exemplarisch einstudiert und als allgemein anwendbar und
schließlich allgemeingültig aufgefasst werden, setzen Beweise durch Hinschauen,
im weiteren Sinne alle visual proofs, einen versierten Umgang im Wechsel zwi-
schen enaktiven, ikonischen und symbolischen Repräsentationsformen voraus.
Was der Lernende aus einer Planskizze oder figuralen Darstellung liest, was er
darin als besonders und was als allgemeiner ansieht, ob und wie er dies mit vor-
handenemWissen verknüpft, bleibt jedoch offen. Die in der Arithmetik geläufige
Differenzierung zwischen Zahl und Variable scheint in Planskizzen und figuralen
Darstellungen aufgehoben. Dies erschwert es einerseits, den Prozess beispielge-
bundenen Beweisens nachzuzeichnen, so dass der Sprache des Lernenden dabei
um so größeres Gewicht zukommt. Andererseits liegen in geometrischen Reprä-
sentationsformen an sich schon vom Alltagsverständnis gelöste Abstraktionen,
die dem Erkennen des Allgemeingültigen durchaus dienlich sein können und dies
wohlmöglich sogar erleichtern.
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Beweisen in der Geometrie nach Holland

Einen anderen Ansatz zum visual proving verfolgt Holland (2007). In seinemNiveaustufe des
Argumentierens Lehrbuch über Geometrie in der Sekundarstufe schreibt er zur Niveaustufe des

geometrischen Argumentierens (vgl. ↑ Abs. 1.1.2):

”Geometrie als Lehre vom Anschauungsraum zielt auf das einsichtige und
beziehungsreiche Lernen geometrischer Sätze und Verfahren. Für Aussa-
gen, deren Allgemeingültigkeit nicht unmittelbar einsichtig ist, bedarf es
dazu eines Beweises. Ziel des Beweises ist somit ein ’Aha-Erlebnis’ als
Zeichen gewonnener Einsicht. Ein Beweis unter dieser Zielsetzung braucht
aber keineswegs die Kriterien der ’Strenge’ zu erfüllen, wie sie von einem
formalen Beweis erwartet werden.” (Holland, 2007, 132)

Der Autor bemerkt, dass zum Führen eines (geometrischen) Beweises kein For-
malismus nötig sei. Für die Niveaustufe des Argumentierens reicht es zunächst
aus, wenn der Lernende eine Beweisidee erahnt und insofern ein ’Aha-Erlebnis’
macht (zur Deutung des ’Aha-Erlebnisses’ als abduktiven Schluss im Rahmen
einer Entdeckung mit latenter Beweisidee sei auf ↑ Abs. 1.3.4 verwiesen). Da-
bei betont Holland (2007, 132) die ”Bezugnahme auf die Beweisfigur, wobei
diese variable gesehen werden muss, so dass keine Einschränkung auf ungewoll-
te Sonderfälle entsteht.” Mit dieser die Darstellung des Beispiels betreffenden
Voraussetzung formuliert der Autor das Ziel geometrischen Beweisens auf der
Niveaustufe des Argumentierens:

”Die Niveaustufe des Argumentierens zielt nicht auf ein eigentliches Be-
weisverständnis und kann dieses auch nicht erreichen. Die Schüler sollen
jedoch den Unterschied erleben zwischen einer Überzeugung, die nur auf-
grund von Zeichnen und Messen gewonnen wird, und der zu einem Aha-
Erlebnis führenden Einsicht in die Allgemeingültigkeit der vermuteten
geometrischen Beziehung, zu der häufig nur eine minimale Argumentati-
on erforderlich ist.” (Holland, 2007, 133, H.i.O.)

Haben Schüler den Unterschied zwischen induktivem Schließen und versuchs-Niveaustufe des
inhaltlichen Schließens weisem Beweisen am Beispiel erfahren, sind sie im Grunde auch in der Lage,

inhaltlich zu schließen. Dabei misst auch dieser Autor der Versprachlichung eine
wichtige Rolle bei:

”Beweise auf dieser Niveaustufe sind bereits soweit strukturiert, dass sie
eine Notation als Sequenz von Beweisschritten zulassen. Meist wird man
jedoch eine umgangssprachliche, die Schülertätigkeit beschreibende Dar-
stellung wählen.” (Holland, 2007, 133f.)

Beim inhaltlichen Schließen kommt es dem Autor zufolge also eher auf die tiefer-
gehende Einsicht in die Allgemeingültigkeit der betrachteten Aussage an, statt
dass ein lückenloser und detailierter Beweis geführt werden muss. Auch braucheNiveaustufe des

formalen Schließens der Schüler seinen Umgang mit der Beweisfigur noch nicht selbstkritisch zu re-
flektieren. Dies ist erst auf der Niveaustufe des formalen Schließens erforderlich:



79 1.2.4 Visual proving

”Auf dieser Stufe des Beweisens wird der Beweis vorrangig oder sogar
ausschließlich unter dem Aspekt der Geometrie als deduktiver Theorie
gesehen. Ein Beweis auf dieser Stufe soll aufdecken, aus welchen anderen
Sätzen der Satz gefolgert werden kann, die somit Gründe seiner Gültigkeit
sind.” (Holland, 2007, 135, H.i.O.)

Insgesamt gesehen erscheint die von Holland (2007) vorgenommene Unter-
scheidung in Niveaustufen des Argumentierens, des inhaltlichen Schließens und
des formalen Schließens wenig geometriespezifisch. Eine ähnliche Unterteilung
(hinsichtlich ikonischer und symbolischer Repräsentationsebene, letztere unter
Zahlen- und unter Variablenbenutzung) findet sich für die Arithmetik bei Pad-
berg (1997, 59f.) resp. Ratzinger (1992, 54ff.) (↑ Abs. 1.1.2).

Visual Proving nach Borwein & Jörgenson

Die bisherige Erörterung zum Beweisen durch Hinschauen und zum Beweisen bildlich gebundenes
Beweisen als Sonderform
beispielgebundenen
Beweisens

in der Geometrie lässt sich nun in die weitläufigere Diskussion um visual proofs
oder interaction with diagrams einbetten, welche in den letzten beiden Jahr-
zehnten auch durch den leichter gewordenen Einsatz dynamischer Geometrie-
software beeinflusst wurde. Wie an der obigen Gegenüberstellung von operati-
ven Beweisen und Beweisen durch Hinschauen deutlich wurde, hat eine visuelle
Darstellung Beispielcharakter in dem Sinne, dass daran – in eigenen Worten –
bildlich gebundene Beweise geführt werden können. In den Studien von ↑ Teil 3
ist die Behauptung zuweilen selbst vorwiegend geometrischer Natur (nämlich in
den Aufgabenstellungen zum vollständigen Graphen und zum Außenwinkelsatz)
oder arithmetischer Natur (nämlich in den Aufgabenstellungen zum gegensin-
nigen Verändern, zu den Zahlenmauern und zu den Potenzregeln), teils verbun-
den mit der Möglichkeit einer ikonischer Darstellung. Die mehr oder weniger
bildlich gebundenen Beweise können insofern als Sonderform beispielgebunde-
ner Beweise aufgefasst werden und bieten entsprechende Implikationen wie beim
beispielgebundenen Beweisen: Zunächst können etwa unpassende visuelle Reprä-
sentationen den Zweck des bildlich gebundenen Beweisens verfehlen, ähnlich wie
sich in der Arithmetik manche Beispielzahlen als ungeeignet herausstellen, um
an ihnen das Allgemeingültige der jeweiligen Behauptung zu erkennen. Einige
bekannte Beispiele visueller Fehlrepräsentationen geben beispielsweise Brown proving without words

nach Nelson [1993](2000) oder Nelson (1993) in seinem Buch mit dem programmatischen Titel
”Proving without words”. Als Beispiel für einen visual proof findet man bei
Borwein & Jörgenson (2001, 899) resp. Brown (1997, 172) eine Abbildung
für die Summenformel

∑∞
n=1( 1

2 )2n = 1
3 (↑ Abb. 1.10).

Borwein & Jörgenson (2001, 898) stellen nun folgende Fragen hinsichtlich Gütekriterien für visual
proofs nach Borwein
& Jörgenson [2001]

einer visuellen Repräsentation: ”Can it contribute directly to the body of ma-
thematical knowledge? Can an image act as a form of ’visual proof’?”. An Güte-
kriterien für einen acceptable visual proof führen die Autoren drei notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingungen an:

• ”reliability: the underlying means of arriving at the proof are reliable
and the result is unvarying with each inspection”
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Abb. 1.10: Beispiel für einen visual proof aus Borwein & Jörgenson (2001, 899)

• ”consistency: the means and end of the proof are consistent with
other known facts, beliefs and proofs”

• ”repeatability: the proof may be confirmed by or demonstrated to
others”

jeweils (Borwein & Jörgenson, 2001, 898)

Diese drei Kriterien (repeatability, reliability, consistency) erinnern etwas an die
aufeinander aufbauenden Hauptgütekriterien Objektivität, Reliabilität und Va-
lidität von Messinstrumenten oder Tests, sofern man unterschiedliche Lesarten
im Vermessen durch Anschauen einer Abbildung als visual proofs ansieht. Man
könnte sich auch fragen, ob die obigen Kriterien allein für visual proofs gelten
oder nicht gar für Beweise im Allgemeinen. Was dabei unter reliable means zu
verstehen ist, lassen die Autoren offen. Der Charakterisierung von visual proofsbildlich gebundenes

Beweisen in Subsumption
zum beispielgebundenen
Beweisen

kommt es näher, in Subsumption zum beispielgebundenen Beweisen vom bild-
lich gebundenen Beweisen zu sprechen. Dem Bild kommt in seiner sinnlichen
Wahrnehmung mit den Augen keine Beweiskraft an sich zu, in ihm lässt sich
aber möglicherweise eine latente Sinnstruktur durch geistige Anschauung er-
kennen. Diese latente Sinnstruktur muss vom Lernenden als Beweis am Bild
erst subjektiv realisiert werden und sich durch sprachliche Explikation manife-
stieren. In diesem Sinne könnte man also das visual proving, sofern als Prozess
bildlich gebundenen Beweisens verstanden, ebenso wie das operative proving als
Sonderformen beispielgebundenen Beweisens ansehen. Was aber macht die Be-Mehrdeutigkeiten

beim visual proving sonderheit bildlich gebundener Beweise aus? Borwein & Jörgenson nennen
den Aspekt der Mehrdeutigkeit eines Bildes und meinen damit die unterschied-
lichen Deutungsweisen durch den Betrachter:

”In graphical representations, the same facts and relationships are of-
ten presented in multiple modes and dimensions. For example, the path
through the information is usually indeterminate, leaving the viewer to
establish what is important (and what is not) and in what order the de-
pendencies should be assessed. Further, unintended information and re-
lationships may be perceived, either due to the unanticipated interaction
of the complex array of details or due to the viewer’s own perceptual and
cognitive processes.” (Borwein & Jörgenson, 2001, 899)
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Die jeweilige Behauptung kann als Deutungsmöglichkeit aus der mehrdeutigen successful visual
representationsAbbildung erschlossen werden. Gleichwohl die Autoren dabei von ”kognitiven

Prozessen” sprechen, richten sie ihr Augenmerk vor allem auf die Charakterisie-
rung geeigneter visueller Darstellungen:

”As a consequence, successful visual representations tend to be spartan
in their detail. And the few examples of visual proof which withstand
close inspection are limited in their scope and generalizability. The effort
to bring images closer to conformity with the prevailing logical modes of
proof, they have subsequently lost the richness which is intrinsic to the
visual.” (Borwein & Jörgenson, 2001, 899)

Die Auswahl geeigneter visueller Darstellungsmittel ist jedoch eher eine Vor-
bedingung, als dass sie den Erfolg des visual proving als Prozess garantieren
könnte. Die empfohlene Sparsamkeit einer Abbildung erhöht zweifelsohne ih-
re Mehrdeutigkeit und somit ihr Potential für ihre allgemeine Anwendbarkeit.
Entsprechend kann darauf verwiesen werden, dass auch in arithmetischen Kon-
texten beispielgebundenen Beweisens mehrere Grade an Allgemeingültigkeit von
Behauptungen bestehen und gesehen werden können, etwa in Regelverbänden.
Man betrachte das Beispiel 7 + 9 + 8 = 3 · 8 zum gegensinnigen Verändern
im arithmetischen Kontext. Es hat ebenso das Potential zur Begründung eines
ganzen Regelverbandes in fortschreitender Verallgemeinerung (siehe hierzu die
Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.1).

Die Befürworter von visual proofs stimmen darin überein, dass die Haltung, Be- Allgemeingültigkeit
von visual proofsweise an visuellen Repräsentationen seien bloße Heuristik, ein Dogma sei. Hier

drängt sich die vergleichbare Diskussion zu den aus ↑ Abs. 1.2.3 bekannten so
genannten experimentellen ’Beweisen’ gegenüber inhaltlich-anschaulichen Be-
weisen auf: Durch bloßes Bestätigen einer Behauptung in der Betrachtung meh-
rerer Bilder, etwa durch Variation einer Einflussgröße, ergibt sich noch kein
visual proof. Für den lernenden Betrachter stellt sich nach Barwise & Etche- Kriterien für die Gültig-

keit von visual proofs
nach Barwise
& Etchemendy [1996]

mendy (1996, 180) vielmehr ”the task of extracting information implicit in some
explicitly presented information”. Mit der Einnahme einer solchen Perspektive,
die aus strukturellen Merkmalen der Abbildung Informationen zieht (”there is
structure, there is information”), kann auch ein Kriterium für die Gültigkeit
eines visual proof gegeben werden:

”As long as the purported proof really does clearly demonstrate that the
information represented by the conclusion is implicit in the information
represented by the premises, the purported proof is valid.” (Barwise &
Etchemendy, 1996, 180)

Entsprechendes kann man auch für das beispielgebundene Beweisen im Allge-
meinen sagen: Durch eine filternde Fokussierung auf die implizit vorhandenen
strukturellen Merkmale des Beispiels kann die Allgemeingültigkeit der Behaup-
tung erkannt werden. Der Beweis lässt sich als latente Sinnstruktur bei visual
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proofs jedoch auf geometrischem Wege und damit möglicherweise kompakter
oder eingängiger extrahieren.

Die Autoren sehen die Manipulation geometrischer Objekte als erkenntnisför-
dernd an, etwa wie wenn in arithmetischen Kontexten Parameter oder InstanzenDynamisierung von

visual proofs verändert werden. In ihrem interaktiven Programm Hyperproof gehen Barwise
& Etchemendy (1994) schließlich über das Konzept der statischen Betrachtung
lediglich einer Abbildung hinaus. Hier soll dem Lernenden eine Übertragungs-
möglichkeit zwischen visuellem und semantisch-sprachlichem Kontext geboten
werden. Erst die Reflexion über diese Zusammenschau lässt den Lernenden aber
einen sogenannten heterogeneous proof führen, ein Ansatz, den später Rinvold
& Lorange (2011) als multimodial proof weiterentwickeln. Das Ineinandergrei-
fen von visuellen und sprachlichen Ebenen begegnet dem Leser jedoch auch –
wenngleich nicht in einer solchen Dynamik – in den Beschreibungen des Qua-
dratmusters bei Wittmann & Ziegenbalg (2004) und Neubrand & Möller
(1990) aus ↑ Abs. 1.2.4.

Interaktionsmodi nach Herbst

Herbst (2004, 129f.) stellt theoretische und empirische Ergebnisse zum Ge-empirischer, repräsen-
tionaler, deskriptiver
und generativer Modus
nach Herbst [2004]

brauch von geometrischen Repräsentationsformen im Schulunterricht vor. Er
diskutiert dabei vier Interaktionsmodi, denen er jeweils empirisches Beispielma-
terial unterlegt:

1. empirical mode of interaction

2. representational mode of interaction

3. descriptive mode of interaction

4. generative (resp. prescriptive) mode of interaction

Nach Herbst (2004) werden die Austauschbeziehungen bei den interactions
with diagrams zwischen lernendem Akteur (actor), repräsentierender geome-
trischer Darstellung (diagram) und repräsentiertem mathematischem Objekt
(object) hergestellt. Im empirischen Modus identifiziert der lernende Akteurempirischer Interaktions-

modus nach Herbst [2004] den geometrischen Kontext mit dem mathematischen Objekt, d.h. es findet ei-
ne schematische Übertragung statt, so dass das Diagramm als äquivalent zum
mathematischen Objekt betrachtet wird (im epistemologischen Dreieck nach
Steinbring (1993, 118) käme dies einer Identifikation von Symbol und Ob-
jekt gleich). Da die geometrische Darstellung im Allgemeinen konkret gehalten
ist und eine Parallelbeziehung zwischen Objekt und Darstellung angenommen
wird, verbleibt eine Argumentation an der geometrischen Darstellung folglich
häufig im Induktiven, es werden gleichsam experimentelle ’Beweise’ im Sinne
von Wittmann & Müller (1988) geführt innerhalb der geometrischen Dar-
stellung. Ein Beispiel für ein Agieren im empirischen Modus liefert die Einzel-
fallstudie in ↑ Kap. 3.1 zum gegensinnigen Verändern.
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Dem gegenüber dient der repräsentationale Modus der deduktiv-formalen Über- repräsentionaler Inter-
aktionsmodus nach
Herbst [2004]

tragung von Objekteigenschaften in eine zu gestaltende geometrische Darstel-
lung. Das Diagramm repräsentiert damit gewisse Eigenschaften des Objekts und
fungiert als Piktogramm oder Illustration. Wenn über das Objekt gesprochen
werden soll, kann dies stellvertretend dafür am Diagramm geschehen.

Herbst (2004, 131) hat in seiner empirischen Forschung jedoch festgestellt,
dass nicht allein empirische und repräsentationale Modi die eigentliche Rolle
des Diagramms beim geometrischen Beweisen beschreiben. Der Gebrauch von
Abbildungen vollzieht sich nicht nur rein experimentell oder rein illustrativ. Dies
führt den Autor zum deskriptiven Modus: deskriptiver Inter-

aktionsmodus nach
Herbst [2004]

”I call descriptive (...) a mode of interaction between actor, object, and
diagram whereby a diagram consists of two overlapping systems: a system
of referents and a system of signs3. The diagram is a particular object,
which not only represents the mathematical object. To the extent that
the diagram is accepted as accurate in some regards (...), the diagram
actualizes the object, making it amenable to be the source of discourse
about the object or a referent for discourse, as in the empirical mode.”
(Herbst, 2004, 131, H.i.O.)

Man könnte erwarten, dass diese eher prozesshafte Beschreibung als Wechselspiel
zwischen Zeichen (sign) und Bezeichnetem (referent) in der Verwendung von
Abbildungen dem beispielgebundenen Beweisen näher käme. Diese Erwartung
drückt auch Knipping (2005, 171) aus, wenn sie in der Besprechung von Herbst
(2004) schreibt:

”As the descriptive mode of interaction falls between the empirical mode
and the representational mode, just as preformal proving falls between
empirical verification and formal proving, one might expect there to be a
relationship. In fact the role of diagrams in geometry is an illustration of
the object relatedness of preformal proving (...).” (Knipping, 2005, 171)

Dem gegenüber weist Herbst (2004) auf Folgendes hin:

”some of those features of a diagram, which are available to perception
along with the premises of an argument (and whatever is known), can ac-
tually feed the argument produced. Perception of a diagram thus supports
and at times even replaces the logical machinery of discourse as a source
of statements about the object; (...)” (Herbst, 2004, 132)

Es bestehe mithin die Gefahr, in der geometrischen Repräsentation möglicher-
weise ganz andere mathematische Objekte zu sehen als vorgesehen. Aus der
Perspektive der Lernenden stellt sich dies nämlich Herbst (2004, 131) zufolge
derart dar, dass sie einerseits nur die Informationen verwenden dürfen, die das
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Diagramm bereithält, ohne es zu verändern. Andererseits müssen sie auch alle
(relevanten) Informationen aus dem Diagramm extrahieren, um sie für ihren
Beweis zu benutzen.

Spräche man beim beispielgebundenen Beweisen von einem deskriptiven Mo-
dus, könnte es passieren, ein bestehendes gültiges Argument bei Anwendung
auf andere Gültigkeitsbereiche mechanisch zu übernehmen, ohne die veränder-
ten Prämissen zu berücksichtigen. Um dies weiter zu untersuchen, lässt Herbst
(2004) die Lernenden vorgeblich richtige geometrische Darstellungen betrachten,
die das in Frage stehende mathematische Objekt jedoch nicht darstellen (eine
beispielgebundene Entsprechung wäre die Vorlage vorgeblicher beispielgebun-
dener Beweise wie in der Einzelfallstudie aus ↑ Kap. 3.5 zu den Potenzregeln).
Entsprechend ausfallende Beobachtungen veranlassen Herbst (2004) schließ-generativer bzw.

präskriptiver Inter-
aktionsmodus nach
Herbst [2004]

lich dazu, den generativen Modus als vierten Interaktionsmodus einzuführen,
bei dem hypothetische Identifikationen zwischen der veränderbaren geometri-
schen Darstellung und dem mathematischen Objekt vorgenommen werden, um
dessen Eigenschaften besser erkennen und differenzieren zu können:

”I call generative (or prescriptive; (...)) a mode of interaction between
actor, object, and diagram whereby an initial, hypothetical identification
between object and diagram affords conditions and constraints for the ac-
tor to anticipate operations on the diagram and their results, and whereby
the actualization of those operations on the diagram constrains the inter-
pretation of the results of those operations in ascribing properties to the
object, further differentiating the object from the diagram (...).” (Herbst,
2004, 134, H.i.O.)

Die dabei vollzogenen operations bestehen etwa darin, dass Hilfslinien gezeich-
net werden oder zusätzliche Zeichen oder Symbole generiert werden, um ein
Argument leichter führen zu können. Den generativen Modus kann man inso-
fern als Prozess beispielgebundenen Beweisens an geometrischen Darstellungen,
mithin als eigentlich bildlich gebundenes Beweisen betrachten. Das Allgemein-
gültige kann durch die reflektierte Modifikation des Bildes und der allmählichen
Lösung vom Bild erkannt werden, es wird am verändert gesehenen Bild sub-
jektiv realisiert. Knipping (2005) formuliert dies in Auseinandersetzung mit
deskriptivem und generativem Modus wie folgt:

”In the descriptive mode the diagram is considered fixed. The teacher
has included all the necessary elements and left out all the irrelevant
ones. For a student to make changes to such a diagram would be counter-
productive. In the generative mode however, it is through acting on the
diagram that the reasoning process occurs. Both the generative mode and
the descriptive mode are similar to preformal proving in that they involve
founding the argument directly on a representation, but the generative
mode is more suitable to developing students’ reasonabel proving, because
it has this element of action.” (Knipping, 2005, 171)
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Auf den letztgenannten Handlungsbezug beim beispielgebundenen Beweisen
wurde in Besprechung der Arbeiten von Semadeni (1976), Blum (2003) und
Wittmann (1996) bereits eingegangen. Insgesamt gesehen unterscheiden sich
bildlich gebundene Beweise im Verständnis der vorliegenden Arbeit also zu-
nächst nur in der Fokussierung auf einen geometrischen Kontext. Wenn sie sich
mit arithmetischen Anteilen mischen (wie beim eingangs referierten figurierten
Quadratmuster), stellt dies hohe Anforderungen an den Lernenden hinsichtlich generativer Interaktions-

modus und bildlich
gebundene Beweise

seiner Lese- und Übertragungsfähigkeit der Abbildung als geometrisch darge-
stellte arithmetische Sinnstruktur. Gleichzeitig entbehren Abbildungen jedoch
auch mehr oder weniger jener Konkretion von Beispielzahlen: Ein abgebildetes
Dreieck wird ja häufig nicht mehr als das konkrete Dreieck mit präzise gemes-
senen Längen und Winkeln gesehen, sondern vertritt (etwa als gleichschenkliges
oder rechtwinkliges) Dreieck eine ganze, zu bestimmende Klasse von Dreiecken.
Demnach sind visuelle Darstellungen schon an sich mehr vom konkreten Bei-
spielobjekt gelöst als im arithmetischen Kontext die Beispielzahlen. Eine solch
weitgehendere Lösung vom Konkreten erschwert aber auch das Analysieren bild-
gebundener Beweisprozesse und das Sprechen darüber. Da vom Konkreten schon
mehr gelöst, dürfte die Suggestionskraft der Abbildungen, das Allgemeine zu
vertreten, auch ungleich stärker wirken als bei Beispielzahlen, welche (zum Bei-
spiel als gerade Zahlen) nur ab und an als Vertreter einer ganzen Klasse von
Zahlen gesehen werden. Gerade auch die Vermutung, die Abbildungen könnten
etwas allgemein Falsches suggerieren, ist – wie oben dargestellt – von Herbst
(2004) empirisch bestätigt worden.

————————————–

Wie die Diskussion der Autoren Neubrand & Möller (1990), Wittmann &
Ziegenbalg (2004), Holland (2007), Borwein & Jörgenson (2001), Bar-
wise & Etchemendy (1996), Herbst (2004) und Knipping (2005) gezeigt
hat, lässt sich auch das visual proving in seinen verschiedenen genannten Ausprä-
gungen häufig als beispielgebundenes Beweisen im Sinne der vorliegenden Arbeit
auffassen. Während des beispielgebundenen Beweisens ist etwa die Übertragung
zwischen geometrischer und symbolischer Darstellung für die Schüler keineswegs
einfach zu leisten. Die geometrische Darstellung hat insofern doppelten Beispiel-
charakter, als dass sie daran beispielgebundenes Beweisen ermöglicht. Deshalb
lassen sich Termini wie bildgebundenes Beweisen oder bildlich beispielgebunde-
nes Beweisen diskutieren.
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1.2.5 Beispielgebundenes Beweisen als Dialog
Neben den bereits vorgestellten Definitionsversuchen anderer Autoren hat Gold-
berg (1984) das beispielgebundene Beweisen – von der Autorin beispielgebun-
denes Begründen genannt – theoretisch zu fassen versucht und empirisch un-
tersucht. Wie schon ihre Diskussion von Niveaustufen im beispielgebundenen
Begründen in ↑ Abs. 1.1.2 zeigte, ist ihre wissenschaftliche Untersuchung un-
terrichtsnah gehalten. Dies eignet sich gut als Folie für die vorliegende, mehr
empirische Einzelfälle betonende Arbeit.

Goldberg (1984, 157) überträgt die Methode des dialogischen BeweisenlehrensMethode des dialogischen
Beweisenlehrens nach
Vollrath [1969]

von Vollrath (1969), Vollrath (1968) resp. Vollrath (1967) auf das bei-
spielgebundene Begründen in der 7. Klasse. Die beispielgebundenen Beweise von
Sätzen der Arithmetik und Geometrie sollen auch bei ihr in einem Streitgespräch
zwischen Schüler (als Proponenten) und zweifelndem Lehrer (als Opponenten)
entwickelt werden. Wenn der Lehrer seine Beispiele so auswähle, dass der Re-
chenaufwand groß wird, sei der Schüler Goldberg (1984, 155) zufolge dazu
veranlasst, ”sich eine Gewinnstrategie zu erarbeiten, nach der er den Dialog für
weitere Beispiel auch ohne Rechenaufwand gewinnen kann.” In Anwendung der
Methode von Vollrath übernimmt Goldberg (1984, 157) dessen Vorgehen
insoweit, als dass jeder Schüler dazu aufgefordert wird, so viele Beispiele zu
untersuchen, wie dieser selbst brauche, ”um die Zusammenhänge erkennen und
begründen zu können”.

Goldberg (1984, 154) sieht das beispielgebundene Begründen in ihrer nach-beispielgebundenes Beweisen
als Vorstufe formalen
resp. formellen Beweisens

stehend noch vorgestellten Definition als Vorstufe des formalen (und auch for-
mellen) Beweisens an. Die Schüler würden vermöge des beispielgebundenen Be-
gründens von der ”Ebene der mittelbaren Anschauung” allmählich zur ”Ebene
des abstrakt-verbalen Denkens” übergehen. Goldberg (1984, 163, H.i.O.) klas-
sifiziert ”mögliche Niveaus der Fähigkeiten im beispielgebundenen Begründen”
der Schüler im (beispielgebundenen) Beweisen, um schließlich den Lehrern an
den Schulen eine entsprechende Notenskala an die Hand zu geben, (↑ Abs. 1.1.2).

Für die nachstehenden eigenen empirischen Untersuchungen ist am Ansatz vonBezüge zur vorliegenden
Forschungsarbeit Goldberg resp. Vollrath zum einen relevant, dass sich das (beispielgebunde-

ne) Beweisen im Dialog zwischen Lehrer (resp. Interviewer) und Schüler entwik-
kelt, dabei also ein Kommunikationsprozess mit einer notwendigen Versprach-
lichung der Beweisideen abläuft. Zum anderen stellt sich die Frage, ob das bei-
spielgebundene Begründen als Methode bzw. ”Gewinnstrategie” (s.o.) und Vor-
stufe zum formalen Beweisen angesehen werden kann, und welche Rolle die
dazu offenbar notwendigen initialen Beispiele spielen. Schließlich führt Gold-
berg (1992, 42) das in 7. Klassen empirisch untersuchte Aufgabenbeispiel vom
Peripheriewinkel-Zentriwinkelsatz (d.h. Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatz
als Spezialfall des Außenwinkelsatzes) an, das wegen der guten Vergleichbarkeit
auch in der vorliegenden Arbeit in ↑ Kap. 3.4 verwendet wird.



87 1.2.5 Beispielgebundenes Beweisen als Dialog

Beispielgebundenes Begründen nach Goldberg

In ihrem Artikel über das Beweisen im Mathematikunterricht der Sekundarstufe Vor- und Rückwärtsarbeiten
zum Einüben beweisrelevan-
ter Tätigkeiten

I führt Goldberg (1992) für das beispielgebundene Begründen einen Beweis des
Peripheriewinkel-Zentriwinkelsatzes (Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes)
an, der in einem Unterrichtsgespräch erarbeitet wird (s.u.). Die Schüler sollen
zuvor zum ”Training einzelner beweisrelevanter Tätigkeiten” mehrere vorbe-
reitende Aufgaben zum Vor- und Rückwärtsarbeiten erhalten, die Goldberg
(1992) folgendermaßen beschreibt:

”a) zum Rückwärtsarbeiten
Woraus würde folgen, daß – zwei Winkel gleich groß sind?
(mögliche Antworten: ... daraus, daß sie Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck sind, entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken sind, Peri-
pheriewinkel über demselben Bogen sind, Stufenwinkel an geschnittenen
Parallelen sind, Gegenwinkel im Parallelogramm sind, oder ...); (...)

b) zum Vorwärtsarbeiten
– Ein Dreieck hat zwei gleichgroße Innenwinkel. Was folgt daraus?
(Zwei Seiten sind gleich groß; die Winkelhalbierende des dritten Winkels
ist Symmetrieachse.)”

(Goldberg, 1992, 38f.)

Das ”Training einzelner beweisrelevanter Tätigkeiten” ist im Verständnis nach
Goldberg (1992, 39) zunächst nicht auf einen bestimmten Beweis bezogen,
sondern dient dazu, dass die Schüler die einzelnen Beweisschritte an einfachen
Beispielen einüben (vgl. hierzu die Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.4). Diese exem-
plarischen Strategien sollen Goldberg (1992, 41) zufolge nicht als zusätzlicher
Lehrstoff vermittelt werden. Die Autorin beschreibt an der Aufgabenstellung
vom Peripheriewinkel-Zentriwinkelsatz, wie jeweils einzelne Sätze und Defini-
tionen als ”Beweismittel” beim Lösen von einführenden Aufgaben vor dem Er-
arbeiten eines komplexen Beweises verwendet werden können (↑ Abb. 1.11).
Durch das Lösen dieser Aufgaben würden die einzelnen Sätze und Definitionen
in einem ähnlichen Zusammenhang aufbereitet, wie sie dann später im Beweis
benötigt würden.

Wie bereits eingangs angesprochen, übernimmt Goldberg (1992, 43) bei ih-
ren empirischen Untersuchungen die auf Vollrath zurückgehende Methode des
dialogischen Beweisenlehrens zur Untersuchung des beispielgebundenen Bewei-
sens in der Schulsituation. Zu Beginn des Unterrichts- bzw. Streitgesprächs for-
dert der Lehrer die Schüler dazu heraus, den Peripheriewinkel-Zentriwinkelsatz
zu beweisen. Ausgehend vom Winkel x◦ = 40◦ soll der Winkel α berechnet Goldbergs Unterrichtsbei-

spiel zum Umfangswinkel-
Mittelpunktswinkelsatz

werden und schließlich der Beweis der behaupteten Formel α = 2 · x◦ für ein
beliebiges x zwischen 0 und 90 erarbeitet werden (↑ Abb. 1.12).

Man kann dieses Unterrichtsgespräch so interpretieren, dass die Behauptung
α = 2 · x◦ durch die Eingangsfrage des Lehrers noch nicht im Raum steht –



1.2 Beispielgebundenes Beweisen 88

Abb. 1.11: Vorübungen aus Goldberg (1992, 40)
als ”Beweismittel” zum Erarbeiten komplexer Beweise

vielmehr stellt der Lehrer den Schülern zunächst eine Berechnungsaufgabe im
Sinne von Holland (2007, 152ff.). Damit mag die Hoffnung verbunden sein,
dass die Schüler bei der Bearbeitung der angeführten Beispiele die Behauptung
entdecken, an einigen Beispielen induktiv prüfen und schließlich (beispielgebun-
den) beweisen (vgl. Entdecken und Prüfen mit latenter Beweisidee in ↑ Abs.
1.3.3 und ↑ Abs. 1.3.5). Um das Beweisbedürfnis der Schüler nach Entdecken
der Behauptung zu wecken, tritt der Lehrer im Sinne des geschilderten dialo-
gischen Beweisenlehrens als advocatus diaboli auf, indem er seine Schüler am
kaum noch vorstellbaren Beispiel 1

1000
◦ als Umfangswinkel zur Begründung der

Behauptung auffordert (vgl. small/big number im Sinne von Harel & Martin
(1986) in ↑ Abs. 1.1.2). Anschließend möchte der Lehrer mit x◦ als unbestimm-
tem Umfangswinkel zur Formalisierung des Beweises überleiten.

Goldberg beschreibt das beispielgebundene Begründen nicht als SonderformGoldbergs unterrichts-
praktische Methode des bei-
spielgebundenen Begründens

des Beweisens an sich, sondern als unterrichtspraktische Methode, welche

”allen Schülern ein Arbeiten auf der (mittelbar) anschaulichen Erkenntnis-
ebene (Arbeiten mit Beispielen) und einen Übergang zur abstraktverbalen
Ebene erlaubt. Der Zeitpunkt dieses Überganges ist dabei vom Schüler
abhängig. Solange es für ihn sinnvoll ist, kann er in seiner selbständigen
Tätigkeit auf der Ebene der Anschauung bleiben.
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Abb. 1.12: Reales Unterrichtsgespräch nach Goldberg (1992, 43)

In den Schulversuchen wurde dies dadurch realisiert, daß jeder Schüler
die Aufgabe bekam, erst einmal Beispiele (für jeden Fall mindestens ei-
nes) zu suchen und die Wahrheit der Ausage [sic!] für diese Beispiele zu
überprüfen. Dabei soll jeder Schüler solange die Aussage an verschiede-
nen Beispielen überprüfen, bis er erkennt, daß und warum die Aussage
wahr ist. Für diese Aufgabe bekamen die Schüler zwischen 5 und 10 Mi-
nuten Zeit. Erst anschließend wurde die Verallgemeinerung der Beispiele
im Unterrichtsgespräch erarbeitet.” (Goldberg, 1992, 42, H.i.O.)

Die Autorin hält das selbstständige Arbeiten der Schüler an Beispielen somit
für unproblematisch. Sie vertraut darauf, dass die Schüler nach dem induktiven
Prüfen einer gewissen Anzahl bearbeiteter Beispiele zu einer Begründung der
allgemeinen Behauptung finden, die der verifikativen wie explanativen Beweis-
funktion gleichermaßen genügt (vgl. hierzu ↑ Abs. 1.1.1). Die Autorin schränkt
jedoch ein:

”Nicht allen Schülern wird bei jedem beispielgebundenen Begründen der
Übergang zur abstrakt-verbalen Ebene gelingen (manchem Schüler wird
es in Klasse 7 noch gar nicht und manchem Schüler sehr schnell gelingen).
Aber jeder Schüler kann sich mit dem jeweiligen Problem aktiv auseinan-
dersetzen und Erkenntnisse auf der für ihn geeigneten Ebene gewinnen.”
(Goldberg, 1992, 42)

Die Autorin spricht hier und im vorangegangenen Zitat von einem unterschied-
lich ausgeprägten Arbeiten der Schüler auf anschaulicher und abstrakt-verbaler
Ebene. Das beispielgebundene Begründen sieht sie dabei als eine mögliche Vor-
form des formalen Beweisens an. Wie vorab in ↑ Abs. 1.1.2 beschrieben, macht
Goldberg (1984, 163, 177, H.i.O.) überdies verschiedene ”(Niveaus der) Fähig-
keiten im beispielgebundenen Begründen” der Schüler aus, die dann einer No-
tenskala zugeordnet werden. Goldberg (1992, 43) merkt in ihrer Erörterung
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des in ↑ Abb. 1.12 angeführten realen Unterrichtsgesprächs als unterrichts-
praktische Vorteile ”gegenüber den auf ’herkömmliche’ Art geführten Beweisen”Vorteile der Methode des bei-

spielgebundenen Begründens an:

”− Bei Unterrichtsversuchen in mehreren 7. Klassen zum beispielgebun-
denen Erarbeiten des Zentriwinkel-Peripheriewinkelsatzes waren je-
weils alle Schüler in der Lage, die Beispiele zu verallgemeinern und
den Beweis verbal zu formulieren. (...)

− Die Schüler empfanden das Beweisen in diesem Fall als leicht, und
die Stunde hat ihnen Spaß gemacht.

− Alle Schüler können am Erarbeiten des Beweises aktiv beteiligt wer-
den.

− Jeder Schüler kann so lange mit Beispielen arbeiten, bis ihm selbst
die Verallgemeinerung gelingt (innere Differenzierung!)” (Goldberg,
1992, 43)

Abgesehen von den mehr unterrichtspraktischen Gesichtspunkten hat Gold-
berg aber auch den Versuch unternommen, eine Definition beispielgebundenen
Begründens zu geben. Dabei sind für sie die Anzahl und die Auswahl der bear-Definition beispiel-

gebundenen Begründens
nach Goldberg [1992]

beiteten Beispiele von großer Bedeutung:

”(...) Beispielgebundenes Begründen bedeutet also:

Durch das Bearbeiten vieler (die nötige Zahl ist individuell verschieden)
Beispiele wird der Beweisgedanke vorbereitet.

Die Beispiele müssen so gewählt werden, daß alle Fälle erfaßt und einzeln
bearbeitet werden können. (Es muß eine repräsentative Beispielauswahl
erfolgen, d.h. vollständige Fallunterscheidung.)

Im Laufe der Bearbeitung muß von den einzelnen Beispielen eines Fal-
les abstrahiert werden und gedanklich das herausgearbeitet werden, was
alle Beispiele dieses Falles gemeinsam haben und was das Wesen der zu
beweisenden Behauptung betrifft.

Dadurch gelangt man zu der Überzeugung, daß diese Behauptung immer
gelten muß. Als Begründung formuliert man den Gedanken ’Das muß ja
immer so sein, denn ...’.” (Goldberg, 1992, 42, H.i.O.)

Diese aus der Unterrichtserfahrung resultierende Definition erweckt den Ein-Kritik an Goldbergs
Definition des beispiel-
gebundenen Begründens

druck, als ob nur die Anzahl der Beispiele erhöht werden muss, bis auch der
letzte Schüler den Übergang zur abstrakt-verbalen Erkenntnisebene selbststän-
dig bewältigt. Wenn nachträglich alle Schüler den beispielgebundenen Beweis
führen können, stellt sich die Frage, ob die Schüler den beispielgebundenen Be-
weis vielleicht nur im nachfolgenden Unterrichtsgespräch schematisch zu formu-
lieren gelernt haben und nicht schon vorher bei ihrer selbstständigen Arbeit an
den Beispielen. Wie im von Goldberg (1992, 43) in ↑ Abb. 1.12 angeführten
Unterrichtsgespräch stellt sich zudem die Frage, wann die Behauptung als zu
beweisender Satz eingeführt wird, d.h. ob der Satz entdeckt oder zur Prüfung
und zum Beweis vorgegeben wird. Hierin zeigen sich mithin verschiedene Zu-
gangsmöglichkeiten zum (beispielgebundenen) Beweisen, wie sie in ↑ Kap. 1.3
behandelt werden.
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Implikationen für das beispielgebundene Beweisen

Aus theoretischer Sicht wirft Goldbergs Darstellung beispielgebundenen Be- Kritik am methodischen
Ansatz Goldbergsgründens als eine mögliche Vorform des formalen Beweisens und ihre daraus

resultierende Klassifizierung von Fähigkeitsniveaus Lernender Fragen auf: Es
bleibt etwa offen, wie sich beim Lernenden jener Übergang von der ”Ebene
der mittelbaren Anschauung” zur ”Ebene des abstrakt-verbalen Denkens” (s.o.)
vollzieht und wie die Autorin die genannten Ebenen auffasst. Wie in ↑ Kap.
1.5 der vorliegenden Arbeit dargelegt wird, lässt sich unter diesem Übergangs-
phänomen durchaus eine allmähliche kognitive Realisierung und Manifestierung
des beispielgebundenen Beweises als latente Sinnstruktur verstehen. Goldberg
hingegen sieht das beispielgebundene Begründen nicht als einen ungerichteten,
changierenden Prozess zwischen induktivem Prüfen und formalem Beweisen an,
sondern als Vorform formalisierbaren Beweisens. Die Lernenden sollen daran
gemessen werden, welche Stufe sie auf der Skala vom induktiven Prüfen bis zum
voll entfalteten formalisierten Beweisen erreichen, was das eigentliche Lernziel
darstelle. Goldberg (1984, 161) geht dabei von der Unabänderlichkeit des Be-
weisgedankens im Beispiel und auf formaler Ebene aus. Diese Fixierung ist beim
Vorliegen mehrerer Beweisvariationen hinderlich. Wie die Aufgabenstellung zum
gegensinnigen Verändern in ↑ Kap. 3.1 zeigt, braucht ein beispielgebundener Be-
weis aber auch nur bedingt formalisierbar zu sein, wie es umgekehrt auch nicht
zu jedem formalen Beweis eine beispielgebundene Entsprechung geben muss.

Ist Goldberg zu optimistisch, wenn sie im Bearbeiten möglichst vieler Bei- Bearbeiten von
Beispielenspiele beim beispielgebundenen Beweisen eine Möglichkeit dafür sieht, dass der

Lernende dadurch das Allgemein(gültig)e in den besonderen Beispielen erken-
ne? Es steht zu befürchten, dass sich mancher Lernende in der Vielzahl von
zu bearbeitenden Beispielen verlieren kann, deren latente Strukturmerkmale
dann aus dem Blick geraten (vgl. hierzu die Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.4).
Das Rechnen mit zum Teil immer komplizierteren Beispielen kann in den Vor-
dergrund treten und bietet bloß in diesem Sinne noch eine Herausforderung.
Anders gesagt, besteht bei fortgesetzten induktiven Prüfungen die Gefahr einer
Algorithmisierung. Und die Wiederholung vieler Beispiele kann selbst bei schon
gelungener Formalisierung des Beweises dazu führen, dass dieser zu einer bloß
schematisch-formalisierten Darstellung im Sinne eines Variablenkalküls herab-
sinkt. Etwa kann der Schüler im obigen Unterrichtsgespräch zwar 40◦ formal
durch x◦ ersetzen, möglicherweise denkt er aber noch immer an 40◦. Eine Er-
klärung für ein solches Szenarium kann nach Krumsdorf (2009b, 11) darin
liegen, dass der Schüler das induktive Prüfen mit einer Vielzahl an Beispielen
für die Erkenntnissicherung als schon ausreichend betrachtet.

Vom unterrichtspraktischen Standpunkt her bleibt offen, wann und wie die ent- unterrichtspraktische
Fragensprechende Behauptung zum beispielgebundenen Beweisen eingeführt werden

soll. Hier verfährt die Autorin überdies uneinheitlich: So gibt der Lehrer in
der Mehrzahl der Aufgabenbeispiele die Behauptungen für zu beweisende Sätze
in Goldberg (1984) bzw. Goldberg (1992) als Opponent vor, im hier vor-
gestellten Unterrichtsgespräch sollen die Schüler jedoch nach entsprechenden
Vorübungen begründen. Die Behauptung wird erst noch entdeckt, dann ggf.
an mehreren Beispielen geprüft und schließlich (beispielgebunden) bewiesen.
Goldberg thematisiert den passenden Zeitpunkt der Einführung der Behaup-
tung bloß implizit, wenn sie schreibt:
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”Am obigen Beispiel des Peripheriewinkelsatzes etwa sieht man, daß etwas
bewiesen wurde, von dem man noch gar nicht so genau weiß, was es ist. Die
Voraussetzung muß nachträglich durch eine allgemeine Beschreibung der
zur Aufgabenstellung verwendeten Figur gewonnen werden.” (Goldberg,
1992, 43f.)

Wie im nachfolgenden ↑ Kap. 1.3 gezeigt wird, eignet sich der Begriff der Latenz
eines Beweises, um dieses praktische Problem klarer zu formulieren. Relevant
ist dies für die Durchführung der Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 dieser Arbeit.

Trotz der vorgebrachten Kritik bieten die Studien Goldbergs wichtige An-Anregungen zur Durchfüh-
rung der eigenen Studien knüpfungspunkte zur Durchführung der eigenen Untersuchungen des beispiel-

gebundenen Beweisens, gerade auch für das vorliegende Aufgabenbeispiel des
Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes (resp. des Außenwinkelsatzes). Erstens
kann das von Goldberg aufgeworfene Übergangsphänomen in der Betrachtung
des beispielgebundenen Beweises als latente, subjektiv realisierte bzw. manifes-
te Sinnstruktur empirisch untersucht werden. Zweitens lässt sich dabei die von
Vollrath herrührende Methode des dialogischen Beweisenlehrens als Kommu-
nikationsweise einsetzen, bei der die Schüler durch den zweifelnden Lehrer resp.
Interviewer zum (beispielgebundenen) Beweisen herausgefordert werden. Be-
steht die Gefahr, dass sich die Schüler in zu vielen Beispielen verlieren und sich
ihr induktives Prüfen algorithmisiert, können die Schüler etwa durch Rückwärts-
arbeiten dazu angeregt werden, die strukturellen allgemeineren Aspekte des Auf-
gabenbeispiels schon zu Beginn stärker in den Blick zu nehmen. Auch dies wird
etwa in der vorliegenden Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.4 an der ähnlich konzipier-
ten Aufgabenstellung des Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes (Außenwin-
kelsatzes) versucht. Goldberg (1984, 155f.) zufolge kann der Lehrer als Mo-
derator zur ”Auswahl repräsentativer Beispiele” bzw. zur Wahl von Beispielen
anregen, bei denen ”der Rechenaufwand sehr groß wird” (vgl. big/small number
im Sinne von Martin & Harel (1989) in ↑ Abs. 1.1.2). Wie eingangs erwähnt,
geschieht Letzteres in der Hoffnung, dass die Schüler eine strukturierte Sicht auf
die Beispiele als Gewinn betrachten. Erleichtert werden kann dies etwa durch
bedingt vorstellbare Beispiele wie x◦ = 1

1000
◦, bei denen einerseits der Rechen-

aufwand unverhältnismäßig groß werden würde, und die sich andererseits einer
anschaulichen Betrachtung weitgehend entziehen.

————————————–

Die Diskussion der Arbeit von Goldberg (1992) bietet vielfältige Ansatzpunkte
für die praktische Durchführung des beispielgebundenen Beweisens. Zusammen-kritische Fragen
fassend geben die Ausführungen Goldbergs zu folgenden Fragen Anlass:
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◦ Besteht durch das induktive Prüfen an einer Vielzahl von Beispielen die
Gefahr einer Algorithmisierung? Wird hierdurch das Erkennen struktu-
reller Beweisaspekte wohlmöglich erschwert?

◦ Erscheint den Schülern das induktive Prüfen an einer Vielzahl von Beispie-
len bereits als ausreichende Erkenntnissicherung? Verstehen die Schüler
das mathematikspezifische Beweisen dann eher als ein naturkundliches /
induktives Verfahren?

◦ Gibt es auch beispielgebundene Beweise, die eine Formalisierung nicht
zulassen, oder formalisierte Beweise, zu denen es keine beispielgebundene
Entsprechung gibt?

◦ Wie können Lernende den von Goldberg (1984, 154) genannten Über-
gang von der ”Ebene der mittelbaren Anschauung” zur ”Ebene des
abstrakt-verbalen Denkens” bewältigen? Wie kann der Gefahr begegnet
werden, dass sie den Beweis bloß schematisch formulieren? Wie lässt sich
erreichen, dass die Lernenden den Beweis formal führen und sich dabei
auch der Allgemeinheit ihrer Argumente bewusst sind?

Die Ausführungen Goldbergs können darüber hinaus zur Untersuchung der Anregungen für die Durch-
führung der eigenen Studienfolgenden Fragen anregen:

◦ Sind Vorübungen zum Einüben ”beweisrelevanter Fähigkeiten” (Gold-
berg, 1992, 39) ein geeignetes Mittel, um die Schüler auf das beispielge-
bundene Beweisen vorzubereiten?

◦ Wie kann dieMethode des dialogischen Beweisenlehrens im Interview bzw.
unterrichtspraktisch umgesetzt werden?

◦ Soll die fragliche Behauptung entdeckt oder von Seiten des Interviewers
resp. des Lehrers vorgegeben werden, damit die Schüler zum beispielge-
bundenen Beweisen gelangen?

◦ Wie gehen die Schüler in geometrischen Kontexten mit einer Beweisfigur
um? Sehen sie diese als allgemein zu denkende Überlegungsfigur und/oder
als konkretisierte Überlegungsfigur für ihre Argumente im Beispiel an?

◦ Wie kann der Lehrer jene wünschenswerte Auswahl repräsentativer Bei-
spiele vornehmen, um Schüler zum beispielgebundenen Beweisen anzure-
gen?

◦ Welche Rolle spielt das von Goldberg angesprochene Rückwärtsarbeiten
für das beispielgebundene und formale Beweisen?

Einige der vorstehenden Fragen werden als Forschungsfragen in ↑ Kap. 2.1 auf-
gegriffen. Zur Untersuchung der Thesen Goldbergs am Aufgabenbeispiel des
Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes (Außenwinkelsatzes) sei direkt auf die
Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.4 verwiesen.
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1.3 Entdecken, Prüfen und Begründen
Während des beispielgebundenen Beweisens im weiteren Sinne (i.w.S.) kannbeispielgebundenes

Beweisen i.w.S. der Lernende eine fragliche Behauptung entdecken, prüfen oder begründen. Da-
bei können die Ausführungen des Lernenden mehr oder weniger am Beispiel
gebunden sein und die Allgemeingültigkeit seiner Argumente soweit erkennen
lassen, dass man sagen kann, der Lernende führe einen (beispielgebundenen)
Beweis. Zur Präzisierung dessen, was Entdecken, Prüfen und Begründen jeweils
für sich genommen logisch heißt, eignet sich eine von Peirce (1960) stammen-
de Einteilung von Schlussformen in Abduktion, Induktion und Deduktion. NachSchlussformen Abduktion,

Induktion, Deduktion
nach Peirce [1960]

Meyer (2007, 40ff.) charakterisiert die Schlussform Abduktion das Entdecken,
die Schlussform Induktion das Prüfen und die Schlussform Deduktion das Be-
gründen. Auch hier wird das Entdecken, Prüfen und Begründen terminologisch
auf einen mathematischen Erkenntnisprozess (wie das beispielgebundene Be-
weisen) bezogen. Dem Universalitätsanspruch der philosophischen Theorie der
Schlussformen nach wird diese Theorie auch in anderen Bereichen angewandt,
z.B. in Wissenschaftstheorie, Kriminologie oder medizinischer Diagnostik.

Nachfolgend geht es um das Entdecken, Prüfen und Begründen von Behaup-Entdecken/Prüfen/Begründen
tungen. Relevant ist diese Theoriebildung in Hinblick auf die entdeckenden und
prüfenden Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen im engeren Sinne (i.e.S.).beispielgebundenes

Beweisen i.e.S. Zunächst wird das Begründen per Deduktion (↑ Abs. 1.3.1) und anschließend das
Entdecken per Abduktion (↑ Abs. 1.3.2) behandelt. Für das beispielgebundene
Beweisen spielt das Entdecken mit latenter Beweisidee eine besondere Rolle (↑
Abs. 1.3.3). Entsprechend wird das Prüfen per Induktion thematisiert (↑ Abs.
1.3.4) und im Prüfen mit latenter Beweisidee vertieft (↑ Abs. 1.3.5).

1.3.1 Begründen per Deduktion
◦ Leitbeispiel zweite Potenzregel
◦ Deduktion und beispielgebundenes Beweisen

1.3.2 Entdecken per Abduktion
◦ Alltagsbeispiel
◦ Abduktionstypen
◦ Entdeckung der zweiten Potenzregel per Abduktion

1.3.3 Entdecken mit latenter Beweisidee
◦ Vergleich des Entdeckens ohne und mit latente(r) Beweisidee
◦ Entdecken mit latenter Bew.idee und beispielgebundenes Beweisen

1.3.4 Prüfen per Induktion
◦ Alltagsbeispiel
◦ Peircescher Dreischritt
◦ Induktionstypen

1.3.5 Prüfen mit latenter Beweisidee
◦ Vergleich des Prüfens ohne und mit latente(r) Beweisidee
◦ Prüfen mit latenter Beweisidee und beispielgebundenes Beweisen
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1.3.1 Begründen per Deduktion
Bei der Deduktion wird von einem spezifischen Fall vermöge eines bekannten, Schlussform Deduktion
allgemeingültigen Gesetzes auf ein spezifisches Resultat geschlossen (vgl. Mey-
er & Voigt (2009b, 38)):

Fall F (x0)

Gesetz ∀x: F (x)⇒ R(x)

Resultat R(x0)

Die Deduktion ist im Gegensatz zur Abduktion und Induktion ein wahrheits-
übertragender Schluss, d.h. das Schließen von einem spezifischen Fall auf ein
spezifisches Resultat erfolgt denknotwendig mittels eines allgemeingültigen Ge-
setzes.

Leitbeispiel zweite Potenzregel

Zur Verdeutlichung wird im mathematischen Kontext nachstehend das Leitbei-
spiel der zweiten Potenzregel (für Potenzen mit gleichen Exponenten) verwen- Leitbeispiel

zweite Potenzregeldet, da sich daran später auch das beispielgebundene Beweisen gut darstellen
lässt (↑ Kap. 1.5 und ↑ Kap. 3.5). Beweis, Entdeckung und Prüfung lassen sich
einfach verstehen, zeigen mit den Schlussformen nach Peirce aber auch ihre
Komplexität. Anders als etwa der Satz von Pythagoras können die Potenzre-
geln schrittweise verallgemeinert werden, wie es auch in der Schulpraxis üblich
ist. Dies ist gerade für das beispielgebundene Beweisen wichtig. Die Potenzre-
geln stehen jeweils exemplarisch für einen beweisbaren Satz. Meyer & Voigt
(2009b, 36ff.) benutzen in diesem Zusammenhang die erste Potenzregel (für Po-
tenzen mit gleichen Basiszahlen) auf ganz ähnliche Weise.

Zweite Wenn zwei Potenzen den gleichen Exponenten besitzen,
Potenzregel an und bn mit a, b, n ∈ N, dann ist ihr Produkt an · bn

gleich (a · b)n.

Die Gleichungskette

a2 · b2 pd= (a · a) · (b · b) ak= (a · b) · (a · b) pd= (a · b)2 ∀ a, b ∈ N

ist ein formell gehaltener Beweis der zweiten Potenzregel für den Spezialfall
n = 2. Dabei ist in pd jeweils die Potenzdefinition und in ak das Assoziativ- und
Kommutativgesetz benutzt worden. Als Deduktionskette ausgeschrieben heißt Deduktionskette
dies (unter Einführung eines jeweils Aussagen herstellenden Hilfsterms T ):
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T := a2 · b2 pd⇒ T = (a · a) · (b · b) ak⇒ T = (a · b) · (a · b) pd⇒ T = (a · b)2

Der letzte Schritt dieser Deduktionskette kann wie folgt dargestellt werden (vgl.
auch Meyer & Voigt (2009b, 38)):

Fall T = (a · b) · (a · b)

Gesetz ∀ p, n ∈ N : (p · p · . . . · p︸ ︷︷ ︸
n Faktoren p

) =: pn (Definition der Potenz)

Resultat T = (a · b)2

Um das Gesetz auf den Fall anzuwenden, wird dabei das Wissen genutzt, dass
ein Produkt natürlicher Zahlen wieder eine natürliche Zahl ist (Abgeschlossen-
heit von N bezüglich der Multiplikation). Solche algebraischen Finessen sollen im
Folgenden unberücksichtigt bleiben. Alle Deduktionsschritte zusammengenom-
men, erhält man schließlich (unter Weglassen der Hilfsvariablen T ) als verkürzte
Darstellung den folgenden Schluss:

Fall Zwei Potenzen besitzen den gleichen Exponenten,
a2 und b2 mit a, b ∈ N

Gesetz Assoziativ- und Kommutativgesetz, Potenzdefinition

Resultat a2 · b2 = (a · b)2 (Zweite Potenzregel für n = 2)

Das jeweilige Gesetz ist bei den Deduktionen bekannt, von allgemeiner Gül-Eigenschaften
des Gesetzes tigkeit und auf den spezifischen Fall anwendbar, um das jeweilige spezifische

Resultat zu erhalten. Das Gesetz kann auch als Definition (wie hier als Potenz-
definition) vorliegen oder als Satz (wie hier als Assoziativ- oder Kommutativge-
setz) auftreten. Zum Führen einer Deduktion ist zudem keine formell gehalteneDarstellung

von Deduktionen Darstellung wie in der obigen Deduktionskette notwendig.

Deduktion und beispielgebundenes Beweisen

Fall und Resultat können ganz im Beispiel gehalten sein, wie etwa bei Setzung
von a = 3, b = 4 im betrachteten Leitbeispiel. Dann nimmt die zugehörige
Gleichungskette die folgende Gestalt an:

32 · 42 pd= (3 · 3) · (4 · 4) ak= (3 · 4) · (3 · 4) pd= (3 · 4)2

Wenn angenommen werden kann, dass der Lernende von der Besonderheit derbeispielgebundenes
Beweisen für n = 2
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verwendeten Basiszahlen a = 3, b = 4 absieht und entsprechend verbalisiert,
dass seine deduktiven Schlüsse unabhängig von der Wahl der Basiszahlen sind,
führt er einen beispielgebundenen Beweis der Potenzregel für den Spezialfall
n = 2. Wenn einiges überdies dafür spricht, dass der Lernende auch von der
Besonderheit des verwendeten Exponenten n = 2 absieht und entsprechend
verbalisiert, dass seine deduktiven Schlüsse sogar unabhängig von der Wahl des beispielgebundenes

Beweisen für n ∈ NExponenten sind, führt er einen beispielgebundenen Beweis der Potenzregel für
das allgemeine n ∈ N. Die Umformungen in der Gleichungskette sind dabei
komplexer als für den Spezialfall n = 2, und die einzelnen deduktiven Schlüsse
in der Deduktionskette schwieriger zu ziehen. Schließlich kann der Lernende
noch mehr als zwei Potenzen mit gleichen Exponenten oder Exponenten aus Z
usw. betrachten und seine deduktiven Schlüsse fortschreitend verallgemeinern.

Ein Satz wie die zweite Potenzregel kann am Beispiel per Abduktion generiert
(entdeckt) werden oder per Induktion an Beispielen plausibler gemacht werden.
Im Folgenden wird in Anlehnung an Meyer (2007, 31ff.) diskutiert, wie das
Entdecken per Abduktion (↑ Abs. 1.3.2) und das Prüfen per Induktion (↑ Abs.
1.3.4) logisch gefasst werden kann. Von besonderer Bedeutung für das beispiel- Zugänge zum

beispielgebundenen
Beweisen

gebundene Beweisen des Gesetzes sind Zugänge über das Entdecken mit latenter
Beweisidee (↑ Abs. 1.3.3) und des Prüfens mit latenter Beweisidee (↑ Abs. 1.3.5),
wie sie von Meyer & Voigt (2008, 140f.) und Meyer & Voigt (2009b, 48f.,
55f.) dargestellt werden. Diese Sonderformen des Entdeckens und Prüfens haben
sich als didaktisch produktiv herausgestellt und stehen in engem theoretischen
Zusammenhang zum beispielgebundenen Beweisen.

1.3.2 Entdecken per Abduktion
Peirce (1960, CP 5.189, 117) benutzte zur universellen Beschreibung der Ab- Schlussform Abduktion
duktion den rechten Teil des folgenden Schemas, das Meyer & Voigt (2009b,
35) um die linksstehende, formelle Darstellung ergänzt haben (vgl. Meyer
(2007, 40ff.) zu dessen ausführlicher Herleitung):

Resultat R(x0) ”The surprising fact, C, is observed;”

Gesetz ∀x: F (x)⇒ R(x) ”But if A were true, C would be a
matter of course,”

Fall F (x0) ”Hence, there is reason to suspect
that A is true.”

Nach Meyer & Voigt (2009b, 35) markiert die Beobachtung eines überra-
schenden Phänomens (altgr. φαινόμενον – etwas, das sich zeigt, erscheint) den
Ausgangspunkt für eine Abduktion. Für das überraschende, spezifische Phä-
nomen wird per Abduktion eine mögliche Erklärung gesucht. Das spezifische überraschendes Resultat,

unterstelltes Gesetz,
erklärender Fall
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Phänomen wird auf einen spezifischen Fall vermöge eines unterstellten, allge-
meingültig angenommenen Gesetzes zurückgeführt, gleichsam abduziert. Um-
gekehrt kann das ursprünglich überraschende, beobachtete Phänomen nunmehr
als Resultat einer deduktiven Anwendung dieses Gesetzes auf den erklärenden
Fall erscheinen. Die Statuierung des zugrundeliegenden Gesetzes und damit des
erklärenden Falls erfolgt dabei versuchsweise, genauer gesagt hypothetisch: Wird
nämlich ein dem Resultat zugrundeliegendes anderes Gesetz angenommen, er-
gibt sich häufig auch ein anderer erklärender Fall. Damit ist die Abduktion
beschrieben als Schluss von einem beobachteten Phänomen auf einen mögli-
cherweise erklärenden, aber nicht sicheren Fall vermöge eines hypothetisch un-
terstellten, zugrundeliegenden allgemeingültigen Gesetzes. Das Phänomen kann
der Betrachter durch einen Perspektivenwechsel nunmehr als Resultat (als Wir-
kung, Folge, Symptom) eines erklärenden Falls in deduktiver Anwendung des
unterstellten Gesetzes verstehen.

Alltagsbeispiel

Als illustrierendes Alltagsbeispiel werde angenommen, ein Mädchen aus der Sa-Alltagsbeispiel
nasse Straßen hara lande zu später Stunde das erste Mal in seinem Leben mit dem Flugzeug in

mitteleuropäischen Breiten und stelle beim Heraustreten aus dem Flughafenter-
minal fest, dass die Straße davor nass ist. Es führe dieses gemeinhin mehr oder
weniger überraschende Phänomen darauf zurück, dass ein vorbeigefahrenes Rei-
nigungsfahrzeug die Straße gesäubert haben muss, wie es auch vor dem Abflug
am heimatlichen Flughafen geschah. Das Mädchen kann also das hypotheti-
sche Gesetz assoziieren, dass Straßen nass werden, wenn Reinigungsfahrzeuge
Straßen säubern:

Resultat Die Straße vor dem Flughafenterminal ist nass.

Gesetz Wenn Reinigungsfahrzeuge Straßen säubern,
werden diese nass.

Fall Ein Reinigungsfahrzeug hat diese Straße gesäubert.

Das Mädchen wäre möglicherweise erstaunt, wenn es erfahren würde, dass es
vielleicht auch geregnet haben könnte, und dass die meisten Menschen das Phä-
nomen der nassen Straße eher auf diesen Fall zurückführten. Viele Mitteleuropä-
er würden – etwa bei ihrer Rückkehr aus einem sonnigen Urlaub in südlicheren
Breiten – eher das für sie selbstverständliche Gesetz assoziieren, dass Straßen
nass werden, wenn es regnet. Wenn die gegenüberliegende Straßenseite jedoch
trocken zu sein scheint, wird nicht die Gültigkeit dieses Gesetzes selbst, aber
dessen ursächliche Annahme in dieser Situation in Frage gestellt.

Das Alltagsbeispiel zeigt zum einen, dass das unterstellte Gesetz hypotheti-hypothetischer Charakter
des Gesetzes schen Charakter hat: Wenn Menschen ein Phänomen (nasse Straßen) zunächst

wenig überraschend erscheint, da ein angenommener Fall (es regnet) und ein
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weithin bekanntes korrektes Gesetz (wenn immer es regnet, werden die Straßen
nass) dieses Phänomen zu erklären scheint, dürfte sie die Zurückführung auf den
wirklich eingetretenen Fall (Straßenreinigung) in der Unterstellung eines alter-
nativen Gesetzes umso mehr in Erstaunen versetzen. Über diesen alternativen Moment der Verwunderung

bei alternativen FällenFall mögen die Betrachter vielleicht mit einem ach so?, huch? oder nanu? ihre
Verwunderung ausdrücken. Sie gelangen darüber aber zur Erkenntnis, dass ihre
für sie bisher selbstverständliche Erklärung für das beobachtete Phänomen bloß
eine Hypothese gewesen ist.

Das Alltagsbeispiel zeigt zum anderen, dass der Lernende ein vorfindbares Re- überraschend-motivierender
Charakter des Resultatssultat (nasse Straßen bei gutem Wetter mit geringer Luftfeuchte) zuweilen als

überraschend empfinden kann, was ihm besonderen Anlass und Motivation zu
dessen Erklärung zu geben vermag: Hat der Lernende dann (ein Indiz für) den er-
klärenden Fall gefunden (ein Reinigungsfahrzeug ist vorbeigefahren), befriedigt Moment der Befriedigung

bei Fallentdeckungdies seine Entdeckerlust. Ausrufe von Lernenden wie aha!, ich hab’s! oder heu-
reka! (altgr. εὕρεκα – ich habe gefunden) legen dies nahe. Der Lernende stellt
die Entdeckung häufig so überlegt dar, dass er das Resultat aus dem gefundenen
Fall vermöge des unterstellten Gesetzes denknotwendig folgert (vgl. Meyer &
Voigt (2009b, 49)). Die durchgeführte Abduktion wird also nachträglich als
Deduktion präsentiert und damit der eigentliche Erkenntnisprozess verdeckt.

Abduktionstypen

Das bei der Abduktion unterstellte Gesetz muss dem Lernenden vorher nicht mögliche Unbekanntheit
des Gesetzesnotwendigerweise bekannt sein. Insofern kann dieses zum überraschenden Re-

sultat assoziierte Gesetz auch zusammen mit dem erklärenden Fall entdeckt
werden. Man spricht dann nach Eco (1985, 301) von einer kreativen Abduktion
(lat. creare – erschaffen). Dadurch, dass bei der kreativen Abduktion auch das kreative Abduktion
Gesetz vom Lernenden entdeckt wird, ist nach Meyer (2007, 78) nicht nur sei-
ne Verwendung, sondern es auch selbst begründungsbedürftig. Dabei hängt es
vom Wissensstand des Lernenden ab, ob dieser eine kreative Abduktion führt
oder nicht. Ist dem Lernenden das Gesetz schon bekannt gewesen, mit dessen
Hilfe er das Resultat einem erklärenden Fall zuführt, vollzieht er nach der von
Meyer (2007, 46) geteilten Definition von Eco (1985, 299f.) eine über- resp.
unterkodierte Abduktion.

Entdeckung der zweiten Potenzregel per Abduktion

Im mathematischen Kontext wird nun wieder das Leitbeispiel der zweiten Po- Leitbeispiel
zweite Potenzregeltenzregel (für Potenzen mit gleichem Exponenten) herangezogen:

Zweite Wenn zwei Potenzen den gleichen Exponenten besitzen,
Potenzregel an und bn mit a, b, n ∈ N, dann ist ihr Produkt an · bn

gleich (a · b)n.

Während im vorangegangenen ↑ Abs. 1.3.1 die zweite Potenzregel bereits zu
begründen war, wird nunmehr davon ausgegangen, dass sie zunächst entdeckt
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werden soll. Zu ihrer Entdeckung kann man den Lernenden etwa dazu auffor-
dern, die Terme 32 · 42 und (3 · 4)2 (mittels Taschenrechner) auszurechnen. DerEntdeckung der

zweiten Potenzregel
per Abduktion

Lernende kann die Gleichheit beider Terme rechnerisch zu 144 bestimmen und
an dieser Gleichheit möglicherweise die Potenzregel entdecken, d.h. er kann eine
Abduktion führen:

Resultat 32 · 42 = 9 · 16 = 144 stimmt überein
mit (3 · 4)2 = 12 · 12 = 144.

Gesetz Zweite Potenzregel

Fall Die Exponenten der Potenzen 32 und 42 sind gleich.

Um das überraschende Phänomen der Gleichheit der ausgerechneten Terme 32 ·
42 und (3 ·4)2 zu erklären, hat der Lernende den spezifischen Fall finden können,
dass die Exponenten in beiden Potenzen 32 und 42 gleich sind. Ist ihm die zweite
Potenzregel als allgemeingültiges Gesetz vorher nicht bekannt gewesen, hat er
diese zudem selbst entdeckt und insofern eine kreative Abduktion vollzogen. Die
Termgleichheit hat er auf die Gleichheit der Exponenten in beiden Potenzen
32 und 42 zurückgeführt und damit das zum Resultat gewordene Phänomen
vermöge des abduktiv gewonnenen, hypothetisch unterstellten Gesetzes durch
den abduktiv erschlossenen Fall erklärt.

Der Lernende könnte auch in zu starker Verallgemeinerung der Potenzregelmögliche
Verallgemeinerungen
der zweiten Potenzregel

als verknüpfungsunabhängiges Gesetz unterstellen, dass nicht nur das Produkt
an · bn gleich (a · b)n, sondern auch die Summe an + bn gleich (a + b)n für alle
a, b, n ∈ N sei. Dass diese Verallgemeinerung nicht so weit trägt, kann durch die
Angabe eines Gegenbeispiels leicht gezeigt werden. Umgekehrt kann der Ler-
nende in schwächerer Verallgemeinerung auch bloß unterstellen, dass allein das
Produkt a2 · b2 gleich (a · b)2 für alle a, b ∈ N sei, d.h. die zweite Potenzre-
gel nur für den Spezialfall n = 2 entdecken. In welchem Allgemeinheitsgrad
ein Gesetz abduktiv generiert wird, hängt also davon ab, was der Lernende an
Allgemeingültigem in der Besonderheit des Beispiels vermutet. Im vorliegenden
Beispiel der Potenzregel wäre ein solches Gesetz zwar für noch umfassendere
Zahlbereiche (etwa für negative ganze bis hin zu reellen Basiszahlen oder auch
für rationale Exponenten) gültig, kaum aber für eine andere Verknüpfung (etwa
+ statt ·). Im Prinzip sind also verschieden allgemein gehaltene Abduktionen
zu einem Regelverband denkbar. Die Regeln können im Prozess des beispielge-
bundenen Beweisens fortschreitend verallgemeinert werden.

1.3.3 Entdecken mit latenter Beweisidee
Was das Entdecken (resp. Prüfen) mit latenter Beweisidee bedeutet, lässt sich
am einfachsten aus einer Gegenüberstellung zum Entdecken (resp. Prüfen) oh-
ne Beweisidee herauslesen. Hierzu wird wiederum das Leitbeispiel der zweiten
Potenzregel verwendet.
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Vergleich des Entdeckens ohne und mit latente(r) Beweisidee

Zur Herstellung des überraschenden Phänomens der Termgleichheit wurden in Entdecken ohne
latente Beweisideeder obigen Abduktion beim bloßen Ausrechnen der Terme 32 · 42 und (3 · 4)2

triviale Deduktionen geführt, indem Rechenoperationen wie das Potenzieren und
das Multiplizieren zu deren Anwendung kommen:

Resultat 32 · 42 = 9 · 16 = 144 stimmt überein mit
(3 · 4)2 = 12 · 12 = 144.

Gesetz Zweite Potenzregel

Fall Die Exponenten der Potenzen 32 und 42 sind gleich.

Der Lernende mag die zweite Potenzregel auf diesem Wege abduktiv gewonnen
haben, doch gibt dieser Weg zu deren Entdeckung – auch dann, wenn der Fall
verbalisiert wird – nicht ohne weiteres zu erkennen, wie ihr zugehöriger Beweis
aussehen könnte. Anders verhält es sich, wenn der Lernende beim Herstellen des Entdecken mit

latenter Beweisideeüberraschenden Resultats etwa am Ausrechnen der Potenzen gehindert wird und
die Gleichheit der Beispielterme durch Termumformungen einsehen soll:

Resultat 32 · 42 pd= (3 · 3) · (4 · 4) ak= (3 · 4) · (3 · 4) pd= (3 · 4)2

Gesetz Zweite Potenzregel

Fall Der Exponent der Potenzen 32 und 42 ist gleich.

Im Unterschied zum vorigen Abduktionsschema werden hier nichttriviale De-
duktionen geführt, denen das Assoziativ- und das Kommutativgesetz ak zu-
grundeliegen. Als Resultat ergibt sich die bewiesene Gleichheit der Terme 32 ·42

und (3 · 4)2. Ein Vergleich mit der von den Beispielzahlen 3 und 4 gelösten
Gleichungskette des formell gehaltenen Beweises in ↑ Abs. 1.3.1 zeigt, dass hier
Deduktionen geführt werden, deren Qualität eine Beweisidee für die Potenzre-
gel erahnen lassen. Insofern ist die Beweisidee für die zweite Potenzregel bereits in der Herstellung

des Resultats
angelegte Beweisidee

in der deduktiven Herstellung des Resultats angelegt. Wie Meyer & Voigt
(2009b, 49) betonen, stellt sich jedoch die Frage, ob der Lernende bei der Ent-
deckung der Potenzregel auf diesem Wege wirklich so überlegt vorgeht, dass er
seine Idee bereits bei der vorausgehenden Herstellung des Resultats als Beweis-
idee erkennt. Deshalb schlagen sie vor, zurückhaltender von einer Entdeckung
mit latenter Beweisidee zu sprechen, d.h. von einer Entdeckung, in der eine
latente Beweisidee enthalten ist:
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”Ob der Weg zur Entdeckung eines mathematischen Satzes eine laten-
te Beweisidee beinhaltet, hängt davon ab, wie das konkrete Resultat der
späteren Abduktion festgestellt wurde. Dieses Resultat kann durch de-
duktive Schlüsse als sicher festgestellt werden. Wenn der Satz mit latenter
Beweisidee entdeckt wird, müssen bei der Feststellung des Resultates der
späteren Abduktion die Sätze oder Definitionen angewendet werden, die
für den Beweis des Satzes entscheidend sind. M. a. W., auf das Resultat
muss deduktiv geschlossen werden, und in diesen deduktiven Schlüssen
werden die Gesetze verwendet, die für die Deduktionen im Beweis wesent-
lich sind.” (Meyer & Voigt, 2009b, 50f.)

Entdecken mit latenter Beweisidee und beispielgeb. Beweisen

Die Autoren sehen die Entdeckung mit latenter Beweisidee im Vergleich zu ande-didaktischer Nutzen
des Entdeckens
mit latenter Beweisidee

ren Erarbeitungswegen von Sätzen (resp. Regeln) als didaktisch sehr produktiv
an. Meyer & Voigt (2009a, 16) führen aus, dass der Lernende im konkre-
ten, deduktiv hergestellten Resultat das Allgemeingültige erkennen und diese
Erkenntnis auch versprachlichen muss. Während eines solchen Erkenntnis- und
Artikulationsprozesses bedürfe es überdies einer Anleitung durch den Lehren-
den:

”Das Allgemeine ist zunächst im Konkreten verborgen, ’latent’ vorhan-
den. Der Experte erkennt das Allgemeine; dem Lernenden muss es nicht
bewusst werden, (...). Wenn die Lernenden erst wenig erfahren darin sind,
das Allgemeine im Konkreten zu erkennen, bedarf es der lenkenden Un-
terstützung der Lehrperson. (...) Zu der beschriebenen Herausforderung,
das Allgemeine im Konkreten zu erkennen, kommt das Problem hinzu,
das Allgemeine zu artikulieren.” (Meyer & Voigt, 2009a, 16)

Wenn es dem Lernenden nunmehr gelingt, bei einer Entdeckung mit latenter
Beweisidee von der Besonderheit der verwendeten Beispielzahlen (oder -figuren)
abzusehen und zu verbalisieren, dass seine im Herstellen des Resultats vorge-
nommenen deduktiven Schlüsse unabhängig von der Wahl dieser Beispielzahlen
(oder -figuren) sind, manifestiert er einen beispielgebundenen Beweis (vgl. Mey-
er & Voigt (2008, 141)). Ein solcher Zugang über das Entdecken mit latenter
Beweisidee motiviert zum beispielgebundenen Beweisen als Forschungsgegen-Motivierung beispiel-

gebundenen Beweisens stand dieser Arbeit, von dem in ↑ Kap. 1.5 geklärt wird, wie er sich theoretisch
fassen lässt.

Da die Entdeckung mit latenter Beweisidee das beispielgebundene Beweisen inmögliche didaktische
Vorgehensweisen besonderer Weise befördern kann, braucht man zu dessen Untersuchung den zu

beweisenden Satz nicht als Behauptung vorgeben. Damit der Lernende jedoch
keine Entdeckungen ohne Beweisidee (s.o.) führt, empfiehlt es sich, den Lernen-
den am bloßen Ausrechnen (resp. Messen, Zeichnen) zu hindern und ihn in der
Herstellung des Resultats zu nichttrivialen Deduktionen am Beispiel anzuregen,
die er zu Deduktionen im formal (resp. formell) gehaltenen Beweis verallgemei-
nern kann.
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1.3.4 Prüfen per Induktion
Die Induktion erscheint der landläufigen Auffassung nach als ein Schluss, bei
dem von einzelnen Phänomenen als Resultate in der Zusammenschau mit Fällen
eine allgemeine Regelmäßigkeit in Form eines Gesetzes generiert werde: Schlussform Induktion

Fall F (xi)

Resultat R(xi)

Gesetz ∀x: F (x)⇒ R(x)

Dabei ist die Induktion wie die Abduktion insofern kein wahrheitsübertragen- Charakterisierung
der Induktionder Schluss, als dass aus Fall und Resultat nicht denknotwendig auf das Gesetz

geschlossen werden kann: Man setzt lediglich betrachtete Fälle und Resultate
in Beziehung und schließt von einer dabei beobachteten Regelmäßigkeit auf das
hypothetische Gesetz. Je häufiger sich der vermutete Zusammenhang zwischen
Fall und Resultat zeigt (hier sei dies durch den Index i ∈ N0 angedeutet), desto
stärker wird das erschlossene Gesetz bekräftigt. Im Unterschied zur Abduktion
kann die Induktion jedoch kein Gesetz neu generieren: Damit nämlich ein Zu-
sammenhang zwischen Resultat und Fall überhaupt in Betracht gezogen werden
kann, bedarf es nach Meyer (2007, 35f.) ja schon zuvor der Kenntnis eines zu
Resultat und Fall assoziierten, vermuteten Gesetzes. Dieses muss bereits abduk-
tiv generiert worden sein. Der eigentlichen Induktion geht also eine Abduktion
voraus. Sie leitet den sogenannten Peircesche Dreischritt der Induktion ein,
bei dem es zu einer Abfolge von Abduktion, Deduktion und Induktion kommt
(s.u.).

Alltagsbeispiel

Das Alltagsbeispiel der nassen Straßen aus ↑ Abs. 1.3.2 wieder aufgreifend, wer- Alltagsbeispiel
nasse Straßende angenommen, dem Mädchen komme anderntags beim Verlassen einer über-

dachten U-Bahn-Anlage an einer Straße zufällig ein Reinigungsfahrzeug entge-
gen. Diese Begebenheit lasse das Mädchen vermöge des abduktiv generierten
hypothetischen Gesetzes vom Vortag folgende deduktive Vorhersage treffen:

Fall Ein Reinigungsfahrzeug hat (auch) diese Straße gesäubert.

Gesetz Wenn Reinigungsfahrzeuge Straßen säubern,
werden diese nass.

Resultat Die Straße über der U-Bahn-Anlage muss (auch) nass sein.
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Die Realität scheint ihr recht zu geben: In der Tat ist die Straße nass. Das
Mädchen sieht sein hypothetisches Gesetz an diesem zweiten Fall also zunächst
induktiv bestätigt:

Fall Ein Reinigungsfahrzeug hat (auch) diese Straße gesäubert.

Resultat Die Straße über der U-Bahn-Anlage ist (auch) nass.

Gesetz Wenn Reinigungsfahrzeuge Straßen säubern,
werden diese nass.

Das Mädchen bemerkt schließlich, dass es zu seiner Überraschung leicht zu reg-
nen begonnen hat. Auch scheint das Reinigungsfahrzeug gar nicht mit einer
Vorrichtung zum Nassreinigen der Straßen ausgestattet zu sein, hat aber zuvor
dennoch wohl die Straße gesäubert. Dies alles verwirrt das Mädchen sehr.

Das Alltagsbeispiel zeigt, dass der induktiven Prüfung eine Abduktion voraus-
gegangen sein muss, durch die das hypothetische Gesetz zuvor statuiert wurde
(wie es in ↑ Abs. 1.3.2 für den Vortag geschildert wurde). Danach wird vermöge
dieses hypothetischen Gesetzes für den neuen Fall (das Reinigungsfahrzeug säu-
bert auch diese Straße) eine deduktive Vorhersage getroffen (diese Straße muss
auch nass sein). Auch wenn sich das Resultat real eingestellt hat (die Straße
ist nass), können sich sowohl Fall als auch Gesetz als richtig oder falsch erwei-
sen. Die Unsicherheit der induktiven Prüfung rührt nämlich zum einen daher,Unsicherheiten

der Induktion dass das zuvor abduktiv assoziierte Gesetz (in seiner Ausschließlichkeit) falsch
sein kann (es gibt auch Reinigungsfahrzeuge, die die Straßen trocken reinigen,
zum Beispiel im Herbst), als auch daher, dass ein anderer Fall eingetreten sein
kann (es hat geregnet). Insbesondere zeigt dies, dass beobachtete Resultate und
angenommene Fälle nichts miteinander zu tun haben müssen.

Peircescher Dreischritt

Als mathematisches Leitbeispiel wird nun erneut die zweite Potenzregel (fürLeitbeispiel
zweite Potenzregel Potenzen mit gleichem Exponenten) verwendet. Wie schon bemerkt, dient die

Induktion zur bloßen Prüfung eines bereits vorhandenen, abduktiv generierten
Gesetzes. Das Vollziehen der zugehörigen Abduktion gemäß ↑ Abs. 1.3.2 stelltPeircescher Dreischritt
den ersten Teil des Peirceschen Dreischritts dar:

1. Abduktive Generierung
des hypothetischen Gesetzes

Resultat 32 · 42 = 9 · 16 = 144 stimmt überein mit
(3 · 4)2 = 12 · 12 = 144.

Gesetz Zweite Potenzregel

Fall Die Exponenten der Potenzen 32 und 42 sind gleich.
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Vermöge des abduktiv unterstellten, allgemeingültig angenommenen Gesetzes
kann eine deduktive Vorhersage für einen neuen Fall getroffen werden:

2. Deduktive Vorhersage
für einen neuen Fall

Fall Die Exponenten der Potenzen 35 und 45 sind auch gleich.

Gesetz Zweite Potenzregel

Resultat 35 · 45 = (3 · 4)5

Diese Deduktion basiert offensichtlich auf dem hypothetisch unterstellten, als
allgemeingültig angenommenen Gesetz der zweiten Potenzregel. Das Resultat
ist nun eine Vorhersage für einen neuen Fall, die in der nachfolgenden Induk-
tion rechnerisch (mittels trivialer Deduktionen oder per Taschenrechner) ge-
prüft werden kann. Bei Erfolg dieses induktiven Tests wird das hypothetisch
unterstellte Gesetz an diesem neuen Fall bekräftigt, ansonsten dürfte seine
(Allgemein-) Gültigkeit in Frage zu stellen sein.

3. Induktive Bestätigung
des Gesetzes an einem
neuen FallFall Die Exponenten der Potenzen 35 und 45 sind auch gleich.

Resultat 35 · 45 = 243 · 1024 = 248832 stimmt überein mit
(3 · 4)5 = 125 = 248832

Gesetz Zweite Potenzregel

Das Resultat der deduktiven Vorhersage wurde mit dem Resultat der induktiven
Prüfung mit Erfolg abgeglichen. Das ursprünglich abduktiv unterstellte Gesetz
der Potenzregel ist also an einem neuen Fall mit anderen Beispielzahlen in sei-
ner Gültigkeit induktiv bestätigt und damit plausibler gemacht worden. Lässt
man die vorausgegangene Abduktion und Deduktion fort, scheint das durch die
Induktion logisch erschlossene Gesetz der Potenzregel neu generiert worden zu
sein. Dies trifft jedoch nicht zu, da es bei der vorausgehenden Abduktion schon
hypothetisch unterstellt und damit schon bekannt wurde. Wie die vorstehen-
den Ausführungen und auch Meyer & Voigt (2009b, 39) selbst zeigen, ist die
früher gemeinhin angenommene und auch in neueren Publikationen – etwa von
Holland (2007) und Pedemonte (2007) – noch immer vertretene Interpreta-
tion der Induktion als gesetzesgenerierender Schluss somit eher der (kreativen)
Abduktion zuzuschreiben.

Aus erkennnistheoretischer Sicht bildet der Peircesche Dreischritt die empiri- Bootstrap-Modell und
hypothetisch-deduktiver
Ansatz

sche Überprüfung einer Hypothese mittels des sogenannten Bootstrap-Modells
ab, welches nach Meyer (2007, 65) davon ausgeht, ”dass die bei der Generie-
rung der Hypothese betrachteten Phänomene Einzelfälle [Einzelresultate, J.K.]
eines dahinterliegenden, allgemeinen Gesetzes sind”. Eine andere Variante empi-
rischer Erkenntnissicherung ist der sogenannte hypothetisch-deduktive Ansatz,
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bei dem aus einer abduktiv generierten Hypothese zunächst deduktive Folgerun-
gen hergestellt werden, die über den Geltungsbereich des generierten Gesetzes
hinausgehen können und anschließend auf Richtigkeit überprüft werden.

Induktionstypen

Die in Induktionen an weiteren Fällen vorgenommene Bekräftigung des Gesetzesenumerative bzw.
unvollständige Induktion macht dessen Allgemeingültigkeit immer plausibler, so dass Lauth & Sarei-

ter (2005, 75ff.) von enumerativen Induktionen sprechen. Manche Lernende se-
hen in einer solchen fortschreitenden induktiven Bestätigung des Gesetzes dann
bereits eine ausreichende Begründung des Gesetzes, getreu dem Motto: ”was
einmal (zweimal, dreimal) ... gilt, gilt immer” (vgl. etwa die Einzelfallstudie in
↑ Kap. 3.4 mit dem Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatz resp. Außenwinkel-
satz). Diese auf eine gewissermaßen unvollständige Induktion vertrauende Hal-
tung lässt sich aber auch durch die mathematische Erfahrung der Lernenden
selbst erklären, da sich nur wenige eingängige Behauptungen finden lassen, die
zwar für mehrere, aber nicht für unendlich viele Beispielinstanzen gelten. Neben
dem arithmetischen Beispiel, wonach x2 + x+ 11 (resp. 41) für x ∈ {0, ..., (3)9}
prim ist, sei das folgende geometrische Beispiel angeführt:

”Zeichne einen Kreis, markiere n Punkte, wie viele Gebiete können in-
nerhalb des Kreises höchstens entstehen, wenn man jeden der markierten
Punkte mit jedem anderen geradlinig verbindet?
In der Tat zählt man dort für n = 1, 2, 3, 4, 5 resp. 1 = 20, 2 = 21, 4 =
22, 8 = 23, 16 = 24 Gebiete, was den empirisch begründeten Schluß auf ein
2n−1-Gesetz nahelegt. In Wirklichkeit sind es aber schon bei 6 Eckpunkten
nur 31 Gebiete.” (Neubrand & Möller, 1990, 57)

Hält das von einem weiteren Fall her deduktiv vorhergesagte Resultat der in-eliminative Induktion
duktiven Prüfung nicht stand, wird das Gesetz für den betrachteten Fall nicht
bestätigt. Diese fehlgeschlagene enumerative Induktion lässt sich nach Lauth &
Sareiter (2005, 77ff.) als eliminative Induktion ansehen. Verworfen wird dabei
nicht die Gültigkeit des Gesetzes in Gänze, sondern die Annahme, dass dieses
einen Zusammenhang zwischen dem betrachteten Fall unter seinen jeweiligen
Prämissen und dem sich wirklich eingestellten Resultat bildet.

Im Alltagsbeispiel liegt eine eliminative Induktion vor, wenn das Mädchen be-Alltagsbeispiel
nasse Straßen merkt, dass eine Straße trocken bleibt, obwohl das Reinigungsfahrzeug die Straße

säubert, zum Beispiel im Herbst. Das zuvor abduktiv assoziierte Gesetz (wenn
Reinigungsfahrzeuge Straßen säubern, werden diese nass) erweist sich damit (in
seiner Ausschließlichkeit) als falsch und muss modifiziert werden.

Wurde im Leitbeispiel etwa eine operatorunabhängige Potenzregel als GesetzLeitbeispiel
zweite Potenzregel angenommen, so dass diese etwa auch für den Operator + statt bloß für den

Operator · gilt, dann genügt ein Gegenbeispiel, um das Gesetz für den Operator
+ zu verwerfen (vgl. ↑ Abs. 1.3.2).
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Ein fragliches Gesetz muss somit zumindestens modifiziert werden, falls bei des-
sen Prüfung eliminative Induktionen auftreten. Damit trägt die Induktion in- Bedeutung der

Induktion für das
beispielgebundene
Beweisen

sofern zur empirischen Erkenntniserweiterung bei, als dass sie die Grenzen der
Allgemeingültigkeit von hypothetisch unterstellten Gesetzen erfassen hilft (vgl.
Meyer (2007, 36)). Damit kommt ihr auch im Prozess des beispielgebunde-
nen Beweisens eine besondere Rolle zu. Beim beispielgebundenen Beweisen tritt
häufig die Situation auf, dass der Lernende seine Äußerungen noch in Beispielen
hält. Auch in der induktiven Prüfung am Beispiel kann der Lernende möglicher-
weise eine latente Beweisidee für etwas allgemeiner Gültiges erkennen, wie im
Folgenden erläutert wird. Um den Lehrenden davon zu überzeugen, muss er
diese Beweisidee aber noch manifestieren.

1.3.5 Prüfen mit latenter Beweisidee
Wie beim Entdecken lässt sich auch beim Prüfen ein Szenarium mit latenter
Beweisidee vorstellen. Meyer & Voigt (2009b, 55) bemerken dazu:

”Zur induktiven Prüfung muss für einen neuen Fall ein neues Resultat
bestimmt werden, das mit demjenigen Resultat verglichen wird, das mit-
tels des hypothetischen Satzes vorhergesagt wurde. Die Bestimmung des
neuen Resultates erfolgt rein deduktiv mittels bekannter Regeln (...). Die-
se deduktive Bestimmung darf nicht mit der deduktiven Begründung des
Satzes verwechselt werden, und hat doch eine potentielle Gemeinsamkeit
mit ihr. Denn wenn die deduktive Bestimmung des konkreten Resulta-
tes schon strukturell die Begründung des Satzes vorwegnimmt, ist der
Schritt von der Prüfung zur Begründung wesentlich erleichtert.” (Meyer
& Voigt, 2009b, 55)

Zur Konkretisierung dessen, was Prüfen mit latenter Beweisidee heißt, werde im
Folgenden analog zur Gegenüberstellung in ↑ Abs. 1.3.3 verfahren.

Vergleich des Prüfens ohne und mit latente(r) Beweisidee

In der obigen Induktion wurde das neue Resultat der Termgleichheit durch Prüfen ohne
latente Beweisideebloßes Ausrechnen der Potenzterme deduktiv hergestellt:

Fall Der Exponent der Potenzen 35 und 45 ist auch gleich.

Resultat 35 · 45 = 243 · 1024 = 248832 stimmt überein mit
(3 · 4)5 = 125 = 248832.

Gesetz Zweite Potenzregel

Wie sähe ein Prüfen des Gesetzes mit latenter Beweisidee aus? Beispielsweise Prüfen mit
latenter Beweisideewerde angenommen, der Schüler suche nach einem einfacheren Weg, um die
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Terme 35 · 45 und (3 · 4)5 auszurechnen, und formt diese Terme deshalb wie
folgt um:

Fall Der Exponent der Potenzen 35 und 45 ist auch gleich.

Resultat 35 · 45 pd= (3 · 3 · 3 · 3 · 3) · (4 · 4 · 4 · 4 · 4)
ak= (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4) pd= (3 · 4)5

Gesetz Zweite Potenzregel

Vergleicht man die beiden Induktionsschemata miteinander, so fällt auf, dass
das Resultat im ersten Schema schwieriger herzustellen ist, wenn ein Taschen-
rechner fehlt, mithin ein bloßes Ausrechnen sogar aufwändiger erscheint als der
Einsatz des Kommutativ- und Assoziativgesetzes ak im zweiten Schema. Der
Lernende kann also durch die Vorgabe des Falls und im Verzicht auf den Ta-
schenrechner (resp. auf andere Messinstrumente) dazu angeregt werden, eher
mit statt ohne latente Beweisidee zu prüfen. Schon in den quantitativen Studi-
en zum beispielgebundenen Beweisen wurde solch eine Intervention in der Wahl
großer Beispielzahlen unter der Kategorie big number geführt, die es den Schü-
lern nahezu unmöglich machte, das Resultat bloß auszurechnen (↑ Abs. 1.1.2).

Prüfen mit latenter Beweisidee und beispielgebundenes Beweisen

Zum Begriff der Latenz gelten die Ausführungen aus ↑ Abs. 1.3.3 entsprechend:Entdecken und Prüfen
mit latenter Beweisidee Wenn es dem Lernenden nämlich gelingt, beim Prüfen mit latenter Beweisidee

von der Besonderheit verwendeter Beispielzahlen (oder -figuren) abzusehen und
zu verbalisieren, dass seine vorgenommenen deduktiven Schlüsse im Herstellen
des Resultats unabhängig von der Wahl dieser Beispielzahlen (oder -figuren)
sind, manifestiert er einen beispielgebundenen Beweis (vgl. Meyer & Voigt
(2008, 141)). Die Autoren weisen überdies darauf hin, dass es dem Lernenden
leichter falle, sich einer Prüfung mit latenter Beweisidee bewusst zu werden, da
sich der Lernende beim Entdecken mit latenter Beweisidee noch mehr an der
Front seines Wissens befinde. Hinsichtlich des beispielgebundenen Beweisens
weisen die Autoren bereits auf eine zentrales Problem hin:

”Die didaktische Problematik besteht in folgender Spannung: Einerseits
kann das Prüfen mit latenter Beweisidee sich zum beispielgebundenen Be-
weisen wandeln. Die Feststellung eines Phänomens am Beispiel erscheint
dann als Vorbereitung des Beweisens. Andererseits kann durch das Prüfen,
wenn der Schüler die latente Beweisidee nicht kognitiv realisiert, das epis-
temologische Verständnis der mathematischen Erkenntnissicherung als in-
duktives Vorgehen wie in den empirischen Wissenschaften stabilisiert wer-
den. (...) Schon die widersprüchlich anmutende, in Schulbüchern gebräuch-
liche Formulierung ’beispielgebundenes Begründen’ weist auf diese Span-
nung hin.” (Meyer & Voigt, 2008, 141)
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Neben dem Entdecken mit latenter Beweisidee eignet sich also das Prüfen mit
latenter Beweisidee um so mehr dazu, das beispielgebundene Beweisen zu beför-
dern. Beim induktiven Prüfen besteht gleichwohl die Gefahr, dass der Lernen- Gefahr des

induktiven Prüfensde die Beweisidee am deduktiv hergestellten Resultat des induktiven Schlusses
nicht subjektiv realisiert und damit sein induktives Prüfen ohne Beweisidee als
mathematisches Beweisen missverstehen kann.

Meyer & Voigt (2008, 141) werten die Entdeckung und die Prüfung mit la- didaktischer Vorteil
von Szenarien mit
latenter Beweisidee

tenter Beweisidee innerhalb eines Systems von Zugängen zur Erarbeitung von
Merksätzen als vergleichsweise produktiv. Wie die obigen Ausführungen zeigen,
können solche Zugänge zur Anbahnung beispielgebundenen Beweisens verwen-
det werden. Die Diskussionen am Leitbeispiel der zweiten Potenzregel haben
ergeben, dass der Lernende bei der kognitiven Realisierung des Allgemeinen am
Besonderen häufig erst die Grenzen der Allgemeingültigkeit des fraglichen Geset-
zes austesten muss, während er dieses deduktiv zu begründen versucht. Es steht
also zu erwarten, dass sich mehrere Abduktionen, Induktionen und Deduktio-
nen während seines beispielgebundenen Beweisens abwechseln. Wie ein Schüler
etwa die zweite Potenzregel im Interview beispielgebunden beweist, zeigt die
Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.5.

In den vorstehenden Zugängen der Entdeckung und der Prüfung mit latenter Beweis als
latente SinnstrukturBeweisidee zum beispielgebundenen Beweisen ist der Beweis im deduktiv her-

gestellten Resultat bereits angelegt (latent). Betrachtet man den Beweis gemäß
Oevermann et al. (1979) als Sinnstruktur, so handelt es sich dabei genauer
gesagt um eine latente Sinnstruktur, die zunächst nur dem Lehrenden bekannt
sein mag. Diese Sinnstruktur kann aber auch vom Lernenden im Erkennen des
Allgemeingültigen am Besonderen des Beispiels kognitiv realisiert und dem Leh-
renden oder anderen Lernenden gegenüber verbalisiert und damit manifest wer-
den. Es wird sich zeigen, dass sich das beispielgebundene Beweisen i.e.S. als beispielgebundenes Beweisen

als changierender Prozesschangierender Prozess zwischen Latenz, kognitiver Realisierung und sprachlicher
Manifestierung des Beweises als Sinnstruktur theoretisch fassen und empirisch
belegen lässt (↑ Abs. 1.5.3 und ↑ Teil 3).

————————————–

Mit den Schlussformen der Abduktion, Induktion und Deduktion nach Peir-
ce ist es möglich, das Entdecken, Prüfen und Begründen zu charakterisieren.
Durch das Entdecken und Prüfen mit und ohne latenter Beweisidee haben sich
Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen ergeben. Hierauf aufbauend kann
das beispielgebundene Beweisen als Prozess in ↑ Kap. 1.5 im engeren Sinne
(i.e.S.) und im weiteren Sinne (i.w.S.) definiert werden. Vorher soll die Analyse
der Struktur von Argumenten nach Toulmin eine nach Allgemeinheitsgraden
differenzierte Darstellung von Beweisen ermöglichen, welche schließlich als (la-
tente) Sinnstrukturen aufgefasst werden.
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1.4 Struktur von Argumenten
Die im vorigen ↑ Kap. 1.3 behandelten Schlussformen Abduktion, InduktionEinführung
und Deduktion eignen sich zur Beschreibung von Zugängen des Entdeckens,
des Prüfens und des Begründens zum beispielgebundenen Beweisen. Deduktive
Schlüsse können als Argumente der Theorie Toulmins nach differenziert unter-
sucht werden. Gegenüber der formal-logischen Korrektheit im Sinne der Schluss-
form Deduktion tritt bei Argumenten und Argumentgefügen deren inhaltliche
Struktur hervor: Bei Argumenten geht man von vorliegenden Tatsachen aus
und gelangt über Argumentregeln zu behaupteten Aussagen. Argumentregeln
können dabei weiter untermauert werden, und die behaupteten, mutmaßlichen
Aussagen können bezweifelt werden.

In diesem Kapitel geht es um die Struktur von Argumenten nach Toulmin.Struktur von Argumenten
nach Toulmin Mit Blick auf das beispielgebundene Beweisen wird das beispielgebundene Ar-

gumentgefüge eingeführt. Eingangs wird dargestellt, was unter einem Argument
zu verstehen ist (↑ Abs. 1.4.1). Danach werden Argumentgefüge behandelt und
dabei zwischen mehrgliedrigen und mehrschichtigen Argumenten unterschieden
(↑ Abs. 1.4.2). Anschließend erfolgt ein Vergleich zwischen Argumenten und
Schlüssen. Dabei wird insbesondere eine Abgrenzung von Argumenten zur Ab-
duktion und Induktion vorgenommen, während unter bestimmten Bedingungen
ein Argument mit der Deduktion als Schlussform identifiziert werden kann (↑
Abs. 1.4.3). Schließlich wird im Hinblick auf den Forschungsgegenstand des bei-
spielgebundenen Beweisens dargestellt, was man unter einem beispielgebunde-
nen Argument verstehen kann (↑ Abs. 1.4.4).

1.4.1 Argumente
◦ Datum und Konklusion
◦ Regel
◦ Stützung
◦ Modaler Operator und Ausnahmebedingung
◦ Beispiele für Argumente

1.4.2 Argumentgefüge
◦ Mehrgliedrige Argumente und Regelverbünde
◦ Mehrschichtige Argumente
◦ Mehrgliedrig-mehrschichtige Argumente

1.4.3 Argumente nach Toulmin und Schlüsse nach Peirce
◦ Argument und Deduktion
◦ Argument und Abduktion
◦ Argument und Induktion

1.4.4 Beispielgebundene Argumente
◦ Beispielhafte Daten und Konklusionen
◦ Fortschreitende Verallgemeinerung
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1.4.1 Argumente
Ein Argument besteht nach Toulmin (1996, 88f.) – vorgängig Toulmin (1975) Bestandteile

eines Argumentsund Toulmin (1958) – aus verschiedenen funktionalen Elementen, nämlich aus
einem Datum (D), einer Konklusion (K) und einer sogenannten Schlussregel
(SR), gegebenfalls ergänzt durch eine Stützung (S), einen modalen Operator
(O) und eine Ausnahmebedingung (AB). Diese Argumentteile besitzen unter-
schiedliche, voneinander abgrenzbare Funktionen, und bilden in ihrem Zusam-
menwirken ein Argument.

Datum und Konklusion

Eine Behauptung bringt nach Toulmin (1996, 88) einen anzweifelbaren, be-
gründungsbedürftigen Geltungsanspruch mit sich. Um diesen Geltungsanspruch
einlösen zu können, verweist man gerne auf Tatsachen, auf denen die Behaup- Daten als vorliegende

Tatsachentung beruht. Daten (lat. datum – Gegebenes) sind nach Toulmin (1996, 89)
nun jene ”Tatsachen, die wir als Begründung für die Behauptung heranziehen”.
Die Behauptung wird Toulmin (1996, 89) zufolge zu einer Konklusion, ”deren Konklusion als Behauptung
Tauglichkeit wir zu begründen versuchen” (K), schematisch dargestellt wie folgt:

gesetzt
Datum (D)

- deshalb
Konklusion (K)

In Anlehnung an die Ausführungen von Toulmin (1996, 88) lässt sich die Kon-
klusion (K) durch ”Was behauptest Du?” und die Daten (D) durch ”Auf welche
Fakten beziehst Du Deine Behauptung?” erfragen. In verkürzter Form ist das
Schema lesbar als [Datum D; deshalb Konklusion K] bzw. [Konklusion K, weil
Datum D] (vgl. Toulmin (1996, 98)).

Regel

Die bei Toulmin (1996, 89ff.) in der deutschen Übersetzung unglücklicherweise Regel als begründende
allgemeingültige Aussageso genannte Schlussregel (SR) wird im Folgenden wie in Meyer (2007, 84) als

Regel (R) bezeichnet. Die Konklusion (K) werde zunächst auf die als Tatsa-
chen vorliegenden Daten (D) zurückgeführt. Bezogen auf das betrachtete Argu-
ment mögen die angeführten Daten also zweifelsfrei feststehen. Warum aber der
Schritt von den vorliegenden Daten auf die behauptete Konklusion angemessen,
gerechtfertigt oder gewährleistet ist, ist eine Frage nach allgemein unterstellten,
das Argument untermauernden Regeln, die bei bloßer Nennung der Daten (D)
implizit bleiben würden. Toulmin (1996, 89) bezeichnet diese Regeln (R) als
”allgemeine, hypothetische Aussagen, die als Brücken dienen können” zwischen
Daten (D) und Konklusion (K):
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gesetzt
Datum (D)

- deshalb
Konklusion (K)

wegen
Regel (R)

Nach Toulmin (1996, 91) besteht die Funktion der Regel darin, ”explizit die
Zulässigkeit des vorkommenden Schritts auszudrücken”. Er unterstreicht, dass
die Regeln allgemein seien und die Korrektheit aller Argumente des betreffenden
Typs feststellten. Der Autor selbst bezeichnet die Regel als warrant; zur Verdeut-
lichung ihrer Funktion kann man auch Argumentationsregel nach Schwarzkopf
(2001, 258), Argumentregel oder Gewährsregel sagen. Einige Autoren verwenden
auch die Bezeichnung Rechtfertigung wie beispielsweise Wunderlich (1981,
170) oder Garant wie z.B. Krummheuer (1997, 35) oder Knipping (2003, 37).

Stützung

Eine zur Untermauerung des Arguments angeführte Regel (R) kann bezweifeltStützung als
Absicherung der Regel werden. Es kann die Frage gestellt werden, warum die Regel gelten soll. Die

dadurch eingeforderte Absicherung der Regel (R) bezeichnet Toulmin (1996,
93ff.) als deren Stützung (S).

gesetzt
Datum (D)

- deshalb
Konklusion (K)

wegen
Regel (R)

aufgrund
Stützung (S)

Damit die Regel (R) annehmbar wird, kann ein Verweis auf ihr Zustandekommen
oder ihre Einbettung in einen Theorierahmen als Stützung (S) ausreichen. Somit
muss es sich bei der Stützung (S) nicht notwendig um eine allgemeinere Regel
als die Regel (R) selbst handeln – die primäre Funktion der Stützung (S) ist
vielmehr, die Zulässigkeit der Regel (R) plausibel zu machen. Im Unterschied
zu den für ein Argument notwendigen Daten (D) kann die Stützung (S) also
implizit bleiben und insofern als optional betrachtet werden.
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Modaler Operator und Ausnahmebedingung

In den meisten Alltagssituationen lässt sich aus vorliegenden Daten nichts ab-
solut Sicheres folgern. Toulmin (1996, 92) berücksichtigt daher auch den mög-
lichen Umstand, dass eine Konklusion (K) als Behauptung vermöge einer Regel
(R) aus den vorliegenden Daten (D) nicht denknotwendig, sondern bloß mit einer modaler Operator als

Gradmesser für die
Stärke eines Arguments

gewissen Sicherheit gefolgert werden kann. Er spricht in diesem Zusammenhang
vom ”Grad der Stärke”, den die Daten der Konklusion (K) vermöge der Re-
gel (R) verleihen, und kennzeichnet diese Einschränkung durch einen modalen
Operator (O). Zusätzlich zieht Toulmin (1996, 92) auch Ausnahmebedingun- Ausnahmebedingungen zum

Ausschluss der Konklusiongen (AB) als Umstände in Betracht, die die Folgerung auf die Konklusion (K)
kategorisch ausschließen. Das Schema erweitert sich damit wie folgt:

gesetzt
Datum (D)

- deshalb, abhängig vom Ope-
rator (O), Konklusion (K)

wegen
Regel (R)

falls nicht
Ausnahmebe-
dingung (AB)

aufgrund
Stützung (S)

Beispiele für Argumente

An alltagsnahen Situationen sind modale Operatoren und Ausnahmebedingun- Beispiel
Münzwurfgen geläufig. Um etwa zu bestimmen, wer ein Spiel beginnt, werfen zwei Spieler

eine Münze (Datum D). Falls die Münze nicht gezinkt ist (Ausnahmebedingung
AB), haben beide Spieler vermutlich (modaler Operator O) dieselbe Chance, das
Spiel zu beginnen (Konklusion K), weil der Münzwurf aufgrund der Symmetrie
der Münze (Stützung S) aus mathematischer Sicht ein LaPlace-Experiment
ist (Regel R).

Zwei Spieler werfen eine
Münze, um zu entschei-
den, wer das Spiel beginnt.

-
deshalb, vermutlich haben
beide Spieler dieselbe Chan-
ce, das Spiel zu beginnen.

wegen Münzwurf
ist ein LaPlace-
Experiment,

falls nicht
die Münze
gezinkt ist.

aufgrund Sym-
metrie der Münze

In den meisten mathematischen Kontexten versucht man, ohne modale Opera- Beispiel
Quersummenregel
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toren und Ausnahmebedingungen auszukommen – man strebt die Denknotwen-
digkeit von Folgerungen an. Die Behauptung 9 | 1296 kann etwa als Konklusion
(K) aus dem Datum (D) 9 | 1 + 2 + 9 + 6 vermöge der Quersummenregel (R)
denknotwendig gefolgert werden:

9 | 1 + 2 + 9 + 6 - deshalb
9 | 1296

wegen ∀a ∈ N:
9 | Q(a) =⇒ 9 | a
(Quersummenregel ⇒)

aufgrund Erfahrungen
mit der Stellenwerttafel

Die Quersummenregel (R) kann wiederum durch eine schulgerechte Stützung
(S) auf Erfahrungen mit der Stellenwerttafel abgesichert werden (vgl. ↑ Abs.
2.2.3):

T H Z E
◦ ◦◦ ◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦

T H Z E
◦ -

◦ -

◦ -

◦
◦
◦

−999
−99
−9

Die Stellenwerte von Einern, Zehnern, Hundertern, Tausendern usw. einer na-
türlichen Zahl lassen sich ikonisch durch die entsprechende Anzahl an Plättchen
in einer Stellenwerttafel symbolisieren. Das Verschieben aller Plättchen auf die
Einer-Spalte repräsentiert die Quersummenbildung enaktiv. Beim Verschieben
eines einzelnen Zehner-, Hunderter-, Tausender-Plättchens usw. ändert sich der
Zahlwert um 9, 99, 999 usw., so dass sich summarisch betrachtet die natürliche
Zahl und deren Quersumme bloß um ein Vielfaches von 9 voneinander unter-
scheiden. Ist die Quersumme einer natürlichen Zahl also durch 9 teilbar, so auch
diese natürliche Zahl selbst und umgekehrt (Quersummenregel). Erfahrungsnä-
her kann die Stützung (S) der Quersummenregel (R) also wie folgt expliziert
werden: Eine natürliche Zahl und deren Quersumme unterscheiden sich bloß um
ein Vielfaches von 9.

————————————–

Vorstehend wurden die Bestandteile eines Arguments und ihr Zusammenwirken
an Beispielen beschrieben. Argumente können nun ihrerseits zu Argumentgefü-
gen zusammengesetzt werden.
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1.4.2 Argumentgefüge
Ist die Argumentstruktur komplexer, wird von einem Argumentgefüge gespro- mehrgliedrige, mehrschich-

tige und mehrgliedrig-
mehrschichtige Argumente

chen. An Argumentgefügen unterscheidet Meyer (2007, 88ff.) in Verweis auf
Krummheuer (2003, 248) und Krummheuer & Brandt (2001, 36) mehr-
gliedrige Argumente von mehrschichtigen Argumenten. Mehrgliedrige wie mehr-
schichtige Argumente sind Argumentgefüge, deren einzelne Argumente mitein-
ander unterschiedlich verknüpft sind. Wenn Mischformen von mehrgliedrigen
und mehrschichtigen Argumenten auftreten, spricht man auch von mehrgliedrig-
mehrschichtigen Argumenten.

Mehrgliedrige Argumente und Regelverbünde

Nach Meyer (2007, 89) ist bei einem mehrgliedrigen Argument die Konklusion
eines Arguments das Datum des folgenden Arguments. Die einzelnen Glieder
eines mehrgliedrigen Arguments bilden damit eine Kette. Nachstehend ist ein Beispiel Assoziativ-

und Kommutativgesetzmehrgliedriges Argument abgebildet, bei dem aus dem Datum T = (3 · 3) · (4 · 4)
vermöge der Regeln Assoziativität (der Multiplikation) und Kommutativität (der
Multiplikation) die Konklusion T = (3 · 4) · (3 · 4) gefolgert werden kann:

T =
(3 · 3) · (4 · 4)

-

Assoziativität

T =
((3 · 3) · 4) · 4

-

Assoziativität

T =
(3 · (3 · 4)) · 4

-

Kommutativität

T =
(3 · (4 · 3)) · 4

-

Assoziativität

T =
((3 · 4) · 3) · 4

-

Assoziativität

T =
(3 · 4) · (3 · 4)

Verweis auf Merkregeln im Schulbuch

Als Stützung kann der Verweis auf die geläufigen Merkregeln des Umklammerns
und des Vertauschens erfolgen, wie diese etwa in Schulbüchern der 5. Klasse zu
finden sind.

Man kann das Argumentgefüge als mehrgliedriges Argument manchmal auf ein Zusammenfassung eines
mehrgliedrigen Arguments
zu einem Regelverbund

Argument verkürzen unter Zusammenfassung aller Regeln zu einem Regelver-
bund. Dies ist dann angebracht, wenn die einzelnen Begründungsschritte mehr
oder weniger trivial sind oder eine übersichtlichere Darstellungsweise erfordern.
Im angeführten Beispiel erhält man also die folgende verkürzte Darstellung:

T =
(3 · 3) · (4 · 4)

- T =
(3 · 4) · (3 · 4)

Assoziativität &
Kommutativität

Verweis auf Merkregeln im Schulbuch
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Rein mehrgliedrige Argumente können unter Angabe aller Regeln stets zu einem
solchen Regelverbund zusammengefasst werden.

Mehrschichtige Argumente

Ein mehrschichtiges Argument entsteht, wenn die Regel eines Arguments als
Konklusion eines zweiten Arguments resultiert, etwa weil die Regel selbst be-
gründungsbedürftig erscheint und die Angabe einer Stützung als nicht ausrei-
chend angesehen wird.

Das obige Argument der Termumformung lässt sich auch als mehrschichtigesBeispiel Assoziativ-
und Kommutativgesetz Argument darstellen:

T =
(3 · 3) · (4 · 4)

- T =
(3 · 4) · (3 · 4)

Assoziativität &
Kommutativität
der Multiplikation

-
(N, ·) ist
Abelsche
Halbgruppe

In Abelschen Halbgruppen gelten
Assoziativität & Kommutativität

Dabei wird aus der für den Unterricht ausreichenden Stützung vermöge der
Merkregeln des Schulbuchs das mathematische Argument, dass (N, ·) eine Abel-
sche Halbgruppe ist und in Abelschen Halbgruppen definitionsgemäß Assozia-
tivität und Kommutativität gelten.

Mehrgliedrig-mehrschichtige Argumente

Mehrgliedrig-mehrschichtige Argumente sind Mischformen mehrgliedriger und
mehrschichtiger Argumente. Da das mehrgliedrige Argument der obigen Term-Beispiel Assoziativ-

und Kommutativgesetz umformung zusammengefasst und die Stützung durch ein Argument ersetzt wur-
de, handelt es sich eigentlich um ein mehrgliedrig-mehrschichtiges Argument.

Im obigen Beispiel der Quersummenregel wurde deren Stützung auch wie folgtBeispiel
Quersummenregel formuliert: Eine natürliche Zahl a und deren Quersumme Q(a) unterscheiden

sich bloß um ein Vielfaches von 9. Diese Aussage kann in formeller Darstellung
mittels der geläufigen Modulo-Relation ≡ auch zu a ≡ Q(a) (mod 9) gefasst
werden. Falls nun zudem Q(a) ≡ 0 (mod 9), folgt vermöge der Transitivität der
Modulo-Relation ≡ die Quersummenregel (=⇒). Warum jedoch die Aussage
a ≡ Q(a)(mod 9) gilt, zeigt sich, wenn man a :=

∑n
i=0 10isi stellenwertweise

darstellt, so dass Q(a) =
∑n

i=0 si. Hierbei ist n die Anzahl der Stellen der
natürlichen Zahl a. Wegen 10 ≡ 1 (mod 9) gilt 10i ≡ 1 (mod 9) ∀ i ∈ N vermöge
der Produktregel für die Modulo-Relation. Zusammen mit der Summenregel
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für die Modulo-Relation folgt schließlich a ≡ Q(a) (mod 9). Überdies erklärt
und begründet sich die Transitivität der Modulo-Relation dadurch, dass die
Modulo-Relation eine Äquivalenzrelation ist und Äquivalenzrelationen transitiv
sind. Das Argument erweitert sich also wie folgt:

Q(a) ≡ 0 (mod 9) =⇒
a ≡ 0 (mod 9) ∀ a ∈ N:
(Quersummenregel =⇒)

Transitivität
der Relation ≡

Q(a) ≡ 0 (mod 9)
∀a ∈ N:
a ≡ Q(a) (mod 9)

-

-

Äquivalenzrelationen
sind transitiv.

≡ ist Äquivalenz-
relation in N

-a :=
∑n

i=0 10isi

10 ≡ 1 (mod 9)

Summen-/Produkt-
regel der Relation ≡

Die Mehrschichtigkeit des vorstehenden Arguments zeigt einen von oben nach Mehrschichtigkeit
und Abstraktionsgradunten wachsenden Abstraktionsgrad: In der oberen Schicht werden Aussagen

über die Quersumme Q(a) einer natürlichen Zahl a miteinander verknüpft. In
der mittleren Schicht sind Regeln der dabei verwendeten Relation ≡ angeführt.
In der unteren Schicht wird eine abstrakte Regel über Äquivalenzrelationen
herangezogen, die definitorischen Charakter hat.

Obwohl diese mathematisierende, tiefergehende Strukturierung des Arguments Vorteile von
Argumentstrukturenfür den schulischen Gebrauch weniger geeignet ist als der enaktiv-ikonische Ge-

brauch der Stellenwerttafel aus ↑ Abs. 1.4.1, besitzt sie doch folgende Vor-
teile: Die Quersummenregel lässt sich leicht auf spezifische Zahlen anwenden,
die die Voraussetzung a ≡ 0 (mod 9) erfüllen. Zum anderen wird sofort klar,
warum es eine entsprechende Quersummenregel auch für den Teiler 3 gibt, da
ebenso 10 ≡ 1 (mod 3) gilt. Schließlich rückt durch die Stellenwertdarstellung
a :=

∑n
i=0 10isi auch eine Verallgemeinerung auf andere Stellenwertsysteme

oder auf weitere, zum Beispiel alternierende Quersummenbildungen in den Be-
reich des Möglichen, ohne dass sich etwas an der vorliegenden Argumentstruktur
wesentlich ändern dürfte. Eine solche Verallgemeinerbarkeit von Argumenten
liegt auch bei beispielgebundenen Argumentgefügen vor, wie sie in ↑ Abs. 1.4.4
besprochen werden.

————————————–

Mit mehrgliedrigen, mehrschichtigen und mehrgliedrig-mehrschichtigen Argu-
ment(gefüg)en können mathematische Beweise als Sinnstrukturen dargestellt
werden. Bevor in ↑ Abs. 1.4.4 beispielgebundene Argument(gefüg)e behandelt
werden, wird im Folgenden das Verhältnis zwischen Argument und den Schluss-
formen Deduktion, Abduktion und Induktion untersucht.
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1.4.3 Argumente nach Toulmin und Schlüsse nach Peirce
Im Folgenden wird diskutiert, wie sich Argumente nach Toulmin und Schlüsse
nach Peirce zueinander verhalten. Dabei wird hauptsächlich auf die Arbeiten
von Knipping (2003), Meyer (2007) und Pedemonte (2007) Bezug genom-
men. In Hinblick auf den Forschungsgegenstand kann nach ↑ Kap. 1.3 gesagt
werden, dass das Peirce-Schema dazu geeignet ist, die Schlussformen Abdukti-Verwendung von

Peirce-Schemata on, Induktion und Deduktion voneinander logisch zu unterscheiden und in ihrem
Zusammenspiel Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen wie das Entdecken
und Prüfen mit latenter Beweisidee modellhaft zu entwickeln. Solche Modell-
zugänge können auch theoretische Erklärungen dafür bieten, warum manchen
Lernenden der Übergang von der Beweisfindung zur Beweisführung im Sinne
von Holland (2007, 152ff.) am Beispiel eher gelingt. Dem gegenüber ist dasVerwendung von

Toulmin-Schemata Toulmin-Schema eher für die Darstellung der Beweisstruktur als Argumentge-
füge geeignet und mit Blick auf alltagsnahe Interview- und Unterrichtssituatio-
nen praktisch einsetzbar. Die beide Ansätze berücksichtigende Diskussion von
Knipping (2003) und Pedemonte (2007) wird zeigen, dass sich die funktio-
nalen Bedeutungen von Datum, Regel, Konklusion und ggf. Stützung jedoch
ändern würden, wenn man das Toulmin-Schema auch zur Darstellung der
Schlussformen Abduktion und Induktion verwenden wollte.

Argument und Deduktion

Das Peirce-Schema der Deduktion lässt sich mit dem Toulmin-Schema inIdentifizierung von
Argument und Deduktion seinen Grundelementen Datum, Regel und Konklusion identifizieren:

”Eingeschränkt auf die Elemente Datum, Konklusion und Regel erinnert
das Schema nach Toulmin an die Deduktion: Ausgehend von einem Fall
(Datum) wird mit einem Gesetz (Regel) auf ein Resultat (Konklusion)
geschlossen. Insofern kann das Schema zur Argumentanalyse nach Toul-
min mit dem logischen Ideal der Deduktion identifiziert werden.” (Meyer,
2007, 91)

Der Autor führt weiter aus, dass die Unterschiedlichkeit der beiden SchemataDifferenzierungen zwischen
Argument und Deduktion in der Qualität ihrer funktionalen Elemente liege. Mit der Stützung untermaue-

re der Lernende im Toulmin-Schema die Regel (und damit die Konklusion)
eher inhaltlich, als dass er die Regel (und damit die Konklusion) logisch be-
gründe. Auch im schulmathematischen Alltag werden Argumente vorgebracht
und ausgehandelt, statt rein deduktiv zu schließen. Meyer (2007, 93) führt
in diesem Zusammenhang ein im Sinne von Peirce nicht analysierbares Argu-
ment zur Verwendung des Satzes von Pythagoras an. Bei diesem Argument
ist die Regel kein mathematisches Gesetz, sondern eine Handlungsregel aus dem
schulmathematischen Alltag (”Der Lehrer will, dass die Verwendung des Satzes
des Pythagoras gelernt wird.”), was weitergehende, nicht nur auf die Mathe-
matik beschränkte Anwendungsbereiche des Argumentschemas nach Toulmin
eröffnet.

Zur Untersuchung des beispielgebundenen Beweisens ist das Toulmin-SchemaEinsatz des
Toulmin-Schemas wegen seiner übersichtlichen Darstellung von (beispielgebundenen) Argumenten
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resp. Argumentgefügen relevant. Im nachfolgenden ↑ Kap. 1.5 wird ein Beweis
dann als latente Sinnstruktur von Argumenten und Argumentgefügen aufge-
fasst, deren Zusammenspiel der Lernende (am Beispiel) subjektiv realisieren
und manifestieren kann.

Argument und Abduktion

Bei der Abduktion erfolgt nach ↑ Abs. 1.3.2 ein Schluss von einem überraschen- Knippings Darstellung
der Abduktionden Resultat auf einen erklärenden Fall. Knipping (2003, 132f.) verwendet nun

aber auch das Toulmin-Schema zur Darstellung der Abduktion in dem Sinne,
dass sie die Pfeilrichtung zwischen Datum (D) und Konklusion (K) umkehrt:

Datum (D) � Konklusion (K)

Regel (R)

Die besonderen Eigenschaften der Schlussform Abduktion werden in dieser Dar- Kritik an Identifizierung von
Argument und Abduktionstellung als Argument nicht deutlich (vgl. Meyer (2007, 94f.)): Wird der ab-

duktive Schluss von einem überraschenden Resultat auf einen erklärenden Fall
nämlich als gegenläufiges Argument von einer Konklusion auf ein Datum inter-
pretiert, wird das Datum nur noch zu einem potentiell möglichen Fall, als dass es
eine unzweifelhafte, vorgegebene Tatsache ist (lat. datum – Gegebenes). Umge-
kehrt erfährt die Konklusion eine funktionale Änderung von einer fraglichen, zu
begründenden Behauptung zu einem vorliegenden Resultat als Ausgangspunkt
eines Abduktionsschlusses. Und schließlich muss auch das Gesetz als Regel selbst
bei unterkodierten Abduktionen assoziiert werden, so dass dabei nicht vermöge
der Regel gefolgert wird, anders als es die obige Darstellung nahelegt.

Bei Pedemonte (2007, 29) findet sich folgende Darstellung des abduktiven Pedemontes Darstellung
der AbduktionSchlusses. Dabei sind die bezeichnenden Buchstaben D,C,W Kürzel für datum,

conclusion und warrant (Regel), und die Zeichen ?, A,B stehen für Aussagen.

”In Toulmin’s model an abductive step can represented as follows”

D: ? � C : B

W : A =⇒ B

”The question mark means that data are to be sought in order to apply
the inference rule justifying the claim.”

(Argument nach) Pedemonte (2007, 29)

Dabei geht Pedemonte nicht weiter auf die Umfunktionalisierung der Elemente
eines solchen Arguments ein. Wie oben wird jedoch bei gegebener Konklusion C
unter gegenläufiger Verwendung einer assoziierten Regel W auf ein erklärendes
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Datum D geschlossen und damit die Funktionalität von Konklusion, Regel und
Datum verändert. Erst rückblickend, wenn das Datum D gefunden wurde, kann
die nunmehr bekannte Regel W angewendet werden, um auf die Konklusion C
zu schließen.

Der logischen Beschreibung komplexer Konstellationen des Entdeckens und Be-Erklärungsversuch
Entdeckung mit
latenter Beweisidee

gründens ist eine Abfolge von Peirce-Schemata dienlicher als ein Toulmin-
Schema. Bei der Entdeckung einer Behauptung mit latenter Beweisidee etwa
kann der Lernende nach ↑ Kap. 1.3.3 in seinen deduktiven Schlüssen zur Herstel-
lung des Resultats der Abduktion (nachträglich) einen Beweis erkennen. Als einErklärungsversuch

Bidirektionalität
von Aussagen

weiterer Entstehungsgrund der sich im obigen Toulmin-Schema von Pedemon-
te resp. Knipping wiederfindenden Verschmelzung mehrerer Peirce-Schemata
lässt sich die Bidirektionalität mancher mathematischer Aussagen (genau dann
. . . , wenn . . . ) vermuten. Ein Beispiel hierzu ist der Satz von Thales (vgl.
Meyer & Voigt (2008, 147)):

Resultat Der am Punkt R eines Dreiecks PQR
anliegende Winkel ist ein rechter Winkel.

Gesetz Satz von Thales

Fall Der Punkt R eines Dreiecks PQR
liegt auf einem Halbkreis über der Strecke PQ.

Resultat und Fall dieses abduktiven Schlusses mit dem Satz des Thales’ als
Gesetz lassen sich jeweils als Konklusion und Datum eines Arguments im Sinne
Toulmins auffassen. Die Autoren schreiben hierzu:

”Wenn man die Kategorien ’Resultat’ und ’Fall’ mitsamt ihres Inhalts
vertauscht, also die erste und die letzte Zeile des Schemas komplett wech-
selt, ergibt sich das Schema der Deduktion; im konkreten Beispiel erhält
man eine deduktive Anwendung des Thalessatzes. Wenn man nicht die
Kategorien, sondern nur die konkreten Aussagen vertauscht, ergibt sich
die Abduktion zur Entdeckung der Umkehrung des Thalessatzes, wobei in
der Kategorie ’Gesetz’ die Umkehrung des Thalessatzes stände.” (Meyer
& Voigt, 2008, 147)

Hieraus ergibt sich, dass nur bei entsprechenden bidirektionalen Aussagen die
Schlussschemata Abduktion und Deduktion gefahrlos umkehrbar und austausch-
bar und deshalb mit dem Toulmin-Schema ununterscheidbar identifizierbar
sind.
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Argument und Induktion

In Anlehnung an Harel (2002, 191) unterscheidet Pedemonte (2007, 29) zur
Darstellung der sogenannten Induktion zwischen zwei Verallgemeinerungstypen,
der result pattern generalisation und der process pattern generalisation. Bei der
result pattern generalisation wird von Einzelaussagen, die ein Ergebnismuster result pattern

generalisationbilden, auf eine Gesamtaussage geschlossen:

”Result pattern generalisation focuses on regularity in the results, and it
can be visualised as: E1, E2, E3 . . . where E is a property generalised on
cases 1, 2, 3 and so on. In Toulmin’s model result pattern generalisation
can be represented as follows:”

D : E1, E2 . . . En
- C : statement

W : result pattern
generalisation

”E1, E2, . . . En are the claims of the previous steps.”

(Argument nach) Pedemonte (2007, 29) [Hervorhebungen angepasst]

Dieses Argument des result pattern generalisation ist eine andere Darstellung
für ein von Meyer (2007, 96) in seiner induktiven Verwendung kritisiertes
Toulmin-Schema. Dabei setze man an die Stelle der einzelnen Behauptungen
E1, E2, . . . En den Fall D1 und das Resultat D2 als Prämissen der als Argument
dargestellten sogenannten Induktion:

D1 : Fall
D2 : Resultat

- K : Gesetz

R: ”Was n-mal gilt,
gilt immer”

Argument nach (Meyer, 2007, 96)

Der Autor bemerkt dazu, dass bei diesem Argument zur Darstellung der soge- Kritik des result
pattern generalisationnannten Induktion die allgemeine Aussage (das Gesetz als Konklusion K) formell

auf einer Ebene mit den konkret gegebenen Fakten D1 und D2 (Fall und Resul-
tat) steht. Datum und Konklusion sollen Meyer (2007, 96) zufolge jedoch den
gleichen Grad an Allgemeinheit aufweisen, um die funktionale Bedeutung der
einzelnen Elemente des Toulmin-Schemas zu wahren. Auch wird das Resultat,
welches eigentlich vermöge des Falls vorausgesagt wird, bereits als gegebenes
Datum benutzt. Zudem liegt im sogenannten Induktionsschema eigentlich der
Peircesche Drei-Schritt verborgen (s.u. und ↑ Abs. 1.3.4). Das result pattern
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generalisation legitimiert als angeführte Metaregel R bzw. warrant W das aus
einer unterstellten Beziehung zwischen den jeweiligen Daten (Fall und Resul-
tat) gefolgerte allgemeine Gesetz. Dass ein allgemeingültiger Zusammenhang
zwischen den vorliegenden Daten D1 und D2 (Fall und Resultat) besteht, steht
aber gerade in Zweifel und soll in Form eines allgemeingültigen Gesetzes als Kon-
klusion K des Arguments eigentlich gefolgert werden. Formal-logisch ergibt sich
also ein Zirkelschluss, und die angeführte Metaregel beschreibt die sogenannte
Induktion selbst.

Bei dem process pattern generalisation wird von ein Verlaufsmuster bildendenprocess pattern
generalisation Einzelschlüssen zwischen Aussagen auf eine Gesamtaussage geschlossen:

”Process pattern generalisation focuses on regularity in the process, and
it can be visualised as: E1 −→ E2, E2 −→ E3, . . . Generalisation is given
by the inference connecting one case to the next one. In Toulmin’s model
process pattern generalisation can be represented as follows:”

D : E1, E1 −→ E2,
E2 −→ E3, . . .

- C : statement

W : process pattern
generalisation

”E1, E1 −→ E2, E2 −→ E3, . . . are the claims of the previous arguments.”

(Argument nach) Pedemonte (2007, 29f.) [Hervorhebungen angepasst]

Hier liegt als Datum neben der Anfangsbehauptung E1 eine Folge von dedukti-Kritik des process
pattern generalisation ven Schlüssen wie E1 −→ E2 zwischen den vormaligen Behauptungen E1, E2, ...

vor. Aus einzelnen korrekt durchführbaren deduktiven Schlüssen wird letztlich
der allgemein durchführbare deduktive Schluss Ei−1 −→ Ei für ein beliebiges
i ∈ N\{1} gefolgert, der zusammen mit der Korrektheit der Anfangsbehaup-
tung E1 die allgemeine Behauptung C := Ei ∀ i ∈ N deduktiv begründet
(sogenannte vollständige Induktion als Deduktionsschema). Es besteht Anlass
zur Hoffnung, dass der Lernende die Allgemeinheit des deduktiven Schlusses
Ei−1 −→ Ei, i ∈ N\{1} im Besonderen vorausgehender deduktiver Schlüsse
wie E1 −→ E2 erkennt und damit beispielgebunden beweist. Die Kritik an der
obigen Darstellungsweise besteht gleichwohl wiederum darin, dass sich in der
Metaregel W das eigentliche Argument der so genannten, nunmehr vollständi-
gen Induktion verbirgt.

Meyer (2007, 96f.) verschärft die Kritik an solchen Darstellungen von so ge-
nannter (ggf. vollständiger) Induktion noch dahingehend, dass in ihnen im Sinne
des Peirceschen Dreischritts (↑ Abs. 1.3.2) eigentlich alle drei Schlussformen
Abduktion, Induktion und Deduktion enthalten seien:
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”Argumente der dargestellten Art enthalten, entsprechend der Analyse
der Forschungslogik von Peirce, neben dem Schlussverfahren der Indukti-
on, wenn die Konklusion etwa rechnerisch als richtig bestätigt wurde, vor
allem das Schlussverfahren der Deduktion, da Konsequenzen aus einem
bekannten Gesetz gezogen und auf den neuen Fall übertragen werden. In
dem dargestellten Argument kann also der gesamte Dreischritt oder zu-
mindest die Schritte Abduktion und Deduktion wiedergefunden werden.”
(Meyer, 2007, 96f.)

Würde also die sogenannte (ggf. vollständige) Induktion als Argument darge-
stellt werden, wie dies Pedemonte (2007) versucht, würden nach Meyer (2007,
97) abduktive, deduktive und induktive Schlüsse miteinander verschmelzen und
damit auch entsprechende Entdeckungs- und Begründungsprozesse logisch nicht
zu unterscheiden sein. Das Toulmin-Schema eignet sich also nicht zur Dif-
ferenzierung zwischen Abduktion, Induktion und Deduktion und wird in der
vorliegenden Arbeit somit nur zur Darstellung von Beweisen als latente Sinn-
strukturen benutzt.

Vorstehend wurde an der Darstellung der sogenannten Induktion mittels des cognitive unity und
Prüfen mit latenter
Beweisidee

Toulmin-Schemas formale Kritik an Pedemonte (2007) geübt. In ↑ Kap. 1.5
schließt sich eine inhaltliche Kritik hinsichtlich der so genannten cognitive uni-
ty an, mit dem eine mögliche Strukturgleichheit zwischen dem Entdecken (re-
spektive Prüfen) und dem Begründen einer Behauptung gefasst werden soll (zu
”conjecture production” und ”proof construction” vgl. in diesem Zusammenhang
Boero et al. (1996, 2-121f.)). Wenn überhaupt, wäre der Begriff der cogniti-
ve unity nach dem hier Gesagten eher mit den Schlussformen nach Peirce zu
fassen. Was Pedemonte (2007) vermöge des Toulmin-Schemas als process pat-
tern generalisation darstellt, ist (neben der Verifizierung des Induktionsanfangs
E1) die Erkenntnis des allgemeinen Induktionsschlusses Ei−1 −→ Ei, i ∈ N\{1}
in der Besonderheit eines Schlusses wie E1 −→ E2. Es wird sich ferner zeigen,
dass diese Erkenntnis der Strukturgleichheit zwischen Beweisfindung und Be-
weisführung ein Sonderfall des Entdeckens resp. Prüfens mit latenter Beweisidee
ist, das sich zum beispielgebundenen Beweisen wandeln kann.

————————————–

Vorstehend ist versucht worden, die Beziehungen zwischen den Peirceschen
Schlussformen Abduktion, Induktion, Deduktion und dem Argumentschema
nach Toulmin zu klären. Es ist deutlich geworden, dass allein die Deduktion
mit dem Argumentschema bedingt vereinbar ist. Um die theoretische Fassung
des beispielgebundenen Beweisens im nachfolgenden ↑ Kap. 1.5 vorzubereiten,
wird nun das beispielgebundene Argument(gefüg)e eingeführt.
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1.4.4 Beispielgebundene Argumente
Wie in ↑ Abs. 1.4.3 dargestellt, kann das Toulmin-Schema in seiner Einschrän-
kung auf die Bestandteile Datum (D), Konklusion (K) und Regel (R) mit dem
Deduktionsschema nach Peirce identifiziert werden. Wird die Konklusion (K)
vermöge der Regel (R) nämlich aus dem vorliegenden Datum (D) gefolgert, äh-
nelt das Argument einem deduktiven Schluss von einem Fall auf ein Resultat
vermöge eines Gesetzes. Zur Grundlegung dessen, was beispielgebundenes Be-
weisen ist, kann deshalb am Toulmin-Schema auch erläutert werden, was ein
beispielgebundenes Argument (resp. beispielgebundenes Argumentgefüge) ist.

Beispielhafte Daten und Konklusionen

Datum (d) und Konklusion (k) können in einem Argument zunächst im Beispielbeispielhafte Daten
und Konklusionen gehalten (beispielhaft) sein. Die beispielhafte Konklusion (k) wird dabei als im

Beispiel gehaltene Behauptung vermöge einer Regel (R) aus einem vorliegenden
beispielhaften Datum (d) gezogen. Fraglich ist nun, ob auch eine allgemeinere
Konklusion (k) als allgemeingültige Behauptung gefolgert werden kann, deren
Konkretion die beispielhafte Konklusion (k) ist. Eine denknotwendige Folgerung
der Konklusion (k) aus einem vom beispielhaften Datum (d) her entsprechend
verallgemeinerten Datum (d) kann vermöge der Regel (R) durchaus gelingen,
da diese allgemeingültig ist. Daten und Konklusionen können hinsichtlich ih-
res Allgemeinheitsgrads überdies geschichtet sein (aber nicht notwendigerweise
auf einer Ebene liegen), so dass ggf. aus einem noch allgemeineren Datum (D)
vermöge der Regel (R) eine entsprechend allgemeinere Konklusion (K) gezogen
werden kann:

Datum (d)
Datum (d)
Datum (D) -

-

- Konklusion (k)
Konklusion (k)
Konklusion (K)

Regel (R)

Zur formellen Unterscheidung des Allgemeinheitsgrads von Datum und Kon-
klusion eines beispielgebundenen Arguments ist die Klein-, Kapitälchen- und
Großschreibweise verwendet worden. Der bisherigen Sprechweise des beispiel-beispielgebundenes

Argument gebundenen Beweisens nach heißt dies: Wenn es bereits einen Betrachter gibt,
der in der Besonderheit eines vorliegenden Datums (d) und einer daraus vermö-
ge der Regel (R) denknotwendig gefolgerten Konklusion (k) das Allgemeine des
Datums (d resp. D) und das Allgemeine der daraus vermöge der Regel (R) denk-
notwendig gefolgerten Konklusion (k resp. K) sieht, liegt ein beispielgebundenes
Argument vor. Die Schwierigkeit der Erkenntnis des Allgemeingültigen im Be-
sonderen kann darin liegen, die größere Komplexität bei gleichzeitig bestehend
bleibender Gültigkeit des Argumentgefüges gedanklich und verbal zu erfassen.

Zur Illustration eines beispielgebundenen Argumentgefüges werden erneut dieBeispiel Kommutativität
und Assoziativität Termumformungen herangezogen:
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T = (3 · 3) · (4 · 4)
T = (a · a) · (b · b)

T = (a · . . . · a) · (b · . . . · b) -

-

- T = (3 · 4) · (3 · 4)
T = (a · b) · (a · b)

T = (a · b) · . . . · (a · b)

Assoziativität & Kommu-
tativität der Multiplikation

Der Betrachter kann angesichts der vorstehenden aufgefächerten Darstellung
von einem beispielgebundenen Argument sprechen. Der Lernende mag dieses
beispielgebundene Argument zunächst an den Beispielzahlen 3 und 4 vollzie-
hen, indem er aus dem Datum (d): T = (3 · 3) · (4 · 4) in mehrfacher Anwen-
dung des Assoziativ- und Kommutativgesetzes als Regeln (R) die Konklusion
(k): T = (3 · 4) · (3 · 4) folgert (wie im mehrgliedrigen Argument aus ↑ Abs.
1.4.2). Dabei muss er zwar noch nicht notwendigerweise erkennen, dass dieses
Argument strukturgleich für beliebige Beispielzahlen ist und entsprechend all-
gemeiner geführt werden kann. Der Lernende kann die Beispielzahlen 3 und 4
aber auch als Repräsentanten von beliebigen natürlichen (ganzen, rationalen,
reellen, komplexen) Zahlen a und b ansehen und gedanklich eine entprechende
Konklusion ziehen. Dabei muss er das allgemeinere Datum (d): T = (a ·a) ·(b ·b)
und die allgemeinere Konklusion (k): T = (a · b) · (a · b) nicht explizit nennen
– er denkt sie sich: Auch wenn der Lernende verbal im Konkreten bleibt, kann
er kognitiv einem allgemeineren Argument (einem allgemeineren Datum, einer
allgemeineren Konklusion) folgen und nachträglich metasprachlich zu erkennen
geben, dass sich die allgemeinere Konklusion (K) aus dem allgemeineren Datum
(D) vermöge der Regeln (R) ergibt.

Fortschreitende Verallgemeinerung

Es werde nun die Möglichkeit betrachtet, dass der Lernende nicht nur die Basis-
zahlen als variabel ansieht, sondern auch den Exponenten resp. die Anzahl der
Faktoren. Der Lernende kann das Argument damit für ein noch allgemeineres
Datum (D) und eine noch allgemeinere Konklusion (K) ziehen und sich dabei auf
dieselben zugrunde gelegten Regeln (R) der Assoziativität und Kommutativität
der Multiplikation berufen. Das vorstehende Argument ist bereits eine verkürzte
Darstellung eines mehrgliedrigen Arguments als Argumentgefüge, dem die Asso-
ziativität und Kommutativität der Multiplikation als Regel mehrfach unterliegt
(vgl. wiederum das mehrgliedrige Argument aus ↑ Abs. 1.4.2). In der Tat kann
es nun Schwierigkeiten bereiten, die größere Komplexität des Argumentgefüges
zu erfassen, wenn der Exponent resp. die Anzahl der Faktoren a und b variiert.

Die fortschreitende Verallgemeinerung eines Arguments oder Argumentgefüges Grenzen fortschreitender
Verallgemeinerungkann jedoch an Grenzen stoßen. Das obige Argument(gefüge) gilt etwa zunächst

auch, wenn jede multiplikative Verknüpfung der Beispielzahlen und Terme durch
eine additive Verknüpfung + ersetzt werden würde. Dies änderte auch nichts an
der Argumentstruktur, zumal Assoziativität und Kommutativität auch für die
additive Verknüpfung + fortbestehen. Eine teilweise Ersetzung der Operation
wie (a · a) + (b · b) 6= a · b+ a · b oder wie a2 + b2 6= (a · b)2 wäre allerdings nicht
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statthaft. Was veranlasst viele Lernende trotzdem zu solchen inkorrekten Verall-
gemeinerungen? Betrachtet werde dazu eine verkürzte Darstellung des mit der
Potenzdefinition zur Potenzregel vervollständigten, mehrgliedrigen Arguments:

T = 32 · 42

T = a2 · b2

T = an · bn -

-

- T = (3 · 4)2

T = (a · b)2

T = (a · b)n

Potenzdefinition,
Assoziativität & Kommu-
tativität der Multiplikation

Dieses Argumentgefüge enthält die Potenzdefinition

an := (a · a . . . · a︸ ︷︷ ︸
n Faktoren a

) für n ∈ N

sowie die Assoziativität und Kommutativität der Multiplikation als Regeln.
Der Lernende könnte geneigt sein, aus dem additiv modifizierten Datum (D):
T = an + bn eine entsprechend modifizierte Konklusion (K): T = (a + b)n zu
folgern, da die Regeln der Assoziativität und Kommutativität bezüglich der ad-
ditiven Verknüpfung + fortbestehen. Dabei übergeht er die Regel der Potenzde-
finition als fortgesetzte Multiplikation, so dass die Konklusion falsch wird. Eine
ähnliche Schwierigkeit tritt auf, wenn für den Exponenten n statt N ein allge-strukturelle Änderung

von Argumenten meinerer Zahlbereich wie Z gewählt wird. Dann können die bisher angeführten
Regeln versagen – wie hier die Potenzdefinition in der betrachteten Form, so
dass diese erst modifiziert werden muss. Zudem ist das beispielgebundene Ar-
gumentgefüge ggf. anzupassen, im Falle ganzzahliger Exponenten n ∈ Z treten
etwa Bruchrechenregeln hinzu.

Im Rahmen solch fortschreitender Verallgemeinerungen kann sich das betrach-
tete beispielgebundene Argumentgefüge also durchaus auch strukturell ändern,
und bisher fraglos für allgemeingültig gehaltene Regeln müssen gegebenenfalls
modifiziert werden. Wird so weit verallgemeinert, dass die betrachtete Konklusi-zu weitgehende

und nicht vollständige
Verallgemeinerung

on inkorrekt wird, liegt eine zu weitgehende Verallgemeinerung vor. Umgekehrt
kann von einer nicht vollständigen Verallgemeinerung gesprochen werden, wenn
die betrachteten Konklusionen in ihrer Struktur oder in ihren Gültigkeitsbe-
reichen auf der Basis des Vorwissens noch erweiterbar sind. Konkretes hierzu
liefert etwa die Einzelfallstudie in Kap. ↑ 3.3 mit dem Aufgabenbeispiel des
vollständigen Graphen, welches auch nun in ↑ Kap. 1.5 Erwähnung findet.

————————————–

Das Argumentschema von Toulmin ist vorstehend hauptsächlich dazu verwen-
det worden, seine Beziehung zur Schlussform Deduktion zu klären und das bei-
spielgebundene Argumentgefüge einzuführen. Damit kann nun der Beweis als
Sinnstruktur in seiner Darstellung als (ggf. beispielgebundenes) Argumentgefü-
ge und damit das beispielgebundene Beweisen theoretisch gefasst werden.
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1.5 Latente Sinnstrukturen und beispielgebun-
denes Beweisen

Im Folgenden wird das beispielgebundene Beweisen im engeren Sinne (i.e.S.) so- beispielgebundenes
Beweisen i.e.S. und i.w.S.wie im weiteren Sinne (i.w.S.) gefasst und damit die theoretische Grundlage der

vorliegenden Arbeit gelegt. Hierfür wird der Begriff der latenten Sinnstruktur
verwendet (↑ Abs. 1.5.1). Anschließend wird geklärt, was unter der subjektiven
Realisierung beim Entdecken und Prüfen mit latenter Beweisidee zu verstehen
ist (↑ Abs. 1.5.2). Dies führt alsdann zum Beweis als subjektiv realisierter und
manifestierter Sinnstruktur (↑ Abs. 1.5.3). Darauf aufbauend kann schließlich
das beispielgebundene Beweisen definiert werden (↑ Abs. 1.5.4).

In ↑ Abs. 1.3.3 wurde das beispielgebundene Beweisen im Zusammenhang mit der Beweis als
latente Sinnstrukturdem Entdecken und dem Prüfen mit latenter Beweisidee diskutiert, ohne dass

der Begriff der Latenz theoretisch präzisiert wurde. Versteht man den Beweis
als eine latente Sinnstruktur, ermöglicht dies die Lösung des scheinbaren Wi-
derspruchs, dass eine allgemeingültige Aussage trotz Bindung an ein Beispiel
bewiesen wird. Das beispielgebundene Beweisen kann dann als ein (nachträgli-
ches) Erkennen des Allgemeingültigen im Besonderen eines Beispiels betrachtet
werden, und zwar im Sinne der subjektiven Realisierung (und ggf. der Manife-
stierung) einer (vormals) latenten Sinnstruktur, welche wir Beweis nennen.

Die Objektive Hermeneutik trägt zur Analyse latenter Sinnstrukturen die pas- latente Sinnstrukturen
zur Präzisierung des
Forschungsgegenstands

senden Mittel bei. Eine Besonderheit der vorliegenden Forschungsarbeit besteht
darin, dass – wie nachstehend ausgeführt – die Objektive Hermeneutik hier pri-
mär der theoretischen Präzisierung des beispielgebundenen Beweisens als For-
schungsgegenstand selbst dient, und eher sekundär methodologischen Charakter
hat.

1.5.1 Latente Sinnstrukturen und (Interaktions-)Texte
◦ Sprache als latente Sinnstruktur
◦ Beweis und Argumentgefüge als latente Sinnstruktur
◦ Beispielgebundenes Argumentgefüge als latente Sinnstruktur

1.5.2 Subjektive Realisierung bei latenter Beweisidee

1.5.3 Beweis als subjektiv realisierte und manifeste Sinnstruktur
◦ Sprache als subjektiv realisierte und manifeste Sinnstruktur
◦ Beispielgebundenes Argumentgefüge zur Beweisdarstellung

1.5.4 Beispielgebundenes Beweisen
◦ Beweis als latente, subjektiv realisierte und manifeste Sinnstruktur
◦ Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. und i.w.S.
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1.5.1 Latente Sinnstrukturen und (Interaktions-)Texte
Nachfolgend werden zunächst einige Schlüsselbegriffe der Objektiven Hermeneu-Objektive Hermeneutik

zur Analyse latenter
Sinnstrukturen

tik vorgestellt, mit der ein komplexes theoretisches, methodologisches und me-
thodisches Konzept der qualitativ orientierten Sozialforschung bezeichnet wird.
Dieses Konzept geht auf ein von Oevermann in den späten 1960er Jahren gelei-
tetes Forschungsprojekt ”Elternhaus und Schule” zurück. Es wurde zunächst in
der soziologisch motivierten Sozialisationstheorie zur Beschreibung und Analyse
innerfamilialer Interaktionsstrukturen verwendet. Oevermann et al. (1979)
selbst führte die Objektive Hermeneutik ein Jahrzehnt später als Methodologie
mit allgemeiner forschungslogischer Bedeutung in die Sozialwissenschaften ein
(vgl. ↑ Abs. 2.2.4 und ↑ Abs. 2.2.7).

Als einen zentralen Gegenstand der Objektiven Hermeneutik nennt Oever-
mann et al. (1979, 378ff.) die latenten Sinnstrukturen bzw. objektiven Bedeu-latente Sinnstrukturen
tungsstrukturen von (Interaktions-)Texten oder so genannten Ausdrucksgestal-
ten, die als Protokolle realer, symbolisch vermittelter sozialer Handlungen ver-
schriftlicht oder visualisiert vorliegen. In der vorliegenden Arbeit fallen darunter(Interaktions-)Texte

und Ausdrucksgestalten etwa die Transkripte von Interviewsequenzen zum beispielgebundenen Beweisen
oder die Zeichnungen der interviewten Schüler. Auch könnte man an schriftlich
niedergelegte beispielgebundene Beweise als Äußerung einer Person ohne (oder
mit imaginiertem) Gegenüber denken. Insofern kann der Oevermannsche Ter-
minus des (Interaktions-)Texts hier als Text im weiteren Sinne verstanden wer-
den, so dass im Rahmen dieser Forschungsarbeit einfach von Text gesprochen
werde. Nach Oevermann et al. (1979, 379) sind in der Objektiven Herme-objektive und subjektive

Sinngehalte neutik für die Auslegung von Interaktionstexten die darin liegenden objektiven
Sinngehalte relevant, d.h. die latenten Sinnstrukturen und zunächst nicht der
für den oder die beteiligten Akteur(e) je verschiedene, subjektiv gemeinte Sinn.
Dieser kann gleichwohl eine der möglichen latenten Sinnstrukturen bilden, so-
fern ein subjektiv gemeinter Sinn eines Beteiligten auch ein Ergebnis der jewei-
ligen Rekonstruktion latenter Sinnstrukturen ist. Die latenten Sinnstrukturen
eines jeden (Interaktions-)Texts besitzen an sich eine Realität beanspruchende
objektive Bedeutsamkeit, welche die daher objektiv genannte Hermeneutik zu
rekonstruieren versucht.

”Mit dem Begriff der latenten Sinnstrukturen werden objektive Bedeu-
tungsmöglichkeiten als real eingeführt, unabhängig davon, ob sie von den
an der Interaktion beteiligten Subjekten intentional realisiert wurden oder
nicht.” (Oevermann et al., 1979, 380)

Diese latenten Sinnstrukturen sind ihrer theoretischen Definition nach nicht auf
den Bereich der sozialen Welt beschränkt, sie können je nach Forschungsgebiet
etwa ökonomischer, sprachlicher oder mathematischer Natur sein, auch wenn
ursprünglich das primäre Anwendungsgebiet der Objektiven Hermeneutik die
so genannte soziale Welt gewesen ist. Im Folgenden wird der Beweis als latenteder Beweis als

Beispiel einer
latenten Sinnstruktur

Sinnstruktur betrachtet, welche von einem Schüler – gegebenenfalls im Aus-
tausch mit dem Forscher, dem Experten, dem Lehrer, den Mitschülern oder
mit sich selbst – subjektiv realisiert werden kann, aber nicht subjektiv reali-
siert werden muss. Die zu betrachtenden Texte können aus einer Transkription
von mündlichen Interviewsequenzen zwischen Forscher oder Lehrer und Schüler
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und dessen schriftliche Aufzeichnungen dazu bestehen (↑ Abs. 2.3.3). Der entäu-
ßerte und dokumentierte Text eröffnet dem Forscher dann die Möglichkeit, die
intentional repräsentierten, je unterschiedlich ausgeprägten Beweishandlungen
des Schülers vor dem Hintergrund des im Text für den Experten erkennbaren
Beweises in seiner objektiven Bedeutsamkeit als latenter Sinnstruktur zu verste-
hen. In der Objektiven Hermeneutik fragt man nun danach, welche (latenten)
Sinnstrukturen sich in den als (Interaktions-)Texte dokumentierten Ausdrucks-
gestalten verkörpern:

”Interaktionstexte konstituieren aufgrund rekonstruierbarer Regeln ob-
jektive Bedeutungsstrukturen und diese objektiven Bedeutungsstrukturen
stellen die latenten Sinnstrukturen der Interaktion selber dar. Die objekti-
ven Bedeutungsstrukturen von Interaktionstexten, Prototypen objektiver
sozialer Strukturen überhaupt, sind Realität (und haben Bestand) analy-
tisch (wenn auch nicht empirisch) unabhängig von der je konkreten inten-
tionalen Repräsentanz der Interaktionsbedeutungen auf seiten der an der
Interaktion beteiligten Subjekte.” (Oevermann et al., 1979, 379)

Im Folgenden werden die vorstehenden allgemeineren Ausführungen zum Be-
griff der latenten Sinnstruktur nun zunächst anhand des allgemeinen Sprachge-
brauchs kontextualisiert. Anschließend werden die in ↑ Abs. 1.4.4 eingeführten
(beispielgebundenen) Argumentgefüge als latente Sinnstrukturen betrachtet.

Sprache als latente Sinnstruktur

Wie schon in ↑ Abs. 1.2.1 bei der Besprechung des paradigmatischen Beispiels Beispiel
Spracherwerbim Sinne von Freudenthal (1978, 214) thematisiert wurde, wenden Kinder

und Muttersprachler ihre Sprache einfach an, ohne dass sie deren Grammatik
als Struktur explizit kennen müssen. In ihrer Struktur kann ihnen die eigene
Sprache latent bleiben, gerade weil ihnen deren Anwendung in täglicher sozialer
Praxis selbstverständlich und geläufig erscheint. Wer umgekehrt als Jugendli-
cher oder Erwachsener eine Zweitsprache erlernt, macht sich mit einer ande-
ren Sprachstruktur explizit vertraut und lernt darüber auch die Grammatik als
Sprachenstruktur selbst kennen. Damit kann auch die eigene Sprache als gram-
matikalisch vorfindbare Struktur ihre Latenz allmählich verlieren.

Ein mehr die soziale Interaktion betreffendes Beispiel ist folgendes: Den per SMS Beispiel
Alltagssprachegesendeten Text ”morgen mein freund ich komme so gegen 18 uhr” mag der

Sender anders intendiert haben als der Empfänger auslegen kann: Der Sender
will dem Empfänger einen guten Morgen wünschen und sich am gleichen Tag für
18 Uhr empfehlen. Der Empfänger erwartet den Sender jedoch erst am darauf
folgenden Tag. Die objektive Mehrdeutigkeit des Interakts (in der Verwendung
des gleichen Wortes morgen für die frühe Tageszeit und den kommenden Tag)
besteht aber a priori unabhängig von dem je subjektiv intendierten Sinn der
Beteiligten, sie ist darum (zunächst) latent.
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Beweis und Argumentgefüge als latente Sinnstruktur

Wie bereits erwähnt, lassen sich auch Beweise als latente Sinnstrukturen auffas-
sen. Nach ↑ Abs. 1.4.4 kann ein Beweis in seiner Struktur als Argumentgefüge im
Sinne Toulmins dargestellt werden. Zur Illustration lässt sich etwa die folgende
Behauptung an einem vollständigen Graphen betrachten:Aufgabenbeispiel

vollständiger Graph

Behauptung: Wenn ein vollständiger Graph n Ecken hat, dann be-
stehen n·(n−1)

2 Verbindungen zwischen diesen Ecken.

Eine mögliche Beweisdarstellung dieser Behauptung wäre das folgende mehr-
gliedrige Argumentgefüge:

Ein voll-
ständiger
Graph habe
n Ecken.

-

Definition
des voll-
ständigen
Graphen

Von jeder der
n Ecken gehen
n− 1 Verbin-
dungen aus.

-

Kardinalität eines
Mengenprodukts
von Ecken & Ver-
bindungsansätzen

Von allen n
Ecken gehen
n · (n− 1) Ver-
bindungen aus.

-

Jede Verbin-
dung hat 2
Ecken als
Enden.

Zwischen allen
n Ecken be-
stehen n·(n−1)

2
Verbindungen.

Um sich den Beweis anschaulicher zu machen, lässt sich ein Fünfeck denken,
das hierbei ohne Beschränkung der Allgemeinheit in einen Kreis einbeschrieben
ist und einen vollständigen Graphen repräsentiert:

Abb. 1.13: einem Kreis einbeschriebener
vollständiger Graph mit 5 Ecken

Nachstehend wird das obige Argumentgefüge vermöge der Setzung n = 5 an ein
Beispiel gebunden.
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Beispielgebundenes Argumentgefüge als latente Sinnstruktur

In ↑ Abs. 1.4.4 ist bereits das beispielgebundene Argument eingeführt worden
als Bestandteil eines Argumentgefüges, dessen Konklusionen und Daten teilwei-
se im Beispiel gehalten sind. Beim beispielgebundenen Argument erkennt ein
Betrachter in der Besonderheit eines vorliegenden Datums (d) und einer daraus beispielgebundenes

Argument(gefüge)vermöge einer Regel (R) denknotwendig gefolgerten Konklusion (k) das Allge-
meine des Datums (d resp. D) und das Allgemeine der daraus vermöge der Regel
(R) denknotwendig gefolgerten Konklusion (k resp. K):

Datum (d)
Datum (d)
Datum (D) -

-

- Konklusion (k)
Konklusion (k)
Konklusion (K)

Regel (R)

Zur formellen Unterscheidung des Allgemeinheitsgrads von Datum und Konklu-
sion eines (beispielgebundenen) Arguments ist wieder die Klein-, Kapitälchen-
und Großschreibweise verwendet worden. Entsprechendes gilt für ein Argument-
gefüge. Dabei können die Daten und Konklusionen eines Argumentgefüges ge-
schichtet vorliegen und müssen in ihrem Allgemeinheitsgrad auch nicht not-
wendigerweise auf einer Ebene liegen. In der betrachteten Beispielaufgabe des Aufgabenbeispiel

vollständiger Graph
(n = 5)

vollständigen Graphen können Daten und Konklusionen nun auch durchweg im
Beispiel gehalten sein:

Ein voll-
ständiger
Graph habe
5 Ecken.

-

Definition
des voll-
ständigen
Graphen

Von jeder der
5 Ecken gehen
4 Verbindun-
gen aus.

-

Kardinalität eines
Mengenprodukts
von Ecken & Ver-
bindungsansätzen

Von allen 5
Ecken gehen
5 · 4 Verbin-
dungen aus.

-

Jede Verbin-
dung hat 2
Ecken als
Enden.

Zwischen allen
5 Ecken be-
stehen 5·4

2
Verbindungen.

Der Kürze halber werde im Vorgriff auf die Analyse in ↑ Kap. 3.3 ein fiktives Bei-
spielinterakt betrachtet. Ein Schüler möge begründen, warum ein vollständiger Beispielinterakt
Graph mit 5 Ecken aus 5·4

2 Verbindungen besteht:

Von jeder Ecke des 5-Ecks gehen Verbindungen aus, deshalb über dem Bruch-
strich 5. Keine Ecke ist aber mit sich selber verbunden, deshalb kommen von
jeder Ecke nur 5 − 1 = 4 Verbindungen, und nicht 5. Also steht 4 über dem
Bruchstrich. Ich rechne jetzt 5 · 4, weil ich insgesamt 5 mal 4 ausgehende Ver-
bindungen habe. Dann teile ich noch durch 2, weil jede Verbindung zwei Enden
hat und doppelt gezählt wird.
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Der Schüler mag bewusst nur beabsichtigt haben, die spezielle Behauptung für
den Graphen mit 5 Ecken zu begründen. Für den Schüler kann der Beweis
der obigen allgemeingültigen Behauptung in seiner Struktur also noch latentlatente Beweisidee

ohne subjektive
Realisierung

geblieben sein oder bleiben. In den vorgebrachten Argumenten des Schülers ist
der Beweis der allgemeinen Behauptung jedoch schon angelegt, und dies sogar
schon unter vollständiger Nennung der verwendeten Regeln. Der Schüler hat
den Beweis gewissermaßen als beispielgebundenes Argumentgefüge produziert,
noch ohne dieses in seiner Struktur als Beweis für die allgemeine Behauptung
subjektiv zu realisieren.

Als weiteres Aufgabenbeispiel werde die zweite Potenzregel betrachtet, derenAufgabenbeispiel
Potenzregel Beweis nach ↑ Abs. 1.4.4 als mehrgliedriges Argumentgefüge wie folgt dargestellt

werden kann:

T = 32 · 42

T = a2 · b2

T = an · bn -

-

- T = (3 · 3) · (4 · 4)
T = (a · a) · (b · b)

T = (a · . . . · a) · (b · . . . · b)

Potenz-
definition

-

-

- T = (3 · 4) · (3 · 4)
T = (a · b) · (a · b)

T = (a · b) · . . . · (a · b)

Assoziativität & Kommu-
tativität der Multiplikation

-

-

- T = (3 · 4)2

T = (a · b)2

T = (a · b)n

Potenz-
definition

Es werde angenommen, der Schüler spreche in der Sprache der Beispiele, d.h.
er nenne nur die Beispielzahlen 2, 3 und 4, wie es das im Beispiel gehaltene
Argumentgefüge in der ersten Zeile zeigt. Durch eine solche, im Beispiel gehal-
tene Deduktionskette wird das überraschende Resultat etwa beim Entdecken
mit latenter Beweisidee hergestellt (↑ Abs. 1.3.1). Die hier aufgefächerte Dar-
stellung des beispielgebundenen Argumentgefüges zeigt dem Experten jedoch
an, dass das Allgemein(gültig)e im Besonderen jeweils objektiv vorhanden und
latent ist: Zum einen mag (zunächst) nur der Experte (gegenüber dem Schüler)
die Beispielzahlen 2, 3 und 4 per se als Repräsentanten für beliebige Zahlen an-
sehen (Latenz der Variablen in den Beispielzahlen aus der Sicht des Schülers).Latenz der Variablen

in Beispielzahlen Zum anderen mag (zunächst) nur der Experte (gegenüber dem Schüler) auch
die Struktur des mehrgliedrigen Arguments, das wir Beweis nennen, erkennen,
d.h. die Allgemeingültigkeit eines jeden Arguments am besonders GehaltenenLatenz des Beweises

als Sinnstruktur eines jeden Arguments (Latenz des Beweises als Sinnstruktur aus der Sicht des
Schülers).

Seinen spezifisch mathematischen Sinn erfährt der Beweis als ArgumentstrukturAllgemeingültigkeit
und Wahrheitsgehalt
latenter Sinnstrukturen

nach ↑ Abs. 1.4.2 dadurch, dass es sich dabei offensichtlich um eine Deduktions-
kette handelt, bei der denknotwendig auf eine wahre Behauptung geschlossen
wird. Damit kann der als beispielgebundenes Argumentgefüge dargestellte Be-
weis der zweiten Potenzregel als eine mögliche latente, wahr und allgemeingültig
vorfindbare Sinnstruktur betrachtet werden. Dem gegenüber spricht Oever-
mann et al. (1979, 378ff.) schwächer von latenten, objektiv vorfindbaren Sinn-
strukturen. Diese objektiv vorfindbaren Strukturen haben in der Regel zwar kei-
nen dezidiert mathematischen Charakter, was ihren Wahrheitswert anbelangt,
beanspruchen jedoch ihrer Bezeichnung nach eine gewisse Allgemeingültigkeit.



133 1.5.1 Latente Sinnstrukturen und (Interaktions-)Texte

Auch in der Mathematik gibt es objektiv vorfindbare Strukturen, deren Wahr- Aufgabenbeispiel
gegensinniges Verändernheitsgehalt beschränkt ist. Wie die Analyse zum gegensinnigen Verändern in der

Einzelfallstudie von ↑ Kap. 3.1 exemplarisch zeigt, erreicht eine Behauptung in
ihrem von einer Beispielaussage aus fortschreitenden Verallgemeinerungsprozess
früher oder später die Grenzen allgemeiner Gültigkeit: So ist ein Beweis der Aus-
sage a ◦ b ◦ c = 3 · b für a, b, c ∈ N unter der vorauszusetzenden Bedingung
der Äquidistanz c − b = b − a und der Wahl der additivem Verknüpfung + für
◦ denkbar (gegensinniges Verändern unter der Addition). Dieser Beweis kann
beispielgebunden an der Aussage 3 + 4 + 5 = 3 · 4 geführt werden. Dennoch
können Schüler zu einer weitgehenderen Verallgemeinerung des entsprechenden
Beweises auf die multiplikative Verknüpfung · verleitet werden, so dass sie etwa
auch die falsche Aussage 3 · 4 · 5 = 4 · 4 · 4 bei bekannter Definition fortgesetzter
Multiplikation zunächst als richtig erachten. Dies wäre jedoch nur für die modi-
fizierte Aussage a ◦ b ◦ c = b3 unter der Bedingung c : b = b : a zutreffend, etwa
für 2 · 4 · 8 = 43 (gegensinniges Verändern unter der Multiplikation). Für die
erste Aussage ist die Beweisstruktur in der Wahl einer beliebigen Verknüpfung
◦ zwar objektiv angelegt, und der Schüler kann diese sogar subjektiv realisieren
und manifestieren. Daran zeigt sich jedoch, wie eine Aussage durch deren zu
weitgehende Verallgemeinerung ihren spezifisch mathematischen Wahrheitsge-
halt einbüßen kann und dann wohlmöglich abgeändert werden muss.

Wie eingangs nach Oevermann et al. (1979) dargestellt, existieren Sinnstruk- Existenz latenter
Sinnstrukturenturen in ihrer Latenz unabhängig davon, ob sie von den an der Interaktion

Beteiligten intentional realisiert werden oder nicht. Der Beweis ist als latente
Sinnstruktur insofern vorfindbar, als dass es einen Betrachter (wie etwa einen
mathematisch geschulten Experten oder Forscher) gibt, der den Beweis als Ar-
gumentstruktur (etwa in einem geschriebenen Text) bereits erfassen kann. Somit
enthält der Begriff der Latenz von Sinnstrukturen schon deren perspektivische
Abhängigkeit: Latent kann nur eine Sinnstruktur sein, wenn es mindestens einen
Experten gibt, der diese Sinnstruktur zumindestens schon subjektiv realisiert
hat. Ob ein Beweis auch unabhängig von einer Person verborgen existiert, ist
eine mehr philosophische Frage, die seit der Antike unterschiedlich beantwortet
wird und hier nicht verfolgt werden soll.

————————————–

Mit dem von Oevermann entlehnten Begriff der latenten Sinnstruktur konnte
der Beweis in seiner Darstellung als (beispielgebundenes) Argument(gefüge) cha-
rakterisiert werden. Wie das fiktive Beispielinterakt zum vollständigen Graphen
zeigte, kann die Beweisidee latent, d.h. nicht subjektiv realisiert sein, gerade
wenn der Schüler alle Argumente ganz im Beispiel hält. Der Beweis kann jedoch
im Erkennen der vormals latenten Sinnstruktur noch nachträglich subjektiv rea-
lisiert werden, etwa wenn ein anderes oder ein bloß vorgestelltes Beispiel gewählt
wird.



1.5 Latente Sinnstrukturen und beispielgebundenes Beweisen 134

1.5.2 Subjektive Realisierung bei latenter Beweisidee
Ist der Beweis einer Behauptung als latente Sinnstruktur vorfindbar, kann die-
se durch den Lernenden subjektiv realisiert werden. Dies fällt dem Lernenden
naturgemäß leichter, wenn er selbst die Behauptung bereits mit latenter Be-
weisidee entdeckt oder geprüft hat: Wie nämlich in ↑ Abs. 1.3.5 diskutiert wur-
de, kann sich das Entdecken und Prüfen mit latenter Beweisidee (nachträglich)
zum beispielgebundenen Beweisen wandeln. Der Übergang vom Auffinden der
Behauptung zum Führen des Beweises besteht dann darin, in der deduktiven
beispielhaften Herstellung des Resultats der Abduktion resp. Induktion das All-
gemeingültige zu erkennen. Der Beweis wird im Erkennen der vormals latenten
Sinnstruktur subjektiv realisiert.

In ↑ Abs. 1.4.4 blieb der von Pedemonte (2007, 25) verwendete Begriff derinhaltliche Kritik
am Begriff der
cognitive unity

cognitive unity undefiniert. Darunter versteht die Autorin eine Ähnlichkeit zwi-
schen dem Prozess der Entwicklung einer Behauptung und der Konstruktion
ihres Beweises:

”First of all, according to the cognitive unity hypothesis, there is cognitive
unity if it is possible to observe the continuity between the processes of
conjecture production and proof construction (Boero et al. 1996). My
research has shown the importance of considering the process of problem-
solving by comparing the process connected with the conjecture, denoted
by argumentation in this article, and the subsequent proof as a product,
(...)” (Pedemonte, 2007, 25)

Es wurde formal kritisiert, dass Pedemonte (2007, 29) das Toulmin-Schemacognitive unity als
subjektive Realisierung
des Beweises

verwendet, um die Schlussformen Abduktion und die Induktion schematisch
darzustellen, statt diese mittels Resultat, Gesetz und Fall im Sinne von Peir-
ce zu beschreiben. Betrachtet man das obige Zitat zur didaktischen Bedeutung
der Strukturgleichheit zwischen ”conjecture production” und ”proof construc-
tion”, erinnert dies an die Ähnlichkeit zwischen der deduktiven beispielhaften
Herstellung des Resultats der Abduktion resp. Induktion und dem eigentlichen
Beweis. Mit anderen Worten: Das, was die Autorin als didaktisch produktive
cognitive unity beschreibt, lässt sich aus hermeneutischer Perspektive als ko-
gnitive (subjektive) Realisierung des Beweises als vormals latenter Sinnstruktur
lesen.

Auch die von der Autorin angeführten Möglichkeiten, wie eine cognitive unityBeispiel Winkelsumme
in konvexem n-Eck am besten hergestellt werden kann, erinnern an die Zugänge des Entdeckens und

Prüfens zum Beweisen, wie sie in Meyer & Voigt (2009a) beschrieben werden.
Am Aufgabenbeispiel der Winkelsumme in einem konvexen n-Eck führt Pede-
monte (2007, 31, 35ff.) aus, worin die Lücke, der ”’structural gap’ between ar-
gumentation and proof” bzw. die ”structural distance” zwischen einer induktiv
geführten ”argumentation” und einem Beweis besteht: Von einzelnen Beispie-
len ausgehend, etwa der berechneten Winkelsumme eines Dreiecks zu 180◦ und
eines konvexen 5-Ecks zu 540◦, wird induktiv auf die Behauptung geschlossen,
die Winkelsumme in einem konvexen n-Eck betrage (n−2) ·180◦ (result pattern
generalization nach ↑ Abs. 1.4.3). Beim Auffinden der Behauptung auf diesem
Weg liegt der Beweis also nicht auf der Hand. Pedemonte (2007, 31) gibt
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als Grund dafür an, dass die einzelnen Beispiele unverbunden gesehen werden.
Dieser Eindruck ist jedoch dem Fokus auf die spezifische Aufgabenstellung ge-
schuldet. Ihre Rede von einer ”structural distance” aufgreifend, wäre passender
von einem induktiven Prüfen ohne latente Beweisidee zu sprechen.

Entsprechend kommt Pedemonte (2007) am betrachteten Aufgabenbeispiel der Konstruktion voll-
ständiger InduktionWinkelsumme im konvexen n-Eck auf die Strukturähnlichkeit zwischen der pro-

cess pattern generalisation im Auffinden der Behauptung und der vollständigen
Induktion als deren Beweis zu sprechen:

”In this case, induction is constructed by a process pattern generalisation:
the cases are connected together in order to find the general law. Genera-
lisation is made on the steps sequence. So, if mathematical inductive proof
is constructed, there is a structural continuity between the inductive ar-
gumentation based on a process pattern generalisation and the proof.”
(Pedemonte, 2007, 31)

Auch dies ist nicht weiter verwunderlich, da in ↑ Abs. 1.4.3 angemerkt wurde,
dass das als Toulmin-Schema dargestellte process pattern generalization nichts
anderes als die vollständige Induktion ist. Wesentlich für die Strukturähnlichkeit
zwischen dem Auffinden der Behauptung und der Beweisführung ist hier also
nicht die Verbundenheit der einzelnen Beispiele untereinander, sondern dass eine
Prüfung mit latenter Beweisidee vorliegt, die sich zu einem (beispielgebundenen)
Beweis wandeln kann. Insbesondere gilt: Im Führen des Induktionsschritts ist
die vollständige Induktion als Beweis angelegt, zumal in der betrachteten Auf-
gabenstellung.

Liest man also die Ausführungen von Pedemonte (2007) hinsichtlich des cog- cognitive unity
umfassender Begriff der
latenten Sinnstruktur

nitive unity, so lässt sich diese in der kognitiven (subjektive) Realisierung des
Beweises als vormals latente Sinnstruktur sehen. In ↑ Abs. 1.4.4 und ↑ Abs. 1.5.1
wurde ausgeführt, wie sich die deduktive Herstellung des Resultats einer In-
duktion oder Abduktion mit latenter Beweisidee als nach Allgemeinheitsgraden
geschichtetes Argumentgefüge darstellen lässt. Zwischen den einzelnen Schich-
ten herrscht eine gewisse strukturelle Ähnlichkeit (gewissermaßen ein cognitive
unity), so dass der Übergang vom Besonderen zum Allgemeingültigen kognitiv
naheliegt und der Beweis als Sinnstruktur leicht seiner Latenz enthoben wer-
den kann. Da insgesamt dargelegt wurde, dass der bisherige Begriff der latenten
Sinnstruktur denjenigen des cognitive unity umfasst, wird im Folgenden nur
noch von latenten Sinnstrukturen gesprochen.

————————————–

Statt wie Pedemonte (2007) alle Schlüsse von Peirce mit dem Argumentsche-
ma nach Toulmin darzustellen und von einer ”structural distance” zwischen
Entwicklung einer Behauptung und der Konstruktion ihres Beweises zu spre-
chen, hat sich die Rede von der Entdeckung resp. Prüfung einer Behauptung
mit oder ohne latenter Beweisidee bewährt. Der Beweis kann weiters seiner La-
tenz enthoben, d.h. vom Lernenden subjektiv realisiert und manifestiert werden.
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1.5.3 Beweis als subjektiv realisierte und manifeste Sinn-
struktur

Wird die latente Sinnstruktur (etwa einer im Beispiel gehaltenen Begründung)
von einem Lernenden subjektiv realisiert, verliert sie für den Lernenden ihresubjektive Realisierung

einer latenten
Sinnstruktur

Latenz. Der Lernende kann darüber hinaus möglicherweise die subjektiv gewon-
nene, intentionale Repräsentanz der vormals latenten Sinnstruktur entäußern,
um sich selbst oder anderen gegenüber deren Allgemeingültigkeit und Richtig-
keit zu versichern. Diese Manifestierung des subjektiv Realisierten erfolgt häufig
mündlich oder schriftlich. Da sich die subjektive Realisierung der vormals laten-Manifestierung

einer latenten
Sinnstruktur

ten Sinnstruktur als kognitiver Prozess – beim beispielgebundenen Beweisen
also das Erkennen des Allgemeingültigen am besonders Gehaltenen – einem äu-
ßeren Betrachter wie dem Forscher, Experten oder Lehrer entzieht, ist dieser
auf interpretierbare Äußerungen des Lernenden angewiesen.

Eine Person wird in ihrer je konkreten, subjektiv-intentionalen Verfasstheit dienachträgliche Realisierung
latenter Sinnstrukturen latenten Sinnstrukturen häufig zunächst oder überhaupt nicht gänzlich erfassen

können. Zuweilen kann diese Person die objektive Bedeutsamkeit ihrer Äußerun-
gen daran erkennen, dass sie eine offensichtliche Diskrepanz zwischen ihrer eige-
nen ursprünglichen Intention und einer latenten Bedeutung mehr oder weniger
nachträglich realisiert. Dass es dabei zu einer vollständigen Übereinstimmung
zwischen latenter Sinnstruktur und ihrer subjektiv-intentionalen Repräsentanz
kommt, sieht Oevermann als einen Grenzfall an:

”Die vollständige Koinzidenz der intentionalen Repräsentanz mit der la-
tenten Sinnstruktur der Interaktion ist prinzipiell möglich, aber sie stellt
den idealen Grenzfall der vollständig aufgeklärten Kommunikation in der
Einstellung der Selbstreflexion dar: Die handelnden Subjekte haben sich
durch begleitende Rekonstruktion ihrer eigenen Interaktionstexte des voll-
ständigen Sinns ihrer Handlungen vergewissert.” (Oevermann et al.,
1979, 380)

Die Bereitschaft und Fähigkeit zu einer begleitenden oder nachträglichen Re-
konstruktion des eigenen Erkenntniswegs erfordert hinsichtlich der subjektiven
Realisierung der latenten Sinnstruktur ein kontextbezogenes Reflexionsvermö-
gen, also beispielsweise mathematisches Erfahrungswissen. Die ManifestierungReflexion und

Versprachlichung als Versprachlichung der subjektiv realisierten Sinnstruktur setzt zudem ein hin-
reichend entwickeltes sprachliches Ausdrucksvermögen voraus, welches ggf. in
Vorübungen erworben werden kann (vgl. hierzu etwa ↑ Abs. 1.2.5 oder Abs.
3.4.9). Dies zeigt, dass subjektive Realisierung und Manifestierung von vormals
latenten Sinnstrukturen vom Lernenden hohe Kompetenzen (Abstraktionsver-
mögen und sprachliche Fähigkeiten) verlangt.

Sprache als subjektiv realisierte und manifeste Sinnstruktur

Wie in ↑ Abs. 1.5.1 geschildert, mag der Sender die Äußerung ”morgen meinBeispiel
Alltagssprache freund ich komme so gegen 18 uhr” anders intendieren als der Empfänger ausle-

gen kann. Die situativ vorliegende, objektive Zweideutigkeit des Interakts wür-
den beide Beteiligte etwa bei der scheinbar verfrühten Ankunft des Senders
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realisieren. Bis dahin kann der doppelte Sinn des Interakts beiden Beteiligten
latent bleiben, auch wenn er objektiv schon vorhanden ist.

Sender oder Empfänger können die latente Sinnstruktur aber auch schon früher
subjektiv realisieren. Eine Koinzidenz der intentionalen Repräsentanz mit der
latenten Sinnstruktur könnte sich dann einstellen, wenn der Sender oder der
Empfänger die doppelte Bedeutung des Wortes morgen sofort subjektiv reali-
siert. Dies kann sich etwa darin manifestieren, dass sich Sender und Empfän-
ger zwischenzeitlich einander noch einmal hinsichtlich des wirklich intendierten
Zeitpunkts der Zusammenkunft versichern und auf diesemWeg einem möglichen
Missverständnis rechtzeitig vorbeugen.

Beispielgebundenes Argumentgefüge zur Beweisdarstellung

Es werde wieder das Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphen aus ↑ Abs. Aufgabenbeispiel
vollständiger Graph1.5.1 betrachtet. Um zu prüfen, ob der Schüler das Allgemeingültige im Be-

sonderen des 5-Ecks subjektiv realisiert hat, kann der Lehrer fragen, ob die
Behauptung etwa auch für das 8-Eck gilt. Der Schüler antwortet vielleicht:

Das weiß ich nicht. Ich habe es nur für das 5-Eck überlegt. (nach langer Pause)
Aha, ich hab’s. Das ist ja immer so.

Der Schüler kann seine Argumente allgemeingültiger halten, indem er statt von
einem 5-Eck von einem (vorgestellten) 8-Eck oder sogar von einem beliebigen
n-Eck spricht. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass er wirklich die Allgemein- subjektive Realisierung

des Allgemeingültigengültigkeit der zunächst am Besonderen des Beispiels gehaltenen Argumente er-
kennt. Dazu muss er sich nämlich gedanklich von den Besonderheiten des 5-Ecks
lösen und sich von der weiterhin möglichen Anwendbarkeit der unterliegenden
Regeln auf verallgemeinerte Daten überzeugen. Hat er erkannt, dass er seine
Argumente begründetermaßen unabhängig von einer speziellen Anzahl der Eck-
punkte des regelmäßigen n-Ecks führen kann, hat er den Beweis als vormals
latente Sinnstruktur subjektiv realisiert.

Den folgenden Äußerungen nach hat der Schüler den Beweis subjektiv realisiert
– zu dieser Interpretation kann man gelangen, wenn dessen Äußerungen das
jeweils Allgemeingültige erkennen lassen. Sprachlich kann sich der Schüler dabei
trotzdem zunächst am betrachteten Beispiel des 5-Ecks resp. 8-Ecks halten: Beispielinterakt

Aha, ich hab’s! Das ist ja immer so. Denn statt des 5-Ecks kann ich zum
Beispiel auch, meinetwegen, ein 8-Eck nehmen, dann gehen von jeder der 8
Ecken eben 8 − 1 = 7 Verbindungen aus und nicht 4. Ich muss wieder 8 mal
7, also Ecken mal Verbindungen nehmen, weil ich dann wieder alle von allen
Ecken ausgehenden Verbindungen habe. Und dann teile ich wieder durch 2, weil
auch beim 8-Eck, wie bei jedem n-Eck, jede Verbindung zwei Ecken hat.

Der Schüler kann auch mit der falschen Darstellung eines vollständigen Graphen Indizien für und gegen
subjektive Realisierung
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Abb. 1.14: einem Kreis einbeschriebener
vollständiger Graph mit 5 Ecken

mit 7 Ecken und 20 statt 7 · 6/2 = 21 Verbindungen konfrontiert werden, etwa
wenn eine Verbindung nicht aufgezeichnet wird. An die möglichen Reaktionen
des Schülers lässt sich ein Indiz für oder gegen die subjektive Realisierung des
Beweises knüpfen:

◦ Der Schüler kann sagen: Dann ist entweder der Graph falsch gezeichnet,
oder die Verbindungen sind falsch abgezählt. Dieser Verweis auf mögliche
andere Ursachen der differierenden Ergebnisse deutet darauf hin, dass der
Schüler von der Richtigkeit der Behauptung überzeugt ist. Die ergänzende
Frage nach deren (beispielgebundener) Begründung sichert die Vermutung
ab, dass der Schüler den Beweis der Behauptung subjektiv realisiert hat.

◦ Der Schüler kann auch sagen: Dann gilt es nicht allgemein. Damit hat sich
der Schüler von der (falschen) Zählung oder der falschen Zeichnung der
Verbindungen blenden lassen. Letztere fungiert ja nur als Darstellungs-
mittel zur Veranschaulichung der Behauptung. Dies kann somit als Indiz
dafür angesehen werden, dass der Schüler den Beweis in seiner denknot-
wendigen Struktur als Argumentgefüge noch nicht subjektiv realisiert hat.
Möglicherweise hat er an den bereits vorliegenden Beispielen nur einen Al-
gorithmus im Sinne induktiver Prüfungen ausgeführt.

Es kann auch zu einer teilweisen subjektiven Realisierung resp. Manifestierungteilweise subjektive
Realisierung des
Allgemeingültigen

des Beweises kommen: Bei dem Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphen
muss der Schüler nämlich nicht in Gänze alle Argumente subjektiv realisiert
haben, zumal die unterliegenden Regeln recht verschieden sind. Relativ klar ist
im obigen Beispielinterakt jedoch, dass der Schüler bzgl. des letzten Arguments
(der Division durch 2) gedanklich verallgemeinert.

Bei dem Aufgabenbeispiel der zweiten Potenzregel kann hinsichtlich der Basen,
des Exponenten, der Anzahl der Potenzen (ggf. aus anderen Zahlbereichen) und
der Rechenoperationen (von · zu :) verallgemeinert werden. Die aufgefächerte
Darstellung des Beweises als beispielgebundenes Argumentgefüge aus ↑ Abs.
1.5.1 legt nahe, wie graduell verschieden der Beweis subjektiv realisiert werden
kann. Dies impliziert, dass bei der Manifestierung des Allgemeingültigen die Fra-
ge nach dessen Grenzen von Belang ist und der jeweilige Grad an Allgemeinheit
von Interesse ist.
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1.5.4 Beispielgebundenes Beweisen
Nachstehend erfolgt nun eine Klärung dessen, was in dieser Arbeit unter beispiel-
gebundenem Beweisen i.e.S. (im engeren Sinne) und i.w.S. (im weiteren Sinne) beispielgebundenes Be-

weisen i.e.S. und i.w.S.verstanden wird. Dazu bietet es sich zunächst an, den Beweis als beispielgebun-
denes Argumentgefüge darzustellen. Anschließend wird dargelegt, unter welchen
Bedingungen der Beweis für einen Lernenden als latente, als subjektiv realisierte
und als manifeste Sinnstruktur gelten kann.

Beweis als latente, subjektiv realisierte und manifeste Sinnstruktur

Der Einfachheit halber werde angenommen, dass ein Beweis in seiner Sinn- beispielgebundenes
Argument(gefüge)struktur als beispielgebundenes Argument(gefüge) darstellbar ist. Dabei werde

unter einem beispielgebundenen Argument wie in ↑ Abs. 1.4.4 ein Argument
verstanden, dessen Datum (d/d/D) und dessen Konklusion (k/k/K) sowohl im
Beispiel (Kleinbuchstabe) als auch im Allgemeineren (Kapitälchen) und Allge-
meinen (Großbuchstabe) gehalten sein können:

Datum (d)
Datum (d)
Datum (D) -

-

- Konklusion (k)
Konklusion (k)
Konklusion (K)

Regel (R)

Allgemeingültig(er) wird das betrachtete beispielgebundene Argument, wenn es
vermöge der unterliegenden Regel im Übergang vom Besonderen des Beispiels Allgemeingültigkeit

des beispielgebundenen
Argumentgefüges

(d, d bzw. k, k) zum Allgemein(er)en (d, D bzw. k, K) weiterhin gültig bleibt.
Entsprechendes gilt nach ↑ Abs. 1.4.3 für ein Argumentgefüge, das aus meh-
reren Argumenten besteht. Sofern ein einzelnes Argument im Argumentgefüge
ein beispielgebundenes Argument ist, wird das Argumentgefüge im Ganzen bei-
spielgebunden genannt.

Der Beweis kann beim beispielgebundenen Beweisen als latente, subjektiv rea-
lisierte und manifest gewordene Sinnstruktur aufgefasst werden. Dabei sind die
unterschiedlichen Perspektiven des Betrachters entscheidend:



1.5 Latente Sinnstrukturen und beispielgebundenes Beweisen 140

◦ der Beweis als latente Sinnstruktur
Angenommen, ein Lernender bestätigt die Gültigkeit einer allgemei-
nen Aussage im Beispiel. Wenn ein beobachtender Experte darin
einen Beweis in seiner Sinnstrukturiertheit als beispielgebundenes
Argument(gefüge) sieht, ist dieser im Sinne Oevermanns objektiv
vorhanden. Für den Lernenden ist der Beweis in seiner Sinnstruk-
turiertheit latent, wenn dessen subjektive Repräsentanz als Argu-
ment(gefüge) beim Lernenden kognitiv bloß im Besonderen des Bei-
spiels gehalten ist. Dennoch beweist der Lernende aus der Perspek-
tive des beobachtenden Experten beispielgebunden.

◦ der Beweis als subjektiv realisierte Sinnstruktur
Erkennt ein Lernender am Besonderen des im Beispiel gehaltenen,
d.h. beispielgebundenen Argument(gefüge)s dessen Allgemeinheit
resp. Allgemeingültigkeit, realisiert er den Beweis in seiner Sinn-
strukturiertheit subjektiv. Betrachtet man das Erkennen der Allge-
meingültigkeit am besonders Gehaltenen des Beispiels als Prozess
einer allmählichen Ablösung vom Beispielhaften, lässt sich von ei-
ner subjektiven Realisierung des Beweises sprechen. Gerade dieser
Übergang vom latenten zum subjektiv realisierten Beweis ist für
den Erkenntnisprozess beispielgebundenen Beweisens auf kognitiver
Ebene charakteristisch.

◦ der Beweis als manifest gewordene Sinnstruktur
Der Lernende manifestiert den subjektiv realisierten Beweis, wenn
er dessen Allgemeingültigkeit in überzeugender Weise versprach-
licht, entäußert, darstellt. Dies bedeutet nicht, dass der Lernende
den Beweis durchgängig formell mit Variablen zeigen muss. Auch
braucht er sich nicht durchgängig in allgemein gehaltener Umgangs-
sprache formal zu äußern. Denn dies wäre ein Grenzfall, bei dem
man schon nicht mehr von einem beispielgebundenen Beweis, son-
dern bereits von einem formalen, wenn nicht gar formell dargestell-
ten Beweis spräche. Vielmehr ist mit einem manifesten beispielge-
bundenen Beweis gemeint, dass der Beweis noch am Beispiel gehal-
ten sein kann und zugleich die Allgemeingültigkeit des angeführten
Argument(gefüge)s erkennen lässt. Es kann allerdings auch der Fall
eintreten, dass der Schüler den beispielgebundenen Beweis manifes-
tiert, ohne ihn subjektiv zu realisieren, etwa wenn der Schüler dessen
Darstellung von einem Mitschüler übernimmt.

Zur Manifestierung eines subjektiv realisierten Beweises ist beim gegensinnigenAufgabenbeispiel
gegensinniges Verändern Verändern (vgl. ↑ Abs. 1.5.1 und ↑ Kap. 3.1) folgende Schüleräußerung denkbar:
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Die Behauptung stimmt, dass die Summe von drei aufeinander folgenden Zahlen
immer das Dreifache der Mittelzahl ist. Ich habe es wohl nur für 3 + 4 + 5
gezeigt. Aber auch wenn es andere aufeinander folgende Zahlen sind, kann ich
1 von der letzten Zahl zur ersten tun. Es kommt nur darauf an, dass von 3 zu
4 und zu 5 der Unterschied immer 1 ist, auch wenn es statt 3, 4 und 5 andere
Zahlen sind.

Der Schüler hält sich einerseits an das Beispiel und zeigt sich andererseits von der
Allgemeingültigkeit der behaupteten Aussage überzeugt. Er lässt keinen Zweifel
daran, dass die Behauptung nicht nur für die betrachtete Summe 3 + 4 + 5,
sondern auch für Summen anderer aufeinander folgender Zahlen mit Abstand
1 gilt. Aus diesem fiktiven Beispiel lässt sich ersehen, dass es zur Manifestation
des subjektiv realisierten Beweises kommunikativer Fähigkeiten, insbesondere
eines versierten Gebrauchs der Umgangssprache bedarf.

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. und i.w.S.

Es wird im Folgenden zwischen beispielgebundenem Beweisen im engeren Sinne Definitionen
beispielgebundenen
Beweisens

(i.e.S.) und im weiteren Sinne (i.w.S.) unterschieden. Beim beispielgebundenen
Beweisen i.e.S. handelt es sich mehr um ein theoretisches Konstrukt, nämlich
um das Führen beispielgebundener Argumente in Latenz, subjektiver Realisie-
rung und Manifestierung des Allgemeingültigen durch einen Lernenden. Zum
beispielgebundenen Beweisen i.w.S. zählen mehr didaktisch motivierte Zugänge
des Entdeckens, Prüfens und Begründens, um den Lernenden an das beispielge-
bundene Beweisen i.e.S. heranzuführen und dem Experten dessen Beobachtung
zu ermöglichen:

beispielgebundenes
Beweisen i.e.S.

◦ beispielgebundenes Beweisen i.e.S.
Der Lernende beweist beispielgebunden i.e.S., wenn ein betrachten-
der Experte in dem vom Lernenden dargestellten Beweis eine Sinn-
struktur als beispielgebundenes Argument(gefüge) sieht. Das bei-
spielgebundene Beweisen kann den Schüler zu einem subjektiven
Realisieren des Beweises als vormals latenter Sinnstruktur und ggf.
zu einem Manifestieren des subjektiv Realisierten verhelfen. Dabei
führt der Lernende beispielgebundene Argumente, indem er seine
deduktiven Schlüsse allmählich von den Besonderheiten der Bei-
spiele löst und damit deren Allgemeingültigkeit erkennt. Das bei-
spielgebundene Beweisen i.e.S. lässt sich dann als ein changierender
Prozess zwischen Latenz, subjektiver Realisierung und sprachlicher
Manifestierung eines Beweises als Sinnstruktur beobachten. Das bei-
spielgebundene Beweisen i.e.S. ist letztlich dann abgeschlossen, wenn
der Lernende das (vormals latent) Allgemeingültige des Beweises als
Sinnstruktur am Beispiel subjektiv realisiert und manifestiert hat.

beispielgebundenes
Beweisen i.w.S.
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◦ beispielgebundenes Beweisen i.w.S.
Der Lernende beweist beispielgebunden i.w.S., wenn er über Zugän-
ge des Entdeckens, Prüfens und Begründens zum beispielgebundenen
Beweisen i.e.S. kommt: Durch vorausgehendes Entdecken und/oder
Prüfen einer Behauptung (ggf. mit latenter Beweisidee) kann der
Lernende zu einem beispielgebundenen Beweis i.e.S. der abduktiv
entdeckten oder induktiv geprüften Behauptung gelangen. Während
das beispielgebundene Beweisen i.e.S. also einen analytischen Fokus
auf die Latenz, die subjektive Realisierung und die Manifestierung
eines Beweises als beispielgebundenes Argumentgefüge setzt, bildet
das beispielgebundene Beweisen i.w.S. einen Rahmen, der auch ab-
duktive Entdeckungen und induktive Prüfungen einschließt. Die Ge-
staltung dieses Rahmens kommt dem Experten zu, der die Auswahl
und die didaktische Aufbereitung der Aufgabenstellungen vornimmt,
den Ablauf des beispielgebundenen Beweisprozesses vor Augen hat,
als Gesprächspartner des Lernenden in verschiedenen Rollen (For-
scher, Lehrer, Elternteil, Mitschüler, advocatus diaboli) fungieren
kann und das Gespräch mit dem Lernenden ggf. im Austausch mit
seinen Kollegen entsprechend nachbereitet.

Mit dieser Differenzierung beispielgebundenen Beweisens i.e.S. und i.w.S. lassen
sich die didaktisch motivierten Zugänge zum Beweisen von diesem selbst un-
terscheiden und terminologisch zueinander abgrenzen. Das beispielgebundene
Beweisen lässt sich von beiden Perspektiven her betrachten. Die Bezeichnungen
Latenz, subjektive Realisierung und Manifestierung beziehen sich stärker auf
den Beweis und auf das Beweisen selbst, während das Entdecken, Prüfen und
Begründen mit und ohne latente Beweisidee Zugänge zum eigentlichen Beweisen
eröffnet.

————————————–

Mit der theoretischen Fassung beispielgebundenen Beweisens endet der den For-
schungsstand und Forschungsgegenstand behandelnde erste Teil dieser Arbeit.
Im nachfolgenden ↑ Teil 2 wird über das Forschungsinteresse und über den
Einsatz der Forschungsmethoden reflektiert, bevor sich daran in ↑ Teil 3 die
Analysebeispiele aus der empirischen Praxis anschließen.



Teil 2

Forschungsmethoden

In ↑ Teil 1 dieser Arbeit ist der Forschungsstand und der Forschungsgegenstand
theoretisch erörtert worden. Hierauf aufbauend sollen nun die Forschungsfragen
aus verschiedenen Perspektiven präzisiert werden (↑ Kap. 2.1). Anschließend
werden die verwendeten Methoden reflektiert (↑ Kap. 2.2). Im Übergang zum
empirischen ↑ Teil 3 der Arbeit wird das forschungspraktische Vorgehen erläu-
tert (↑ Kap. 2.3).

2.1 Forschungs- I 2.1.1 Theoretische Perspektive:
perspektiven Beispielgebundenes Beweisen i.e.S.

II 2.1.2 Kategoriale Perspektive:
Induktives Prüfen ← · · · → formelles Beweisen

III 2.1.3 Praktische Perspektive:
Beispielgebundenes Beweisen i.w.S.

IV 2.1.4 Sprachliche Perspektive:
Explikation des Allgemeingültigen am Besonderen
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2.1 Forschungsperspektiven
Die in ↑ Kap. 1.3, 1.4, 1.5 schrittweise vorgenommene theoretische Fassung
beispielgebundenen Beweisens beruht auf drei Quellen:

◦ Objektive Hermeneutik nach Oevermann et al. (1979, 378ff.) (↑ Kap.
1.5):

Als (latente) Sinnstruktur wird hier ein mathematischer Beweis aufge-
fasst. Damit wird – als Besonderheit dieser Arbeit – der Begriff der (la-
tenten) Sinnstruktur auf den Forschungsgegenstand selbst bezogen. Das
beispielgebundene Beweisen i.e.S. des Lernenden wird als ein vom Exper-
ten begleiteter Prozess angesehen, welcher sich in Latenz, in allmählicher
subjektiver Realisierung und in schriftlicher und/oder mündlicher Mani-
festierung der mathematischen Sinnstruktur durch den Lernenden zeigt.

◦ Struktur von Argumenten nach Toulmin (1996, 86ff.)
(↑ Kap. 1.4, vgl. Schwarzkopf (2000, 80ff.)):

Mehrschichtige und mehrgliedrige beispielgebundene Argumentgefüge lie-
fern eine Darstellung des Beweises als mathematische Sinnstruktur. Diese
Darstellung dient dem Experten als Folie und Mittel zur Analyse von
Äußerungen des Lernenden.

◦ Schlussformen Abduktion, Induktion, Deduktion nach Peirce (1960)
(↑ Kap. 1.3, vgl. Voigt (1984, 83ff.) und Meyer (2007, 31ff.)):

Diese Schlussformen charakterisieren das Entdecken, Prüfen und Be-
gründen von Behauptungen. Durch Beweiszugänge wie das Entdecken
und/oder das Prüfen einer Behauptung (ggf. mit latenter Beweisidee)
kann der Lernende zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S. gelangen. Da
das Beweisen hier prozessual verstanden wird, lassen sich diese und an-
dere Beweiszugänge, welche das Entdecken und Prüfen einschließen, als
beispielgebundenes Beweisen i.w.S. bezeichnen.
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Zu den genannten Quellen treten einige Erkenntnisse aus dem Forschungsstand
(↑ Kap. 1.1, 1.2). Als Quintessenz lassen sich verschiedene Forschungsperspek-
tiven auf das beispielgebundene Beweisen gewinnen:

2.1.1
/ 4.1

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz,
subjektiver Realisierung und Manifestierung des
beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

2.1.2
/ 4.2

II Kategoriale
Perspektive

Induktives Prüfen ← · · · → formelles Bewei-
sen (beispielgebundenes Beweisen im Changie-
ren zwischen induktivem Prüfen und formalem
resp. formellem Beweisen)

2.1.3
/ 4.3

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließ-
lich von Zugängen zum beispielgebundenen Be-
weisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

2.1.4
/ 4.4

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des
Allgemeingültigen am Besonderen (unter beson-
derer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

2.1.5
/ 4.5

V Weitere
Perspektiven

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
◦ Allgemeinheitsgrade von Behauptungen
◦ Beweisverständnis von Schülern
◦ Interventionsmöglichkeiten von Lehrenden

Zur Abgrenzung der theoretischen Perspektive von der praktischen Perspektive
wird vom beispielgebundenen Beweisen i.e.S. (im engeren Sinne) und i.w.S. (im
weiteren Sinne) gesprochen. Bei der kategorialen und sprachlichen Perspekti-
ve liegt jeweils der Fokus anders, so dass dabei nicht unterschieden wird. Auf
weniger zentrale Forschungsperspektiven beispielgebundenen Beweisens wird je
nach gewählter Aufgabenstellung eingegangen.

Im Folgenden werden zu den fünf genannten Forschungsperspektiven nun mög-
liche Forschungsfragen entwickelt, um die nachgelagerten Einzelfallstudien in ↑
Teil 3 vor diesem Hintergrund analysieren zu können.



2.1 Forschungsperspektiven 146

2.1.1 Theoretische Perspektive:
Beispielgebundenes Beweisen i.e.S.

Von besonderem Interesse ist beim beispielgebundenen Beweisen i.e.S., ob dem
Schüler der Beweis latent bleibt, oder ob er diesen zumindest teilweise subjektiv
realisiert. Um dies beurteilen zu können, bedarf es eines äußeren Betrachters.
Nach ↑ Abs. 1.5.3 beweist ein Schüler beispielgebunden i.e.S., wenn ein Be-beispielgebundenes

Beweisen i.e.S. trachter (wie ein Mitschüler, ein Lehrer oder ein Forscher) in dem vom Schüler
dargestellten Beweis oder Teilen davon eine Sinnstruktur erkennt. Es lassen sich
hierzu folgende Forschungsfragen stellen:

◦ Wie gestalten sich beim Schüler Übergänge von der Latenz des Beweises
zu seiner subjektiven Realisierung und umgekehrt?

◦ Welche Indizien sprechen dafür und dagegen, dass ein Schüler den Beweis
subjektiv realisiert hat?

◦ Welche Einzelargumente manifestiert der Schüler beim beispielgebunde-
nen Beweisen, welche bleiben latent?

Ein grundlegendes Indiz für oder gegen die subjektive Realisierung des Bewei-
ses durch den Schüler ist das folgende: Formuliert der Schüler jeweils Datum
und/oder Konklusion des beispielgebundenen Argumentgefüges allgemein (und
ggf. auch die Regel), hat er den Beweis (in Teilen) wahrscheinlich subjektiv
realisiert. Hält der Schüler seine Äußerungen überwiegend in Beispielen, ohne
deren strukturelle Gemeinsamkeiten zu explizieren, kann vermutet werden, dass
er den Beweis größtenteils nicht subjektiv realisiert hat.

Einschränkend muss ergänzt werden: Obwohl der Experte in den Äußerungendifferierende
Experten- und
Schülersicht

des Schülers etwas Allgemeingültiges hineindeuten kann, hat der Schüler viel-
leicht lediglich beabsichtigt, eine spezielle Behauptung zu beweisen. Der Experte
kann dem Schüler insofern auch zu unkritisch die subjektive Realisierung des
Beweises unterstellen. Eine differierende Perspektive zwischen Experten und
Schüler liegt auch dann vor, wenn ein Schüler Datum und/oder Konklusion des
beispielgebundenen Argumentgefüges zwar allgemein formuliert hat, ohne dass
er aber den Experten davon überzeugt, die Allgemeingültigkeit seines Beweis-
gangs subjektiv realisiert zu haben.

Von Interesse ist auch die Frage, warum der Schüler ggf. nur manche Einzelargu-subjektive Realisierung
von Einzelargumenten mente eines beispielgebundenen Beweises manifestiert, und warum andere Ein-

zelargumente latent bleiben. Es mag sein, dass der Schüler nur einen Teil des
Argumentgefüges als Beweis manifestiert, da er in den anderen Teilen kognitiv
überfordert ist oder ihm dafür die sprachlichen Mittel fehlen. Auch kann er diese
Teile für so selbstverständlich halten, dass er sie nicht manifestiert, obwohl er
es könnte. Deshalb kann der Experte den Schüler dazu durch Nachfragen oder
als advocatus diaboli künstlich herausfordern.
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2.1.2 Kategoriale Perspektive:
Induktives Prüfen ← · · · → formelles Beweisen

Das Forschungsinteresse gilt einer prozesshaften Betrachtung beispielgebunde- Grenzfälle beispiel-
gebundenen Beweisensnen Beweisens. Dieses kann zwischen induktivem Prüfen und formalem resp.

formellem Beweisen als Grenzfällen changieren.

Beim induktiven Prüfen bleibt die Beispielbindung vollständig erhalten: Der induktives Prüfen
Schüler mag zwar Deduktionen führen, diese bleiben jedoch im Beispiel ge-
halten, ohne dass der Schüler etwas Allgemeingültiges in der Besonderheit der
betrachteten Beispiele erkennt resp. erkennen lässt. Äußere Anzeichen für induk-
tives Prüfen können enaktive Tätigkeiten wie das bloße Betrachten, Zeichnen,
Messen oder das Rechnen sein. Der Einsatz von Mess-, Rechen- oder visuel-
len Werkzeugen kann primär der beschleunigten sukzessiven Bestätigung einer
Behauptung an vielen Beispielen dienen, dadurch aber auch vom Beweisen ab-
halten. In ↑ Abs. 1.2.4 wurde die These von Goldberg (1992, 42) diskutiert, induktives Prüfen

im Übergang zum
beispielgebundenen
Beweisen

nach der der Beweisgedanke durch das Bearbeiten vieler Beispiele vorbereitet
werde. Theoretisch lässt sich dies insoweit hinterfragen, als dass sich das Prüfen
ohne latente Beweisidee nicht so einfach zu einem beispielgebundenen Beweisen
wandeln lässt (vgl. ↑ Abs. 1.3.5). Aus empirischer Sicht wäre zu klären, ob ein
Schüler durch sein induktives Prüfen zur Stabilisierung der Vorstellung verleitet
wird, man könne in der Mathematik eine allgemeine Aussage induktiv beweisen.
Es ergeben sich also folgende Fragen:

◦ Wie stellt sich die These von Goldberg (1992, 42), dass das Bearbeiten
vieler Beispiele früher oder später in einen Beweis mündet, empirisch dar?

◦ In wie weit steht ein Schüler beim induktiven Prüfen an mehreren Bei-
spielen in der Gefahr, dass sich die Beispielbindung allmählich verfestigt?
Welche Ursachen kann dies haben, und wie lässt sich dies vermeiden?

Den anderen Grenzfall stellt der übergangslose Sprung zum formalen resp. for- formales resp.
formelles Beweisenmellen Beweisen dar. Die Bindungen an die Beispiele sind dann beim Führen

der Deduktionen vollständig gelöst. Der Schüler kann sich dabei abstrakt ge-
haltener Umgangssprache oder überwiegend formell gehaltener, algebraischer
Sprache bedienen. Zum Grenzfall formalen Beweisens ist fragenswert:

◦ Wie weit gelingt es Schülern, den beispielgebundenen Beweis soweit zu
manifestieren, dass man schon von einem formalen oder sogar formell
gehaltenen Beweis sprechen kann?

◦ Warum bedarf es für manche Schüler nach Darstellung des formalen Be-
weises noch der Prüfung an Beispielen?

Für den Prozess mathematischer Bildung von Schülern dürfte ein changierender changierender Prozess
beispielgebundenen
Beweisens

Prozess zwischen den Grenzfällen des induktiven Prüfens und des formalen resp.
formell gehaltenen Beweisens didaktisch am interessantesten sein.



2.1 Forschungsperspektiven 148

2.1.3 Praktische Perspektive:
Beispielgebundenes Beweisen i.w.S.

Das beispielgebundene Beweisen i.w.S. umfasst auch das Entdecken und PrüfenEntdecken und
Prüfen von
Behauptungen

einer fraglichen Behauptung in Vorbereitung auf ihren eigentlichen Beweis. Die
Behauptung kann zunächst vom Schüler entdeckt werden. Die Vorgehensweise,
den Schüler die Behauptung entdecken zu lassen, bietet den Vorteil, dass der
Schüler ein besseres Verständnis der Behauptung gewinnen kann, als wenn ihm
die Behauptung direkt vorgegeben wird. Möglicherweise entdeckt er dabei ne-
ben der Behauptung auch deren Beweisidee. Der Prozess des Entdeckens und
Prüfens beansprucht jedoch Zeit. Es kann sein, dass der Schüler nicht mehr zum
eigentlichen Beweisen kommt, etwa wenn er eine Vielzahl von Entdeckungen ge-
macht hat, oder wenn der Beweis als zu schwer empfunden wird. Andererseits
kann die Vorgabe der Behauptung beim Schüler auch den Eindruck erwecken,
deren Allgemeingültigkeit sei unfraglich und solle an Beispielen bloß konkreti-
siert oder bestätigt werden.

In ↑ Abs. 1.3.5 wurden die von Meyer & Voigt (2009b) entlehnten Zugän-Entdecken und
Prüfen mit und
ohne latente
Beweisidee

ge zum Entdecken resp. Prüfen mit und ohne latente(r) Beweisidee diskutiert.
Dabei scheint das Entdecken resp. Prüfen mit latenter Beweisidee didaktisch
produktiv zu sein, da sich die latente Beweisidee in der retrospektiven, sub-
jektiven Realisierung leicht zum beispielgebundenen Beweisen wandeln kann.
Andererseits bedarf es zur Entdeckung und Prüfung mit latenter Beweisidee
häufiger einer stärkeren Lenkung durch den Lehrenden; auch lassen sich nicht
alle Beweise so im Beispiel halten, dass dies didaktisch Sinn macht. Insgesamt
lassen sich folgende Forschungsfragen stellen:

◦ Wie lässt sich feststellen, ob sich das Entdecken resp. Prüfen mit latenter
Beweisidee zu einem beispielgebundenen Beweisen wandelt?

◦ Wie kann man es dem Schüler beim Entdecken resp. Prüfen ohne latente
Beweisidee dennoch ermöglichen, beispielgebunden zu beweisen?

◦ Welche Unterschiede zeigt ein Schüler beim Entdecken und beim Prüfen
einer Behauptung in der Anbahnung beispielgebundenen Beweisens?

Die Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen tragen praktisch dazu bei, das
beispielgebundene Beweisen i.e.S. eines Schülers und somit den Forschungsge-
genstand empirisch zu untersuchen. In wie weit sie sich auch zum Einsatz im
Mathematikunterricht eignen, ist eine andere Frage.
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2.1.4 Sprachliche Perspektive:
Explikation des Allgemeingültigen am Besonderen

Das Kommunizieren ist eine der wichtigsten Funktionen des Beweisens (↑ Abs. sprachliche Aspekte
des Beweisens1.1.1). Auch Wittmann & Ziegenbalg (2004) haben auf die Bedeutung sprach-

licher Aspekte insbesondere beim operativen Beweisen hingewiesen (↑ Abs.
1.2.4). Vermöge seiner Äußerungen versucht der Schüler beim beispielgebunde-
nen Beweisen den Beweis als Sinnstruktur zu versprachlichen. Die Aufgabe des
Experten (resp. Forschers, Lehrers) besteht dann darin, diese Manifestationen
beispielgebundenen Beweisens zu interpretieren.

Gerade für das beispielgebundene Beweisen ist ein versierter Umgang mit mathe- Umgang mit
mathematikhaltiger
Alltagssprache

matikhaltiger Alltagssprache notwendig. Die Schüler müssen das Allgemeingülti-
ge im Besonderen der Beispiele nämlich verbalisieren, um den Experten davon zu
überzeugen, dass sie den beispielgebundenen Beweis subjektiv realisiert haben.
Doch eine formelle oder algebraisch orientierte Ausdrucksmöglichkeit besteht
gerade für Schüler unterer Jahrgangsstufen oft nicht. Aus theoretischer Sicht
legt das beispielgebundene Beweisen also die Schwelle zum Beweisen einerseits
niedriger, da es dazu keiner formell gehaltenen Sprache bedarf und diese zudem
im Beispiel gehalten sein kann. Dieser mathematikhaltigen Alltagssprache sind
für die Versprachlichung höherer mathematischer Zusammenhänge andererseits
natürliche Grenzen gesetzt. Im empirischen ↑ Teil 3 sollen folgende Fragen be-
antwortet werden:

◦ Mit welchen eigenen Wortschöpfungen versucht der Schüler, den beispiel-
gebundenen Beweis zu versprachlichen?

◦ Welche sprachlichen Mittel können dem Schüler an die Hand gegeben
werden, um beispielgebunden zu beweisen?

◦ Welche Fragestellungen des Experten sind geeignet, den Schüler zum Ma-
nifestieren des subjektiv Realisierten anzuregen?

In die empirische Untersuchung beispielgebundenen Beweisens gehen nun noch
einige ergänzende Perspektiven ein, wie die Wahl und die Anzahl der Beispiele,
der Allgemeinheitsgrad von Behauptungen, das Beweisverständnis von Schülern
und Interventionsmöglichkeiten von Lehrenden beim beispielgebundenen Bewei-
sen.
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2.1.5 Weitere Perspektiven
Das beispielgebundene Beweisen vollzieht der Schüler an einem oder an meh-Wahl und Anzahl

der Beispiele reren Beispielen. Ohne Verwendung von Beispielen führt der Schüler einen rein
formalen (resp. formellen) Beweis. Für das beispielgebundene Beweisen kann
der Schüler ein zu triviales / spezielles Beispiel gewählt haben, als dass er oder
ein Betrachter daran etwas Allgemeingültiges erkennen kann. Auch kann dem
Schüler das Beispiel zu kompliziert oder schwer vorstellbar erscheinen, obwohl
sich daran etwas Allgemeingültigeres durchaus erkennen lässt. Nach Goldberg
(1992, 42) bereiten die Schüler das beispielgebundene Beweisen im Bearbeiten
individuell verschieden vieler Beispiele vor – zu viele Beispiele können aber den
Schüler auch dazu verleiten, im induktiven Prüfen der Behauptung zu verblei-
ben.

◦ Welchen Effekt hat die Wahl von trivialen oder zu speziellen Beispielen
auf das beispielgebundene Beweisen eines Schülers?

◦ Inwiefern eignet sich die Vorgabe komplizierter oder schwer vorstellbarer
Beispiele (big/small number) zum beispielgebundenen Beweisen?

◦ Welche Funktion besitzt das jeweilige Beispiel für den Schüler? Benutzt
er es, um die Behauptung darin zu bestätigen, oder um diese daran zu
beweisen?

In ↑ Abs. 1.5.2 wurden verschiedene Allgemeinheitsgrade einer Behauptung dis-Allgemeinheitsgrade
von Behauptungen
und fortschreitende
Verallgemeinerung

kutiert. Das beispielgebundene Argumentgefüge erfährt durch verschiedene Ebe-
nen an Allgemeingültigkeit eine Auffächerung. Einigen Aufgabenstellungen (et-
wa den Zahlenmauern und dem gegensinnigen Verändern) liegen dabei mehrere
Variablen zugrunde. Der Schüler dürfte die dadurch implizit gegebenen Dimen-
sionen der Verallgemeinerung häufig zunächst oder überhaupt nicht subjektiv
realisieren. Möglicherweise gelangt der Schüler jedoch durch eine fortschreiten-
de Verallgemeinerung der Behauptung zum beispielgebundenen Beweisen. Dabei
können sich nach ↑ Abs. 1.4.4 die Behauptung als Konklusion, die Prämissen
als Daten und oft auch die verwendeten Regeln ändern. Deshalb könnte der
Schüler am betrachteten Beispiel die Grenzen der Allgemeinheit zunächst falsch
einschätzen, zumal wenn er sich an der Front seines Wissens befindet.

◦ Wie gestaltet sich das beispielgebundene Beweisen bei nicht vollständiger
oder zu weitgehender Verallgemeinerung der Behauptung?

◦ Wie lässt sich während der fortschreitenden Verallgemeinerung sicherstel-
len, um welchen Allgemeinheitsgrad es gerade im Prozess geht?

Was ein Beweis ist, wird im Mathematikunterricht der Schule selten explizitBeweisverständnis
von Schülern thematisiert. Häufig machen die Schüler im Mathematikunterricht selbst die

Erfahrung, dass etwas trotz Bestätigung an nur wenigen Beispielen immer gilt,
zumal sich innermathematisch nicht viele Beweisaufgaben finden lassen, die die-
ser Erfahrung widersprechen (zu Beispielen hierzu siehe ↑ Abs. 1.3.4). Und so
ist es nicht verwunderlich, wenn Schüler die Aufforderung zum Beweisen ganz
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unterschiedlich auffassen und der eine darin mehr ein induktives Prüfen und die
andere darin eher ein formales oder gar formelles Beweisen sieht. Auch kann
selbst von Seiten der Schüler dann in Frage gestellt werden, ob das Beweisen an
Beispielen überhaupt ein Beweisen ist, worüber sich letztlich auch die Forscher
streiten.

◦ Prüft ein Schüler deshalb induktiv, weil sein Beweisverständnis ein ande-
res ist, weil er eine vorgelegte Behauptung für unfraglich hält oder weil er
die Behauptung bloß anwendet und ihm dessen Prämisse als Begründung
erscheint?

◦ Haben die Schüler selbst den Anspruch, über induktive Prüfungen hinaus
eine Behauptung zu beweisen?

◦ Welche Maßnahmen des Experten resp. Lehrenden sind dazu geeignet,
eine Behauptung als beweisbedürftig herauszustellen?

Interventionsmöglichkeiten und dialogische Mittel des Experten regen zum bei- Interventionsmöglichkeiten
von Lehrenden beim beispiel-
gebundenen Beweisen

spielgebundenen Beweisen an und dienen einer reflektierten Gesprächsführung
(↑ Abs. 2.2.3). Etwa kann der Schüler gebeten werden, seinen vorgetragenen
Beweis noch einmal einem fiktiven Mitschüler zu präsentieren. Damit Schüler
ihr beispielgebundenes Beweisen mit passenden Begriffen unterlegen, können
sprachliche Vorübungen dem eigentlichen beispielgebundenen Beweisen voran-
gestellt werden. Dabei kann auch eine inhaltliche Steuerung vorgenommen wer-
den oder das beispielgebundene Beweisen als Interaktionsform vorab an einfa-
chen Behauptungen eingeübt werden. Eine andere Möglichkeit bieten vorgelegte
beispielgebundene Beweise allgemeingültiger Behauptungen, deren Beweisdar-
stellung im Beispiel gehalten sind.

◦ Gibt es allgemeine Merkmale von Aufgabenstellungen, die den Schülern
das beispielgebundene Beweisen erleichtern?

◦ Wie sind die verschiedenen dialogischen Mittel (etwa Verhalten als ad-
vocatus diaboli, fiktiver Rollenwechsel, fehlendes Eingreifen) daraufhin zu
beurteilen, dass sie den Schüler zum beispielgebundenen Beweis anregen?

◦ Welche Effekte können weitere Interventionen (etwa sprachlich-inhaltliche
Vorübungen, Vorlage beispielgebundener Beweise, Entfernen von Taschen-
rechner/Messgeräten) auf das beispielgebundene Beweisen haben?

————————————–

Damit sind die Forschungsfragen aus den eingangs genannten fünf Forschungs-
bereichen für die Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 dieser Arbeit umrissen worden.
Bevor in deren Vorfeld in ↑ Kap. 2.3 auf forschungspraktische Fragen eingegan-
gen wird, erfolgt im nachstehenden ↑ Kap. 2.2 eine Reflexion über die in dieser
Arbeit verwendeten Methodologien und Methoden.
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2.2 Methodologie und Methoden
An dieser Stelle sollen die verwendeten Methoden reflektiert und ihre Verwen-der Forscher in der

Reflexion über seinen
Forschungsprozess

dung in der vorliegenden Arbeit begründet werden. Die Wahl der Forschungs-
methoden und die Entwicklung einer Gegenstandsauffassung bedingen einander:
Zum einen bestimmt die jeweilige Fragestellung an den theoretisch konzeptio-
nalisierten Gegenstand den Einsatz der verwendeten Methoden. Zum anderen
grenzt die Verwendung bestimmter empirischer Methoden im Forschungsprozess
den Gegenstand ein. Der Forscher greift zur Präzisierung und Schärfung des For-
schungsgegenstandes auf seine Felderfahrungen oder Befragungen zurück. Diese
können den Forscher dann auch zuweilen zur Korrektur seiner theoretisch ent-
wickelten Perspektiven veranlassen.

Mit der Explikation der präzisierten Forschungsfragen im vorangegangenen ↑Forschungsinteresse
und Forschungsfragen Kap. 2.1 ist das Forschungsinteresse auf den theoretischen und empirischen Teil

hin formuliert und systematisiert worden. Dies geschieht, um deutlich zu ma-
chen, wie die theoretische und die empirische Untersuchung des beispielgebun-
denen Beweisens ineinandergreifen. Die Fragestellungen nehmen dabei den For-
schungsstand (↑ Kap. 1.1, 1.2) sowie die theoretische Fassung des Forschungsge-
genstands (↑ Kap. 1.3, 1.4, 1.5) auf, geben Anlässe zum forschungspraktischen
Vorgehen und bilden die Grundlage für die weitere empirische Untersuchung.

Bei der nachstehenden methodischen Reflexion orientiert sich der Verfasser zumOrientierung der metho-
dischen Reflexion an
Jungwirth (2003)

Teil an der Struktur des Übersichtsartikels ”Interpretative Forschung in der Ma-
thematikdidaktik – ein Überblick für Irrgäste, Teilzieher und Standvögel” von
Jungwirth (2003) und prüft sein eigenes Vorgehen daran, ohne dass er eigenes
neues Wissen generiert. Es wird damit wie folgt umgegangen: Zunächst wird
die vorliegende Arbeit in den interpretativen Zweig der Mathematikdidaktik
eingeordnet. Dazu wird das der interpretativen Mathematikdidaktik zugrunde-
liegende allgemeine Weltbild expliziert und in Beziehung zum eigenen Vorgehen
gesetzt (↑ Abs. 2.2.1). Als relevanter Forschungsansatz sind in diesem Zusam-
menhang die so genannten Einzelfallstudien zu nennen (↑ Abs. 2.2.2). Im Rah-
men von Einzelfallstudien können verschiedene Gesprächsformen zum Einsatz
kommen, welche Auswirkungen auf den resultierenden Gesprächs- oder Interak-
tionstext haben (↑ Abs. 2.2.3). Anschließend werden für die entstandenen Texte
mögliche Interpretationsansätze vorgestellt, wie sie sich auch in der interpreta-
tiven Mathematikdidaktik eingebürgert haben (↑ Abs. 2.2.4). Alsdann rechtfer-
tigt der Verfasser seinen spezifischen theoretischen Zugriff dieser Arbeit, wel-
cher vom Forschungsgegenstand des beispielgebundenen Beweisens her gedacht
wird (↑ Abs. 2.2.5). Die Abduktion wird an dieser Stelle nicht als Schlussform
in ihrer Charakterisierung mathematischen Entdeckens behandelt, sondern als
der Interpretation von Texten dienendes forschungslogisches Vorgehen (↑ Abs.
2.2.6). Schließlich wird über das forschungspraktische Vorgehen reflektiert (↑
Abs. 2.2.7) und auf das Beweisen und Typisieren am Beispiel eingegangen (↑
Abs. 2.2.8).

Zusammenfassend werden im Folgenden an mehreren Stellen Parallelen zwischentheoretische und metho-
dische Parallelen dem theoretischen Zugriff und den verwendeten Forschungsmethoden gezogen

(mit Kapitelverweis und jeweiliger Kapitelgliederung):
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◦ Abduktion (↑ Abs. 2.2.6):
Der Forscher vollzieht eine Abduktion an einem zu interpretierenden Text,
indem er (auf der Basis seines bisherigen theoretischen und kontextuel-
len Wissens) eine Deutung dieses Texts eruiert und eine Deutungsregel
assoziiert.
Der Lernende vollzieht eine Abduktion an einem mathematischen Gegen-
stand, indem er ein (überraschendes) Resultat auf einen erklärenden Fall
zurückführt und dabei ein Gesetz assoziiert, mit dem vom Fall auf das
Resultat geschlossen werden kann.

◦ Objektive Hermeneutik (↑ Abs. 2.2.4, 2.2.7):
Die Objektive Hermeneutik fungiert in ihrer Annahme der Sinnstruktu-
riertheit der Welt als Forschungsmethode zur Auslegung von Texten, wel-
che latente Sinnstrukturen offenlegt.
Die Mathematik ist sinnstrukturiert insofern, als dass mathematische Be-
weise latente Sinnstrukturen darstellen. Beim Forschungsgegenstand des
beispielgebundenen Beweisens i.e.S. legt der Lernende den Beweis als
Sinnstruktur offen, indem er diesen subjektiv realisiert und manifestiert.

◦ Beispielgebundenheit (↑ Abs. 2.2.8):
Wenn der Forscher typisierende Darstellungen aus der Interpretation ein-
zelner, besonderer empirischer Fälle zum Erkennen des Allgemeingültigen
entwickelt, geht er beispielgebunden vor.
Beim beispielgebundenen Beweisen versucht der Lernende, eine mathe-
matische Behauptung am Beispiel zu beweisen, indem er am Beispiel das
Allgemeingültige erkennt und versprachlicht.

2.2.1 Das interpretative Weltbild
2.2.2 Einzelfallstudien
2.2.3 Vom Gespräch zum interpretierbaren Text

◦ Rahmenbedingungen von Befragungen ◦ Rollen der Gesprächsteilnehmer
◦ Gesprächsthemen ◦ Gesprächsformen und Gesprächstechniken

2.2.4 Grundlegende Interpretationsansätze
◦ Sinnkonstitution nach Schütz (1932)
◦ Texttheoretische Position nach Ricœur (1972)
◦ Objektive Hermeneutik nach Oevermann et al. (1979)

2.2.5 Rechtfertigung der theoretischen Fassung des Forschungsgegenstands
2.2.6 Abduktion als Forschungslogik
2.2.7 Gedankliche und empirische Vergleiche

◦ Methode der primär gedanklichen Vergleiche
◦ Methode der primär empirischen Vergleiche
◦ Reflexion des eigenen methodischen Vorgehens

2.2.8 Beweisen und Typisieren am Beispiel
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2.2.1 Das interpretative Weltbild
Die vorliegende Arbeit ist dem von Jungwirth (2003, 189) so genannten ”inter-interpretatives Paradigma
pretativen” Zweig deutschsprachiger Mathematikdidaktik zuzurechnen, welcher
sich seit dem Ende der 1970er Jahre ausgebildet hat. Die interpretative For-
schung setzt daran an, dass das scheinbar Gegebene und Selbstverständliche
der sozialen Welt nicht per se vorhanden ist, sondern im wechselseitig interpre-
tierenden Handeln der Mitglieder einer Gemeinschaft entsteht, vollzogen wird
und daher auch Wandlungen unterworfen ist. Dem interpretativen Paradigma
von Wilson (1973, 58ff.) zufolge sind gesellschaftliche Strukturen, Normen,
Werte und Regeln und damit auch Rollen- und Statuszuschreibungen nicht de-
terminiert, sondern werden im interpretierenden Austausch der Mitglieder einer
Gemeinschaft resp. Gesellschaft ausgehandelt und geformt: im Interpretieren der
gegebenen Dinge, im Orientieren an den Interpretationen Anderer und im Her-
stellen der sozialen Wirklichkeit als Ausdruck eigener Interpretation. Durch die
Wahrnehmung, die Erwartung, die Deutung und den Vollzug von Handlungen
wird die soziale Welt sinnhaft gestaltet. Das soziale Handeln kann sich dann
an einem System von Symbolen und Mustern orientieren, welches das soziale
Sinngefüge stabilisiert.

Jungwirth (2003, 190) umreißt in diesem Zusammenhang verschiedene theo-Theorien der inter-
pretativen Soziologie retische Akzentuierungen der interpretativen Forschung, auf die sich auch die

Mathematikdidaktik häufiger bezieht: So geht auf der einen Seite Schütz (1932,
12ff.) in seiner an Weber orientierten verstehenden Soziologie vom einzelnen
Akteur aus, welcher sich durch so genannte Sinndeutungs- und Sinnsetzungsak-
te das Sinngefüge der sozialen Welt aufbaut, die dann auch zur sozialen Welt
der Anderen wird. Blumer (1973, 80ff.) setzt im symbolischen Interaktionismus
mehr eine soziale Vorstrukturierung des Handelns voraus und rückt die Inter-
aktion ins Zentrum seines Interesses: Seiner Annahme nach wird das Handeln
von Menschen Dingen gegenüber durch jene Bedeutungen bestimmt, die diesen
Dingen zugeschrieben wird. Die soziale Interaktion verleiht den Dingen ihre Be-
deutungen, welche die Menschen in ihrer interpretierenden Auseinandersetzung
mit den Dingen wiederum verändern können. Damit stützt sich Blumer auf
die Überlegungen von Mead (1973, 111, 316), nach denen die Interaktion über
so genannte signifikante Symbole stattfindet, deren Sinn und Bedeutungen so-
zial geteilt wird. Auf der anderen Seite betont Garfinkel (1967, 10ff.) in der
Ethnomethodologie die formalen Strukturen praktischer Handlungen zur Her-
stellung der sozialen Wirklichkeit. Dabei sieht er von subjektiven Intentionen
der einzelnen Akteure und deren psychologischer Deutung ab. In der Interaktion
interpretieren die Teilnehmer die indexikalen, d.h. die situations- und kontext-
abhängigen Ausdrücke der Anderen pragmatisch zwecks einer sogenannten sinn-
haften Normalisierung der Interaktion, im Vertrauen darauf, dass die Anderen
entsprechend interpretierend handeln.

Die interpretative Mathematikdidaktik stellt in diesem Kontext einen Bezug zurinterpretative
Mathematikdidaktik Mathematik in ihrer sozial konstruierten Wirklichkeit her. Sie

”befasst sich etwa mit Vorstellungen von mathematischen Begriffen oder
Aufgabenlösungen, mit Sichtweisen von Mathematik und vom Unterrich-
ten von Mathematik, mit der Verwendung von Mathematik im Alltag
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sowie insbesondere mit den Lehr- und Lernprozessen selbst, also mit fach-
bezogenen unterrichtlichen Interaktionen, Beteiligungsstrukturen und kol-
lektiven Themen- und Interessensentwicklungen.” (Jungwirth, 2003, 190)

Auch die vorliegende Arbeit reiht sich in die bestehenden Forschungsarbeiten der interpretative
Weltbezug dieser Arbeitder interpretativen Mathematikdidaktik ein, deren jeweiliger methodischer Zu-

griff in seiner Spezifik von der theoretischen Untersuchung des Forschungsge-
genstands und diesbezüglich getroffener Vorannahmen abhängt. Diese Arbeit
erforscht das subjektiven Realisieren und das Manifestieren eines Beweises am
Beispiel. Aus theoretischer Perspektive wird davon ausgegangen, dass ein Schü-
ler den Beweis als latente Sinnstruktur oder einzelne seiner Teile subjektiv rea-
lisiert. Mit Schütz (1932, 149ff.) betrachtet, kann sich der Schüler gleichsam
als einzelner Akteur den Beweis als objektiviertes Sinngefüge am betrachteten
Beispiel konstruktivistisch aufbauen. Doch erst durch die sprachliche Manifes-
tation seiner Sinnsetzungsakte kann sein als Beweis verstandenes Sinngefüge
schließlich sozial geteilt werden und damit auch zur sozialen Welt der oder des
Anderen werden, zunächst und zumal des interpretierenden Forschers.

————————————–

Bevor nun in ↑ Abs. 2.2.4 grundlegende Interpretationsansätze sozialwissen-
schaftlicher Forschung behandelt werden, ist zu klären, welcher Forschungsan-
satz in der vorliegenden Arbeit vertreten wird, und welcher Techniken sich dieser
Forschungsansatz bedient, um die für die Interpretation so wichtigen Texte zu
generieren. Deshalb werden zunächst Einzelfallstudien und danach qualitative
Interviews thematisiert. Bezogen werden diese theoretischen Ausführungen je-
weils auf die vorliegende Arbeit.
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2.2.2 Einzelfallstudien
Einzelfallstudien geben, anders als wenn etwa vom qualitativen Interview ge-die Einzelfallstudie

als Forschungsansatz sprochen wird, keine konkrete Erhebungstechnik vor. Lamnek (2010, 272ff.)
versteht unter einer Einzelfallstudie vielmehr einen Forschungsansatz bzw. einen
approach, der sich grundlegend durch die Methodenvielfalt, durch die Totali-
tät der Fälle und durch die alltagsnahe Untersuchungssituation charakterisieren
lässt. Der Autor bemerkt zunächst zur Methodenvielfalt:Methodenvielfalt

”Die Einzelfallstudie ist (...) prinzipiell offen für alle Methoden und Tech-
niken der empirischen Sozialforschung. Begreift man sie aber enger als
dem interpretativen Paradigma und der qualitativen Sozialforschung zu-
gehörig, so verbieten sich die standardisierten Methoden.” (Lamnek, 2010,
275)

Dass mehrere Erhebungsmethoden wie teilnehmende Beobachtung, Interview,
Experiment, Fachgespräch u.a. zum Einsatz kommen können, besitzt den Vor-
teil, dass dadurch Methodenartefakte vermieden werden. Ein dadurch charakte-
risierter Forschungsansatz reguliert methodenbedingte Verzerrungen somit selbst.
Der Fall wird gewissermaßen unter wechselndem methodischem Licht betrach-
tet. Dies trägt auch zur sogenannten Totalität des Falls bei:Totalität des Falls

”Eine gewichtige Besonderheit des Approachs Einzelfallstudie liegt darin,
diese Fälle jeweils einzeln in ihrer Totalität zum Gegenstand einer Unter-
suchung zu machen. (...) Man begreift den Einzelnen nicht als ein eher
unbedeutendes und prinzipiell austauschbares Mitglied einer Population
oder Stichprobe, das nur Träger von durch den Forscher als wichtig de-
finierten Merkmalen ist (...), sondern man betrachtet den Einzelnen als
Fachmann für die Deutungen und Interpretationen seiner Alltagswelt.”
(Lamnek, 2010, 274)

Mit Goode & Hatt (1956, 312) gesagt, ”besteht also das Bestreben, aus jedem
Einzelfall eine Untersuchung zu machen”, statt eine Untersuchung über alle
Einzelfälle hinweg zu führen. Dies bedeutet jedoch nicht, dass mit dem Einzelfall
nur das Individuelle erfasst wird:

”Man kann daher die Einzelfallstudie auch nicht als eine Methode be-
trachten, die das Einmalige erfaßt; sie versucht nur, die für das zu unter-
suchende wissenschaftliche Problem bedeutsame Kennzeichen als Einheit
aufzufassen und zusammenzuhalten.” (Goode & Hatt, 1956, 302)

Eingeschränkt auf einen vornehmlich qualitativen Zugang verfolgt die Einzel-Ziele der Einzelfallstudie
fallstudie folgende Ziele:
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”Die Einzelfallstudie im qualitativen Paradigma strebt eine wissenschaft-
liche Rekonstruktion von Handlungsmustern auf der Grundlage von all-
tagsweltlichen, realen Handlungsfiguren an. Dabei versucht der Forscher
nicht nur als alltagsweltlicher Handlungspartner, die Figuren nachzuvoll-
ziehen, sondern diese in den wissenschaftlichen Diskurs zu überführen und
Handlungsmuster zu identifizieren, indem er allgemeinere Regelmäßigkei-
ten vermutet.” (Lamnek, 2010, 285)

Damit zeichnet sich die Einzelfallstudie zwar durch eine kommunikative Offen- Alltagsbezug
und Offenheit der
Einzelfallstudie

heit, durch lebensweltliche Nähe und durch eine Betonung des Individuellen
aus. Allerdings fungiert der Forscher dabei gegenüber den Befragten oder Be-
obachteten in einer distanzierten Rolle als Rekonstrukteur der Wirklichkeit zu
allgemeiner beschreibbaren Handlungsmustern. Seine Offenheit besteht darin,
in der Entwicklung theoretischer Konzepte gegenüber den Deutungen aus der
Alltagswelt empfänglich zu sein und nicht schon allein mit vorgegebenen Kon-
zepten an den Einzelfall heranzutreten:

”Durch den Approach der Einzelfallstudie wird die Stereotypisierung und
vorschnelle Strukturierung der Daten vermieden, weil sehr konkret auf
den individuellen Fall eingegangen werden kann und dessen Deutungen
– ohne Prädetermination durch das hypothetische Raster des Forschers –
erst zu interpretierenden Vermutungen führen.” (Lamnek, 2010, 299)

Zudem lassen sich Theoriebildung und die Erfahrungen im Forschungsfeld als Theoriebildung und Erfah-
rungen im Forschungsfeldwechselseitig befruchtender Prozess verstehen. In Einzelfallstudien bildet der

Forscher Hypothesen nicht a priori, sofern er nicht auf bereits bestehende Ein-
zelfallstudien oder Erkenntnisse zurückgreift, sondern in der fortwährenden Neu-
vermessung des Forschungsfelds am Befragten oder Beobachteten.

Auch bei den in ↑ Teil 3 dieser Arbeit dargestellten Analysen handelt es sich um Einzelfallstudien in
der vorliegenden Arbeitsogenannte Einzelfallstudien: Einzelne Schüler werden von einem Forscher dazu

angeregt, beispielgebunden zu beweisen. Jeder Fall ist vom Ansatz her einer ei-
genen ausführlichen Untersuchung wert, um den Forschungsgegenstand, das bei-
spielgebundene Beweisen, mit verschiedenen methodischen Ansätzen möglichst
tiefgehend zu erschließen. Die Befragung der Schüler nimmt daher zeitweise
den Charakter eines Lernexperiments, eines Fachgesprächs und eines Interviews
an. Einschränkend muss gesagt werden, dass die Befragung zwar innerhalb der
Schule als Lebenswelt der Schüler stattfindet, sich aber nicht mit den Routi-
nen des Mathematikunterrichts deckt und damit für die meisten Schüler eher
inhaltlich einen gewissen unterrichtlichen Bezug herstellt. Insofern können nur
begrenzt Empfehlungen dazu gegeben werden, wie im Mathematikunterricht
beispielgebunden bewiesen werden kann. Dass es sich nicht nur um ein unter-
richtsnahes Fachgespräch handelt, sondern auch um ein Interview und um ein
Lernexperiment, ist der oben genannten Methodenvielfalt geschuldet. Denn der
Forschungsgegenstand soll durch die vorliegende Arbeit ja gerade auch explo-
rativ untersucht werden. So ist es wünschenswert, dass die vorliegenden Einzel-
fallstudien auch einen gewissen Laborcharakter tragen.
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Wie eingangs gesagt, stellen Einzelfallstudien einen Forschungsansatz bzw. ap-
proach dar, während mit qualitativen Interviews eine unter mehreren möglichen
Erhebungsmethoden auch im Rahmen einer Einzelfallstudie gewählt werdenEinzelfallstudien

und qualitative Interviews kann. Aufgrund dieser Einbettung sind Überschneidungen zwischen den me-
thodologischen Aspekten von Einzelfallstudien und qualitativen Interviews fest-
stellbar. Die bereits getroffenen Aussagen über die Totalität des Falls, über den
anzustrebenden Alltagsbezug, über die kommunikative Offenheit von Einzelfall-
studien und über die wechselseitige Bedingtheit zwischen Theoriebildung undergänzende Prinzipien

qualitativer Interviews Felderfahrung gelten auch bezüglich der Erhebungsmethode. Zudem zeichnen
sich qualitative Interviews u.a. durch folgende Prinzipien aus:

◦ ”Prinzip der Zurückhaltung durch den Forscher. Qualitative Inter-
views lassen den Befragten zu Wort kommen. Er ist nicht nur Daten-
lieferant, sondern er determiniert als Subjekt das Gespräch qualitativ
und quantitativ.” (...)

◦ ”Prinzip der Flexibilität. In der Interviewsituation reagiert der For-
scher variabel auf die Bedürfnisse des Befragten.”

◦ ”Prinzip der Prozesshaftigkeit. Das qualitative Interview ermittelt
bevorzugt Deutungs- und Handlungsmuster der Befragten, die sich
im Verlauf des Interviews entwickeln.”

(Lamnek, 2010, 320)

Wie diese Prinzipien methodisch-technisch umgesetzt werden können, ist Ge-
genstand des folgenden ↑ Abs. 2.2.3.

————————————–

Es zeigt sich, dass die meisten in der Literatur genannten methodisch-technischen
Aspekte (wie auch die vorstehenden methodologischen Aspekte) des qualitativen
Interviews für dieses selbst weniger spezifisch sind. Da es sich bei den Analysen
in ↑ Teil 3 vom weiteren Forschungsansatz her um Einzelfallstudien handelt,
wird im Folgenden also nicht allein von qualitativen Interviews gesprochen, son-
dern auch von Befragungen oder Gesprächen. Diese sollen dem Forschungszweck
dienen, dem Forschungsgegenstand gemäß zu interpretierbaren Texten zu gelan-
gen.
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2.2.3 Vom Gespräch zum interpretierbaren Text
Die aus Gesprächen und Beobachtungen im Forschungsfeld hervorgehenden Tex- Entstehung von Texten
te bilden eine unverzichtbare Grundlage von verschiedenen in der (mathematik-
didaktischen) Forschung angewandten Interpretationsansätzen. Text wird hier
eher in einem allgemeineren Sinne verwandt, etwa als Interaktionstext, der seine
materiale Existenz durch Transkription in einem Dokument finden kann (vgl. ↑
Abs. 1.5.1 und ↑ Abs. 2.2.4). Im Unterschied zum vorangegangenen ↑ Abs. 2.2.2
über Einzelfallstudien als Forschungsansatz stellt sich nun eher die methodisch-
technische Frage, wie die Entstehung der Texte von den Umständen, den Unter-
suchungspersonen und dem Forscher beeinflusst werden. Dabei ist von Interesse,
von welchen Prinzipien sich der Forscher leiten lässt, um mit Blick auf seine For-
schungsfragen zu interpretierbaren Texten zu gelangen. Beobachtet der Forscher
etwa nur, wie in seinem Forschungsfeld interagiert wird? Oder begibt sich der
Forscher als Akteur selbst in das Forschungsfeld, so dass er die Texte mitpro-
duziert, welche er später interpretiert? Welche Gesprächsformen wählt er dann
gegenüber den Personen in seinem Forschungsfeld aus? Welcher Gesprächstech-
niken kann er sich bedienen? Im Folgenden soll in gebotener Kürze über die
Möglichkeiten reflektiert werden, welche Vorgehensweisen sich aus der Fülle der
methodischen Zugänge eignen, um zu aussagekräftigen Texten zur empirischen
Untersuchung des Forschungsgegenstands zu gelangen.

In der vorliegenden Arbeit geht es um die grundlegende Erforschung beispielge- Bezugnahmen auf
die vorliegende Arbeitbundenen Beweisens, welche einerseits aus der theoretischen Fassung des For-

schungsgegenstands, andererseits aus der Analyse von Texten befragter Schüler
und aus der Reflexion hierüber an dieser Stelle besteht. Dass der Forschungs-
gegenstand vor dieser Untersuchung noch nicht umfassend theoretisch geklärt
worden ist und somit das Terrain selbst noch untersucht werden muss, hat
Auswirkungen auf die Rahmenbedingungen der Befragung, auf die Wahl der
Gesprächsthemen, auf die Rollen des Forschers und des Befragten, auf die Ge-
sprächsformen und auf die dabei eingesetzten Gesprächstechniken. Die genann-
ten Aspekte sollen im Folgenden jeweils zunächst etwas theoretischer behandelt
werden und dann in ihrer spezifischen Ausformung in der vorliegenden Arbeit
erörtert und kritisch reflektiert werden.

◦ Rahmenbedingungen von Befragungen
◦ Gesprächsthemen
◦ Rollen der Gesprächsteilnehmer
◦ Gesprächsformen und Gesprächstechniken

Rahmenbedingungen von Befragungen

Unter Rahmenbedingungen von Befragungen lassen sich der Befragungsort, die
Auswahl der Befragten, die Ausgestaltung der Gesprächssituation, die Dauer
und Häufigkeit sowie der Zweck der Befragung fassen. All dies kann Auswir-
kungen auf den interpretierbaren Text haben, so dass an dieser Stelle diese
Gesichtspunkte nacheinander genannt werden:
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Explizit thematisiert wird der Ort der Befragung als Forschungsfeld in der teil-
nehmenden Beobachtung. In der Literatur wird das Forschungsfeld nach Weid-
mann (1974, 12) als ”Lebensraum einer Gruppe von Menschen” charakterisiert,das Forschungsfeld als

Ort der Befragung welche den Forscher und sein Anliegen akzeptieren und ihm vertrauen müssen.
Wie weiter unten beschrieben wird, kann der Forscher dabei verschiedene Rollen
einnehmen. Im Feld verhält sich der Forscher eher rezeptiv (jedoch nicht passiv),
sofern er bloß beobachtet. Er befragt das Feld dann gewissermaßen stumm. Je
nachdem, wie (weit) sich der Forscher den Spielregeln seines Forschungsfelds
anpasst, erhält er mehr oder weniger tiefe Einblicke in sein Forschungsfeld.
Dabei wird er auch darauf achten, dass er die notwendige Distanz zu seinem
Forschungsfeld wahrt.

Unter den Befragten oder Beobachteten muss der Forscher eine Auswahl treffen.Auswahl der Befragten
Dies hängt auch davon ab, in welcher Phase sich seine Untersuchung befindet.
Steht er noch am Anfang, so wird er die befragten oder beobachteten Perso-
nen zunächt kennenlernen. Legewie (1995, 192) empfiehlt, dass ”der Feldfor-
scher sich auf den Aufbau möglichst vielseitiger Kontakte konzentrieren” soll.
Es macht Sinn, das Forschungsfeld auf diesem Wege in seiner Gänze zu ver-
messen und dann tiefergehende Untersuchungen durchzuführen, welche einen
Auswahlprozess einleiten.

Zur Ausgestaltung der Gesprächssituationen zählt die Anbahnung von Gesprä-Ausgestaltung der
Gesprächssituationen chen in einer Vorbereitungsphase. Die Zugänglichkeit zu den Gesprächspartnern

kann eingeschränkt sein. Legewie (1995, 191) unterscheidet in diesem Zusam-
menhang zwischen offenen, halboffenen und geschlossenen Schauplätzen. Aber
auch inhaltlich muss der Forscher vorab klären, welche Gesprächsform er wählt,
wie er seine Gesprächsthemen den Befragten gegenüber vermittelt und wie er
umgekehrt an bekannte und vertraute Dinge der Befragten anknüpft. Die Ge-
sprächsteilnehmer müssen überdies zu einer gemeinsamen Sprachebene finden.
Hierzu kann sich der Forscher je nach selbst gewählter Rolle bestimmter Ge-
sprächstechniken bedienen, wie sie weiter unten beschrieben werden.

Dauer und Häufigkeit der Befragung hängen vom Zweck der Befragung ab. KannDauer und Häufigkeit
der Befragung oder soll die Begegnung zwischen dem Forscher und den Befragten resp. den

Beobachteten nicht wiederholt werden, bleibt die Befragung einmalig. Je nach
Forschungsansatz kann aber auch in Abständen wiederholt befragt werden, um
Veränderungen oder Entwicklungen auf Seiten der Befragten feststellen zu kön-
nen. Ebenso stark kann die Dauer von einzelnen Befragungen variieren. Diese
ist auch abhängig vom Alter der Befragten, von den Gesprächsthemen oder von
Auswahlkriterien, die der Forscher gegenüber den Befragten trifft.

Die Befragungen der Schüler in der vorliegenden Arbeit haben experimentellenRahmenbedingungen der
Befragungen in der
vorliegenden Arbeit

Charakter in dem Sinne, dass der Forscher selbst noch den Untersuchungsge-
genstand, das beispielgebundene Beweisen, exploriert. Um die Komplexität an
Interaktion möglichst gering zu halten, werden die Befragungen mit einzelnen
Schülern außerhalb des regulären Mathematikunterrichts durchgeführt. Damit
wird in Kauf genommen, dass für die Vermittlung beispielgebundenen Beweisens
im Mathematikunterricht allenfalls Empfehlungen ausgesprochen werden kön-
nen. Dies geschieht aber aus einer zunächst grundlagentheoretischen Haltung
gegenüber dem Forschungsgegenstand heraus.
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Statt nun Schüler zu Hause zu befragen, wird als Befragungsort die Schule ge-
wählt. So kann sich der Forscher in Vermittlung über den Lehrer einerseits über
die alltägliche Lebenswelt der Schüler und andererseits über den Lernstand der
Schüler informieren. Auch ist mit der Grundschule und dem Gymnasium ei-
ne Auswahl von Schülern verbunden, die dem Forschungsgegenstand insofern
Rechnung trägt, als dass das Beweisen im Mathematikunterricht (noch) vor-
nehmlich an Gymnasien praktiziert wird. Keine Einschränkung wird bei den
Schülern jedoch hinsichtlich ihrer Fähigkeiten zum (beispielgebundenen) Be-
weisen gemacht. Denn durch die vorbereitende Diskussion in ↑ Abs. 1.1.1 ist
eingangs intendiert worden, dass in der vorliegenden Forschungsarbeit keine Fä-
higkeitsniveaus im (beispielgebundenen) Beweisen bestimmt werden sollen, da
dies auf eine Hierarchisierung des beispielgebundenen gegenüber dem formalen
resp. formellen Beweisen hinauslaufen würde. Wie aus ↑ Kap. 1.5 hervorgeht,
geht es der theoretischen Fassung beispielgebundenen Beweisens i.w.S. nach um
den Prozess beispielgebundenen Beweisens in seinen möglichen Verlaufsformen.

Der Schüler wird in einem separaten Raum befragt. Forscher und Befragter ma-
chen sich einander kurz bekannt und finden über ein Sachthema zum Gespräch.
Der Forscher nimmt während des Gesprächs verschiedene Rollen an, z.B. als In-
terviewer, Zuhörer, Lehrender, Mitschüler, advocatus diaboli usw.. Dies geschieht
abhängig von der jeweils gewählten Gesprächsform, je nachdem ob situativ der
Charakter eines Interviews, Experiments und Fachgesprächs dominiert. Die In-
terviewdauer sollte bei Grundschülern eine halbe Stunde nicht überschreiten.
Da der Prozess des beispielgebundenen Beweisens untersucht werden soll, ist
bei Schülern der Sekundarstufe die Dauer einer Schulstunde (45 Minuten) die
Regel.

Gesprächsthemen

Die Gesprächsthemen bilden das inhaltliche Gerüst einer Befragung. Die Ge-
sprächspartner argumentieren an Inhalten und Sachkontexten und formen auf
dieser inhaltlichen Grundlage einen Interaktionstext. Welche Gewichtung da-
bei dem Inhalt selbst, und welche dem beobachtbaren Verhalten des Befragten
damit zukommt, hängt von der jeweiligen Untersuchung ab. Der Forscher soll-
te sich als fachlicher Experte auskennen; ebenso sollte der Gesprächspartner
einen Bezug zum Gesprächsthema haben oder finden. Der Forscher wählt die
Gesprächsthemen zudem derart aus, dass sie ihm zur Untersuchung seiner For-
schungsfragen verhelfen. Hierbei ist Sorgfalt geboten:

”Mit der Entscheidung für eine konkrete Fragestellung ist jeweils auch ei-
ne Reduktion und damit Strukturierung verbunden: Bestimmte Aspekte
werden in den Vordergrund gestellt, andere werden als weniger wesent-
lich (zumindest vorerst) in den Hintergrund gerückt bzw. ausgeschlos-
sen. Insbesondere bei der Datenerhebung mit einmaligen Interviews fällt
eine solche Entscheidung ins Gewicht, während ihre Konsequenzen bei
der Konzipierung der Datenerhebung als Prozeß etwa mit teilnehmender
Beobachtung oder mit wiederholten Befragungen leichter zu korrigieren
sind.” (Flick, 1995, 152, H.i.O.)
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Die Gesprächsthemen sind in der vorliegenden Arbeit relativ festgelegt. Es han-Gesprächsthemen in der
vorliegenden Arbeit delt sich um mathematisch analysierte und für das beispielgebundene Beweisen

geeignet befundene Aufgabenstellungen. Auch dieser Auswahlprozess erfolgte
zum Teil im Forschungsfeld selbst. Etwa hat sich das gegensinnige Verändern
der Multiplikation für den Einsatz in der Grundschule als zu schwer erwiesen.
Zudem gibt es Aufgabenstellungen wie den Winkelsummensatz im konvexen n-
Eck oder Sätze über Potenzfunktionen, die sich zwar für Gymnasialschüler als
geeignet herausgestellt haben, aber aus Umfangsgründen nicht in diese Arbeit
aufgenommen wurden. Diese Entscheidungen haben sich im Laufe der etwa 100
Interviews mit Grundschülern und Schülern der Sekundarstufe I eingestellt. Die
inhaltliche Zuordnung der behandelten Aufgabenstellung zum beispielgebunde-
nen Beweisen erfolgte nach Klassenstufe derart, dass den Schülern die Beweis-
aufgaben zwar unbekannt, aber für sie im Prinzip lösbar gewesen sind. Zu einem
kleinen Teil ist auch das Sprechen über das Beweisen selbst thematisiert worden.
Dies hat sich zumal dann ergeben, wenn der Beweisende nachträglich über sein
(beispielgebundenes) Beweisen reflektiert hat, wie es aus theoretischer Perspek-
tive insbesondere bei den Zugängen des Entdeckens und Prüfens mit latenter
Beweisidee absehbar ist.

Rollen der Gesprächsteilnehmer

Der Forscher kann im Forschungsfeld verschiedene Rollen annehmen, welche die
jeweilige Gesprächsform, zum Beispiel teilnehmende Beobachtung oder ethno-
graphisches Interview, mitbedingt und impliziert. Eine Möglichkeit besteht dar-teilnehmender Beobachter
in, dass der Forscher am Sozialleben der Untersuchungspersonen teilnimmt und
deren Verhalten, deren Interaktionsmuster und deren Wertempfinden beobach-
tet. Der Forscher führt als Beobachtender gewissermaßen ein stummes Gespräch
mit den Untersuchungspersonen, die sich sehr wohl untereinander austauschen
können. Bleibt der Forscher nicht allein teilnehmender Beobachter, sondern be-Beobachter und Akteur
gibt er sich auch als Akteur in das Forschungsfeld, nimmt er selbst an der
Entwicklung des später zu interpretierenden Texts teil. Insofern beeinflusst er
die Textproduktion. Andererseits ist es von Vorteil, den Forschungsgegenstand
und dessen Träger ganz aus der Nähe zu beforschen. Die Doppelrolle aus Be-
obachter und Akteur ist nicht einfach anzunehmen, zumal der Forscher sein
Rollenverständnis dem Befragten gegenüber deutlich machen muss und dies für
den Forscher aktives und rezeptives Verhalten gleichermaßen erfordert.

Die Rolle des Akteurs kann weiter präzisiert werden. Der Forscher kann alsweitere Rollen
Interviewender, Beratender, Lehrender oder selbst auch als Lernender agieren.
Diese Rollen können während des Gesprächs fließend wechseln und gehen häu-
fig auch aus der vom Forscher ins Auge gefassten Gesprächsstruktur hervor.
Sie implizieren eine Hierarchie zum Interviewten, Beratenen und Lernenden in
dem Sinne, dass der Interviewer, Beratende, Lehrende das Gespräch führt. Der
Interviewende ist nach Linke et al. (1994, 291) gegenüber dem InterviewtenInterviewender

und Interviewter in dem Sinne bevorrechtigt, ”initiierende Beiträge zu leisten, Fragen zu stellen,
bestimmte Themen zur Sprache zu bringen und die Gesprächsbeiträge des Inter-
viewten mit themenkontrollierenden Bemerkungen zu lenken”. Der Autor weist
in diesem Zusammenhang jedoch darauf hin, dass der Interviewte sich nicht
automatisch mit seinem bloß antwortenden Status zufriedengeben muss, insbe-
sondere dann nicht, wenn er sich gegenüber dem Interviewer selbst als Experte
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im jeweiligen Gesprächsthema sieht. Dann kann nach Linke et al. (1994, 291)
sogar in einem ”gesprächsweisen Machtkampf” zu zeitweisen Rollenkonflikten
kommen. Dieser Kampf um die Vorherrschaft über die Gesprächsführung ist
auch aus dem Alltag bekannt. Die Gesprächspartner bedienen sich dabei ver-
schiedener Gesprächsmittel wie offener und geschlossener Fragen, Gegen- und
Nachfragen, kurzer und ausführlicher Antwort, Appell, Bewertung und weite-
rem.

In der vorliegenden Arbeit nimmt der Forscher hauptsächlich die Rollen des In- Rollen in der
vorliegenden Arbeitterviewenden, Dialogpartners und Lehrenden an. In etwaigen Vorübungen gibt

der Interviewende dem Schüler die Möglichkeit, erste Erfahrungen im beispiel-
gebundenen Beweisen zu sammeln und sich darin als selbstwirksam und moti-
viert zu erleben. Im weiteren Gesprächsverlauf übt sich der Forscher in Zurück-
haltung, um seine Einflüsse auf das beispielgebundene Beweisen des Schülers
möglichst gering zu halten. Der Schüler soll möglichst selbstständig zu seiner
Rolle als Beweisführenden finden, und der Forscher moderiert hauptsächlich.
Belehrend greift der Forscher nur dann ein, wenn zu erwarten steht, dass sich
der Schüler in zu weitem Terrain verliert oder zu lange einen Irrweg beschrei-
tet. Zeitweise kann der Forscher auch dialogisch agieren, etwa indem er in die
Rolle eines fiktiven Mitschülers schlüpft oder den Schüler als advocatus diabo-
li zum Widerspruch herausfordert. Die beschriebenen Rollenwechsel haben den
Sinn, die Entwicklung beispielgebundenen Beweisens beim Schüler voranzutrei-
ben, etwa wenn der Schüler sein Beweisverhalten zu sehr verfestigt. Freilich mag
dem Schüler eine solche Konfrontation mit einem wechselnden Rollenverständnis
nicht ganz geläufig erscheinen. Insofern tut der Forscher zu Beginn des Gesprächs
gut daran, dem Schüler zu vermitteln, dass es sich um ein Schülerexperiment
handelt.

Gesprächsformen und Gesprächstechniken

In der Literatur werden verschiedenste Gesprächsformen und Gesprächstechni- Typen qualitativer
Interviewsken thematisiert, die hier nur ansatzweise genannt werden sollen. Je nachdem,

wie das Forschungsinteresse gelagert ist, werden beispielsweise verschiedene Ty-
pen qualitativer Interviews empfohlen. So unterscheidet Lamnek (2010, 326)
zwischen narrativem, episodischem, problemzentriertem, fokussiertem, rezepti-
vem, Experten- und Tiefeninterview. Als Leitfadeninterview bezeichnet der Au- Leitfaden-Interview
tor ein Interview, bei dem der Interviewer auf ein ”unterstützendes Element”
wie zum Beispiel einen Fragebogen oder eine Liste zurückgreifen kann. Krom-
rey (2006, 388) gliedert die weiter gefasste Befragung in nicht standardisierte,
teilstandardisierte und vollstandardisierte Formen, die sich jeweils wiederum
mündlich und schriftlich durchführen lassen. Das Leitfadengespräch wird seiner
Aufstellung nach als mündliche teilstandardisierte Befragung charakterisiert,
während das Einzelinterview mündlich vollstandardisiert ist. Der Autor präzi-
siert sein Schema wie folgt:

”Beim teil-standardisierten Fragebogen handelt es sich dagegen vor al-
lem um ein Fragebogengerüst: In der Hauptsache wird mit offenen Fra-
gen gearbeitet; Sondierungsfragen sind zugelassen; die Interviewer haben
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die Möglichkeit, die Befragungssituation selbst mitzustrukturieren. Ein-
zelinterviews mit Hilfe eines solchen Fragebogengerüsts oder Interview-
Leitfadens werden Leitfadengespräch bzw. Intensiv- oder Tiefeninterview
genannt. Diese Form der Befragung erlaubt es, zu bestimmten Themen
genauer nachzufragen, Sachverhalte intensiver oder mehr in die Tiefe ge-
hend zu erfassen. (...)” (Kromrey, 2006, 389, H.i.O.)

Die vorstehende Definition des Leitfadengesprächs resp. des Intensiv- oder Tie-Gesprächsformen in
der vorliegenden Arbeit feninterviews kommt dem Charakter der vorliegenden Gespräche mit einzelnen

Schülern zum beispielgebundenen Beweisen nahe. Den im vorigen ↑ Abs. 2.2.3
genannten Rollen nach ließe sich von einer Mischform aus Interview, Experi-
ment und Fachgespräch sprechen. Es wird ein leitfadenorientiertes Einzelinter-
view geführt, das für den Befragten den Charakter einer Beweisübung, eines
dialogischen Lernexperiments und eines Fachgesprächs annehmen kann. Struk-
turiert wird das Gespräch durch den Interviewer auf Grundlage der gewähl-
ten Aufgabenstellung, sich situativ anbietender Zugänge zum beispielgebunde-
nen Beweisen und der bisherigen Erfahrung damit. Etwaige Vorübungen geben
dem befragten Schüler an einfacher gehaltenen Beweisaufgaben zunächst ei-
ne Ahnung vom weiteren Gesprächsablauf und bereiten ihn inhaltlich auf das
beispielgebundene Beweisen vor. Werden Zugänge des Entdeckens und Prüfens
zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S. erwogen, gewährt der befragende For-
scher dem Schüler relativ große Freiheit und hinreichend viel Zeit, damit dieser
die Behauptung möglichst selbstständig entdecken und prüfen kann. In diesen
Suchprozess wird der Interviewer erst dann eingreifen, wenn sich der Schüler an
der Front seines Wissens länger aufhält. Die sich dann wohlmöglich ergebende
Frage, in wie weit eine durchgeführte Prüfung am Beispiel mit latenter Beweis-
idee schon einen Beweis konstituiert, kann zu einem dialogischen Gespräch im
Sinne von Vollrath (1969, 1968, 1967) motivieren. Ist es dem Schüler beim
beispielgebundenen Beweisen mit fortschreitender Verallgemeinerung gelungen,
die fragliche Behauptung auf einer ersten Ebene der Verallgemeinerung zu be-
weisen, kann sich daraus ein Fachgespräch entwickeln, um wieviel weiter die
Behauptung noch trägt. Darin kann der Schüler zunehmend als Experte auftre-
ten, während der Interviewer es bei Nachfragen und weiterführenden Hinweisen
belässt. Am wenigsten soll die Befragung den Charakter eines Lehrgesprächs
annehmen, das den Schüler fragend-entwickelnd über das beispielgebundene Be-
weisen zum formalen resp. formellen Beweisen führt.

Während die Gesprächsformen den Charakter von Befragungen insgesamt the-Fragetechniken
matisieren, dienen Gesprächstechniken eher als Rüstzeug für den Befragenden,
konkrete Gesprächssituationen zu gestalten. Die Art der Fragen kann dabei
grundsätzlich offen oder geschlossen gestellt werden. Bei geschlossenen Fragen
werden Antwortalternativen implizit vorgegeben. Häufig geschieht dies dichotom
im Sinne einer positiven Antwortmöglichkeit gegenüber einer negativen Antwor-
talternative. Offene oder vielmehr offen gehaltene Fragen geben dem Befragten
ungleich größere Spielräume, seine Meinung, sein Verständnis oder sein Urteil in
eigener Formulierung dem Befragenden gegenüber kundzutun. Dies erfordert bei
dem Befragenden umgekehrt ein größeres Maß an Flexibilität, mit unterschied-
lichsten Antworten des Befragten sinnvoll umzugehen. Die Intention besteht
nun darin, dass der Befragte sich in der freien Formulierung seiner Gedanken
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so (sehr) offenbart, dass der Befragende daran sein Forschungsinteresse befrie-
digen kann. Offen gehaltene Fragen werden im qualitativen Interview insofern
sehr viel häufiger gestellt.

Eine Reihe von Gesprächstechniken, die im Alltag zum Einsatz kommen, und Gesprächstechniken
zu denen eine Reihe von populären Ratgebern verfügbar ist, werden beim quali-
tativen Interview nur selten oder gar nicht angewandt, etwa weil manche Tech-
niken in Hinblick auf die wissenschaftliche Auswertung kontraproduktiv sind.
Der Befragende sollte grundsätzlich einen lenkenden, fragend-entwickelnden Ge-
sprächsstil vermeiden. Verzichten sollte er auch auf eine Beurteilung dessen, was
der Befragte sagt. Diesem Anspruch kann jedoch gar nicht so leicht entsprochen
werden, wenn man schon allein an die nonverbalen Ausdrucksformen der Bestä-
tigung oder Ablehnung im Alltag denkt. Als günstig hat es sich herausgestellt,
dass der Befragte zur Formulierung seiner eigenen Gedanken ausdrücklich ermu-
tigt wird, zumal da er im Interview keine nachteiligen sozialen Folgen befürch-
ten muss. Um eine ggf. bestehende soziale Hierarchie zwischen Befragenden und
Befragten zu mildern, kann der Befragende auch versuchen, in die Rolle eines
fiktiven Anderen zu schlüpfen, dem der Befragte wohlmöglich eher geneigt ist,
Auskunft zu geben. Antwortet ein Befragter auf den Feldern ausweichend oder
unklar, welche den Forscher interessieren, sollte dieser fokussierend nachfragen,
ohne dass sein Fragen auf den Befragten penetrant wirkt. Zeigt sich der Befragte
in einer Meinung sicher und hinreichend überzeugt, kann der Befragende es wa-
gen, diese Meinung als advocatus diaboli in Frage zu stellen. Dies hat den Zweck,
den Befragten aus der Reserve zu locken, seine Meinung überdenken oder seine
eigene Überzeugung begründet vertreten zu lassen.

Zur Befragung der Schüler in der vorliegenden Arbeit bieten sich die vorstehen- besondere Gesprächs-
techniken in der
vorliegenden Arbeit

den Empfehlungen an, um mit den Äußerungen der Schüler situationsadäquat
umgehen zu können. Inhaltliche Besonderheiten ergeben sich etwa bei der Fra-
ge, wie allgemein der Schüler ein im Beispiel gehaltenes Argument sieht. Die
darauf abzielende Frage ”Gilt das immer?” präzisiert den Kontext nicht explizit
und setzt schon voraus, dass Befragender und Befragter auf derselben Ebene
von Allgemeinheit der fraglichen Behauptung sprechen. Dies ist aber gerade ein
Gegenstand der Befragung. Insofern muss das, was mutmaßlich immer gilt, in
der obigen Frage auch ausgesprochen werden.

————————————–

Zu dem nicht erschöpfenden, mehr oder weniger Allgemeingut abbildenden Über-
blick auf die Rahmenbedingungen von Befragungen, die Gesprächsthemen von
Befragungen, die Rollen von Gesprächsteilnehmern und einige Gesprächsformen
und -techniken ist vorstehend das eigene Vorgehen bei der Befragung in Bezie-
hung gesetzt worden. Es ist dabei deutlich geworden, dass diese Entstehungs-
bedingungen Auswirkungen auf die Art der Textproduktion zwischen Befragten
und Befragenden hat. Bevor in ↑ Kap. 2.3 mehr auf die praktischen Erfordernisse
der Einzelfallstudien in ↑ Teil 3 eingegangen wird, soll über die Interpretation
der aus dem Gespräch mit dem Befragten hervorgehenden Texte methodisch
reflektiert werden.
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2.2.4 Grundlegende Interpretationsansätze
Jungwirth (2003, 191) zufolge ist es nicht das eigentliche Ziel interpretati-interpretative Positionen
ver Forschung, die subjektiven Betrachtungsweisen und deren Zusammenwirken
zu intersubjektiven Sichtweisen nachzuvollziehen und zu beschreiben. Vielmehr
geht es um ein Überschreiten und Transzendieren der ursprünglichen Deutun-
gen der Lebensäußerungen von Menschen – sofern Wissenschaft mit dem An-
spruch auftritt, einer abduktiv verstandenen Forschungslogik nach Neues oder
auch neuartig Auszulegendes zu entwickeln. In einer wissenschaftstheoretischen
Skizze nennt die Autorin sodann drei für die interpretative Mathematikdidaktik
relevante Positionen, die dieses wissenschaftliche Paradigma erfüllen können:

◦ Sinnkonstitution nach Schütz (1932)
◦ Texttheoretische Position nach Ricœur (1972)
◦ Objektive Hermeneutik nach Oevermann et al. (1979)

Sinnkonstitution nach Schütz (1932)

Schütz (1932, 12ff.) versteht das Interpretieren als ein Verbinden mit Sinn, derSinnschichten
nach Schütz [1932] sich über das soziale Handeln konstitutiert. In der kritischen Auseinanderset-

zung mit dem Sinnbegriff von Weber diskutiert er fünf einander umfassende
Sinnschichten:

1. Handeln besteht unabhängig von einem Anderen.

2. Soziales Handeln bezieht sich auf die Existenz eines Anderen.

3. Soziales Handeln bezieht sich auf das soziale Verhalten eines Anderen.

4. Soziales Handeln orientiert sich am sozialen Verhalten eines Anderen.

5. Soziales Handeln wird von außen, objektiv gedeutet.

Die vierte Schicht umgreift also einen subjektiv gedeuteten Sinnzusammenhang
in einer wechselseitigen Verhaltensorientierung. Davon trennt Schütz (1932, 14)
die äußere, fünfte Schicht als objektiv (von Anderen) gedeuteten Sinnzusammen-
hang, von der aus etwa auch der forschende Soziologe die Lebensäußerungen der
Akteure interpretiert. Der Autor misst der Sprache als eines der Subjektivität
der Menschen enthobenes, objektiviertes Sinnsystem eine bedeutende Rolle zu,
weil sie als Gemeingut aller Menschen das ausgezeichnete Medium und Sche-
ma zur Vermittlung und Deutung von Sinn ist. Der obigen Einordnung dieser
Arbeit folgend, kann der mathematikdidaktisch Forschende die sprachliche Ma-
nifestation eines Beweises als Sinngefüge durch den Schüler wenn nicht bereits
als Akteur, so zumindestens in der Analyse annähernd objektiv deuten.
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Texttheoretische Position nach Ricœur (1972)

Ricœur (1972) rekurriert eher auf den sich manifestierenden Text selbst, in wel-
chem nach Jungwirth (2003, 191) ”der überdauernde, im System der Sprache
grundgelegte Sinngehalt eines Sprechakts festgehalten ist”. In seiner als herme-
neutisches Modell zu verstehenden Textauslegung lassen sich ”vier Grundzüge”
ausmachen. Diese bestehen in Grundzüge der Textausle-

gung nach Ricœur [1972]
”I. der Fixierung des Sinngehalts, 2. der Trennung von Sinngehalt und
geistiger Intention des Autors, 3. der Entfaltung von nicht-ostentativen
Bezügen, und 4. der unbegrenzten Reihe ihrer Adressaten. Diese vier
Grundzüge zusammengenommen machen die ’Objektivität’ des Textes
aus.”
(Ricœur, 1972, 268)

Der Autor formuliert den dritten Aspekt bezogen auf das Handeln wie folgt:

”Unserem dritten Kriterium eines Textes folgend, können wir sagen, daß
eine sinnhaft orientierte Handlung eine Handlung ist, deren Bedeutung
’über’ ihre Relevanz für die augenblickliche Situation hinausgeht. Dieser
Grundzug ist ähnlich der Art und Weise, in der ein Text die Grenzen des
Diskurses und aller seiner ostentativen Bezüge übersteigt. Als Ergebnis
dieser Emanzipation vom situationalen Kontext kann der Diskurs nicht-
ostentative Bezüge entwickeln, die wir eine ’Welt’ in dem Sinne nannten,
wie wir von der griechischen ’Welt’ sprechen (also nicht im kosmologischen
Sinn des Wortes, sondern in seiner ontologischen Bedeutung).”
(Ricœur, 1972, 265)

Insofern kann auch der interpretierende Forscher einen Text sinnvoll deuten,
wenn er die Intentionen des Akteurs und den situativen Kontext außen vor-
lässt und sich auf die tiefere Bedeutung (um mit Oevermann zu sprechen: auf
die latente Sinnstruktur) des Textes einlässt. Damit ermöglicht die Interpreta-
tion, mehr ”als nur das Besondere der jeweiligen Situation zu rekonstruieren;
sie bringt vielmehr auch das überdauernde, das Allgemeine daran hervor”, so
Beck & Maier (1994a, 47). Der Text wird also gleichsam seiner beispielhaften
Besonderheit entkleidet und dadurch seine innere Struktur sichtbar.

Objektive Hermeneutik nach Oevermann (1979)

Bei Oevermann et al. (1979, 378ff.) sind es – wie in ↑ Abs. 1.5.1 schon dar- Texte als Ausdrucksgestal-
ten nach Oevermann [1979]gestellt – die (Interaktions-)Texte oder so genannte Ausdrucksgestalten, welche

als Protokolle realer, symbolisch vermittelter sozialer Handlungen verschrift-
licht oder visualisiert vorliegen, und mit deren Auslegung die Objektive Herme-
neutik hinsichtlich der darin liegenden objektiven Sinngehalte, jenen latenten
Sinnstrukturen, befasst ist. Der Beweis (in seiner Darstellung als beispielge-
bundenes Argumentgefüge) ist eine solche latente Sinnstruktur. Die Objektive Objektive Hermeneutik

als Bestandteil des
Forschungsgegenstands

Hermeneutik findet also ihre Anwendung – als Besonderheit der vorliegenden
Arbeit – primär auf den Forschungsgegenstand selbst, und nur sekundär als ei-
ne Forschungsmethode: Der Beweis wird theoretisch als eine latente Sinnstruk-
tur verstanden und davon ausgehend das beispielgebundene Beweisen i.e.S. und
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i.w.S. als Forschungsgegenstand am einzelnen Schüler empirisch untersucht. Der
Forscher tritt in wechselnden Rollen als Zuhörender, Nachfragender, advocatus
diaboli, Lehrender, Interviewender und Spiegelnder des Schülers dazu auf, dass
dieser während seines beispielgebundenen Beweisens zum subjektiven Realisie-
ren und Manifestieren des Beweises als latenter Sinnstruktur gelangt, wie sie
der Forscher als Experte schon kennt.

2.2.5 Rechtfertigung der theoretischen Fassung des For-
schungsgegenstands

Theoretisch hat sich der Forschungsgegenstand des beispielgebundenen Bewei-
sens i.e.S. nach ↑ Abs. 1.5.3 durch den auf die objektive Hermeneutik zurück-
gehenden Terminus der latenten Sinnstruktur fassen lassen, die ein Schüler aus
Sicht des Experten als Beweis subjektiv realisieren und manifestieren kann.

Dass sich nun der auf Oevermann et al. (1979) zurückgehende Begriff der la-latente Sinnstrukturen
zur Fassung beispiel-
gebundenen Beweisens

tenten Sinnstruktur als geeignet erweist, das beispielgebundene Beweisen i.e.S.
zu beschreiben, erfährt eine zunächst theoretische Rechtfertigung aus dem für
die Mathematik als Wissenschaft spezifischen, sie konstituierenden Beweisbegriff
(↑ Abs. 1.1.1): Beweise verschaffen der Mathematik ihren streng deduktiven Auf-
bau als Regelstruktur, die für den Lernenden teilweise latent sein kann. Mehr auf
die Mathematikdidaktik bezogen liegt eine weitere theoretische Rechtfertigung
in der Darstellungsmöglichkeit der latenten Sinnstruktur als beispielgebundenes
Argumentgefüge, welche zugleich ganz im Beispiel und mehr oder weniger all-beispielgebundenes

Argumentgefüge gemeingültig gehaltene Argumente abbilden kann (↑ Abs. 1.4.4): Manifestiert
der Schüler die Argumente fast ausschließlich im Beispiel, kann der Betrachter
hierin ein Indiz dafür sehen, dass der Schüler den Beweis als latente Sinnstruk-
tur in seiner Allgemeingültigkeit noch nicht subjektiv realisiert hat. Hält er die
Argumente am Beispiel allgemeingültiger, dürfte dies für die subjektive Realisie-
rung des Beweises sprechen (↑ Abs. 2.1.1). Der Begriff des beispielgebundenenStruktur von Argumenten

nach Toulmin Argument(gefüge)s kann als kompaktes, inhaltlich motiviertes Darstellungsmit-
tel dazu verwendet werden, den Beweis als latente Sinnstruktur zu beschreiben.
Hierzu eignet sich die Theorie der Struktur von Argumenten nach Toulmin.

Wie in ↑ Abs. 1.4.4 dargestellt, kann unter einer mehr logischen PerspektiveSchlussformen
nach Peirce auch das Schema der Deduktion im Sinne von Peirce als Charakteristikum

des Beweisens i.e.S. verwendet werden. Auch ist das weitere Hinzuziehen der
Schlussformen der Abduktion und der Induktion im Sinne von Peirce geeig-
net, um eine mehr prozesshafte Vorstellung vom beispielgebundenen Beweisen
i.w.S. zu gewinnen. Ein zwischen zwischen induktivem Prüfen und formellem
Beweisen changierender Prozess kann empirisch untersucht werden, unter Be-
rücksichtigung von didaktisch produktiv einzuschätzenden Zugängen wie dem
Entdecken resp. Prüfen mit latenter Beweisidee, welches sich zum beispielge-
bundenen Beweisen i.e.S. wandeln kann.

Die in ↑ Kap. 2.1 angeführten präzisierten Forschungsfragen sind nicht als zutheoretische Fassung
im Forschungsprozess operationalisierende Hypothesen über den Forschungsgegenstand zu verstehen,

die nun zu überprüfen wären. Diese Fragen haben sich bei der empirischen Ar-
beit ergeben und dazu beigetragen, den Forschungsgegenstand theoretisch zu
schärfen.
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2.2.6 Abduktion als Forschungslogik

Die Abduktion gehört – als Charakteristikum des Entdeckens – zum Forschungs- Abduktionen beim
beispielgebundenen
Beweisen

gegenstand, wenn auch nicht im engeren Sinne, da es sich beim beispielgebunde-
nen Beweisen wie auch beim Beweisen primär um ein Vollziehen von Deduktio-
nen handelt. Das (beispielgebundene) Beweisen kann gleichwohl durch das Ent-
decken der Behauptung auf eine sehr produktive Weise motiviert und befördert
werden, wie der diskutierte Zugang des Entdeckens mit latenter Beweisidee in ↑
Abs. 1.3.3 zeigt. Der enge, in ↑ Abs. 1.3.5 diskutierte Zusammenhang zwischen
dem Entdecken resp. Prüfen mit latenter Beweisidee und dem beispielgebun-
denem Beweisen i.e.S. rechtfertigt überdies den Einsatz der Theorie aller drei
Schlussformen nach Peirce in dieser Arbeit. Damit stützt sich die Untersu-
chung beispielgebundenen Beweisens nicht allein auf die klassische Unterschei-
dung zwischen Induktion und Deduktion, wenngleich das induktive Prüfen im
Beispiel und das formale resp. formelle Beweisen Grenzfälle darstellen, zwischen
denen das beispielgebundene Beweisen als Prozess changieren kann.

Meyer (2007) geht in seiner Arbeit über das Entdecken und Begründen nicht Abduktionen beim
Interpretierennur auf die Abduktion als Forschungsgegenstand, sondern auch auf die Abduk-

tion als Teil des Forschungsprozesses ein. Der Forscher leistet bei der Rekon-
struktion von Abduktionen (möglich etwa auch im Rahmen des beispielgebun-
denen Beweisens i.w.S.) in seinen Interpretation von Schüleräußerungen Meyer
(2007, 109) zufolge ”Abduktionen über Abduktionen” resp. ”Abduktionen zwei-
ten Grades”. Bei Voigt (1984) heißt dies im Rückgriff auf Schütz:

”Der Wissenschaftler bildet eigene Typisierungen über die Typisierungen
des Akteurs aus, ’Typisierungen zweiter Art’ (SCHÜTZ) oder anders ge-
sagt ’Interpretationen von immer schon interpretierten Wirklichkeiten’.”
(Voigt, 1984, 80f., H.i.O.)

Bei der Interpretation soll nach Voigt (1984, 81ff.) Folgendes beachtet werden: theoretisch gewonnene
Interpretationskriterien

◦ Kontextbezug: Der Interpret stütze sich bei seiner Interpretation auf Kon-
textinformationen, etwa die Vorgeschichte einer Szene oder das Vorwissen
über den Schüler, um interpretieren zu können. Denn der Kontextbezug
trägt dazu bei, dass die Abduktionen des Forschers sich nicht zufällig ein-
stellen, sondern ihn zur wissenschaftlich fundierten Erkenntnis über seinen
Forschungsgegenstand verhelfen.

◦ Kontrollierte Subjektivität: Der Wissenschaftler bringe bei der Interpreta-
tion die eigene Subjektivität kontrolliert ein, d.h. er möge sich ihrer be-
wusst sein und sich gleichzeitig kritisch distanzieren können. Ansonsten
würde seine Subjektivität Bestandteil der abduktiv gewonnenen Interpre-
tation werden. Dazu gehört die Explikation von Kontextinformationen
und von theoretischen Vorannahmen hinsichtlich der Interpretation.
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◦ Mehrdeutbarkeit: Der Interpret wisse um die Mehrdeutigkeit der dokumen-
tierten Phänomene und damit um die Unsichertheit seiner gewonnenen In-
terpretationen. Dies hängt mit dem prinzipiell unsicheren Charakter der
Abduktion als Schlussform zusammen. Für ein überraschendes Phänomen
kann es viele Erklärungen geben. Deshalb sind zur umfassenden Deutung
einer Schüleräußerung mehrere unterschiedliche Abduktionen nötig.

Der letzte Aspekt steht im Widerspruch zur Konzentration auf eine einzige Les-Ein- und Mehrdeutigkeit
von Interpretationen art. Ob etwa ein Schüler den Beweis als Sinnstruktur wirklich subjektiv realisiert

hat, lässt sich den in ↑ Kap. 2.1 entwickelten Forschungsfragen nach an mehr
oder weniger eindeutigen Indizien auch nicht immer zweifelsfrei feststellen. In-
sofern kann eine Lesart auch deutungsoffen oder ambig bleiben.

Voigt (1984, 85) betont: ”Die Theorie der Abduktion darf nicht als AnleitungAbduktion als formaler
Weg zur Erkenntnis für die Bildung von Hypothesen mißverstanden werden”. Neue Deutungen wer-

den also mit Hilfe des abduktiven Schlusses gewonnen und damit ggf. eine Regel
gefunden, mit der sich ein möglicherweise überraschendes Phänomen erklären
lässt. Jungwirth (2003, 193) fasst dies so auf: ”Die Abduktion kennzeichnet
formal den Weg der Generierung einer Deutungshypothese, sie ist aber keine
Anleitung für das konkrete Tun”. Wie und unter welchen Kriterien aus einem
vorliegenden interpretierbaren Text schließlich eine Deutungshypothese unter
mehreren Hypothesen erschlossen und ausgewählt wird, ist eine Frage der je-
weiligen Herangehensweise.
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2.2.7 Gedankliche und empirische Vergleiche
Die interpretative Forschung geht von Texten aus, die einen dauerhaften Sinnge- Texte als Grundlage

interpretativer Forschunghalt der sozialen Welt tragen. Bevor mit deren Analyse begonnen wird, müssen
nichtschriftliche Daten (etwa Video- und Audioaufnahmen) transkribiert wer-
den. Durch die deutende Analyse der Texte sollen Antworten auf bereits ent-
wickelte Forschungsfragen gefunden werden. Dazu wird der Text in sogenannte
Sinnabschnitte gegliedert, die aus theoretischen Erwägungen heraus als abge-
schlossen gelten. Jungwirth (2003, 193) macht diesbezüglich zwei grundlegen-
de Methoden – der primär gedanklichen und der primär empirischen Vergleiche –
in der interpretativen mathematikdidaktischen Forschung aus. Diese beiden sich
mehr oder weniger spiegelnden (und insofern einander bedingenden) Methoden
sollen nachfolgend kurz umrissen werden, um anschließend das eigene Vorge-
hen vor diesem Hintergrund zu beschreiben. Ein wichtiges Charakteristikum
des ersten Verfahrens ist seine Sequentialität, während beim zweiten Verfahren
eine frühe, systematische Auswahl von Sinnabschnitten zwecks Komparation
relevant ist.

◦ Methode der primär gedanklichen Vergleiche
◦ Methode der primär empirischen Vergleiche
◦ Reflexion des eigenen methodischen Vorgehens

Methode der primär gedanklichen Vergleiche

Bei der Methode der primär gedanklichen Vergleiche können die Sinnabschnit- Auswahl von
Sinnabschnittente Voigt (1984) zufolge nach den Kriterien der Krisenhaftigkeit (der oder die

Sprecher verhalten sich atypisch) oder der Verständlichkeit (für den Interpre-
ten) ausgewählt werden. Bevor die Analyse des Sinnabschnitts beginnt, ver-
wendet der Interpret Voigt (1984, 111) zufolge seinen ”gesunden Menschen-
verstand” und macht sich seiner vorgefassten Einstellungen bewusst, um sei-
ne Subjektivität im weiteren Verlauf dosiert kontrollieren zu können (↑ Abs.
2.2.6). Im nächsten Schritt wird das erste Interakt des Sinnabschnitts extensiv
interpretiert. Extensiv betont im Sinne der abduktiv verstandenen Forschungs- extensives Interpretieren
logik jenes Überschreiten des subjektiven Sinnzusammenhangs der Akteure, um
nach Schütz (1932) objektive Sinnzusammenhänge, nach Ricœur (1972, 268)
”nicht-ostentative Bezüge” und nach Oevermann et al. (1979) latente Sinn-
strukturen in der jeweiligen Äußerung eines Akteurs auszumachen, je nach in-
terpretativem Ansatz (↑ Abs. 2.2.4). Dazu eignet sich Jungwirth (2003, 194)
zufolge eine ethnographisch anmutende ”Strategie der Befremdung”. Auf der
Seite des Interpretierenden lässt sich damit der Zweifel als ein Interpretations-
prinzip erheben:

”Prinzip der Interpretation ist der Zweifel. Der Interpret versucht, die
Handlungen mit den Augen eines Fremden zu sehen und sich in seiner Vor-
stellung das Geschehen als Gedankenexperiment zu verfremden.” (Voigt,
1984, 112)

Konkret kann dies heißen:
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”Der Interpret überlegt sich möglichst viele Alternativen zu der beob-
achteten Handlung, die unabhängig von dem situativen Kontext möglich
wären, d.h. unabhängig von der Institution Schule, der Vorgeschichte, den
unterstellten Absichten und unabhängig von der Sachlogik des behandel-
ten Themas – und das letztere ist für einen als Mathematiker sozialisierten
Interpreten besonders schwierig.” (Voigt, 1984, 112)

Bezogen auf das beispielgebundene Beweisen könnte man einem Schüler, derGedankenexperimente
beim beispielgebundenen
Beweisens eines Schülers

eine vorgegebene Behauptung mittels zweier einfacher Beispiele lediglich induk-
tiv geprüft hat, unterstellen, dass dieser auch bei einem dritten Beispiel ähnlich
vorgehen würde und damit die Behauptung möglicherweise als bewiesen ansähe.
Es kann aber auch sein, dass er diese Prozedur induktiven Prüfens ablehnt, da
sie ihm nun schon geläufig ist, oder weil sie sein Beweisbedürfnis nicht hinrei-
chend befriedigt. Im letzteren Fall könnte sich der Schüler ein schwierigeres Bei-
spiel vornehmen, an dem er das Allgemeingültige wohlmöglich besser erkennen
kann als an den beiden Eingangsbeispielen, um die vormals latente Sinnstruktur
des Beweises subjektiv zu realisieren. Solcherlei mit Zweifeln behaftete Gedan-
kenexperimente öffnen den Raum für mögliche Vorhersagen, die ein Interpret
in Unkenntnis des weiteren Verlaufs an diesem oder jenem Interakt statuieren
kann. Kontextuelle Informationen und Erfahrungen des Interpreten verhelfen
dabei zu treffsicheren Hypothesen über den weiteren Verlauf, schränken dessen
Variabilität aber auch ein.

Die abduktiv erschlossenen Hypothesen des Interpreten über den objektivenHypothesen bilden
als Vorhersagen Sinnzusammenhang einer Eingangsäußerung erlauben also mit Unsicherheiten

behaftete Vorhersagen über den weiteren Verlauf der Interaktion. Diese durch
vorangegangene extensive Interpretation entwickelten Hypothesen können als
Vorhersagen an den Folgeäußerungen überprüft werden. Daran kann der Inter-
pret dann nun einerseits sehen, wie die Akteure selbst die Eingangsäußerungen
subjektiv ausdeuten. Andererseits können die Bedeutungen der Eingangsäuße-
rung nun mit dem Wissen der Folgeäußerung erschlossen werden und damit eineSequentialität der

turn-by-turn-Analyse Unterscheidung zwischen zunächst vorhergesagten und retrospektiv zugeschrie-
benen Deutungen gelingen. Dieses Verfahren wird Voigt (1984, 113) zufolge
als turn-by-turn-Analyse bezeichnet und entstammt der Konversationsanalyse.

Der beschriebene Wechselschritt wird in seiner Sequentialität bis zur Interpreta-
tion des gesamten Sinnabschnitts weitergeführt. Nach Jungwirth (2003, 194)
”liegen trotz der sukzessiven Schließung der Deutungsspielräume mehrere Inter-
pretationen dafür vor”. Als Kriterien für die Auswahl einer Deutungshypothese
lassen sich zum einen ihre Einfachheit und zum anderen ihr Erkenntnisreich-Auswählen einer

Deutungshypothese tum hinsichtlich der Forschungsfragen anführen. Die Deutungshypothese kann
Jungwirth (2003, 194) zufolge auf weitere Sinnabschnitte angewendet werden
und dient damit als ausdifferenzierbare wie zu modifizierende ”Interpretations-
folie”.

Methode der primär empirischen Vergleiche

Die vorstehend beschriebene Methode der primär gedanklichen Vergleiche wirdKritik am sequentiellen
Vorgehen von Bohnsack (2000, 206) resp. Brandt & Krummheuer (2000) dahinge-

hend kritisiert, dass durch die strenge Sequentialität nicht gleichzeitig mehrere



173 2.2.7 Gedankliche und empirische Vergleiche

Sinnabschnitte in die Entwicklung der Deutungshypothese einfließen. Der Deu-
tungsspielraum wird zwar im Wechsel von einer Äußerung zur Folgeäußerung
durch gedankliche Verfremdung der Äußerung geöffnet und durch die Prüfung an
der Folgeäußerung wieder geschlossen. Durch dieses abschnittsbezogene Wech-
selspiel wird die generierte Deutungshypothese jedoch auch an die Besonderheit
des behandelten Sinnabschnitts gebunden, denn erst zuletzt wendet sich der
Interpret weiteren Sinnabschnitten zu.

Deshalb empfehlen Brandt & Krummheuer (2000) in ihrer Methode der kom- empirische Vergleiche
zwischen Sinnabschnittenparativen Analyse das Führen empirischer Vergleiche zwischen Interpretationen

mehrerer Sinnabschnitte. Diese werden zwecks Komparation ausgewählt, jedoch
nicht nach Intuition, Interesse oder Zufall. Die Komparation wird als Vorausset-
zung für die Generierbarkeit von Deutungshypothesen und damit für die Theo-
riebildung gesehen. In ihren Worten heißt dies:

”Wir benötigen den Vergleich mit Intepretationen [sic!] von anderen Un-
terrichtsausschnitten, um überhaupt eine einzelne Szene oder Episode mit
den [sic!] Anspruch einer gewissen theoretischen Sättigung zu verstehen.
Dies ist in Bezug auf die zur Komparation ausgewählten Ausschnitte na-
türlich ein sich wechselseitiger befruchtender Prozeß. Somit ist der Ort der
Komparation in unserem Vorgehen vor der Theoriegenese. Sie stellt eine
Bedingung für letztere dar, die wir durch die quasi-experimentelle Erzeu-
gung von spezifischen und möglichst auffälligen Kontrasten zu optimieren
versuchen.” (Brandt & Krummheuer, 2000, 223, H.i.O.)

Bezogen auf das beispielgebundene Beweisen lassen sich unter ähnlichen oder Bezug zum beispiel-
gebundenen Beweisenleicht differierenden Ausgangsbedingungen etwa Szenen zweier Schüler bei ih-

ren Beweisversuchen vergleichen, um Gemeinsamkeiten und Unterschiede in den
parallel gesetzten Sinnabschnitten auszudeuten. Innerhalb eines einzelnen Schü-
lerexperiments können Sinnabschnitte, in denen der Schüler an Beispielen ar-
beitet, daraufhin gelesen werden, inwieweit der Schüler an den Beispielen das
Allgemeingültige subjektiv realisiert. Bei diesem empirischen Vergleich geht die
Sequentialität der Sinnabschnitte verdeckt ein, da sich der Schüler bei der Be-
arbeitung späterer Beispiele auf sein Vorwissen stützt.

Reflexion des eigenen methodischen Vorgehens

Den Forschungsgegenstand des beispielgebundenen Beweisens untersucht der Interpretation beispiel-
gebundenen BeweisensForscher in der vorliegenden Arbeit ethnographisch als Akteur und Interpret

zugleich dem an Beispielen beweisenden Schüler gegenüber (↑ Abs. 2.2.3). Das
beispielgebundene Beweisen i.e.S. bezieht sich theoretisch auf die subjektive
Realisierung und Manifestierung des Beweises als Sinnstruktur durch den Schü-
ler und lässt sich im Gespräch mit dem Schüler am gewählten Aufgabenbeispiel
als zwischen induktivem Prüfen und formalem (resp. formellem) Beweisen ver-
laufender Prozess beobachten. Das resultierende Dokument dürfte sich daher
nicht leicht in passend kurze Sinnabschnitte gliedern lassen, um etwa verstreut
aufzufindende Indizien für die subjektive Realisierung des Beweises durch den
Schüler deutungsfähig zu machen. Dies gilt auch für die Ausdeutung des gesam-
ten changierenden Prozesses beispielgebundenen Beweisens mit seiner jeweiligen
inhaltlichen Fokussierung auf einzelne Aspekte (↑ Kap. 2.1).
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Aus Praktikabilitätsgründen kann ein extensiv durchgeführtes, rein sequentiel-Verzicht auf ein rein
sequentielles Vorgehen les Verfahren, wie es der Methode des gedanklichen Vergleichs und auch dem

forschungspraktischen Vorgehen der Objektiven Hermeneutik eigen ist, hier nur
annähernd durchgeführt werden. Dies könnte Schneider (1994, 160) zufolge
(zitiert nach Jungwirth (2003, 195, H.i.O.)) zudem den Effekt haben, ”daß
Sinnstrukturen, die sich in langen und dabei sogar vielfach unterbrochenen
Handlungsketten ausdrücken, in der objektiv-hermeneutischen Praxis kaum er-
fasst werden”. In der Tat kann sich der Erkenntnisprozess des Schülers in seinem
allmählichen subjektiven Realisieren des Allgemeingültigen an der Besonderheit
des Beispiels in seiner empirischen Beobachtung zuweilen als besonders lang, un-
terbrochen und rückschlägig zeigen.

Im Folgenden sollen also auch größere Sinnabschnitte ohne Anwendung derauch komparative
Auswahl von Szenen strengen turn-by-turn-Analyse im Sinne von Voigt (1984, 113) interpretiert

werden. Der komparativen Methode von Brandt & Krummheuer (2000) nach
wird dabei eine Auswahl von Sinnabschnitten (bezogen auch auf die gesamte
Anzahl an transkribierten Texten aus den Schülerexperimenten) des Vergleichs
wegen vorgenommen, um den empirisch untersuchten Forschungsgegenstand in
seiner konstrast- und facettenreichen Breite zu zeigen. Diese bei JungwirthMaximierung und

Minimierung von
Unterschieden

(2003, 195) genannte ”Strategie der Maximierung von Unterschieden” kann dazu
verhelfen, Deutungen auszudifferenzieren und ihren Allgemeinheitsgrad zu be-
stimmen. Umgekehrt kann die ”Strategie der Minimierung von Unterschieden”
bei vergleichbaren, sich durch einige wenige Merkmale unterscheidenden Texten
die gefundenen Deutungen in ihrer Tiefe verfeinern helfen. Freilich kann dann
nicht der Beweisprozess jedes Schülers extensiv nachvollzogen werden. Hier geht
der Verfasser also insofern einen Kompromiss ein, als dass er den ausführliche-
ren Hauptanalysen weniger Schüler kürzere Konstrast- oder Vergleichsanalysen
einiger Schüler gegenüberstellt. Gleichwohl sind die Verläufe beispielgebundenen
Beweisens aller hier dargestellten Schüler im Begleitband jeweils fast vollständig
nachvollziehbar.

————————————–

Vorstehend sind die Methoden der primär gedanklichen Vergleiche und der pri-
mär empirischen Vergleiche einander gegenübergestellt worden, um darüber das
eigene forschungsmethodische Vorgehen zur Analyse der Einzelfallstudien in ↑
Teil 3 dieser Arbeit zu reflektieren. Beide Vorgehensweisen haben ihre Vorzüge,
die komparative Methode nach Brandt & Krummheuer (2000) resp. die Stra-
tegie der Maximierung und Minimierung von Unterschieden nach Jungwirth
(2003) und die reine turn-by-turn-Analyse im Sinne von Voigt (1984, 113). Ins-
gesamt werden die beschriebenen Methoden und Strategien nun nicht in ihrer
Strenge und Gänze angewandt, sondern der Art des Forschungsgegenstandes
und der jeweiligen Fragestellung nach passend ausgewählt. Zum konkreten for-
schungspraktischen Vorgehen sei auf ↑ Kap. 2.3 verwiesen. Darin werden die
Forschungsfragen aus ↑ Kap. 2.1 ihrer empirischen Untersuchung zugeführt.
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2.2.8 Beweisen und Typisieren am Beispiel
In ↑ Abs. 2.2.6 wurde nicht nur auf die Abduktion im Rahmen des Forschungs- Verallgemeinern beim

beispielgebundenen
Beweisen

gegenstandes, sondern auch auf die Abduktion als Forschungslogik eingegangen.
Entsprechend kann man fragen, was dem Beweisen am Beispiel als Teil des For-
schungsprozesses entsprechen würde. Beim beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
kann ein Lernender in der Besonderheit des Beispiels etwas Allgemeingültiges
sehen, indem er den Beweis als Sinnstruktur subjektiv realisiert und ggf. ma-
nifestiert. Insofern verallgemeinert er von der Besonderheit des betrachteten
Beispiels aus. Wie die präzisierten Forschungsfragen in ↑ Kap. 2.1 zeigen, hän-
gen passende Verallgemeinerungen von einer Reihe von Faktoren, etwa der Wahl
der Beispiele und des Allgemeinheitsgrads der betrachteten Behauptungen ab.

Vor einer entsprechenden Problematik steht der interpretierende Forscher auch, Verallgemeinern bei der
Auswahl von Deutungs-
hypothesen

was die Auswahl der Aufgaben, der Schüler, der dokumentierten Interviewauszü-
ge und gerade auch der Hypothesen anbelangt. Die Deutungshypothesen sollen
über die Daten, vermöge derer sie entwickelt wurden, im Sinne des interpreta-
tiven Paradigmas hinausweisen und etwas begründetermaßen Allgemeingültiges
über den Forschungsgegenstand aussagen. Für die Entwicklung adäquater Deu-
tungshypothesen ist unabdingbar,

”daß der Interpret mit dem Untersuchungsfeld sachlich vertraut ist, im
vorliegenden Fall mit dem Mathematikunterricht und mathematikdidak-
tisch relevanten Phänomenen im weitesten Sinn. Je größer sein unmittel-
bar relevantes Wissen ist, desto mehr und spezifischere Deutungshypothe-
sen kann er entwickeln. (...) Zum zweiten kommt es darauf an, daß der
Interpret fähig ist, die Perspektive der Textproduzenten (etwa der Lehre-
rin bzw. des Lehrers und der Schüler im Unterricht) zu teilen. Er muß in
der Lage sein, die fixierten Sprechakte und Handlungen imaginativ nach-
zuvollziehen.” (Beck & Maier, 1994b, 63)

Die Gültigkeit von Verallgemeinerungen, die der Schüler beim beispielgebun- Gültigkeit von
Verallgemeinerungendenen Beweisen an der Front seines Wissens noch ohne präzise Kenntnis der

Allgemeinheitsgrade der betrachteten Behauptung versuchsweise unternimmt,
kann durch das Umfeld des Experten, des Lehrers und der Mitschüler ebenso
sozial geteilt werden. Analog mag man die Gültigkeit von entwickelten Deu-
tungshypothesen der interpretativen Mathematikdidaktik als das Ergebnis ei-
nes wissenschaftlichen Aushandlungsprozesses ansehen. Beck & Maier (1994b,
62) sprechen in diesem Zusammenhang von einer zu treffenden Geltungsprüfung.
Zur Diskussion stehende Deutungshypothesen können qua Anerkennung durch
ihre Rezipienten zum Allgemeingut der Fachdisziplin und in diesem Rahmen
und Sinne allgemein gültig werden. Gleichwohl bedingt ihre Manifestation ei-
ne vorherige subjektive Realisierung durch den am einzelnen empirischen Fall
forschenden Experten ebenso wie durch den am Beispiel beweisenden Schüler.
Diesem hilft dabei etwa sein mathematisches Vorwissen, seine Vorstellungen von
Mathematik und hierbei seine Erfahrung insbesondere zum Beweisen. Der For-
scher stützt sich auf sein theoretisches Vorwissen vom Forschungsgegenstand,
auf seine Vorstellungen von mathematikdidaktischer Forschung und auf seine
Methodenkenntnisse. Insofern sind beide Prozesse der Verallgemeinerung mit
der jeweiligen sozialen Umwelt verwoben.
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Wo der Schüler beispielgebunden beweist, forscht der mathematikdidaktische
Experte oft beispielgebunden. Dieser kann aber nicht in jener Denknotwendig-Abgrenzung

zu Typisierungen keit beweisen, die der Mathematik eigen ist. Trotzdem kann der Experte in den
beispielhaften Besonderheiten empirischer Fälle etwas Allgemeineres erkennen,
ohne gleich Typisierungen und idealtypisierenden Charakterisierungen vorneh-
men zu müssen. Letzteres ist in der sogenannten Idealtypenbildung, wie sie etwa
bei Bikner-Ahsbahs (2003, 215) beschrieben wird, gängige Praxis. Dies wird
in dieser Arbeit nicht unternommen, da das Ergebnis der nachfolgenden em-
pirischen Einzelfallstudien keine idealtypische Klassifikation beispielgebundener
Verläufe ist, welche eher an jene Einteilung in mehr induktive oder mehr de-
duktive Schülertypen aus den quantitativen Studien aus ↑ Kap. 1.1.2 erinnern
würde. Dennoch wird ein theoretisches Argumentieren auf der empirischen Ba-theoretisches Argumentieren

auf empirischer Basis sis möglich sein: Wenn sich etwa ein Schüler zum beispielgebundenen Beweisen
einer Behauptung an vielen Beispielen versucht, dürfte die Gefahr einer Al-
gorithmisierung zum bloßen Ausrechnen, Messen oder Zeichnen bestehen und
damit eine Beweisidee als latente Sinnstruktur möglicherweise verschüttet wer-
den. Wenn also einem Schüler das Prüfen einer Behauptung durch die Vorgabe
großer resp. kleiner Beispielzahlen (big/small numbers) schwer gemacht wird,
da er damit zu lange rechnen müsste, wird er seinen Blick vielleicht eher auf
die Struktur seiner Rechnung richten und darin vielleicht das latent Allgemein-
gültige erkennen. Insofern dient die empirische Basis nicht dem Erzeugen ideal-
typischer Verläufe beispielgebundenen Beweisens, sondern im Zusammenwirken
mit der getroffenen theoretischen Fundierung einer facettenreichen Charakteri-
sierung beispielgebundenen Beweisens. Da die Einzelfallstudien zudem nur mitbegrenzte Allgemeinheit

der Einzelfallstudien einzelnen Schülern geführt werden, können zwar Hinweise, aber keine allgemei-
nen Leitlinien dafür gegeben werden, wie man mit Schülern im Mathematikun-
terricht beispielgebunden beweisen soll. Wie der Schüler sollte auch der Forscher
um die Grenzen der Allgemeingültigkeit seiner Schritte wissen, damit die Aus-
sagekraft seiner Studien gewahrt bleibt.

————————————–

Im vorstehenden ↑ Kap. 2.2 sind die verwendeten Methoden und die für den For-Zusammenfassung
schungsprozess hinzugezogene Methodologie zur theoretischen und empirischen
Untersuchung des beispielgebundenen Beweisens reflektiert worden. Die vorlie-
gende Arbeit ist dem interpretativen Zweig der Mathematikdidaktik zuzuord-
nen und stützt sich im empirischen Teil auf Einzelfallstudien, die den Charakter
eines Interviews, Lernexperiments und Fachgesprächs zum Thema des beispiel-
gebundenen Beweisens als Forschungsgegenstand annehmen. Dieser birgt – als
Besonderheit dieser Arbeit – insofern selbst einen zentralen Begriff der Objek-
tiven Hermeneutik, als dass der mathematische Beweis als latente Sinnstruktur
angesehen werden kann. Als ein weiteres Bindeglied zwischen dem theoretischen
Zugang und dem forschungslogischen Vorgehen in der Interpretation der erhal-
tenen Texte konnte die Abduktion ausgemacht werden. Aus der allmählichen
Interpretation von Textstellen können Deutungshypothesen gewonnen werden,
welche sich an weiteren Textbeispielen möglicherweise bekräftigen und teils ver-
allgemeinern lassen. Gedankliche und komparative Vergleiche werden bei der
Auswahl von Texten via Haupt- und Kontrast- resp. Vergleichsanalysen reali-
siert.



177

2.3 Forschungspraxis
Im Folgenden soll das konkrete, forschungspraktische Vorgehen der empirischen
Studie dargestellt werden. Zunächst wird die Auswahl und die Entwicklung der
verwendeten Aufgabenbeispiele motiviert (↑ Abs. 2.3.1). Anschließend wird der
Ablauf der durchgeführten Schülerexperimente geschildert (↑ Abs. 2.3.2). Es
wird ferner das Vorgehen bei der Auswahl der Szenen zur Analyse begrün-
det und auf die Transkription der Szenen eingegangen (↑ Abs. 2.3.3). Schließ-
lich wird das Vorgehen bei der Interpretation der Szenen besprochen (↑ Abs.
2.3.4). Diese nachstehenden Überlegungen zur Datenerhebung, -aufbereitung
und -auswertung sind vorwiegend forschungspraktischer Natur. Zu ihrer metho-
dischen Reflexion sei auf das vorangegangene ↑ Kap. 2.2 verwiesen.

2.3.1 Auswahl und Entwicklung der Aufgabenbeispiele
2.3.2 Ablauf der Schülerexperimente
2.3.3 Szenenauswahl und Transkription
2.3.4 Analyse der Szenen und ihre Darstellung
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2.3.1 Auswahl und Entwicklung der Aufgabenbeispiele
Inhaltliche Grundlage zur Untersuchung beispielgebundenen Beweisens sind Auf-
gabenstellungen, die Schülern das beispielgebundene Beweisen von Behauptun-
gen ermöglichen. Diese Aufgabenstellungen haben selbst beispielhaften Cha-
rakter und sind während des Forschungsprozesses ausgewählt und entwickelt
worden.

Ein erstes Kriterium für die Auswahl der Aufgabenstellungen sind die in denKriterien für die
Auswahl der Aufgaben Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz KMK (2003) und im Kernlehr-

plan MSJK (2007) für das Gymnasium – Sekundarstufe I (G8) in Nordrhein-
Westfalen niedergelegten Curricula für die jeweilige Klassenstufe gewesen. An-
regungen für konkrete Aufgabenstellungen haben die einschlägigen Schulbücher
(siehe etwa Griesel et al. (2004, 18)), die fachdidaktische Literatur zum For-
schungsstand (↑Kap. 1.1, 1.2) und auch die Kernlehrpläne der einzelnen Bundes-
länder für das Fach Mathematik selbst gegeben. So findet sich im Kernlehrplan
MSJK (2004, 40) der Mathematik für die Realschule in Nordrhein-Westfalen
etwa die Aufgabe, die Anzahl der Diagonalen in einem regelmäßigen Neuneck
auf verschiedene Art und Weise zu bestimmen.

Die vorliegende empirische Studie soll Erkenntnisse über das beispielgebundenezugeordnete Klassenstufen
und Wahl der Schulform Beweisen von Schülern vornehmlich der Sekundarstufe I erbringen. Unter den

fünf Aufgabenstellungen finden sich zudem zwei Aufgabenstellungen, die von
Grundschülern der 4. Klasse bearbeitet werden. Die übrigen Aufgabenstellun-
gen lassen sich der 7., 8. und 9. Klassenstufe nach dem Bildungsgang des neuen
achtjährigen Gymnasiums zuordnen. Als weiterführende Schulform ist das Gym-
nasium gewählt worden, weil den Gymnasialschülern das Beweisen und ggf. dar-
auf hinführende entdeckende Übungen im Mathematikunterricht geläufiger sind.
Auch in Hinblick auf die weiter fortgeschrittene sprachliche Entwicklung der
Schüler am Gymnasium erscheint die Wahl dieser Schulform ratsam. Letztlich
liefert der Schüler in der sprachlichen Manifestation des subjektiv Realisierten
dem Forscher das Material zur Untersuchung des beispielgebundenen Beweisens.

Die Aufgabenbeispiele sollen hinsichtlich ihres Beweischarakters für die SchülerUnterrichtsbezug
der Aufgaben neuartig, aber unterrichtsnah gehalten sein. Deshalb sind die Beweisaufgaben

in der Sekundarstufe I bereits gestellt worden, bevor sie im Unterricht behan-
delt wurden. Sie sind so gewählt worden, dass sich die Schüler schnell auf sie
einstellen konnten, da deren Grundlagen bereits im Unterricht gelegt wurden.

Überdies gelten für die Auswahl der Aufgabenbeispiele inhaltliche und for-Aufgabenstellungen
anderer Forscher schungsbezogene Kriterien: Der in den ↑ Kap. 1.1 und 1.2 referierte Forschungs-

stand beinhaltet bereits Arbeiten, an denen einige Formen des Beweisens mit-
tels verschiedener Aufgabenstellungen empirisch untersucht und daraus entspre-
chende Aussagen zum (beispielgebundenen) Beweisen abgeleitet wurden. Diese
Erkenntnisse können in der vorliegenden empirischen Studie in ihrem Fokus
auf das beispielgebundene Beweisen geprüft und genutzt werden. So wird das
bei Goldberg (1992, 42) verwendete Aufgabenbeispiel des Mittelpunktswinkel-
Umfangswinkelsatzes (resp. Außenwinkelsatzes) in die vorliegende Untersuchung
auch deshalb einbezogen, da Goldberg daran Thesen zur ”Methode des bei-
spielgebundenen Begründens” formuliert (↑ Abs. 1.2.5). Von Balacheff (1988,
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220f.) wird das Aufgabenbeispiel des vollständigen Graphen in modifizierter
Form übernommen (↑ Abs. 1.2.2). Bei der theoretischen Fundierung des For-
schungsgegenstands hat die zweite Potenzregel in leichter Variation zu Meyer
& Voigt (2009b, 36ff.) als Leitbeispiel fungiert (↑ Kap. 1.3, 1.5). In der Verwen-
dung gleicher oder ähnlicher Aufgabenformate können sich unter wechselnder
Forschungsperspektive differierende Forschungsergebnisse einstellen und damit
der Forschungsgegenstand des beispielgebundenen Beweisens empirisch ausge-
schärft werden.

Ferner müssen die jeweiligen Behauptungen beispielgebunden beweisbar sein, Eignung von Aufgaben
zum beispielgebun-
denen Beweisen

und insbesondere als beispielgebundenes Argumentgefüge nach ↑ Abs. 1.4.4 sinn-
voll darstellbar sein. Die binomische Formel (a + b)2 = a2 + 2 · a · b + b2 lässt
sich auf rein symbolische Weise nur schwerlich beispielgebunden beweisen, weil
Summen und Potenzen in Beispielzahlen zu leicht ausgerechnet werden kön-
nen und das für den Beweis entscheidende Distributivgesetz dann nicht genutzt
wird. Geometrisch ist dies jedoch sehr wohl beispielgebunden möglich. Bei der
zweiten Potenzregel (a · b)n = an · bn mit der Wahl hinreichend großer Bei-
spielzahlen a, b, n ∈ N werden hingegen im beispielgebundenen Argumentgefüge
Kommutativ- und Assoziativgesetz sowie die allgemeine Potenzdefinition als
Regeln verwendet, und die zweite Potenzregel kann mit latenter Beweisidee ent-
deckt werden (↑ Abs. 1.3.3). Der bekannte Satz von Pythagoras wurde als
Themenstellung nicht gewählt, da er (etwa im Vergleich zum Außenwinkelsatz)
nicht so viele Möglichkeiten der Verallgemeinerung bereithält.

In einer groben Zuordnung von Klassenstufe und schulmathematischem Bereich gewählte
Aufgabenstellungen(Geometrie, Arithmetik) wurden unter Maßgabe der vorstehend beschriebenen

Kriterien folgende Themenstellungen gewählt (mit Angabe der Kapitel):

3.1 4 Gegensinniges Verändern Arithmetik

3.2 4 Zahlenmauern figurierte Arithmetik

3.3 7 Vollständiger Graph Arithmetik / Geometrie

3.4 8 Außenwinkelsatz Geometrie

3.5 9 Potenzregeln Arithmetik

Neben den genannten Aufgabenbeispielen wurden noch weitere gestellt, etwa
Aufgabenformate zur Winkelsumme im n-Eck und zu Potenzfunktionen sowie
weitere Aufgabenbeispiele für die Grundschule. Nicht alle dieser Aufgabenbei-
spiele erwiesen sich als geeignet und zielführend, beispielgebundenes Beweisen
durchzuführen oder zu untersuchen. Dies kann durch mehrere Faktoren bedingt
sein, etwa objektive Schwierigkeit der Aufgabenstellung, zu stark oder zu ge-
ring ausgeprägte Vertrautheit der Schüler mit dem Themengebiet, aus dem
das Aufgabenbeispiel stammt, zu geringe mathematische Durchleuchtung des
Aufgabenbeispiels durch den Experten, objektiv schwierige Darstellbarkeit des
Beweises oder Umfangsvorgaben für die vorliegende Arbeit.
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Die einzelnen Aufgabenformate erfolgten unter nachstehenden Gesichtspunkten:Entwicklung der
Aufgabenstellungen

◦ Mathematische Analyse. Zunächst konstruiert der Forscher verschiedene
Beweise für die Behauptung, indem er verschiedene Argumentgefüge nach
↑ Abs. 1.4.4 erstellt. An den Argumentgefügen kann der Forscher notwen-
dige Voraussetzungen erkennen, die beim Schüler vorhanden sein müssen.
Ebenso orientieren die Argumentgefüge den Forscher während des Schü-
lerexperiments; z.B. kann er daran rasch Beweislücken erkennen.

◦ Regelwissen. Die Regeln des beispielgebundenen Argumentgefüges sollen
dem Schüler bereits bekannt oder selbst leicht zu begründen sein, sonst
kann er die fragliche Behauptung nicht oder nur teilweise beweisen. Beim
Mittelpunktswinkel-/Umfangswinkelsatz resp. Außenwinkelsatz sind dies
etwa Basiswinkelsatz, Winkelsummensatz und Nebenwinkelsatz.

◦ Sprachmittel. Der Schüler soll die in den Aufgabenstellungen auftreten-
den Objekte und Regeln (umgangs)sprachlich benennen können. Bei dem
beispielgebundenen Beweisen der Potenzregeln kann dem Schüler etwa
Potenz, Basis, Exponent, Umklammern und Vertauschen als Vokabular
helfen.

◦ Wahl des Zugangs. Abhängig vom bereits gesichteten Forschungsstand
und von bereits durchgeführten Schülerexperimenten wird a priori ge-
klärt, welcher Zugang zum jeweiligen Aufgabenformat passen könnte. Soll
dem Schüler etwa erst Gelegenheit zum Entdecken der Behauptung gege-
ben, oder ihm schon zu Beginn eine zu beweisende Behauptung oder sogar
ein (vermeintlicher) beispielgebundener Beweis zum kritischen Nachvoll-
zug vorgelegt werden? Legt die Wahl gewisser Beispielzahlen oder -figuren
ein induktives Prüfen nahe oder nicht?

Beim vollständigen Graphen etwa kann nach einem geeigneten Weg ge-
sucht werden, um dem Schüler die Behauptung, ein regelmäßiges n-Eck
habe n · (n − 1)/2 Verbindungslinien, direkt entdecken zu lassen: Durch
einen auf das regelmäßige 5-Eck aufgelegten Stern soll vermieden werden,
dass Schüler die näher liegende Summenformel (n−1)+(n−2)+· · ·+1+0
entdecken, indem sie die jeweils verbleibenden Verbindungslinien des 5-
Ecks von Ecke zu Ecke gehend zählen: 4 + 3 + 2 + 1 + 0 = 10. Denn dann
wäre das Ziel, die Kurzformel n · (n − 1)/2 beweisen zu lassen, nur über
einen Umweg erreichbar (↑ Kap. 3.3).

Nach diesen Vorüberlegungen ließen sich die entwickelten Aufgabenstellungen
dann praktisch bei den anstehenden Schülerexperimenten einsetzen.
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2.3.2 Ablauf der Schülerexperimente
Die Schülerexperimente wurden in Schulen einer akademisch geprägten Stadt Umfang und Dauer

der Studiemit etwa 300.000 Einwohnern und aus deren Umland während der Unterrichts-
zeit durchgeführt. Die Schüler wurden einzeln für eine Unterrichtsstunde aus
der Klasse geholt. Damit sich die jeweilige Aufgabenstellung nicht innerhalb der
Klasse herumsprach, wurden die Schüler vor wechselnde Szenarien gestellt und
darum gebeten, Inhalte des Experiments nicht ihren Mitschülern preiszugeben.
Insgesamt wurden von 2007 bis 2010 etwa 100 Schülerexperimente von je 30 bis
45 Minuten Dauer durchgeführt; diese Anzahl schließt erste Interviewversuche,
Erprobungen letztlich erfolgloser Aufgabenformate und nachgelagerte Schüler-
experimente zur Klärung ergänzender Forschungsfragen ein. Auf die in obiger
Tabelle genannten Aufgabenbeispiele entfallen unterschiedlich viele Experimen-
te.

Es wurden Experimente mit Schülern durchgeführt, deren Eltern sich schriftlich Zugang zum
Forschungsfelddazu bereit erklärten, dass ihr Kind interviewt und gefilmt wurde. Den Eltern

und Schülern wurde zugesichert, dass die erhobenen Daten anonymisiert und –
außer im Rahmen von Forschungszwecken – nicht an Dritte weitergegeben wur-
den. Die Schülerexperimente wurden alsdann durch Audio- und Videoaufnah- Technische

Vorbereitungenmen dokumentiert. Schüler und Forscher saßen häufig an einem Tisch in einem
separaten Raum der Schule und wurden in der Regel frontal aufgenommen, um
auch Gestik und Mimik erfassen zu können. Die Kamera stand auf einem Sta-
tiv schräg über dem Tisch, so dass auch verfolgt werden konnte, was schriftlich
notiert wurde. Manche der gewonnenen Aufnahmen wurden transkribiert.

Wie in ↑ Abs. 2.2.3 geschildert wurde, handelt es sich bei den durchgeführ- Gesprächsführung
ten Schülerexperimenten um eine Kombination aus Interview, Lernexperiment
und Fachgespräch. Nach beiderseits kurzem Kennenlernen wurden dem Schü-
ler zuweilen inhaltliche Vorübungen gestellt, um sein Regelwissen zur jeweils
gewählten Aufgabe aufzufrischen und ihn entsprechende Sprachmittel einüben
zu lassen. Je nach Wahl des Zugangs zum beispielgebundenen Beweisen (et-
wa der Vorlage eines Beweises, der Vorgabe der Behauptung, der Anregung
zum Entdecken einer Behauptung, ggf. mit latenter Beweisidee) ergaben sich
für den Forscher verschiedentliche Herausforderungen in der Gesprächsführung.
Ziel des Gesprächs sollte nicht sein, alle Schüler zum beispielgebundenen Bewei- Ziel des Gesprächs
sen zu führen, sondern vielmehr, den jeweiligen Schüler bei seinen Versuchen im
beispielgebundenen Beweisen zu begleiten und darüber empirisches Material zu
erheben. Dem Schüler sollten dabei nicht fragend-entwickelnd einzelne Beweis-
schritte entlockt werden, vielmehr sollte er nach entsprechenden Vorübungen
zur sprachlichen Explikation seiner eigenen Ideen und Gedankengänge ermutigt
werden. Es konnten dabei die in den ↑ Abs. 2.1.5 und ↑ Abs. 2.2.3 angesproche-
nen dialogischen Mittel und Interventionen eingesetzt werden. Etwa schlüpfte
der Forscher zuweilen in die Rolle eines Mitschülers hinein, um den Schüler sei-
nen Beweis noch einmal ausführlich und vollständig darstellen zu lassen. Der
Forscher ist auch als advocatus diaboli aufgetreten oder hat zu weitgehende Ver-
allgemeinerungen des Schülers durch Gegenbeispiele in Frage gestellt. Schließlich
wurden dem Schüler auch genügend Pausen zum Nachdenken gegeben, um die-
sen den Beweis subjektiv realisieren zu lassen.
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2.3.3 Szenenauswahl und Transkription
Die Auswahl der Szenen zum Zweck der Analyse erfolgte teils nach Kriterien,Kriterien der

Szenenauswahl über die in ↑ Abs. 2.2.7 und in ↑ Abs. 2.2.8 methodisch reflektiert wurde:

◦ typische Verläufe beispielgebundenen Beweisens, die sich häufig einstellen
◦ Kontrast zwischen zwei Beweisverläufen oder zwischen einzelnen Szenen

(”Maximierung von Unterschieden” im Sinne von Jungwirth (2003, 195))
◦ Ähnlichkeit zweier Beweisverläufe oder einzelner Szenen

(”Minimierung von Unterschieden”, dto.)

Die Auswahl der Szenen richtete sich nicht nach normativen Kriterien wie Rich-
tigkeit, Allgemeingültigkeit und Vollständigkeit der explizierten Beweise. Analy-
siert wurden vielmehr auch Verläufe beispielgebundenen Beweisens, in denen der
Schüler eine Behauptung bloß induktiv prüfte. Da die Analyse eines Beweisver-
laufs nicht zu lang geraten sollte, wurden ggf. nur einzelne Szenen betrachtet und
der jeweils fehlende Kontext kurz wiedergegeben. Längere Hauptanalysen weni-
ger Schüler werden kürzeren Kontrast- resp. Vergleichsanalysen einiger Schüler
gegenübergestellt.

Die Auswahl der Szenen soll den Forschungsgegenstand in seiner GesamtheitMotivierung der
Szenenauswahl empirisch erfassen helfen und seinen Facettenreichtum widerspiegeln. Es sol-

len mögliche Antworten für die in ↑ Kap. 2.1 unter verschiedenen Perspektiven
aufgeworfenen Forschungsfragen diskutiert werden sowie an der jeweiligen Szene
und des Beweisverlaufs begründet oder in Frage gestellt werden. Die theoretische
Kenntnis des Forschungsgegenstandes und die empirische Beobachtung sollen
zusammenwirken, um zu klären, was beispielgebundenes Beweisen im Prinzip
ist und in welcher Vielfalt es erscheinen kann. In die Darstellung der einzelnen
Analysen in ↑ Teil 3 gehen aus Umfangsgründen nicht alle analysierten Szenen
ein, sondern hauptsächlich solche, die für den Forschungsgegenstand im Sinne
der Forschungsfragen besonders charakteristisch sind und interessante Beweis-
verläufe zeigen.

Es werden die üblichen Transkriptionsregeln benutzt, wie sie sich in den einschlä-Transkription
gigen Arbeiten der interpretativen Unterrichtsforschung finden lassen (vgl. etwa
Voigt (1984, 106f.), Schwarzkopf (2000, 264) und Meyer (2007, 118f.)). Zu
den einzelnen Transkriptionsregeln sei auf den Anfang von ↑ Teil 3 oder di-
rekt auf den Sonderband verwiesen. Der Text, der aus der Transkription einerinterpretativer Charak-

ter der Transkription Filmsequenz hervorgeht, ist seinerseits eine Interpretation derselben. Schließlich
können nicht alle nonverbalen Schüleraktivitäten in Gestik und Mimik wiederge-
geben werden. Auch was den Tonfall und die Sprechweise anbelangt, ist dessen
Beschreibung dem Eindruck des Transkribenden geschuldet. Teils können un-
deutliche Äußerungen, Sprechpausen und gleichzeitig Gesagtes unterschiedlich
gekennzeichnet werden. Insofern gibt es kein ideales Transkript, sondern nur
interpretativ dokumentierte Annäherungen an die durch die Video- und Audio-
geräte zuvor eingefangene Wirklichkeit. Den Transkriptionsausschnitten werden
auch im Sonderband die schriftlichen Aufzeichnungen des Schülers beigefügt.
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2.3.4 Analyse der Szenen und ihre Darstellung
Zur Interpretation des beispielgebundenen Beweisens sind nach der theoreti- Analyse des

Transkriptsschen Darstellung in ↑ Kap. 1.5 sowohl der gesamte Beweisverlauf als auch die
einzelne Szene relevant. Zeigen sich etwa an bestimmten Stellen des Transkripts
Übergänge und Wechsel im Sinne eines Changierens zwischen induktivem Prü-
fen und formalem (resp. formellem) Beweisen, lohnt sich die Markierung ent-
sprechender Sinnabschnitte und eine genaue Analyse. Dies kann teils extensiv,
sequentiell und im Kreis der Fachkollegen geschehen, um entsprechend vielsei-
tige Interpretationen und schließlich Deutungshypothesen zu gewinnen (↑ Abs.
2.2.7).

Für die nachstehend dargestellten Einzelfallstudien sind einzelne Sequenzen Weglassen
von Szenendurch Kontextinformationen über den bisherigen Verlauf des Schülerexperi-

ments ersetzt worden. Die Kontextinformation stellt in ihrer verkürzenden Zu-
sammenfassung jeweils selbst eine Interpretation dar. Dies ist aus Umfangsgrün-
den notwendig. Auch dient dies zur Raffung des beispielgebundenen Beweisens
eines Schülers, so dass der wesentliche Verlauf erkennbar wird und einzelne,
inhaltlich besonders interessante Szenen in den Vordergrund treten.

In den Einzelfallstudien von ↑ Teil 3 werden einleitend zunächst übergeordnete Bestandteile und
Schwerpunktsetzungen
der Studien

Kontextinformationen wie Klassenstufe, fachliche Voraussetzungen des Schülers
bzw. der zugehörigen Klasse, Inhalte der Vorübung und ggf. Wahl eines Szena-
riums wiedergegeben.

4 Gegensinniges 3.1 Beispielgebundenes Beweisen in I III IV
Verändern fortschreitender Verallgemeinerung

4 Zahlenmauern 3.2 Beispielgebundenes Beweisen I II IV
als changierender Prozess

7 Vollständiger 3.3 Latente Beweisideen I III IV
Graph und beispielgebundenes Beweisen

8 Außenwin- 3.4 Beispielgebundenes Beweisen I II V
kelsatz und induktives Prüfen

9 Potenzregeln 3.5 Didaktische Zugänge I III V
zum beispielgebundenen Beweisen

Hierbei werden die in ↑ Kap. 2.1 aufgeworfenen Perspektiven eingenommen:
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2.1.1
/ 4.1

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz,
subjektiver Realisierung und Manifestierung des
beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

2.1.2
/ 4.2

II Kategoriale
Perspektive

Induktives Prüfen ← · · · → formelles Bewei-
sen (beispielgebundenes Beweisen im Changie-
ren zwischen induktivem Prüfen und formalem
resp. formellem Beweisen)

2.1.3
/ 4.3

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließ-
lich von Zugängen zum beispielgebundenen Be-
weisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

2.1.4
/ 4.4

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des
Allgemeingültigen am Besonderen (unter beson-
derer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

2.1.5
/ 4.5

V Weitere
Perspektiven

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
◦ Allgemeinheitsgrade von Behauptungen
◦ Beweisverständnis von Schülern
◦ Interventionsmöglichkeiten von Lehrenden

Bei der Rekonstruktion beispielgebundenen Beweisens können die Analysesche-
mata nach Peirce und Toulmin verwendet werden. Das Peirce-Schema eignet
sich sowohl zur Nachzeichnung einzelner Schlüsse als auch zur Charakterisierung
eines gewählten Zugangs wie etwa dem Entdecken oder Prüfen mit latenter Be-
weisidee. Das Toulmin-Schema kann dazu benutzt werden, um die vom Schüler
vorgebrachten Argumente mit dem in der jeweiligen mathematischen Analyse
entwickelten beispielgebundenen Argumentgefüge zu vergleichen.

Zudem erfolgt jeweils eine Zusammenfassung der Analyse, die sowohl die Be-Zusammenfassung
der Analyse sonderheiten des jeweiligen Falls als auch Deutungshypothesen in Bezug zu den

jeweils relevanten Forschungsfragen setzt. Nachgelagerte Kontrastbeispiele kön-
nen dazu dienen, Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen Szenen und Ver-
läufen beispielgebundenen Beweisens herauszuarbeiten.

————————————–

Die nachstehenden Einzelfallstudien sind vorstehend den in ↑ Kap. 2.1 zusam-
mengestellten Forschungsperspektiven I – V zugeordnet worden. Zur darüber
hinausgehenden methodischen Reflexion sei auf ↑ Kap. 2.2 verwiesen.



Teil 3

Einzelfallstudien

Der Aufbau der nachfolgenden Einzelfallstudien orientiert sich jeweils am fol- Studienaufbau
genden Muster:

Math. In der mathematischen Analyse wird der mathematische
Analyse Kern des gewählten Aufgabenbeispiels didaktisch reflektiert.

Forschungs- Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen werden auf-
perspektiven gabenbezogen akzentuiert.

Kontexte Kontextschilderungen enthalten Informationen zu den
befragten Schülern und zum Ablauf des Schülerexperiments.

Analysen In den Analysen werden Interviewsequenzen dokumentiert
und das Verhalten der Schüler beim Beweisen kommentiert.

Ergebnisse Es werden schülerbezogene Ergebnisse aus den Analysen
heraus zusammengefasst.

Resümé Die durch die vorliegenden Analysen gewonnenen Ergebnisse
werden in den Gesamtzusammenhang der Arbeit gestellt.

Die nachstehenden fünf Einzelfallstudien bilden das empirische Fundament der Studienthemen
vorliegenden Arbeit über das beispielgebundene Beweisen. Gestellt werden nach
Klassenstufe ausgewählte Aufgabenbeispiele, denen jeweils ein Forschungsthema
in einer Auswahl an Forschungsperspektiven (I – V, vgl. ↑ Kap. 2.1 und Abs.
2.3.4) zugeordnet sind:

185
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4 Gegensinniges 3.1 Beispielgebundenes Beweisen in I III IV
Verändern fortschreitender Verallgemeinerung

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
◦ Prozess fortschreitender Verallgemeinerung
◦ Einsatz von Veranschaulichungsmitteln
◦ Begriffsbildung bei fortschreitender Verallgemeinerung

4 Zahlenmauern 3.2 Beispielgebundenes Beweisen I II IV
als changierender Prozess

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
◦ Verläufe beispielgebundenen Beweisens
◦ Wandlung des sprachlichen Ausdrucks beim Beweisen
◦ Rolle von Beispielzahlen in Darstellungsmitteln

7 Vollständiger 3.3 Latente Beweisideen I III IV
Graph beim beispielgebundenen Beweisen

◦ Wandlung vom Entdecken und Prüfen
zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
◦ Rolle konkreter und bedingt vorstellbarer Beispiele
◦ Formalisierung von Behauptung und Beweis

8 Außenwin- 3.4 Induktives Prüfen beim I II V
kelsatz beispielgebundenen Beweisen

◦ Überprüfung der Goldberg-These
◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
◦ Beispielgebundenes Beweisen
durch Lösen einer Berechnungsaufgabe

9 Potenzregeln 3.5 Didaktische Zugänge I III V
zum beispielgebundenen Beweisen

◦ Entdecken mit latenter Beweisidee
◦ Umgang mit vorgelegten Behauptungen
◦ Beweisverständnis von Schülern
◦ Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden

Die Transkription der nachstehenden Interviews orientiert sich an einer Auswahl
üblicher Transkriptionsregeln, wie sie etwa in Meyer (2007a, 118f.), Schwarz-
kopf (2000, 264) und Voigt (1984, 106ff.) zu finden sind. Der Lesbarkeit und
des Umfangs wegen wurden mathematische Ausdrücke in der Regel nicht verbal
ausgeschrieben. Auch auf eine Charakterisierung der Äußerungsreihenfolge bei
gleichzeitigem Sprechen wurde verzichtet (vgl. ↑ Abs. 2.3.3).
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Interakte

24:12 zum Zeitpunkt min:sec auf dem jeweiligen Video
I 67 des Interviewers Interaktnummer ungeradzahlig
Lu 112 eines Schülers Interaktnummer geradzahlig
↓ Interaktfortsetzung zur Auswahl von Interaktteilen

Pausen

, (1 sec) kurzes Absetzen, Stocken
.. (2 sec) kurze Pause
... (3 sec) mittlere Pause
(n sec) Pause von n Sekunden

Auslassungen

’mal am Wortanfang Verschlucken von Anlauten
würd am Wortende Verschlucken von Auslauten
g’rade im Wortinnern Zusammenziehung einer Silbe
wär’s zwischen zwei Wörtern Zusammenziehung von Worten
Str- im Wort Abbruch beim Aussprechen

Betonungen

immer’ nach einem Wort Heben der Stimme, bei Fragen
immer des Wortes Aussprache mit Nachdruck

Interjektionen

mm-mmh, nee u.a. häufig zu Beginn Partikel der Bejahung, des Zweifels
ah, ach u.a. häufig zu Beginn Empfindungslaute
emm, äh u.a. durchgängig Verzögerungslaute

math. Ausdrücke

+, −, · := plus, minus, mal Abkürzungen
23 u.a. := zwei hoch drei zur Verbesserung der Lesbarkeit
12◦ u.a. := zwölf Grad

Kommentierungen

(schaut), (nickt) u.a. des Nonverbalen Mimik, Gestik
(laut), (leise) u.a. der Sprechweise Lautstärke, Tonfall
(lacht) u.a. von Ausdrucksverhalten soziale, emotionale Beteiligung
(deutet) u.a. von Aktivität häufig bezogen auf Arbeitsblätter
↑ lu1, ↑ Abb. 3.50 im Verweisen auf Abbildungen oder Teile davon
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3.1 Beispielgebundenes Beweisen in fortschrei-
tender Verallgemeinerung

In dieser ersten Analyse wird das beispielgebundene Beweisen in fortschreiten-Einleitung
und Übersicht der Verallgemeinerung anhand einer recht geläufigen Aufgabenstellung aus der

Grundschule behandelt. Die Grundschüler sollen beweisen, dass sich das Drei-
fache einer Zahl ergibt, wenn diese zu ihrem Vorgänger und ihrem Nachfolger
addiert wird. Im Folgenden wird zunächst eine mathematische Analyse zum ge-
gensinnigen Verändern bezüglich der Addition geboten. Untersucht werden soll
dann, welche Indizien für und gegen die subjektive Realisierung des gegensinni-
gen Veränderns und der Konstanz der Summe als Regeln des beispielgebunde-
nen Argumentgefüges sprechen, wenn Grundschüler den zugehörigen Beweis in
fortschreitender Verallgemeinerung der Behauptung entwickeln. Parallel dazu
wird beobachtet, wie sich der sprachliche Ausdruck der Grundschüler verän-
dert, wenn diese versuchen, die hinsichtlich Differenz, Anzahl und Reihenfolge
der Summanden immer allgemeiner werdenden Behauptungen an Beispielen zu
beweisen.

3.1.1 Mathematische Kl. 4 Gegensinniges Verändern bezüglich der Addition
Analyse

Beh. Wenn drei aufeinander folgende Zahlen miteinander addiert
werden, dann ergibt sich das Dreifache der mittelgroßen Zahl.

3.1.2 Forschungs I ◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
-perspektiven III ◦ Prozess fortschreitender Verallgemeinerung
-bereiche IV ◦ Einsatz von Darstellungsmitteln
-fragen ◦ Begriffsbildung bei fortschreitender Verallgemeinerung

3.1.3 Kontext Lu Aufstellung der Behauptung durch Platzhalter
Fr Ikonische Darstellung der Behauptung

3.1.4 Hauptanalyse Lu Rasche Bildung einer Ausgleichsvorstellung

3.1.5 Kontrastanalyse Fr Induktives Prüfen in anschaulichen Beispielen

3.1.6 Hauptanalyse Lu Fortschreitende beispielgebundene Verallgemeinerung

3.1.7 Vergleichsanalyse Lu/Fr Operatorwechsel

3.1.8 Ergebnisse Lu Verlaufsbetrachtung
Fr Summarische Betrachtung

3.1.9 Resümé zu den Forschungsperspektiven, -bereichen und -fragen
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3.1.1 Mathematische Analyse:
Gegensinniges Verändern, Konstanz der Summe

Der mathematische Gegenstand dieser Analyse ist das gegensinnige Verändern Behauptung
von Summanden. Dieses wurde an verschiedenen Stellen dieser Arbeit schon
angesprochen (↑ Abs. 1.2.1, 1.2.2, 1.5.1). Es werde zunächst die nachstehende
Behauptung über die Summe dreier aufeinander folgender (natürlicher) Zahlen
betrachtet:

Behauptung Wenn drei aufeinander folgende Zahlen addiert wer-
den, dann ergibt sich das Dreifache der mittelgroßen
Zahl.

Für einen formellen Beweis wird man das Assoziativ- und Kommutativgesetz formeller Beweis
der Addition sowie die Definition der Multiplikation als fortgesetzte Addition
verwenden:

T := (n− 1) + n+ (n+ 1) -

Assoziativgesetz
& Kommutativgesetz

T = n+ n+ n -

Definition der Multi-
plikation als fort-
gesetzte Addition

T = 3 · n

Schüler dürften keinen formellen Beweis erbringen, wenn sie mit dem algebrai-
schen Kalkül noch nicht umgehen gelernt haben. Bei Verwendung von Beispiel-
zahlen verkürzt sich zudem der erste Teil des vorliegenden Argumentgefüges:
Wird nämlich etwa die Beispielzahl n = 8 gewählt und damit die Aufgabe
7 + 8 + 9 zum Lösen gestellt, liegt für die Schüler der Ansatz 7 = 8 − 1 und
9 = 8 + 1 mit nachfolgender Anwendung des Assoziativ- und Kommutativge-
setzes zum Beweis der Behauptung nicht auf der Hand. Eher dürften Schüler
die Summe ausrechnen. Deshalb soll der Frage nachgegangen werden, wie die
Behauptung in schülergerechter Weise beispielgebunden bewiesen werden kann.
Hierzu wird ein etwas anderes Vorgehen als in der Aufgabenstellung Add and
Take aus ↑ Abs. 1.2.1 und 1.2.2 gewählt.

Ein für die Grundschule geeignetes Vorgehen zum Beweis der Behauptung lässt gegensinniges Verändern
sich aus folgender Überlegung gewinnen: Es werde die Zusammenstellung U := 7
◦ 8 ◦ 9 der aufeinander folgenden Beispielzahlen 7, 8 und 9 mit einem Operator ◦
betrachtet. Durch gegensinniges Verändern kann die Zusammenstellung U = 7 ◦
8 ◦ 9 in die Zusammenstellung 8 ◦ 8 ◦ 8 mit drei gleichen Zahlen überführt wer-
den. Dieser Überführung liegt eine Vorstellung vom Ausgleich zwischen Mengen
zugrunde, deren Kardinalität die Beispielzahlen 7, 8 und 9 angeben. Das gegen-
sinnige Verändern zu drei gleichen Zahlen ist jedoch nur dann möglich, falls die
Zusammenstellung U äquidistante Zahlen aufweist.
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Mit dem für ◦ gewählten Operator + bleibt die Summe T = 7 + 8 + 9 derKonstanz der Summe
Beispielzahlen 7, 8 und 9 nach Überführung in 8 + 8 + 8 konstant (Konstanz der
Summe beim gegensinnigen Verändern zu drei gleichen Zahlen). Dem gegenüber
bleibt mit dem für ◦ gewählten Operator · das Produkt 7 ·8 ·9 der Beispielzahlen
7, 8 und 9 nach Überführung in 8 · 8 · 8 nicht konstant. Dies ist jedenfalls für
den Experten nicht weiter verwunderlich, da sich die Vorstellung der Summe
gegensinnig veränderter Zahlen durch den Ausgleich zwischen Teilmengen einer
Gesamtmenge von Elementen stützen lässt, während die Multiplikation an ein
anderes Operieren mit Mengen denken lässt.

Insgesamt kann der Beweis als beispielgebundenes Argumentgefüge wie folgtbeispielgebundenes
Argumentgefüge dargestellt werden:

7 ◦ 8 ◦ 9 ist eine
Zusammenstellung
äquidistanter Zahlen

-
Die Zusammenstellung 7 ◦ 8 ◦ 9 äqui-
distanter Zahlen ist in die Zusam-
menstellung 8 ◦ 8 ◦ 8 überführbar.

Gegensinniges Verändern*

Ausgleich zwischen Mengen
(Zahlen als Kardinalzahlen)**

* Wenn eine Zusammenstellung aus 3, 5, 7 äquidistanten Zahlen mit einer Mittel-
zahl besteht, dann ist diese Zusammenstellung durch gegensinniges Verändern in eine
Zusammenstellung von Mittelzahlen überführbar.
** z.B. im Verschieben eines oder mehrerer Kästchen von höheren zu niedrigeren Käst-
chentürmen

Die Zusammenstellung 7 ◦ 8 ◦ 9 äqui-
distanter Zahlen ist in die Zusam-
menstellung 8 ◦ 8 ◦ 8 überführbar.

- 7 + 8 + 9 = 8 + 8 + 8 - 8 + 8 + 8 = 3 · 8

Konstanz der Summe:
Wenn eine Zusammenstellung ge-
gensinnig verändert wird, bleibt
die Summe der Zahlen konstant.

Ausgleich zwischen Teilmengen
einer Gesamtmenge (Zahlen als
Kardinalzahlen, Addition als
Vereinigung von Mengen)

Definition der
Multiplikation
als fortgesetzte
Addition

Es lassen sich also zum beispielgebundenen Beweis der obigen Behauptung dreioperatorunabhängige
Betrachtung des gegen-
sinnigen Veränderns

Argumentregeln unterscheiden: das gegensinnige Verändern einer Zusammen-
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stellung äquidistanter Zahlen, die Konstanz der Summe beim gegensinnigen
Verändern und die Definition der Multiplikation als fortgesetzte Addition. Die
analytische Trennung der beiden ersten Argumente mag künstlich und spitzfin-
dig erscheinen; sie kann dadurch motiviert werden, dass viele Schüler die Mög-
lichkeit gegensinnigen Veränderns (etwa in Sachkontexten wie bei der gerechten
Umverteilung von Bonbons) zunächst als operatorunabhängig betrachten dürf-
ten.

Um unterscheiden zu können, wo Grundschüler die Grenzen des gegensinnigen Vorgabe falscher
(Beispiel-)AussagenVeränderns sehen, können sie am big number-Beispiel (↑ Abs. 1.1.2) 7 · 8 · 9 6=

8 · 8 · 8 vor folgende falsche Behauptung gestellt werden:

(falsche)
Behauptung

Wenn drei aufeinander folgende Zahlen multipliziert
werden, dann ergibt sich die mittelgroße Zahl dreimal
mit sich selbst multipliziert.

Gegebenenfalls muss hierzu den Grundschülern zunächst die fortgesetzte Multi-
plikation erklärt werden. Wenn die Grundschüler diese Behauptung am Beispiel
bejahen und zur Begründung nur die Regel des gegensinnigen Veränderns an-
geben, machen sie zwischen der Konstanz der Summe und der Konstanz des
Produkts offenbar keinen Unterschied. Insofern überschreiten sie die Grenzen
der Allgemeingültigkeit der ursprünglichen Behauptung hinsichtlich des Opera-
tors. Die Anführung eines einfach zu berechnenden Gegenbeispiels wie 2 · 3 · 4
6= 3 · 3 · 3 kann dazu führen, dass die Schüler die Voraussetzungen der Behaup-
tung präzisieren und die begrenzte Tragweite ihrer angeführten Regeln erkennen.

Das obige Argumentgefüge ist beispielgebunden hinsichtlich der Beispielgebundenheit
des Argumentgefüges

◦ Äquidistanz der Beispielzahlen
◦ Reihenfolge der Beispielzahlen
◦ ungeradzahligen Anzahl der Beispielzahlen

Hinsichtlich der Äquidistanz der Beispielzahlen können die konstant bleibenden
Differenzen zwischen den aufeinander folgenden Zahlen variiert werden (z.B. zu
2 in 6 + 8 + 10 o.ä.). Hinsichtlich der Reihenfolge können zudem Umordnungen
der Beispielzahlen vorgenommen werden, so dass der Ausdruck Mittelzahl auf
die kardinale und positionale Anordnung der Beispielzahlen hin präzisiert wer-
den muss (z.B. 9+7+8), etwa als in der Mitte der Zählreihe stehende Zahl und
als mittelgroße Zahl. Überdies kann die Allgemeingültigkeit des Argumentgefü-
ges auch bei Verwendung einer größeren, insbesondere ungeradzahligen Anzahl
äquidistanter Zahlen gesichert werden. Schließlich wären noch Aufgabenstel-
lungen wie 2 + 3 + 4 + 7 = 4 + 4 + 4 + 4 denkbar, in denen zusätzlich
asymmetrisch verändert wird. Letzteres wird in der folgenden Einzelfallstudie
jedoch nicht thematisiert.

Aus der Gebundenheit an Äquidistanz, Reihenfolge und Anzahl der Beispiel- fortschreitende
Verallgemeinerung
im Regelverband

zahlen heraus kann die ursprüngliche Behauptung fortschreitend verallgemei-
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nert und dabei die Grenzen der Allgemeingültigkeit (wie etwa der Wechsel des
Operators) erprobt werden. Die jeweiligen Behauptungen variieren, sind z.T.
Spezialfälle von allgemeineren Behauptungen, können allmählich entdeckt oder
vorgegeben werden und bilden in ihrer Gesamtheit einen Regelverband. Das
Sprechen über die einzelne Behauptung erfordert eine Verständigung über den
jeweiligen Allgemeinheitsgrad und damit sprachliche Präzisierungen.

Statt die Behauptung vorzugegeben, kann diese mittels Platzhalter verschie-Einsatz von Platzhaltern
dener Form – etwa eines Kästchens (�) oder eines Herzens (♥) – für einen oder
mehrere Summanden der Summe thematisiert werden. Die Platzhalter fungieren
dabei grundschulgerecht als Variablenzeichen und ermöglichen es dem Schüler,
in der Besonderheit der ermittelten Beispielaussagen das Allgemeingültige sub-
jektiv zu realisieren. Etwa kann die ursprüngliche Aufgabe 7 + 8 + 9 = 3 · 8
durch die Modifikation � + 8 + ♥ = 3 · 8 ersetzt werden. In die Platzhalter �
und ♥ können dann auch andere Beispielzahlen wie 6 und 10 eingesetzt werden.
Wenn ein Schüler dies erkennt, hat er in der für das gegensinnige Verändern

...
...

...

?

ikonische Darstellung
gegensinnigen Veränderns

vorausgesetzten Äquidistanz der Beispielzahlen einen wesentlichen Verallgemei-
nerungsgrad der Aufgabe erfasst.

In der Stützung der Regel des gegensinnigen Veränderns im beispielgebundenen
Argumentgefüge wird auf die Möglichkeit einer Veranschaulichung hingewiesen:
Drei äquidistante Beispielzahlen lassen sich durch drei Quadratstreifen resp.
Kästchentürme mit konstant zunehmender Höhe darstellen (siehe nebenstehen-
de Fig. für den jeweiligen Höhenunterschied von einem Quadrat resp. Kästchen).
Die jeweilige Höhendifferenz lässt sich dann durch das Versetzen von Kästchen
vom Turm mit den meisten Kästchen auf den Turm mit den wenigsten Kästchen
einebnen. Wenn der Schüler durch Betrachtung der ikonischen Darstellung oder
durch enaktive Handlung erkennt, dass dies unabhängig von der jeweiligen Hö-
he der Quadratstreifen resp. Kästchentürme möglich ist (in nebenstehender Fig.
angedeutet durch Punkte), kann ihm dies zu einem beispielgebundenen Beweis
der arithmetischen Behauptung verhelfen. Für das Erlernen der geometrischen
Repräsentation einer arithmetischen Behauptung benötigt der Schüler jedoch
auch Zeit und kann später zudem vor den in ↑ Abs. 1.2.4 genannten typischen
Problemen von visual proofs stehen.
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3.1.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen
Thema dieser Einzelfallstudie ist das beispielgebundene Beweisen in fortschrei- Forschungsperspektiven

dieser Einzelfallstudietender Verallgemeinerung bei selbst entdeckten Behauptungen in der Grund-
schule. Die Forschungsbereiche dieser Einzelfallstudie werden aus folgenden Per-
spektiven entwickelt (vgl. ↑ Kap. 2.1):

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz, subjektiver Realisierung
und Manifestierung des beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließlich von Zugängen zum
beispielgebundenen Beweisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des Allgemeingültigen am
Besonderen (unter besonderer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

Von dieser Schwerpunktsetzung ausgehend, lassen sich mit Blick auf die Auf- Forschungsbereiche
und Forschungsfragengabenstellungen nachstehende Fragen zu folgenden Forschungsbereichen stellen:

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
Welche Indizien sprechen dafür und dagegen, dass Schüler Regelverbände (hier: hinsicht-
lich Differenz, Reihenfolge und Anzahl der betrachteten Zahlzeichen und der Operation
+) als verschieden allgemein zu betrachtende Argumentgefüge subjektiv realisiert? Wel-
che Einzelargumente und Regeln (hier: gegensinniges Verändern, Konstanz der Summe,
Definition der Multiplikation als fortgesetzte Addition) manifestieren Schüler in welchem
Allgemeinheitsgrad, und welche bleiben latent?

◦ Prozess fortschreitender Verallgemeinerung
Welche Vor- und Nachteile bietet die fortschreitende Verallgemeinerung in Bezug auf das
beispielgebundene Beweisen, wenn der Schüler die ursprüngliche Behauptung des betrach-
teten Regelverbands selbst entdeckt?

◦ Einsatz von Darstellungsmitteln
Sind Darstellungsmittel und ikonische Darstellungen (wie Steckwürfel oder gezeichnete
Kästchentürme) ein geeignetes Mittel, um das beispielgebundene Beweisen (wie hier beim
gegensinnigen Verändern) zu befördern?

◦ Begriffsbildung bei fortschreitender Verallgemeinerung
Wie wandelt sich die sprachliche Ausdrucksweise bei Schülern unter fortschreitender Ver-
allgemeinerung? Welche Begriffe und Formulierungen verwendet der Schüler? Verhelfen
dem Schüler präzisere Begriffe zum beispielgebundenen Beweisen verallgemeinerter Be-
hauptungen?
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3.1.3 Kontext (Ludwig, Frieda)
Die Schülerin Frieda (Fr) und der Schüler Ludwig (Lu) gehen in die 4. Klas-
se einer Grundschule. Der Interviewer (I) möchte das gegensinniges Verändern
bezüglich der Addition mit den Grundschülern behandeln. Die Grundschüler
werden einzeln interviewt. In beiden Interviews wird von der folgenden Behaup-
tung ausgegangen:

Behauptung Wenn drei aufeinander folgende Zahlen addiert wer-
den, dann ergibt sich das Dreifache der mittelgroßen
Zahl.

...
...

...

?

ikonische Darstellung
gegensinnigen Veränderns

arithmetische Darstel-
lung mit Platzhaltern:

17 + 18 + � = 3 · 18
� + 16 +♥ = 3 · 16

Der Interviewer geht in den beiden Gesprächen methodisch verschieden vor:

◦ Der Schülerin Frieda legt er nahe, zur Veranschaulichung der Behauptung
Kästchentürme (d.h. Quadratstreifen) zu zeichnen. Eine ikonische Darstel-
lung wie in nebenstehender Fig. dient dazu, im gedanklichen Verschieben
von Kästchen die Vorstellung eines Ausgleichs zwischen Mengen zu ver-
ankern. Wie oben ausgeführt, kann diese Ausgleichsvorstellung die Regel
des gegensinnigen Veränderns im zugrunde liegenden Toulmin-Schema
stützen.

◦ Beim Schüler Ludwig verwendet der Interviewer hingegen Platzhalter für
die Summanden in Form von Kästchen (�) oder Herzchen (♥) wie in
den nebenstehenden Gleichungen. Auf eine geometrische Darstellung von
Summen wird verzichtet.

Von der Erläuterung der ikonischen Darstellung gegenüber der Schülerin Frieda
abgesehen, wurde ohne Vorübungen mit den Schülerexperimenten zum beispiel-
gebundenen Beweisen der obigen Behauptung begonnen.



195
3.1.4 Hauptanalyse (Ludwig):

Rasche Bildung einer Ausgleichsvorstellung

3.1.4 Hauptanalyse (Ludwig):
Rasche Bildung einer Ausgleichsvorstellung

Der Schüler Ludwig berechnet zu Beginn des Gesprächs die Einstiegsaufgaben Schüler Ludwig berechnet
die Einstiegsaufgaben
mit gleichem Ergebnis

7 + 8 + 9 = 24 und 8 + 8 + 8 = 24 (↑ lu1 und ↑ lu2 in ↑ Abb. 3.1).

lu1

lu2

lu3

lu4

lu5

lu6

Abb. 3.1: Schüler Ludwigs erster Teil seiner Aufzeichnungen

Auf die merkwürdige Gleichheit der Ergebnisse angesprochen, erklärt er:

01:24 Lu 12 hmm, ich glaub das kommt daher, weil, also hier (deutet
auf die 7 in ↑ lu1) ist einer weniger als da (deutet auf die
8 in ↑ lu2) ist, und da (deutet auf die 9 in ↑ lu1) ist einer
mehr als da (deutet auf die 8 darunter, ↑ lu2) ...

01:35 I 13 müsst ihr hier hin (Unterbrechung, da Schüler in den
Raum treten, 8 sec) kannst du noch ’mal sagen’

01:45 Lu 14 emm, also, emm, hier ist es ja so dass da (deutet auf die
7 in ↑ lu1) einer weniger als da ist (deutet auf die 8 in
↑ lu2) aber da (deutet auf die 9 in ↑ lu1) ist einer mehr
als da (deutet auf die 8 in ↑ lu2), dann gleicht sich das
eigentlich so aus, und weil hier ja auch (deutet auf die 8
in der Mitte von ↑ lu1 und von ↑ lu2) auch das Gleiche
ist, so

02:00 I 15 mm-mmh

Der Schüler Ludwig verwendet die Lokaladverbien hier und da schon zu Be- Schüler Ludwig stellt eine
Ausgleichsbeziehung herginn als Bezeichnungen für Positionen ungenannt bleibender Beispielzahlen. Die

Übereinstimmung in der Summe drückt er durch das Gleiche und die gleiche
Anzahl aus. Als Erklärung dafür führt der Schüler Ludwig eine Ausgleichsbe-
ziehung zwischen dem ersten und dritten Summanden in ↑ lu1 an. Diese Aus-
gleichsbeziehung beschreibt er in der Äußerung Lu 14 zunächst statisch (hier
ist es ja so dass da einer weniger als da ist aber da ist einer mehr als da, dann
gleicht sich das eigentlich so aus). Man kann die vorstehende Äußerungen des
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Schülers Ludwig schon als erstes Indiz dafür ansehen, dass er am Beispiel etwas
Allgemeineres erkennt, weil er zwar auf die konkreten Beispielzahlen deutet, sei-
ne Explikation aber abstrakt gehalten ist.

Im Anschluss daran führt der Schüler Ludwig aus:

02:10 Lu 16 das ist ja dann praktisch die gleiche Anzahl .. ja, einfach,
so .. emm, (deutet auf die 7 in ↑ lu1) ja einfach so .. emm,
da (deutet auf die 7 in ↑ lu1) .. da (deutet auf die 9 in
↑ lu1) ist einer mehr als da (deutet auf die 8 in ↑ lu1),
also wenn, wenn man hier (deutet auf die 9 in ↑ lu1)
zum Beispiel einen wegtun würde und da (deutet auf die
7 in ↑ lu1) einen zutun würde, wär’s ja eigentlich auch
die gleiche Aufgabe ... wie da, praktisch

Hier beschreibt der Schüler Ludwig nun dynamisch, wie er von der ersten Auf-Schüler Ludwig dynamisiert
die betrachtete Ausgleichs-
beziehung

gabe 7 + 8 + 9 in ↑ lu1 zur zweiten Aufgabe 8 + 8 + 8 in ↑ lu2 kommt, bzw.
wie er am Beispiel gegensinnig verändert.

Aus argumentativer Sicht greift der Schüler Ludwig in der Äußerung Lu 16 die
Voraussetzung der Behauptung auf, dass die Summanden äquidistant sind. Dies
geschieht zunächst noch im Beispiel (die Differenz zwischen den betrachteten
Summanden beträgt 1), und es spricht an dieser Stelle nichts dafür, dass er sich
größere Differenzen zwischen den Summanden überlegt. Ferner stellt er das ge-
gensinnige Verändern bezüglich der Addition als mögliche Operation dar (wenn
man hier zum Beispiel einen wegtun würde und da einen zutun würde, . . . in
Äußerung Lu 16), welche auf einer von ihm noch nicht präzisierten Vorstellung
des Ausgleichs zwischen Mengen fußt (vgl. die mathematische Analyse in ↑ Abs.
3.1.1). Zwischen diesen Mengen werden Elemente übertragen (wegtun, zutun in
Äußerung Lu 16), so dass gleichmächtige Mengen entstehen (dann gleicht sich
das eigentlich aus in Äußerung Lu 14).

Der die Position der Beispielzahlen und die Ausgleichsvorstellung thematisie-bisher implizit
gebliebene Behauptung rende Ansatz des Schülers Ludwig erscheint für eine weiter fortschreitender Ver-

allgemeinerung vielversprechend zu sein. Die Kehrseite davon, dass der Forscher
den Schüler Ludwig die vorstehenden Beziehungen an den gestellten Beispiel-
aufgaben selbst hat entdecken lassen, ist die fehlende Aufstellung der fraglichen
Behauptung. Sie bleibt bisher implizit.

In der nachstehenden Kontrastanalyse zeigt die Schülerin Frieda ein ganz ande-
res Verhalten. Ihr soll über ikonische Darstellungen ähnlicher Rechenaufgaben
der Weg zum beispielgebundenen Beweisen geebnet werden.
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3.1.5 Kontrastanalyse (Frieda):

Induktives Prüfen in anschaulichen Beispielen

3.1.5 Kontrastanalyse (Frieda):
Induktives Prüfen in anschaulichen Beispielen

Zu Beginn des Gesprächs bittet der Interviewer die Schülerin Frieda, die Addi- der Interviewer initiiert
einen visual prooftionsaufgabe 2 + 3 + 4 zu notieren und zu berechnen. Um einen visual proof

im Sinne von ↑ Abs. 1.2.4 zu initiieren, zeichnet er unter diese Rechenaufgabe
dann ein Bild einer Treppe aus Kästchentürmen (↑ fr1 in ↑ Abb. 3.2).

fr1

Abb. 3.2: Schülerin Friedas erster Teil ihrer Aufzeichnungen

fr2

Die Frage des Interviewers, was diese Zeichnung mit der notierten Aufgabe 2 + Schülerin Frieda übersetzt
die Arithmetik der Zahl-
zeichen in die ikonische
Darstellung

3 + 4 = 9 zu tun habe, beantwortet die Schülerin Frieda in der frühen Äuße-
rung Fr 10 wie folgt: mmh, ja hier sind 2 Kästchen, hier sind 3 und hier sind 4
(deutet jeweils auf die 2/3/4er-Kästchentürme in ↑ fr1). Damit übersetzt sie die
Arithmetik der Zahlzeichen in eine ikonische Darstellung von Kästchentürmen.
Ob Frieda die Kästchentürme auch als Darstellungsmittel für die Differenz der
Beispielzahlen nutzt, also die Treppeneigenschaft der Kästchentürme beachtet
und damit die Kästchentürme als auf- oder absteigend ansieht, bleibt fraglich.
Denn nachdem sie der Aufforderung entsprochen hat, auch die Aufgabe 3 + 3
+ 3 zu notieren und zu berechnen, zeichnet sie in ↑ fr2 ein Bild in der Form
eines Tores auf. Der Interviewer hingegen zeichnet ein 3 × 3-Quadrat in ↑ fr2.
Später veranschaulicht die Schülerin Frieda die nachfolgende Aufgabe 7 + 8 +
9 wie folgt (↑ fr3 in ↑ Abb. 3.3):

fr3

Abb. 3.3: Schülerin Friedas zweiter Teil ihrer Aufzeichnungen

fr4

fr5

fr6
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04:34 I 25 achso, ja, aha, emm, ja wir können ja ’mal den Fall an-
nehmen .. stell dir ’mal vor, 7 + 8 + 9

04:46 Fr 26 soll ich das aufschreiben’
04:46 I 27 (nickt) ja, kannst du ’mal aufschreiben
04:48 Fr 28 (schreibt die Aufgabe 7 + 8 + 9 in ↑ fr3 auf, 5 sec) auch

noch Ergebnis’
04:56 I 29 emm, ja kannst du mir gleich sagen, was rauskommt,

wenn du, ohne zu rechnen, oder .. indem du anders rech-
nest’

05:06 Fr 30 mmh .. man könnte das jetzt auch einfach so machen
(beginnt zu zeichnen) .. hier macht man jetzt 9 Kästchen
(zeichnet einen 9er-Turm in ↑ fr3, 10 sec) hier macht man
jetzt 9 Kästchen (5 sec) dann hier 8 (zeichnet einen 8er-
Turm in ↑ fr3 daneben, 10 sec) .. und hier dann .. 7
(zeichnet einen 7er-Kästchenturm in ↑ fr3 daneben, 10
sec) und dann, wenn man alle Kästchen zusammenzählt,
gibt das dann .. 24

06:05 I 31 ach warum das denn’ .. warum denn 24’
06:15 Fr 32 .. mmh, weil, das ist die gleiche Aufgabe nur in Kästchen

gezeigt, oder, man könnte dann auch, zum Beispiel diese
9 Kästchen + diese 8 Kästchen + diese 7 Kästchen (deu-
tet jeweils auf die absteigenden Kästchentürme in ↑ fr3)
das würde dann das Gleiche ergeben

Hier übersetzt die Schülerin Frieda die neue Rechenaufgabe in die ikonischeSchülerin Frieda ver-
sucht sich an einer wei-
teren Rechenaufgabe

Darstellung von Türmen, ohne auf deren Beziehung untereinander einzugehen.
Ihre Beschreibungen das ist die gleiche Aufgabe nur in Kästchen gezeigt und
das würde dann das Gleiche ergeben in Äußerung Fr 32 beziehen sich inhaltlich
nicht auf die Übereinstimmung der Ergebnisse zweier Summen, sondern auf die
Übertragung einer Summe in die betrachtete ikonische Darstellung. Die Schü-
lerin identifiziert diese ikonische Darstellung gleichsam mit dem arithmetisch
gestellten Sachverhalt. Daher fragt der Interviewer umgehend nach, warum bei-
de Summenterme 7 + 8 + 9 in ↑ fr3 und 8 + 8 + 8 in ↑ fr4 vom Ergebnis her
übereinstimmen:

07:00 I 37 emm .. warum ergibt jetzt 8 + 8 + 8, auch 24’
07:22 Fr 38 emm, ich kann den aufschreiben, also (der Interviewer

spricht mit) 8 + 8 + 8 (schreibt die Aufgabe in ↑ fr4 auf)
8 + 8 + 8 .. sind wieder 24, weil, das ist ungefähr wieder
so wie hier (deutet auf den Summenterm 3 + 3 + 3 in
↑ fr2), hier (deutet auf die Gleichung 2 + 3 + 4 = 9 in
↑ fr1) sind das alles verschiedene, und hier (deutet auf
den Summenterm 8 + 8 + 8 in ↑ fr4) sind das alles die
Gleichen .. da (deutet auf das Zahlzeichen 9 in der Glei-
chung 7 + 8 + 9 = 24 in ↑ fr3) einen wegnehmen, und die
dazutun (deutet auf das Zahlzeichen 7 im Summenterm
7 + 8 + 9 in ↑ fr3)
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3.1.5 Kontrastanalyse (Frieda):

Induktives Prüfen in anschaulichen Beispielen

Die vorgenommene Veranschaulichung als Treppe böte im Prinzip die Mög-
lichkeit, von der Konkretheit der Zahlzeichen 7, 8 und 9 abzusehen und nur
auf den oberen Teil der Treppe zu achten. Dort könnte man ein Kästchen vom
höheren (resp. höchsten) auf den entsprechend niedrigeren (resp. niedrigsten)
Turm umlegen. Daraus ließe sich für die Behauptung eine allgemeine Begrün-
dung ableiten, in der bloß die Stufenhöhe und die Anzahl der Kästchentürme mögliche Umsetzung

eines visual proof

...
...

...

?

relevant sind, nicht aber deren absolute Höhe und Reihenfolge (siehe nebenste-
hende Fig.). Die Schülerin Frieda nutzt diese Möglichkeit nicht, sondern führt
den Analogieschluss, dass der Sachverhalt bei der Aufgabe 7 + 8 + 9 = 24 in ↑
fr3 auch ungefähr wieder so gelagert sei wie bei der Aufgabe 2 + 3 + 4 = 9 (Äu-
ßerung Fr 38 bezogen auf ↑ fr1). Sie differenziert dabei inhaltlich zunächst nur
zwischen einer Verschiedenheit und einer Gleichheit von Summanden. Wählt
sie schließlich einen eigenen Summenterm wie 6 + 9 + 3 in ↑ fr5, dessen Sum-
manden äquidistant sind, sieht die Schülerin Frieda die Aufeinanderfolge der
Summanden des Ausgangsterms nicht als wesentlich an. Fraglich bleibt, ob sie
sich bei der Wahl dieses Beispiels etwas Allgemeineres denkt. Dass die Schülerin
Frieda aber die Behauptung durchaus mittels Beispielzahlen verbalisieren kann,
zeigt die folgende Äußerung, wenngleich sie sich selbst zu keiner Begründung in
der Lage sieht:

Schülerin Frieda diffe-
renziert in Verschieden-
heit und Gleichheit
von Summanden

08:58 Fr 54 mmh (schaut wiederholt auf das Arbeitsblatt und hält
den Stift in der Hand) wenn man drei Zahlen die hinter-
einander folgen, nimmt, dann, und es dann zum Beispiel,
wir nehmen so 7, 8 und 9 .. und das ergibt dann 24 ..
wenn man dann die 8, emm, also die, wenn man die 8,
dann dreimal nimmt, dann kommt immer dasselbe raus,
ich weiß jetzt nicht ganz genau, wie ich das begründen
soll

Im weiteren Verlauf stellt der Interviewer der Schülerin Frieda die Frage, ob der Interviewer fragt nach
der Verallgemeinerbarkeit
der Behauptung

die thematisierte Behauptung für alle aufeinander folgenden Zahlentripel gelte.
Die Schülerin Frieda wartet mit einem im Beispiel gehaltenen korrekten Algo-
rithmus in ↑ fr6 auf:

10:07 I 61 aha und meinst du, dass das immer so ist, wenn drei äh,
Zahlen aufeinander folgen’

10:11 Fr 62 na, ich mach jetzt ’mal, 5 + 6 + 7, emm, das sind dann
... sind dann 18 (schreibt die Gleichung 5 + 6 + 7 =
18 in ↑ fr6 auf) .. emm, und wenn ich dann hier von
der 7 (deutet auf die 7 in ↑ fr6), also dann, ich kann
auch ’mal den Rechenweg aufschreiben, 7 − 1, emm, das
sind dann ja 6 (schreibt die Gleichung 7 − 1 = 6 in ↑
fr6 auf), und, emm, dann hab ich die 1 von der 7 ab-,
da weggenommen, und dann 5 + 1 das sind dann auch 6
(schreibt die Gleichung 5 + 1 = 6 in ↑ fr6 auf), und dann
macht man 6 + 6 + 6 .. oah, 6 + 6 + 6 das sind dann
18 (schreibt die Gleichung 6 + 6 + 6 = 18 in ↑ fr6 auf)
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Mit der Korrektheit des Rechenwegs im vorliegenden Beispiel rechtfertigt dieSchülerin Frieda stellt ei-
nen im Beispiel gehaltenen
korrekten Algorithmus vor

Schülerin Frieda dessen Verwendung auch bei anderen Aufgaben. Da die Be-
hauptung dabei stets bestätigt wird, sieht sie in ihrem entwickelten Vorgehen
auch eine ausreichende Begründung für die Behauptung. So vermutet sie in ↑
fr7, dass die Aufgabe 8 + 9 + 10 das Gleiche ergebe wie 9 + 9 + 9, was sie
anschließend durch das schrittweise Ausrechnen von 8 + 9 + 10 = 17 + 10 = 27
bestätigt. Dadurch prüft sie induktiv die fragliche Behauptung.

fr7

fr9

Abb. 3.4: Schülerin Friedas dritter Teil ihrer Aufzeichnungen

fr8

Die Schülerin Frieda bleibt auch im weiteren Verlauf im induktiven Prüfen derSchülerin Frieda verbleibt
im induktiven Prüfen Behauptung verhaftet. Erst viel später versucht sie, die Behauptung auch iko-

nisch an den ihr bekannten Beispielen mit Hilfe von Kästchentürmen zu bestä-
tigen:

19:36 I 101 ja, okay, ich will aber wissen, warum das drei 8er, drei-
mal die 8 gleich 24 ergibt, kannst du mir das ’mal an der
Figur (deutet auf ↑ fr3) begründen’

19:45 Fr 102 mmh, also wenn man dann hier, den hier, den Klotz
(deutet auf das oberste Kästchen des 9er-Turms in ↑ fr3),
sagen wir jetzt einfach, das sind alles zum Beispiel, je-
mand hat jetzt diese Türme gebaut (deutet auf ↑ fr3), jetzt
will er aber 8, jetzt will er drei Gleiche haben, nimmt er
den Klotz ab (deutet auf das oberste Kästchen des 9er-
Turms in ↑ fr3) und stellt ihn da (deutet auf das oberste
Kästchen des 7er-Turms in ↑ fr3) hin ... dann sind das
alles, dann sind es überall 8

20:10 I 103 aha .. und, meinst du, dass das immer geht, wenn wir
hier auch andere Aufgaben haben mit den, Klötzen’

20:19 Fr 104 mmh, also hier zum Beispiel (deutet auf das 3 ×
3−Quadrat in ↑ fr2), wenn man dann hier 2 + 3 + 4
hätte (deutet auf ↑ fr1), dann könnte man ja hier (deutet
erneut auf ↑ fr1), dann nimmt man hier auch wieder den
Klotz ab (deutet auf das oberste Kästchen des 4er-Turms
in ↑ fr1) und stellt ihn da hin (deutet auf das oberste
Kästchen des 2er-Turms in ↑ fr1) ... dann hat man wie-
der, drei, drei in der gleichen Höhe
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3.1.5 Kontrastanalyse (Frieda):

Induktives Prüfen in anschaulichen Beispielen

Auch hier präsentiert die Schülerin Frieda ein Verfahren, mit dem sie die Be- Schülerin Frieda algo-
rithmisiert fortschreitendhauptung im jeweiligen Beispiel bestätigt. Weder die rein arithmetische Betrach-

tung noch die Übertragung in die ikonische Darstellung bringt die Schülerin
Frieda dazu, bewusst die ursprüngliche Behauptung am Beispiel zu beweisen.
Vielmehr bietet sie einen Algorithmus an, mit dem sie die Behauptung induktiv
an weiteren Beispielen bestätigt. Es sind keine Indizien dafür zu finden, dass die
Schülerin Frieda einen Beweis subjektiv realisiert, so dass man vermuten kann,
dass ihr der Beweis latent bleibt. Die Schülerin Frieda formuliert eher ihr Erfah-
rungswissen als Handlungsregeln, welche sie vermutlich bei jeder neuen Aufgabe
unhinterfragt anwenden würde.

fr1

Abb. 3.5: Schülerin Friedas erster Teil ihrer Aufzeichnungen

fr2

Im Folgenden wird wieder an die Schilderung über die anfänglichen Beweisver-
suche des Schülers Ludwig in ↑ Abs. 3.1.4 angeknüpft.
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3.1.6 Hauptanalyse (Ludwig):
Fortschreitende beispielgebundene Verallgemeinerung

Die bisherigen Erläuterungen des Schülers Ludwig zur Gleichheit der Summender Interviewer setzt
Platzhalter ein 7 + 8 + 9 und 8 + 8 + 8 sind noch an den geometrischen Ort der betrachteten

Beispielzahlen gebunden. Der Interviewer verwendet daher in den nachfolgen-
den Aufgaben mit Kästchen (�) oder Herzchen (♥) symbolisierte Platzhalter,
um den Schüler Ludwig zu einer weiteren Darstellung seines Lösungsprozesses
und ggf. zu Begründungen auf allgemeinerer Ebene anzuregen.

lu1

lu2

lu3

lu4

lu5

lu6

Abb. 3.6: Schüler Ludwigs erster Teil seiner Aufzeichnungen

Zunächst begründet der Schüler Ludwig an der wenig modifizierten Aufgaben-Schüler Ludwig
verweist zur Begründung
auf bisherige Aufgaben

stellung 17+18+� = 3 ·18 in ↑ lu3, warum das Zahlzeichen 19 in das Kästchen
� einzutragen ist, indem er auf die vorangegangenen Aufgaben verweist:

05:43 Lu 44 emm, weil’s genauso wie bei da ist (deutet auf die Auf-
gabe 7 + 8 + 9 in ↑ lu1) .. dann, könnt man von der 19
hier einen wegnehmen (deutet auf das Kästchen � in ↑
lu3) dann hätte man hier 18 und da 18 (deutet auf das
Kästchen � und auf die 17 in ↑ lu3) dann wär’s ja 3 · 18

05:55 I 45 mm-mmh .. also das geht jetzt immer so’ .. wenn ich,
wenn ich hier (deutet auf die Aufgabe 17+18+� = 3 ·18
in ↑ lu3) emm, andere Zahlen nehme’

06:02 Lu 46 mmh .. ich, naja, also, wenn die, zusammenhängen, also,
meinetwegen, 5 + 6 + also 15 + 16 + 17, wird’s eigentlich,
schon gehen, (leise) also wenn man, die 16 dann nimmt

Bezeichnend ist, dass der Schüler Ludwig das Zahlzeichen 19 nicht in das Käst-Führt Schüler Ludwig
ein beispielgebundenes
Argument?

chen � einträgt. Da er keine induktive Prüfung führt, scheint er seinem früher
gegebenen Argument des gegensinnigen Veränderns zu vertrauen. Auch benennt
er mit der Bedingung wenn die, zusammenhängen in Äußerung Lu 46 eine we-
sentliche Voraussetzung des gegensinnigen Veränderns bezüglich der Addition.
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3.1.6 Hauptanalyse (Ludwig):

Fortschreitende beispielgebundene Verallgemeinerung

Auf dem Arbeitsblatt hat der Schüler Ludwig in ↑ lu5 nun die Platzhalter �
und ♥ der Aufgabe mit 13 und 19 als ersten und dritten Summanden belegt.

11:08 I 79 ja, also, emm ... jetzt hast du ja gesagt, das gilt dort auch
.. ohne dass du jetzt ausgerechnet hast, was 3 · 16 ist und
ohne dass du 13 + 16 + 19 ausgerechnet hast .. emm ...
meinst du da .. meinst du, da gibt es noch ’ne Lösung’ ..

11:31 Lu 80 ja, emm, 15, 16, 17, es würd sicherlich auch 17, 16, 15,
gehen, oder 19, 16, 13, hmm, wahrscheinlich würd auch
.. emm ... 10, 16, 22 gehen

Der Schüler Ludwig führt hier weitere Tripel von Beispielzahlen für die als Platz- Schüler Ludwig
gibt weitere Beispielehalter � und ♥ gekennzeichneten Summanden der Aufgabe �+ 16 +♥ = 3 · 16

an. Er hat damit die Behauptung aber noch nicht allgemein formuliert.

Noch bevor der Schüler Ludwig die ursprüngliche Behauptung für drei auf- implizit bleibende Behaup-
tung bei fortschreitender
Verallgemeinerung

einander folgende Zahlen explizit aufgestellt hat, prüft er Aussagen größerer
Allgemeingültigkeit: Wenn er drei aufsteigend angeordnete Beispielzahlen mit
3er/6er-Abstand schon als Lösungen der Aufgabe � + 16 +♥ = 3 · 16 benennt,
beschreibt er implizit mögliche Voraussetzungen dieser Aussagen als Daten im
jeweiligen Toulmin-Schema (vgl. ↑ Abs. 3.1.1). Der Einsatz der Platzhalter hat
den Schüler Ludwig also dazu ermuntert, die Äquidistanz als Voraussetzung für
die Allgemeingültigkeit der später aufgestellten Behauptung zu explizieren. Dass
er gegenläufige Tripel von Beispielzahlen anführt, weist auf seine Vertrautheit
mit dem Kommutativgesetz der Addition hin. So kommen die Tripel (17, 16, 15)
und (19, 16, 13) als Lösungen der Aufgabe � + 16 + ♥ = 3 · 16 in Frage. Der
Schüler Ludwig hält das gegensinnige Verändern der äußeren Summanden also der Interviewer fragt, war-

um der Aufgabe so viele
Beispielzahlen genügen

in vielen äquidistanten Zahlentripeln für möglich. Deshalb fragt der Interviewer:

11:51 I 81 mm-mmh, ah ja, interessant, emm .. warum gilt denn das
immer’

11:58 Lu 82 emm, weil wenn die den gleichen Abstand haben, also
wenn, zum Beispiel .. warte, es könnte auch 0, emm, 16,
emm .. 32 zum Beispiel sein, also es muss nur immer
eben einen regelmäßigen Abstand haben .. weil, also .. das
heißt praktisch, emm .. dass man, emm, also dass man,
also, dass jetzt 10, 16, 17 nicht gehen würde, aber 10, 16,
22 zum Beispiel, weil .. dann, wenn bei der Anfangszahl,
da muss man eigentlich immer erst gucken, bei dieser
Zahl, also dieser Zahl (deutet auf die 16 in ↑ lu5), die
will man dreimal haben, dann muss man, dann eigentlich
gucken, ob man bei 10 muss man dann, emm, eben halt
gucken, aha, also dass praktisch .. und dann muss man
gucken, dass da eben halt (deutet auf die 19 in ↑ lu5)
mehr, 6, 6 mehr sind als, emm, weil mit der, Ergebnis,
dass heißt dann, hier 6 weniger (deutet auf die 13 in
↑ lu5), bei 16, oder, also wenn man 10 haben will, am
Anfang, und dann 6 mehr, dann hätte man 62 [sic!]
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In Äußerung Lu 82 führt der Schüler Ludwig nun die Voraussetzung der RegelSchüler Ludwig
expliziert Beweisregeln
an Beispielen

an, dass die Summierung dreier Zahlen mit dem gleichen Abstand bzw. regelmä-
ßigen Abstand dreimal die mittlere Zahl ergibt. Die Regel selbst konkretisiert er
an den Beispieltripeln (0, 16, 32) und (10, 16, 22). Dabei setzt der Schüler Lud-
wig das zweite Beispieltripel (10, 16, 22) passend von einer fehlerhaften Lösung
wie (10, 16, 17) ab.

Das Tripel (10, 16, 22) fungiert in Lu 82 als paradigmatisches Beispiel im SinneSchüler Ludwig
führt ein paradigmatisches
Beispiel ins Feld

Freudenthals (↑ Abs. 1.2.1) zur Erläuterung des eigenen Vorgehens. Schrift-
lich niedergelegt ist die Ursprungsaufgabe � + 16 +♥ = 3 · 16 mit den in ↑ lu5
vorgenommenen Eintragungen von 13 im Platzhalter � und 19 im Platzhalter
♥. Deren teilweise Abweichung zum nunmehr gewählten Tripel (10, 16, 22) hat
den Effekt, dass der Schüler Ludwig nun nicht mehr allein in Zahlen gebunden
sprechen kann. Mit der Bezeichnung Anfangszahl benennt er in Äußerung Lu 82
den ersten Summanden als Platzhalter, ebenso die weiteren zu Zahlenplätzen
hier, da, bei dieser Zahl abstrahierten, indefinit gehaltenen Beispielzahlen.

Der Schüler Ludwig hat in Lu 82 die Regel paradigmatisch formuliert und ihreder Interviewer fragt nach
der Allgemeingültigkeit pa-
radigmatisch formulierter
Regeln

Herleitung am Beispieltripel (10, 16, 22) plausibel gemacht. Da dieser die be-
hauptete Regel nicht in voller Allgemeinheit erklärt hat, stellt der Interviewer
dem Schüler Ludwig mit Blick auf dessen Aufzeichnungen in ↑ lu5 die Frage
nach der Allgemeingültigkeit seiner paradigmatisch formulierten Regel:

13:29 I 83 ja jetzt hast du das aber nur für das Beispiel gesagt, mit
der 10, 16 und 22, gilt das denn immer’

13:34 Lu 84 mmh ... phh .. bei Plusaufgaben .. eigentlich schon ...
13:51 I 85 aha ... und, äh, ist das jetzt wirklich egal, welche Zahl wir

hier in das Kästchen und in das Herz schreiben’
14:00 Lu 86 ja, also man muss schon immer gucken, wie die Zahlen

zusammenhängen, ja, also dass, ja ... (Räuspern), dass
so, dass das da −3 und dann da eben halt +3 ist, auch
bei 55 meinetwegen, dass dann hier −10 und da +10 sind,
und na ja (deutet auf das Arbeitsblatt)

14:22 I 87 mm-mmh, und dann gilt’s’, gilt’s immer’, gilt’s immer’
14:27 Lu 88 ja, fast immer

Der Schüler Ludwig bezieht seine behauptete Regel in Äußerung Lu 84 aufSchüler Ludwig
bezieht seine behauptete
Regel auf Summen

Summen. Aus anderen Schülerexperimenten – wie etwa bei der Schülerin Frieda
– ist bekannt, dass diese Bedingung Schülern im Allgemeinen nicht wesentlich
erscheint (siehe hierzu ↑ Abs. 3.1.7). In der Äußerung Lu 86 nennt der Schüler
Ludwig die Operationen −3 und +3 für 13 + 16 + 19 sowie −10 und +10 für
die ungenannt bleibende Summe 45 + 55 + 65. Dieses beidseits der jeweils ge-
wählten Beispielzahl vorgenommene Operieren im Sinne Wittmanns (↑ Abs.
1.2.3) spricht er in Äußerung Lu 86 an: also man muss schon immer gucken,
wie die Zahlen zusammenhängen. Damit präzisiert der Schüler Ludwig die Vor-
aussetzungen für die bereits aufgestellte Behauptung insofern, als dass er eine
Möglichkeit für die Konstruktion passender Tripel angibt.
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Der Schüler Ludwig soll die Gültigkeit der Behauptung an der Aufgabe 17 +
� + 25 = 3 ·� in ↑ lu6 mit dem zweiten Summanden als Platzhalter � zeigen:

14:30 I 89 aha, fast immer .. okay, dann, haben wir noch etwas an-
deres’ .. ah ja, genau, da ist noch was, emm, kannst ja
noch ’mal aufschreiben, äh 17 + .. emm, + so’n Käst-
chen ... und jetzt + 25 .. emm, = 3 · das Kästchen ... so
kannst du das ’mal erklären (der Schüler hat die Aufgabe
17+�+25 = 3·� während dessen in ↑ lu6 aufgeschrieben)

15:09 Lu 90 .. gut, emm, da kann man, dann ja praktisch, sehen, dass
ich, der Unterschied von 17 zu, emm, 25 .. 8 beträgt, und
dann, und dann, teilt man das einfach durch 2, und dann
hat man 4, das heißt hier muss man (deutet auf die 17
in ↑ lu6), da muss man 4 hinzurechnen und, das heißt
dann 21 (schreibt die 21 in das erste Kästchen in ↑ lu6)
und wenn man dann hier nämlich 4 wegnehmen würde
(deutet auf die 25 in ↑ lu6), dann hier (deutet auf die
25 in ↑ lu6) auch 21 und da (deutet auf die 17 in ↑ lu6)
auch 21, und dann da 3 · 21 (schreibt die 21 in das zweite
Kästchen in ↑ lu6)

In der vorangegangenen Äußerung Lu 90 stellt der Schüler Ludwig seinen Gedan- Schüler Ludwig ent-
wickelt eine Lösungsstrategie
bei neuartigen Aufgaben

kengang zur Lösung der betrachteten Aufgabe dar. Er bildet die Hälfte 4 = 8 : 2
der Differenz 8 = 25−17 der beiden äußeren Summanden und mithin den Unter-
schied zwischen benachbarten Summanden. Die Verwendung des Konjunktivs
sowie der Wörter hinzurechnen und wegnehmen in der Äußerung Lu 90 lässt
vermuten, dass der Schüler Ludwig die Strategie des gegensinnigen Veränderns
verstanden hat. Jedoch bleibt fraglich, ob der Schüler nicht lediglich die behaup-
tete Regel anwendet, oder ob er deren Allgemeingültigkeit begründen will.

Kann der Schüler Ludwig also begründen, warum die behauptete Regel allge- Verallgemeinerung der
Behauptung auf
fünf Summanden

meingültig ist hinsichtlich Äquidistanz, Reihenfolge und Anzahl der Summan-
den? Der Interviewer erweitert die Aufgabenstellung dazu noch auf fünf statt
drei Summanden, deren Differenz jeweils 1 beträgt (siehe ↑ lu7 in ↑ Abb. 3.7).

lu7

lu8

lu9

Abb. 3.7: Schüler Ludwigs zweiter Teil seiner Aufzeichnungen
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Der Interviewer bittet den Schüler Ludwig zunächst um Vereinfachung des be-
trachteten Summenterms 7 + 8 + 9 + 10 + 11:

16:09 I 97 emm .. ja, was ist denn zum Beispiel ... (10 sec, schreibt
den Summenterm 7 + 8 + 9 + 10 + 11 in ↑ lu7 auf),
was wäre denn das zum Beispiel, wenn du das jetzt nicht
ausrechnest .. kannst du mir das irgendwie kürzer sagen’

16:42 Lu 98 ja, eigentlich, könnte man das, so sehen, praktisch 5 · 9
16:50 I 99 ah, könnte man, ja, erklär mir das ’mal, warum das so

ist
16:55 Lu 100 das ist jetzt hier wie bei den anderen, hier (deutet auf

die 9 in ↑ lu7) ist die Mittelzahl, und wenn man von der
einen abzieht (deutet auf die 8 in ↑ lu7), und hier einen
plusnimmt (deutet auf die 10 in ↑ lu7), dann sind die 3
hier schon ’mal alle 9, und hier (deutet auf die 11 in ↑
lu7) nimmt man zwei und tut sie hier zu (deutet auf die
7 in ↑ lu7) und dann sind eben halt alle fünf 9

Der Schüler Ludwig rechnet den Summenterm 7 + 8 + 9 + 10 + 11 bezeich-Schüler Ludwig
betrachtet die Aufgaben-
stellung strukturell

nenderweise nicht aus. Statt dessen bedient er sich einer schon eingeübten, eher
strukturellen Sichtweise auf die Aufgabe. In der Begründung dafür, warum das
Ergebnis der betrachteten Summe 5 ·9 ist, stellt sich bei ihm nachfolgend erneut
eine variablenhaltige Ausdrucksweise ein, die jener in früheren Äußerungen ähn-
lich ist. So bezeichnet er das Zahlzeichen 9 in Äußerung Lu 100 als Mittelzahl
und betont damit ihre herausgehobene Stellung in der betrachteten Aufgabe.

Zudem entwickelt der Schüler Ludwig eine gleichsam enaktiv konnotierte Sprech-Schüler Ludwig
drückt sich enaktiv aus weise. In Äußerung Lu 100 beschreibt er das Umlegen von Kästchen als Diffe-

renzen von Summanden mit den Worten wenn man von der einen abzieht, und
hier einen plusnimmt und und hier nimmt man zwei und tut sie hier zu. Durch
dieses Operieren überführt der Schüler Ludwig den Term 7 + . . . + 11 in den
Term 9 + . . . + 9. Nicht ganz so explizit wird dabei, dass die Summe im Ergeb-
nis unverändert bleibt. Er thematisiert in den Äußerungen Lu 98 und Lu 100
hingegen schon die Multiplikation als fortgesetzte Addition.

17:15 I 101 und emm .. glaubst, dass das da auch so immer ist’, oder
jetzt haben wir fünf Zahlen, bisschen mehr, oder’

17:20 Lu 102 ja
17:20 I 103 komplizierter, oder’
17:22 Lu 104 .. ja eigentlich, wenn’s wieder, so, im gleichmäßigen Ab-

stand ist, dann, eigentlich schon
17:29 I 105 aha, also, ich mein, aber man kann ja auch ’mal sowas

machen, also (schreibt die Aufgabe 16 + 19 + 18 + 17
+ 20 in ↑ lu8 auf, 20 sec, lacht) wie ist das denn dann’

17:55 Lu 106 mmh, dann
17:56 I 107 hast du ja jetzt gesagt, es gilt immer, und jetzt, äh
18:01 Lu 108 ah .. ja, emm, da gilt’s eigentlich auch
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18:04 I 109 ach, warum das’
18:05 Lu 110 weil hier ist praktisch auch (deutet auf ↑ lu8) nur dass

es hier nicht so steht, da ist ja auch 16, 17, 18, 19, 20,
dass heisst praktisch .. emm, wir nehmen dann meinet-
wegen, die 18, jetzt, die wir haben wollen, und dann von
der 20 (deutet auf das Zahlzeichen 20) ziehen wir 2 ab,
und dann .. und die tun wir hier dazu (deutet auf das
Zahlzeichen 16), dann gibt’s auch wieder 18, und hier,
von (deutet zunächst auf das Zahlzeichen 17, dann auf
das Zahlzeichen 19) halt einen wegtun, also einen abzie-
hen, und hier einen dazurechnen und dann sind’s auch
wieder alle 18, das heißt dann, 5 · 18

In dieser Szene wird die Allgemeingültigkeit der Behauptung mit Blick auf die Schüler Ludwig geht
mit Beispielzahlen in
anderer Reihenfolge um

Reihenfolge mehrerer Summanden thematisiert. Zunächst bemerkt der Schüler
Ludwig an der Aufgabenstellung 16 + 17 + 18 + 19 + 20 in Äußerung Lu 104,
dass die Summanden im gleichmäßigen Abstand zueinander stehen. Damit hat
er wiederum die wesentliche Voraussetzung der Behauptung unabhängig von
der (ungeradzahligen) Anzahl an Summanden benannt. Mit der Äußerung Lu
110 zur Reihenfolge der fünf Summanden in der modifizierten Aufgabenstellung
16 + 19 + 18 + 17 + 20 signalisiert der Schüler Ludwig zudem, dass er das
Kommutativgesetz in seine Überlegungen einbezieht.

Wie auch schon in Äußerung Lu 100 nennt der Schüler Ludwig den Beweisschritt Schüler Ludwig nennt
wesentliche Schritte
des Beweises

des gegensinnigen Veränderns, und zwar beispielgebunden durch die Übertra-
gung des Zahlwerts 2 von 20 auf 16 sowie des Zahlwerts 1 von 19 auf 17, so dass
sich wieder mehrmals die 18 ergibt. Auch den Beweisschritt der fortgesetzten
Addition liefert der Schüler Ludwig beispielgebunden, wenn er am Ende von
Äußerung Lu 110 für alle 18 sagt, dies hieße 5 · 18.

18:46 I 111 mm-mmh, ja, und woran liegt das denn, dass das, scheint
nun ja immer zu gehen, woran liegt das noch ’mal also,
emm .. dass das immer, gilt’

19:00 Lu 112 wenn man die Zahlen, also praktisch, immer so, daraus
abziehen kann, dass dann hier (deutet auf das Zahlzei-
chen 20 in ↑ lu8) so viel wie da (deutet auf das Zahlzei-
chen 18 in ↑ lu8) in der Mitte, steht dann so, ist und,
emm, hier (deutet auf das Zahlzeichen 20 in ↑ lu8) dann
eben halt auch so viel wie hier (deutet auf das Zahlzeichen
16 in ↑ lu8) dann kann man das dann dazurechnen

In Äußerung Lu 112 bedient sich der Schüler Ludwig einer vollständig von den Schüler Ludwig löst
seine Ausdrucksweise
von Beispielzahlen

Beispielzahlen abgelösten, zu Variablen als Zahlenplätzen tendierenden Aus-
drucksweise, verstärkt durch das Allgemeingültigkeit kennzeichnende immer.
Der Schüler argumentiert allgemein, indem er die Beispielzahlen ihrer Konkreti-
on enthebt und nur noch mit den stellvertretenden Platzhaltern am betrachteten
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Term operiert. Selbst ohne seine Kompetenz, die formell-algebraische Sprache
zu verwenden, ist es dem Grundschüler Ludwig weitgehend gelungen, vermöge
der als Variablenzeichen fungierenden Platzhalter formal zu beweisen (vgl. ↑
Abs. 1.1.1).

Der Interviewer problematisiert schließlich noch die Position der Zahl 18. DerSchüler Ludwig präzisiert
den Gebrauch seiner
Bezeichnung Mittelzahl

Schüler Ludwig deutet im Folgenden in ↑ lu9 (s.o.) auf diese Beispielzahl und
bringt nach Äußerung Lu 100 wieder die Bezeichnung Mittelzahl ins Spiel, wel-
che eine Bedeutungsveränderung erfährt:

19:18 I 115 aha, dass 18 wie das in der Mitte steht, emm, wie ist das
denn jetzt hier bei, emm (schreibt den nächsten Summen-
term 18 + 16 + 19 + 20 + 17 in ↑ lu9 auf), wenn die 18
hier vorne steht’ .. so, ist das da auch so’ ... steht die 18
ja jetzt vorn, nicht in der Mitte

19:36 Lu 116 mmh, na gut, also eigentlich die Mittelzahl eher, so
19:44 I 117 (laut) ach so, die Mittelzahl eher, ah
19:50 Lu 118 emm, das heißt, also hier (deutet auf ↑ lu9) würd’s dann

nämlich auch wieder nicht gehen, wenn man hier von der
17 äh, von der 18 wieder was abzieht, dann würd es höch-
stens, na es würde auch nicht hinkommen

19:57 I 119 ach hier kommt’s nicht hin’
20:00 Lu 120 nee, also man muss immer die Mittelzahl, also bei 16, 17

.. 18, 19, 20 (zählt die Zahlzeichen im Summenterm 18
+ 16 + 19 + 20 + 17 in ↑ lu9 aufsteigend), das sind ja
fünf Zahlen, und davon immer dann die Zahl, die in der
Mitte ist

20:11 I 121 aha
20:11 Lu 122 mmh, kann man dann, ja eben halt, von 18 zum Beispiel,

ja, also dass man die eben fünfmal hat, das heißt
20:23 I 123 äh, also was, was käme jetzt heraus’
20:24 Lu 124 na ja also, 5 · 18
20:25 I 125 ach so, also 5 · die, äh
20:32 Lu 126 die Zahl die immer in der Mitte ist, also zwischen den

ganzen Zahlen

Mit dem Ausdruck Mittelzahl bezeichnet der Schüler Ludwig somit nicht mehr
die Position in der vorgegebenen Abfolge der Summanden, sondern den Median
als mittelgroße Zahl. So gelingt es dem Schüler zusammen mit dem Interviewer
in den letzten Äußerungen, den Summenterm 18 + 16 + 19 + 20 + 17 nach Über-
führung in den Summenterm 18 + 18 + 18 + 18 + 18 als 5 · 18, also als 5 · (...)
die Zahl die immer in der Mitte ist darzustellen.
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3.1.7 Vergleichsanalyse (Ludwig, Frieda):
Operatorwechsel

In wie weit sind dem Schüler Ludwig und der Schülerin Frieda die Grenzen Schülerin und Schüler
testen die Behauptung
für andere Operationen

des explizierten gegensinnigen Veränderns bewusst? Der Schülerin Frieda wur-
de zwischenzeitlich folgende Aufgabe gestellt:

20:41 I 105 ja, na, Fr., jetzt hab ich mich da noch gefragt, emm, was
ist denn, wenn ich jetzt hier (beginnt zu schreiben), jetzt
haben wir ja 7 + 8 + 9, emm, was ist denn, wenn wir
jetzt 7 + 8 − 9 rechnen, und, wenn wir 8 + 8 − 8 rechnen’
(schreibt die beiden Aufgaben in ↑ fr9 nebeneinander)

21:05 Fr 106 ja dann ergibt das wieder das Gleiche

fr7

fr9

Abb. 3.8: Schülerin Friedas dritter Teil ihrer Aufzeichnungen

fr8

Dem Anschein nach wirkt die operatorunabhängige Ausgleichsvorstellung des Schülerin Frieda
überträgt ihr gegensinniges
Verändern unkritisch

gegensinnigen Veränderns als Überführen von Tripeln ineinander so stark nach,
dass die Schülerin Frieda diese Vorstellung auch auf Fälle mit anderen Operatio-
nen anwendet und nicht auf die Konstanz der Summe fokussiert. Dies zeigt sich
insbesondere an ihrer Darstellung in ↑ fr8 und ↑ fr9. Anschließend widerlegt die
Schülerin Frieda in ↑ fr9 bei den Aufgaben 7 + 8− 9 und 8 + 8− 8 die vermutete
Gleichheit allein durch Ausrechnen.

Schaut man sich weiter die Dokumentation der Schülerin Frieda an, so erschei-
nen im unteren Teil ihres Arbeitsblatts die Beispielzahlen durch Quadratstreifen
(bzw. Kästchentürme) ersetzt unter Verknüpfung durch die Operatorenzeichen
+, − und · (↑ Abb. 3.9). Dabei bildet die Schülerin Frieda die symbolische Schülerin Frieda

repräsentiert die Bei-
spielzahlen bloß ikonisch

Darstellung 3 · 4 · 5 im Ersetzen der Zahlen durch Kästchentürme ikonisch ab.
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fr10

Abb. 3.9: Schülerin Friedas vierter Teil ihrer Aufzeichnungen

24:36 I 133 und wie würdest du das begründen’ .. wie begründest du
das, dass du, dass dasselbe rauskommt’

24:41 Fr 134 mmh (5 sec) also, ich weiß nicht, ich würd immer dieses
− (kreist den Rechenweg oben in ↑ fr6 ein) und dann, erst
hier, also hier, erst −1, und die dann dazutun (deutet auf
die Aufgabe 8 + 9 + 10 in ↑ fr7), so würd ich das dann
auch hier (deutet auf die Malaufgabe 3 · 4 · 5 in ↑ fr10),
also hier eine minusrechnen (deutet auf die 5 in ↑ fr10)
und dann da (deutet auf die 3 in ↑ fr10) zutun

Dies bestätigt erneut die These der Identifizierung der ikonischen DarstellungSchülerin Frieda
reflektiert ihr Vorgehen
metasprachlich

mit den Beispielzahlen. In metasprachlicher Reflexion erklärt die Schülerin Frie-
da mit Blick auf die Aufgabe 3 · 4 · 5 und deren Veranschaulichung als Treppe
mit zwischengesetzten Malpunkten ihre entwickelte Fehlvorstellung:

25:45 Fr 142 mmh .. da man, achtet, beim Zeichnen achtet man nicht
auf die, emm, auf die Zeichen, man achtet nur auf die
Zahlen beim Zeichnen

Offenbar hat die Schülerin Frieda das Zeichnen wirklich bloß als ikonisches Er-
setzen von Beispielzahlen durch Kästchentürme aufgefasst, ohne dass sich in
deren Darstellung für sie damit gleichzeitig die Summe aufeinander folgender
Beispielzahlen abbildet. So ist es nicht verwunderlich, dass die Schülerin Frieda
das Operatorzeichen · zwischen die einzelnen Kästchentürme in ↑ fr10 setzt.
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lu10

Abb. 3.10: Schüler Ludwigs dritter Teil seiner Aufzeichnungen

Der Schüler Ludwig versucht sich noch an den Aufgaben 2 · 3 · 4 und 3 · 3 · Schüler Ludwig widerlegt
die modifizierte Behauptung
durch Ausrechnen

3 (↑ lu10 in ↑ Abb. 3.10), berechnet diese aber zunächst falsch, weil ihm die
Definition der Multiplikation mehrerer Faktoren nicht geläufig ist. Mit Hilfe des
Interviewers kommt er dann auf die differierenden Ergebnisse 24 und 27 und
stellt dadurch fest, dass die Behauptung nur für die Addition gilt. Damit bleibt
also letzlich unklar, ob er die Regel der Konstanz der Summe wirklich subjektiv
realisiert hat. Dieser Eindruck verstärkt sich noch bei der anschließenden Be-
handlung des Aufgabenpaars 1 + 2 + 3 und 1 · 2 · 3:

25:36 Lu 160 hmm .. bei Plusaufgaben wär’s so, aber ich glaub, bei den
Malaufgaben ist es nicht so (schaut den Interviewer an)

25:43 I 161 ach so, okay .. ja, ich mein, ich hab ja natürlich auch so
(nimmt den Stift und schreibt zwei weitere Aufgaben in
↑ lu10 auf) .. ah, da geht’s auch nicht, 1 + 2 + 3 (fügt =
an) und 1 · 2 · 3 (fügt erneut = an) wie ist es denn da’

26:03 Lu 162 (nimmt den Stift wieder in die Hand) also 1 · 2, das ist 2
und 2 · 3 ist 6, emm .. ich denk ’mal, da würd’s dann, bei
diesen kleinen Zahlen auch gehen, so

26:16 I 163 mm-mmh
26:18 Lu 164 ja .. ja, aber jetzt nicht bei .. (deutet vorübergehend auf

den Term 1 · 2 · 3) 2 ·, also 2 · 3, mmh, · 4, zum Beispiel
(schaut den Interviewer an)
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3.1.8 Ergebnisse
Die Analysen über das beispielgebundene Beweisen des Schülers Ludwig und
der Schülerin Frieda bilden in ihrem arithmetischen und ikonischen Zugang zum
gegensinnigen Verändern einen Kontrast (↑ Abs. 3.1.3). Insgesamt gesehen er-
folgten die eingangs gestellten Forschungsfragen aus vornehmlich theoretischer,
praktischer und sprachlicher Perspektive (I, III, IV) und konzentrierten sich auf
folgende Forschungsbereiche (vgl. ↑ Abs. 3.1.2):

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
◦ Prozess fortschreitender Verallgemeinerung
◦ Einsatz von Darstellungsmitteln
◦ Begriffsbildung bei fortschreitender Verallgemeinerung

Die Analyseergebnisse hierzu werden im Folgenden zunächst schülerbezogen dar-
gestellt. Im Resümé wird davon in Hinblick auf den Gesamtzusammenhang der
Arbeit abstrahiert (↑ Abs. 3.1.9).

Hauptanalyse (Ludwig)

Das beispielgebundene Beweisen zeigt sich bei dem Schüler Ludwig in fortschrei-sprachlich-begriffliche
Präzisierung bei argumen-
tativer Ausdifferenzierung

tender Verallgemeinerung. Dieser Prozess geht auf Seiten des Schülers mit ei-
ner sprachlich-begrifflichen Präzisierung und argumentativer Ausdifferenzierung
einher, während der Interviewer dies durch schrittweise verallgemeinerte Aufga-
benstellungen forciert. Es kann beobachtet werden, dass die Sprache des Schülers
Ludwig der jeweiligen Verallgemeinerungsebene des beispielgebundenen Argu-
mentgefüges folgt. Dadurch gelingt ihm aber auch inhaltlich eine allmähliche
subjektive Realisierung und Manifestierung des Beweises. Dessen Idee bleibtgrößerenteils subjektive

Realisierung des Beweises dem Schüler Ludwig anfangs wohl noch deshalb latent, da die jeweilige Behaup-
tung des Regelverbands während seiner zahlreichen Entdeckungen noch nicht
im Raum steht. Da sich die beiden Gesprächspartner jeweils konkret auf vorlie-
gende Aufgaben beziehen, ist die Gefahr im weiteren Verlauf aber gering, dass
sie sich hinsichtlich der mehr oder weniger explizierten Behauptungen missver-
stehen. Fraglich bleibt jedoch, ob der Schüler das Teilargument der Konstanz
der Summe subjektiv realisiert hat.

Der Verlauf des Gesprächs mit dem Schüler Ludwig stützt diese Einschätzung:

◦ Die fortschreitende Verallgemeinerung wird durch die rasche Bildung ei-subjektive Realisierung des
gegensinnigen Veränderns ner Ausgleichsvorstellung initiiert (↑ Abs. 3.1.4): Von dem überraschenden

Resultat der Gleichheit ausgehend, schließt der Schüler Ludwig abduktiv
auf die Regel des gegensinnigen Veränderns. Zum Beschreiben dieser Regel
wählt er beispielsweise mathematiknahe Sprechweisen (dann . . . (...) wenn
. . . in Äußerung Lu 16), drückt Handlungen aus (wegtun, zutun in Äuße-
rung Lu 16) und formuliert Ergebnisse (dann gleicht sich das eigentlichteils mathematiknahe,

dynamische Sprechweise so aus in Lu 14) inhaltlich. Wenn er dabei auf die konkreten Beispiel-
zahlen deutet, benennt er oft bloß deren Position (hier, da ab Äußerung
Lu 12), nicht die Beispielzahlen selbst. Der Schüler Ludwig entdeckt also
zunächst mit latenter Beweisidee, indem er das gegensinnige Verändern
als einen Teil des Argumentgefüges ansieht, ohne dass er die eigentlicheimplizit bleibende

Behauptung Behauptung explizit aufgestellt hat.
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lu1

lu2

lu3

lu4

lu5

lu6

Abb. 3.11: Schüler Ludwigs erster Teil seiner Aufzeichnungen

◦ Anschließend erhält der Schüler Ludwig mit den als Variablenzeichen fun- Entdecken mit latenter
Beweisidee unter fortschrei-
tender Verallgemeinerung

gierenden Platzhaltern � und ♥ die Möglichkeit, seine Ausgleichsvorstel-
lung an weiteren Beispielen zu festigen, welche (etwa hinsichtlich der Äqui-
distanz oder der Reihenfolge) über die ursprüngliche, nicht explizierte Be-
hauptung für die Summe dreier aufeinander folgender Zahlen hinausgehen
(↑ Abs. 3.1.6). Er führt weiterhin Entdeckungen mit latenter Beweisidee,
diese haben aber bereits einen größeren Allgemeinheitsgrad.

◦ Ausgehend von der jeweils vorgegebenen Aufgabenstellung, beschreibt und paradigmatisches
Beschreiben und Beweisen
von Behauptungen

beweist der Schüler Ludwig die verallgemeinerten Behauptungen im weite-
ren Verlauf paradigmatisch. Auf die Fragen nach der Allgemeingültigkeit
der paradigmatisch formulierten Behauptung für drei äquidistante Zahlen
in den Äußerungen I 81, I 83 und I 85 hin präzisiert der Schüler Ludwig
Voraussetzungen der Behauptung (bei Plusaufgaben, und man muss schon
immer gucken, wie die Zahlen zusammenhängen in den Äußerungen Lu
84 und Lu 86). Diese Präzisierung kann als Indiz dafür angesehen werden,
dass der Schüler Ludwig den Beweis in seiner Tragweite hinsichtlich Äqui-
distanz, Reihenfolge und Anzahl der Summanden zunehmend subjektiv
realisiert. Auch bietet er ein Verfahren an, wie die mittelgroße Zahl bei Entwicklung eines

Verfahrens zur Ermittlung
fehlender Summanden

Vorgabe der kleineren und größeren Zahl zu ermitteln ist, um die verall-
gemeinerte Behauptung an konkreten Beispielzahlen zu prüfen.

◦ Die fortschreitende Verallgemeinerung auf fünf Summanden bereitet dem weitere Ausdifferenzierung
der SprechweiseSchüler Ludwig keinerlei Schwierigkeiten. Auch hier kommt es zu einer

Ausdifferenzierung seiner Sprechweise beim Beweisen (Mittelzahl, und Zahl,
die in der Mitte ist in Äußerung Lu 120), um der allgemeiner werdenden
Behauptung und deren Beweis Rechnung zu tragen. Fraglich bleibt, ob der
Schüler Ludwig die Regel der Konstanz der Summe wirklich subjektiv rea-
lisiert hat. Seine reichhaltige, die Addition vermittelnde Ausdrucksweise



3.1 Beispielgebundenes Beweisen in fortschreitender Verallgemeinerung 214

(wegtun, nehmen bzw. abziehen und hinzutun, plusnehmen bzw. dazurech-
nen in verschiedenen Äußerungen aus ↑ Abs. 3.1.6) ist dafür nur ein Indiz.

◦ Ob der Schüler Ludwig das Argument der Konstanz der Summe wirklichfraglich bleibende
subjektive Realisierung
der Konstanz der Summe

subjektiv realisiert hat, lässt sich auch am versuchten, die ursprüngliche
Behauptung modifizierenden Operatorwechsel von + zu · nicht erkennen
(↑ Abs. 3.1.7). Dem Schüler Ludwig ist nämlich die fortgesetzte Multi-
plikation nicht geläufig gewesen. Er kommt zu dem ohne Überzeugung
vorgetragenen Ergebnis bei Plusaufgaben wär’s so, aber ich glaub, bei den
Malaufgaben ist es nicht so in Äußerung Lu 160. Hier hätte der Interviewer
durchaus geschickter verfahren können.

Kontrastanalyse (Frieda)

Der Interviewer verwendet von Beginn an das Darstellungsmittel der Kästchen-fragwürdiger Einsatz
der Veranschaulichung türme, um die arithmetische Behauptung geometrisch zu veranschaulichen (↑

Abs. 3.1.5). Dessen Einsatz misslingt insofern, als dass es der Schülerin Frieda
zwar das gegensinnige Verändern begreiflich macht, sich jedoch für sie als bloßer
Ersatz für Beispielzahlen herausstellt. Die Aufmerksamkeit der leicht aufgereg-
ten Schülerin Frieda richtet sich somit hauptsächlich darauf, die Beispielzahlen
schematisch in Kästchentürme zu überführen und beides miteinander zu iden-Identifizierung von

arithmetischer mit
ikonischer Darstellung

tifizieren. Dies zeigen die gesetzten Malpunkte zwischen den aufgezeichneten
Kästchentürme im vierten Teil ihrer Aufzeichnungen (↑ Abb. 3.9) und ihre ab-
schließende, überraschend reflektierte Bemerkung (mmh .. da man, achtet, beim
Zeichnen achtet man nicht auf die, emm, auf die Zeichen, man achtet nur auf
die Zahlen beim Zeichnen in Äußerung Fr 142). Die frühe Visualisierung könnteAusblendung der

Additivität der Behauptung die Schülerin Frieda also auch am Wahrnehmen daran gehindert haben, dass es
sich bei der Behauptung um eine additive Aussage handelt.

Eine fortschreitende Verallgemeinerung der geometrisch veranschaulichten Be-kaum fortschreitende
Verallgemeinerung der
Behauptung

hauptung findet kaum statt. Bei der Durchsicht des gesamten Transkripts fällt
auf, dass die Schülerin Frieda zwar stets viele weitere Zahlentripel nennen kann,
dabei aber den Bezug zur jeweils fraglichen Behauptung vermissen lässt. Sie weiß
zunächst nicht, wie die ursprüngliche Behauptung am Zahlentripel (7, 8, 9) zu
begründen ist. Dann bietet sie jedoch einen korrekten Algorithmus zum gegen-Entwicklung eines

Algorithmus zum
gegensinnigen Verändern

sinnigen Verändern dreier aufeinander folgenden Summanden an und überführt
diesen in den geometrischen Kontext. Dieses Rechenverfahren hält die Schülerin
Frieda für die Begründung der Allgemeingültigkeit der Behauptung an weite-
ren Beispielzahlen. Insofern hat die Schülerin immerhin ein Rechenverfahren
gefunden, mit dem sie die Gültigkeit der Behauptung für weitere Beispielzahlen
bestätigen und geometrisch deuten kann.
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3.1.9 Resümé
Mit den schülerbezogenen Ergebnissen im Hintergrund sollen nun die Forschungs-
fragen aus ↑ Abs. 3.1.2 soweit als möglich beantwortet werden.

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden

Welche Indizien sprechen dafür und dagegen, dass Schüler Regelverbän-
de (hier: hinsichtlich Differenz, Reihenfolge und Anzahl der betrachte-
ten Zahlzeichen und der Operation +) als verschieden allgemein zu be-
trachtende Argumentgefüge subjektiv realisieren? Welche Einzelargumen-
te und Regeln (hier: gegensinniges Verändern, Konstanz der Summe, Defi-
nition der Multiplikation als fortgesetzte Addition) manifestieren Schüler
in welchem Allgemeinheitsgrad, und welche bleiben latent?

Der Experte prüft die Frage, ob ein Schüler das je Allgemeingültige eines Teilar- Beweisen an (selbst
gewählten) qualitativ
verschiedenen Beispielen

guments subjektiv realisiert hat, auf der Grundlage der Manifestationen des
Schülers selbst induktiv. Begründet der Schüler alle Regeln des Regelverbands
an qualitativ verschiedenen Beispielen, so ist dies zunächst einmal ein Zeichen
für dessen weitgehende subjektive Realisierung. Fallen Begründungen für Teilar-
gumente zunehmend kürzer oder ganz aus, so kann dies an der Ähnlichkeit der
verwandten Teilargumente liegen. In diesem Fall kann der Allgemeinheitsgrad
variiert werden, um festzustellen, ob der Schüler bloß das wiederkehrende Argu-
ment nicht noch einmal nennt, oder ob er zur Begründung des je Allgemeineren
es nicht zu modifizieren fähig ist, und es in diesem Sinne latent wird. Wählt der
Schüler regel- und allgemeinheitsbezogen selbst weitere passende Beispiele aus,
um die zugehörige Behauptung an weiteren Beispielen zu begründen, deutet dies
auf dessen Erkennen des je Allgemeineren im Besonderen hin.

◦ Prozess fortschreitender Verallgemeinerung

Welche Vor- und Nachteile bietet die fortschreitende Verallgemeinerung
in Bezug auf das beispielgebundene Beweisen, wenn der Schüler die ur-
sprüngliche Behauptung des betrachteten Regelverbands selbst entdeckt?

Eine Schwierigkeit besteht bei fortschreitender Verallgemeinerung in der Unsi- fraglicher
Allgemeinheitsgradcherheit der jeweils im Raum stehenden Behauptung, da das beispielgebundene

Argumentgefüge mehrere Verallgemeinerungsebenen aufweist. Dies ließe auf die
damit unspezifisch gewordenen Frage Gilt das immer? des Lehrenden die unaus-
gesprochene Gegenfrage Was gilt immer? provozieren, wenn nicht der jeweilige
sozial geteilte Kontext die Gesprächspartner an eine Verallgemeinerungsebene
mehr oder weniger bindet. Eine Möglichkeit, diesem Problem zu begegnen, liegt
in der groben Zuordnung von Aufgabenstellungen zu einer Verallgemeinerungs-
ebene.

Im vorgenannten Zusammenhang steht auch das Entdecken mit latenter Be- Formulierung
der Behauptungweisidee, welches sich ebenso über mehrere Verallgemeinerungsebenen erstrek-
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ken kann, bevor die eigentliche Behauptung formuliert wird. Dabei besteht ei-
nerseits die Gefahr bloß unsystematisch geführter Entdeckungen beliebiger Be-
hauptungen. Andererseits können Behauptungen durch Entdeckungen unter-
schiedlichen Allgemeinheitsgrads präzisiert werden. Durch rechtzeitig eingefor-
derte Versprachlichung der jeweils betrachteten Behauptung kann der Lehrende
den Prozess fortschreitender Verallgemeinerung hinsichtlich des beispielgebun-
denen Beweisens rahmend begleiten.

◦ Einsatz von Darstellungsmitteln

Sind Darstellungsmittel und ikonische Darstellungen (wie Steckwürfel
oder gezeichnete Kästchentürme) ein geeignetes Mittel, um das beispiel-
gebundene Beweisen (wie hier beim gegensinnigen Verändern) zu beför-
dern?

Auch wenn fraglich ist, ob die beiden vorstehenden Analysen als typisch geltenProblematik von
visual proofs können, kann vermutet werden, dass etwa bei der vorhandenen Aufgabenstel-

lung der Einsatz von Platzhaltern hinsichtlich des beispielgebundenen Bewei-
sens wohlmöglich mehr Erfolg verspricht als die unterstützende geometrische
Darstellung. Theoretisch kann diese These dadurch untermauert werden, dass
Schüler zum Führen von visual proofs (↑ Abs. 1.2.4) die Übertragung zwischen
arithmetischen und geometrischen Kontexten erst erlernen müssen und darüber
möglicherweise weniger Aufmerksamkeit auf das eigentliche beispielgebundene
Beweisen richten. Aus mathematischer Sicht stellt sich zumal bei fortschrei-
tender Verallgemeinerung auch bei anderen Aufgabenbeispielen die Frage, in
wie weit geometrische Anschauungen mit allgemeiner werdenden Behauptun-
gen Schritt halten können.

◦ Begriffsbildung bei fortschreitender Verallgemeinerung

Wie wandelt sich die sprachliche Ausdrucksweise bei Schülern unter
fortschreitender Verallgemeinerung? Welche Begriffe und Formulierungen
verwendet der Schüler? Verhelfen dem Schüler präzisere Begriffe zum bei-
spielgebundenen Beweisen verallgemeinerter Behauptungen?

Die subjektive Realisierung und Manifestierung des Beweises kann bei fortschrei-subjektive Realisierung
und sprachlich-begriff-
liche Präzisierung

tender Verallgemeinerung der Behauptung dadurch gelingen, dass der Experte
an den jeweiligen Verallgemeinerungsgrad angepasste Beispiele konstruiert und
dem Schüler dadurch die Tragweite der jeweiligen Behauptung zu erkennen er-
möglicht. Dies kann eine entsprechend sprachlich-begriffliche Präzisierung auf
Seiten des Schülers hervorrufen. Beispielgebundenem Beweisen scheint also eine
Verschränkung von inhaltlicher Verallgemeinerung und Begriffsbildung beson-
ders förderlich zu sein.
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3.2 Beispielgebundenes Beweisen als changieren-
der Prozess

In dieser zweiten Analyse steht der changierende Charakter beispielgebundenen Einleitung
und ÜbersichtBeweisens im Vordergrund. Mit den Zahlen- oder Rechenmauern wird ein übli-

ches, in allen Klassenstufen der Grundschule anzutreffendes Darstellungsmittel
für die Addition (resp. Subtraktion) gewählt. Im Folgenden wird zunächst eine
mathematische Analyse zum beispielgebundenen Beweisen eines Regelverbands
an Zahlenmauern geboten. Dies dient der Vorbereitung der Interviews mit drei
Grundschülerinnen. In der sich anschließenden Analyse der Schülerexperimente
soll nicht nur gezeigt werden, welche Indizien für und gegen die subjektive Reali-
sierung des Beweises als beispielgebundenes Argumentgefüge sprechen, sondern
auch, wie unterschiedlich der Prozess beispielgebundenen Beweisens zwischen
induktivem Prüfen und formalem Beweisen bei verschiedenen Schülerinnen ver-
laufen kann. Ferner wird untersucht, wie sich dabei deren sprachliche Ausdrucks-
möglichkeiten zur Darstellung des Allgemeingültigen entwickeln.

3.2.1 Mathematische Kl. 4 Zahlenmauern
Analyse

Beh. Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer der Mittelstein um
den Wert 1 erhöht wird, dann erhöht sich der Deckstein
um den Wert 2.

3.2.2 Forschungs I ◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
-perspektiven II ◦ Verläufe beispielgebundenen Beweisens
-bereiche IV ◦ Wandlung des sprachlichen Ausdrucks beim Beweisen
-fragen ◦ Rolle von Beispielzahlen in Darstellungsmitteln

3.2.3 Kontext Za/So/Ay Einübung der additiven Grundregel, Benennung von
Dreier-Zahlenmauern, Erhöhung von Ecksteinen

3.2.4 Hauptanalyse Za Changieren beispielgebundenen Beweisens:
◦ Schwanken zwischen Phänomen
und logischer Erklärung
◦ Deutungsoffenheit bezüglich subjektiver Realisierung
◦ Abstrakter werdende Sprechweise bei Punktnotation
◦ Interpretation changierenden doppeldeutigen
Beweisverhaltens

3.2.5 Kontrastanalyse So Stetiges Abstrahieren

3.2.6 Kontrastanalyse Ay Abstrakt gehaltene Sprache

3.2.7 Ergebnisse Za Verlaufsbetrachtung
So/Ay Summarische Betrachtung

3.2.8 Resümé zu den Forschungsperspektiven, -bereichen und -fragen
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3.2.1 Mathematische Analyse: Zahlenmauern
Diese Analyse ist relativ technisch gehalten und dient der mathematischen
und didaktischen Vorbereitung auf die nachstehenden Interviews. Sie soll von
der Reichhaltigkeit eines Regelverbands von Behauptungen an Zahlenmauern
Kenntnis geben.

Der mathematische Gegenstand dieser Analyse sind Behauptungen an Zahlen-
mauern hinsichtlich der Erhöhung einzelner Grundsteine. Dabei wird der Kürze2 5 7

7 12
19

Beispiel einer
Zahlenmauer

halber auch im Folgenden von der Erhöhung von Steinen statt von der Erhö-
hung von Beispielzahlen in Platzhaltern gesprochen, welche als Steine ikonisch
dargestellt sind (siehe nebenstehende Fig.). Eine Zahlenmauer der Höhe n ist
definitionsgemäß ein dreieckiges Schema aus n · (n+ 1)/2 Steinen, dessen läng-
ste Zeile aus n Grundsteinen bestehen, und dessen kürzeste Zeile lediglich den
Deckstein aufweist (die genauen Bezeichnungen der Steine können variieren).
Die Steine fungieren dabei als Platzhalter für beliebige Beispielzahlen, welche
sukzessive nach einer operativen Grundregel errechnet werden. Die nachstehen-
den Fig. zeigen etwa Zweier-, Dreier- und Vierer-Zahlenmauern. Von Belang
sind im Folgenden nur nach oben zulaufende Zahlenmauern der Addition, deren
Grundsteine sich unten befinden.

t

r s

Zweier-Zahlenmauern sind in allen Zahlenmauern der Höhe n > 1 enthalten.additive Grundregel (GR)
Anhand der Zweier-Zahlenmauer (r, s, t) in der vorstehenden Abb. lässt sich
die additive Grundregel (GR) einer jeden Zahlenmauer definieren: Man ermit-
telt den Wert t eines Steins (des Decksteins) für zwei andere Steine (die beiden
Grundsteine, hier zugleich Ecksteine) mit den Werten r und s, indem man de-
ren Werte addiert: t := r + s. Diese additive Grundregel muss in einem Schü-
lergespräch zu Beginn als Definition vereinbart werden, da im Prinzip etwa auch
multiplikative Zahlenmauern denkbar wären.

Zweier-Zahlenmauern

In Vorbereitung auf weitere Behauptungen des Regelverbands an Zahlenmau-Erhöhung eines Grundsteins
ern wird zunächst eine elementare Behauptung zur Erhöhung eines Grundsteins
einer Zweier-Zahlenmauer betrachtet:

Erste
Behauptung

Wenn bei einer Zweier-Zahlenmauer genau ein
Grundstein um den Wert 1 erhöht wird, dann erhöht
sich auch der Deckstein um den Wert 1.

Für einen formellen Beweis wird die Definition der Erhöhung (DE) eines Steins
x um den Wert 1 durch x◦ := x+ 1 verwendet.



219 3.2.1 Mathematische Analyse: Zahlenmauern

t′

r′ s′
t

r s

t◦

r s◦

In den vorstehenden Zahlenmauern wird von der mittleren Zahlenmauer (r, s, t)
ausgegangen. Durch die Termersetzungen (TE) r′ := r, s′ := s◦ sind die Vor-
aussetzungen der ersten Behauptung in der Weise erfüllt, dass nur der rechte
Grundstein s′ der linken Zahlenmauer (r′, s′, t′) um den Wert 1 erhöht wird. Es
soll bewiesen werden, dass t′ = t◦ gilt, m.a.W., dass die linke Zahlenmauer mit
der rechten Zahlenmauer übereinstimmt. Ein formeller Beweis dafür ist gegeben
durch

t′
GR= r′ + s′

TE= r + s◦
DE= r + (s+ 1) AG= (r + s) + 1 GR= t+ 1 DE= t◦

Dabei wird von der additiven Grundregel (GR), den Termersetzungen (TE), der
Definition der Erhöhung (DE) und dem allgemein bekannten Assoziativgesetz
(AG) Gebrauch gemacht.

Wittmann (1985) dürfte bei der vorstehend bewiesenen Behauptung von einer Bezug zum operativen
Beweisen nach
Wittmann [1985]

Operation sprechen, welche nach deren elementarem Beweis nun zu operativen
Beweisen von Behauptungen an komplizierteren Zahlenmauern sukzessive ein-
gesetzt werden kann. In der Tat lassen sich operative Beweise nach ↑ Abs. 1.2.3
als Sonderfälle beispielgebundener Beweise auffassen, die zu formalen Beweisen
entwickelt werden können. Als Argumentgefüge ergibt sich für die Operation
der Erhöhung des rechten Grundsteins um den Wert 1 das folgende Toulmin-
Schema:

t′ := r′ + s′ - t′ = r + s◦ - t′ = r + (s+ 1) - t′ = (r + s) + 1 - t′ = t+ 1 - t′ = t◦

TE DE AG GR DE

oder als verkürzte Darstellung (Regelverbund nach ↑ Abs. 1.4.2)

t′ := r′ + s′ - t′ = t◦

GR, TE, DE, AG

In der obigen Fig. der drei Zahlenmauern kann die rechte Zweier-Zahlenmauer
als graphische Darstellung der Erhöhungsoperation im Sinne der obigen Be-
hauptung angesehen werden.

Ähnliche Ausführungen gelten für alle drei elementaren Erhöhungsoperationen: Erhöhung zweier
Grundsteine
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t◦

r◦ s

t◦◦

r◦ s◦
t◦

r s◦

Dabei ist t◦◦ := (t◦)◦ sukzessive definiert, so dass t◦◦ = (t + 1) + 1 = t + 2.
Entsprechend kann bewiesen werden:

Zweite
Behauptung

Wenn bei einer Zweier-Zahlenmauer beide Grund-
steine um den Wert 1 erhöht werden, dann erhöht
sich der Deckstein um den Wert 2.

Im zugehörigen formellen Beweis wird beim Übergang von t′ = (r+ 1) + (s+ 1)
zu t′ = (r+ s) + 2 zusätzlich zum Assoziativgesetz das Kommutativgesetz (KG)
verwendet.

Dreier-Zahlenmauern

Bei den Dreier-Zahlenmauern könnten die einzelnen Steine zu BeweiszweckenErhöhung des Mittelsteins
wie in der nachstehenden Fig. bezeichnet werden. Diese Anordnung wird auch
in den folgenden Einzelfallstudien benutzt, jedoch werden dann Beispielzahlen
anstelle von Variablenzeichen eingetragen. Umgangssprachlich kann von den
Ecksteinen a und c, vom Mittelstein b, vom linken und rechten Mittelstein d
und e sowie vom Deckstein f gesprochen werden.

a′ b′ c′
d′ e′
f ′

a b c

d e

f

a b◦ c

d◦ e◦
f◦◦

Es lässt sich folgende Behauptung zur Erhöhung des Mittelsteins beweisen:

Dritte
Behauptung

Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer der Mittelstein
um den Wert 1 erhöht wird, dann erhöht sich der
Deckstein um den Wert 2.

Dem Beweis dient ein operatives Argumentgefüge, dessen elementare Argumente
aus einer als Kompositum von Zweier-Zahlenmauern begriffenen Dreierzahlen-
mauer resultieren:
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d◦

a b◦
e◦

b◦ c

f◦◦

d◦ e◦

Zusammengenommen finden sich diese Zweier-Zahlenmauern als rechte Dreier-
Zahlenmauer in der Fig. weiter oben wieder. Durch eine entsprechende Dar-
stellung kann die Erhöhung genau eines Ecksteins bei Dreier-Zahlenmauern wie
folgt gefasst werden:

a◦ b c

d◦ e

f◦

a b c◦
d e◦
f◦

Die zugehörige Behauptung lautet wiederum:

Vierte
Behauptung

Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer genau ein Eck-
stein um den Wert 1 erhöht wird, dann erhöht sich
auch der Deckstein um den Wert 1.

Der Beweis ergibt sich wiederum durch sukzessive Anwendung der ersten Be-
hauptung für Zweier-Zahlenmauern.

Erhöhungen eines Grundsteins um den Wert m

Wird bei den betrachteten Zahlenmauern die Erhöhung eines Grundsteins all- Erhöhung des Grundsteins
um einen beliebigen Wertgemeiner mit x• := x + m um den Wert m definiert, so können die folgenden

Behauptungen ganz ähnlich bewiesen werden, wenn überall 1 durch m bzw. ◦
durch • ersetzt wird:
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Erste
Behauptung

Wenn bei einer Zweier-Zahlenmauer genau ein Eck-
stein um den Wert m erhöht wird, dann erhöht sich
auch der Deckstein um den Wert m.

Zweite
Behauptung

Wenn bei einer Zweier-Zahlenmauer beide Grund-
steine um den Wert m erhöht werden, dann erhöht
sich der Deckstein um den Wert 2m.

Dritte
Behauptung

Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer der Mittelstein
um den Wert m erhöht wird, dann erhöht sich der
Deckstein um den Wert 2m.

Vierte
Behauptung

Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer genau einen Eck-
stein um den Wert m erhöht wird, dann erhöht sich
auch der Deckstein um den Wert m.

Graphisch lassen sich die Behauptungen für Dreier-Zahlenmauern ganz ähn-
lich wie oben veranschaulichen und schließlich als Beweismittel einsetzen. Dabei
können Variablenzeichen weggelassen werden:

•

•

•

•

• •

••

•

•

•

Grundschüler dürften mit solchen Zahlenmauern in reiner Punktnotation nicht
leicht zurechtkommen.

Höhe der Zahlenmauern

Schließlich kann noch die Höhe der Zahlenmauer variiert werden. Die erste Be-Variation der Höhe
der Zahlenmauern hauptung lässt sich weiter verallgemeinern und leicht beweisen:

Erste
Behauptung

Wenn bei einer Zahlenmauer der Höhe m genau ein
Eckstein um den Wert n erhöht wird, dann erhöht
sich der Deckstein um den Wert n.

Die volle Allgemeinheit hinsichtlich der Erhöhung eines einzigen Grundsteins
liefert die
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Allgemeine
Behauptung

Wenn bei einer Zahlenmauer der Höhe n der kte
Grundstein um den Wert m erhöht wird, dann er-
höht sich der Deckstein um den Wert

(
n−1
k−1
)
m.

Dabei ist k ∈ {1, ..., n} und m,n ∈ N. Etwa erhöht sich bei einer Vierer-
Zahlenmauer (n = 4) der Deckstein um den Wert 3m, wenn genau einer der
mittleren Grundsteine (k = 2 oder k = 3) um m erhöht wird. Ikonisch kann
dies wie folgt dargestellt werden:

•

• •

•• •

•••

Entsprechend erhöht sich der Deckstein einer Fünfer-Zahlenmauer um
(5−1

3−1
)
m =(4

2
)
m = 6m, wenn der mittlere Grundstein (k = 3) um den Wert m erhöht wird.

Die obige ikonische Darstellung der Vierer-Zahlenmauer lässt sich links entspre-
chend um eine Treppe zu einer Fünfer-Zahlenmauer derart ergänzen, dass die
Punkte • symmetrisch angeordnet sind und der Deckstein in der fünften Zeile
6 Punkte trägt.
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3.2.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen
Thema dieser Einzelfallstudie ist der changierende Charakter beispielgebunde-Forschungsperspektiven

dieser Einzelfallstudie nen Beweisens. Die Forschungsbereiche dieser Einzelfallstudie werden aus fol-
genden Perspektiven entwickelt (vgl. ↑ Kap. 2.1):

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz, subjektiver Realisierung
und Manifestierung des beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

II Kategoriale
Perspektive

Induktives Prüfen ← · · · → formelles Beweisen (beispielgebundenes Beweisen
im Changieren zw. induktivem Prüfen und formalem resp. formellem Beweisen)

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des Allgemeingültigen am
Besonderen (unter besonderer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

Von dieser Schwerpunktsetzung ausgehend, lassen sich mit Blick auf die Auf-Forschungsbereiche
und Forschungsfragen gabenstellungen nachstehende Fragen zu folgenden Forschungsbereichen stellen:

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
Welche Indizien sprechen dafür und dagegen, dass eine Schülerin den hier thematisier-
ten Regelverband (hinsichtlich der Position der Erhöhung, der Größe der Erhöhung und
der Höhe der Zahlenmauer) als verschieden allgemein zu betrachtendes Argumentgefüge
subjektiv realisiert hat? Reicht schon die begründete Kenntnis einer Grundregel (nach
Wittmann, ↑ Abs. 1.2.3 eine Operation) aus, um einen Regelverband zu überblicken?

◦ Verläufe beispielgebundenen Beweisens
Wie kann beispielgebundenes Beweisen von Schülern zwischen Latenz und subjektiver
Realisierung des Beweises (resp. zwischen induktivem Prüfen und formalem Beweisen)
konkret verlaufen? Stellt sich dies hauptsächlich als ein kontinuierlicher Prozess allmähli-
cher Ablösung von den betrachteten Beispielen dar, welche mit der schrittweisen Verallge-
meinerung der Behauptung im betrachteten Regelverband einhergeht? Oder sind Brüche
oder Rückschritte im jeweiligen Erkenntnisweg feststellbar?

◦ Wandlung des sprachlichen Ausdrucks beim Beweisen
Wie ändert sich die Sprache von Schülern während ihres beispielgebundenen Beweisens (an
den Zahlenmauern)? Inwiefern kommt darin der changierende Charakter beispielgebun-
denen Beweisens zum Ausdruck? Welche Bezeichnungen und Formulierungen verwenden
oder übernehmen Schüler, um das bald konkreter, bald allgemeiner Werdende (an den Zah-
lenmauern) auszudrücken? Wie wandelt sich die sprachliche Ausdrucksweise von Schülern
wiederum bei weiter fortschreitender Verallgemeinerung im betrachteten Regelverband?

◦ Rolle von Beispielzahlen in Darstellungsmitteln
Von welcher Art sind die gewählten Zahlenmauern bei changierenden Übergängen zwi-
schen Latenz und subjektiver Realisierung des Beweises? Ist es den Schülern möglich, sich
die Beispielzahlen in den Steinen der Zahlenmauern in dem Sinne wegzudenken, dass sie
darin beliebige (natürliche) Beispielzahlen erkennen? Werden die Zahlenmauern benutzt,
um die Behauptung durch Ausrechnen induktiv zu bestätigen, oder um sie deduktiv zu
begründen? Bedürfen die Schüler nach ihrer Darstellung des Beweises in formaler Sprache
noch weiterer Zahlenmauern?
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3.2.3 Kontext (Zaida, Sonja, Aya)
Die Schülerinnen Zaida (Za), Sonja (So) und Aya (Ay) gehen in die 4. Klas-
se einer Grundschule. Der Interviewer (I) möchte mit ihnen die Zahlenmauern
behandeln. Dabei geht er anhand der Vorlage (↑ Abb. 3.12) jeweils wie folgt vor: Aufbau des Interviews

◦ Einübung der additiven Grundregel (GR) und deren Begründung anhand
der Zweier-Zahlenmauern im oberen Teil der Vorlage

◦ Benennung der Dreier-Zahlenmauern im mittleren Teil der Vorlage rechts

◦ Entdecken, Prüfen und Begründen der ersten Behauptung im unteren Teil
der Vorlage sowie deren Formulierung im mittleren Teil der Vorlage links

◦ ggf. fortschreitendes Verallgemeinern der Behauptung bei Erhöhung eines
Mittelsteins um einen Wert mittels einer weiteren Vorlage

◦ ggf. fortschreitendes Verallgemeinern der Behauptung bei höheren Zah-
lenmauern mittels eines weiteren Arbeitsblatts (s.u.)

Abb. 3.12: Leere Vorlage

Hinsichtlich der Anordnung der Zahlenmauern geht der Interviewer ähnlich wie linke, mittlere und
rechte Zahlenmauernin der vorausgehenden mathematischen Analyse vor: Zunächst wird die jeweils

mittlere Zahlenmauer unter Beachtung der bekannten Grundregel (GR) mit Bei-
spielzahlen gefüllt. Anschließend wird in der linken Zahlenmauer ein Grundstein
um einen jeweils festgelegten, aber beliebigen Wert erhöht und das resultierende
Ergebnis beider Decksteine miteinander verglichen. Die rechte Zahlenmauer soll
die linke Zahlenmauer mittels Punktnotation abbilden, so dass den Schülerinnen
ein Vergleich zwischen mittlerer und rechter Zahlenmauer möglich ist:

a′ b′ c′
d′ e′
f ′

a b c

d e

f

a b◦ c

d◦ e◦
f◦◦
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Während den Schülerinnen die Grundregel (GR) an Beispielzahlen schon ge-Einführung der
Punktnotation läufig ist, dürfte ihnen deren Darstellung mittels der Punktnotation schwerer

fallen. Der Interviewer erklärt den Schülerinnen daher zunächst, dass der Punkt
eine Erhöhung eines Grundsteins um einen festgelegten Wert, zum Beispiel um
1, definiert. Nachdem die Schülerinnen die Grundregel (GR) als Operation ver-
möge der Punktnotation an den Zweier-Zahlenmauern eingeübt und verstan-
den haben, ist es an ihnen, deren Übertragbarkeit und Anwendung auf Dreier-
Zahlenmauern zu untersuchen.

Im Folgenden wird das Interview der Schülerin Zaida hinsichtlich des changie-Themen der
Interviewsequenzen renden Charakters beispielgebundenen Beweisens ausführlicher behandelt. Dies

geschieht anhand der dritten Behauptung aus der mathematischen Analyse für
m = 1 und für m > 1:

Dritte
Behauptung

Wenn bei einer Dreier-Zahlenmauer der Mittelstein
um den Wert m erhöht wird, dann erhöht sich der
Deckstein um den Wert 2m.

In den Interviewauszügen der Schülerinnen Sonja und Aya interessieren dann
mehr die sprachlichen Aspekte beispielgebundenen Beweisens. Hierzu eignet sich
die dritte Behauptung für m > 1 und ihre weitere Verallgemeinerung:

Allgemeine
Behauptung

Wenn bei einer Zahlenmauer der Höhe n der kte
Grundstein um den Wert m erhöht wird, dann er-
höht sich der Deckstein um den Wert

(
n−1
k−1
)
m.

Dabei ist k ∈ {1, ..., n} und m,n ∈ N. Für die Grundschule eignet sich neben
der obigen Vierer-Zahlenmauer (n = 4) mit der Erhöhung eines Mittelsteins
(k = 2 resp. k = 3) auch eine Zahlenmauer beliebiger Höhe n in Erhöhung eines
Ecksteins (k = 1 resp. k = n).
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Changieren beispielgebundenen Beweisens

3.2.4 Hauptanalyse (Zaida):
Changieren beispielgebundenen Beweisens

Diese Hauptanalyse gliedert sich in mehrere Teile: Eingangs ist sich die Schülerin
Zaida unsicher, ob die dritte Behauptung wirklich richtig ist, und sucht nach
einer Erklärung. Dabei spricht sie die Behauptung nicht aus. In der Analyse
bleibt auch deshalb offen, ob sie den Beweis der dritten Behauptung wirklich
subjektiv realisiert hat. Im weiteren Verlauf wird die Punktnotation eingeführt.
Dabei wird die Sprache der Schülerin Zaida allmählich abstrakter. Die Interpre-
tation ihres Beweisverhaltens bleibt weiterhin unsicher. Schließlich äußert die
Schülerin Zaida selbst Zweifel daran, ob sie die dritte Behauptung mit der Er-
höhung des Mittelsteins um m anhand der Beispielzahlen 3 und um 10 wirklich
bewiesen hat oder nicht.

Schwanken zwischen Phänomen und logischer Erklärung

Nach Abschluss der Vorübung an den Zweier-Zahlenmauern und der Benennung Schülerin Zaida
entdeckt eine
falsche Behauptung

der Steine in der Dreier-Zahlenmauer hat die Schülerin Zaida die Beispielzahlen
2, 4 und 7 in die untere Zeile der mittleren Dreier-Zahlenmauern auf dem ersten
Arbeitsblatt eingetragen (↑ Abb. 3.13). Sie berechnet den linken und rechten
Mittelstein zu 6 und 11 sowie den Deckstein zu 17. Den Interviewer interessiert
nun die Erhöhung des Mittelsteins um den Wert m = 1 gemäß der dritten Be-
hauptung aus der mathematischen Analyse.

07:17 I 49 mmh, okay, emm, jetzt frag ich dich ’mal zuerst .. was
ist, wenn du jetzt, emm, hier zum Beispiel (deutet auf
die unterste Reihe der linken Dreier-Zahlenmauer) 2, 5,
7 hast, was ist dann mit dem Deckstein’

07:32 Za 50 der Deckstein würde sich wieder um einen erhöhen, so
wie das Ergebnis hier (deutet auf die mittlere Reihe in
der mittleren Dreier-Zahlenmauer) .. das würde sich dann
auch um einen erhöhen

07:40 I 51 mm-mmh
07:40 Za 52 nee, warte, wenn hier aber ’ne 5 wäre (deutet auf den

Mittelstein der mittleren Dreier-Zahlenmauer), müsste
sich das Ergebnis hier auch um einen erhöhen (deutet
auf die Steine der mittleren Dreier-Zahlenmauer) und der
Deckstein eigentlich um 2 (lächelt, lacht)

07:49 I 53 aha, ja, und das ist .. ist das jetzt um 1 oder um 2’
07:52 Za 54 (schmunzelt) um 2 insgesamt

Den vorstehenden Äußerungen der Schülerin Zaida lässt sich entnehmen, dass sie Schülerin Zaida korrigiert
ihre Behauptungihre Vermutung, der Wert des Decksteins würde sich bei Erhöhung des Grund-

steins auch nur um 1 erhöhen, schnell verworfen hat: Zunächst scheint sie sich
in Äußerung Za 52 auf ihre Erfahrung mit der in den Vorübungen einstudierten
Grundregel zu beziehen. Schnell wird ihr jedoch klar, dass sie diese Grundregel
im oberen Teil der Dreier-Zahlenmauer zweimal anzuwenden hat, und sich der
Deckstein damit um den Wert 2 erhöht.
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Die Schülerin Zaida scheint die dritte Behauptung am vorliegenden BeispielSchülerin Zaida scheint
eine Behauptung
entdeckt zu haben

entdeckt zu haben, nach der sich der Deckstein um den Wert 2 erhöht, wenn
der mittlere Grundstein um den Wert 1 erhöht wurde. Diese Behauptung hat
sie in ihrer Allgemeinheit hinsichtlich beliebiger Einträge in den Grundsteinen
der Dreier-Zahlenmauern aber weder formuliert noch bewiesen, sie ist noch im
Beispiel gehalten. Insofern wäre es zu früh, der Sprechweise von ↑ Abs. 1.3.4
zu folgen, die Schülerin habe die Behauptung mit latenter Beweisidee entdeckt.
Die Schülerin hat jedoch ihre frühere Behauptung korrigiert.

Abb. 3.13: Erstes Arbeitsblatt der Schülerin Zaida

Nun folgt keine Formulierung der Behauptung, sondern zunächst eine induktive
Prüfung im gewählten Beispiel (linke Dreier-Zahlenmauer in ↑ Abb. 3.13). Dar-
an anschließend reflektiert die Schülerin Zaida ihr bisheriges Vorgehen:

08:22 Za 62 also es ist richtig
08:24 I 63 also, äh, ist was richtig’
08:25 Za 64 das, was ich gesagt habe, dass, wenn das hier ’ne 5

wäre (deutet auf den Mittelstein der mittleren Dreier-
Zahlenmauer), dass sich das Ergebnis um 1 erhöht, und
das (deutet auf beide Steine in der mittleren Mauer), und
dass der Deckstein um 2 erhöht ist

08:35 I 65 mm-mmh, okay, emm .. mm-mmh, so, also ist es jetzt
überraschend, dass das jetzt hier 2 mehr sind, oder’ (deu-
tet auf die beiden eingetragenen Decksteine) .. oder’ ...
(lacht)

08:53 Za 66 also etwas komisch find ich das schon, weil das hier
ja (deutet auf die mittlere Reihe der linken Dreier-
Zahlenmauer) nur einer mehr ist, aber logisch find ich’s
auch, weil man, emm, ja, den Mittelstein mit, an beiden
Seiten zusammenrechnet mit dem rechten Mittelstein und
mit Mittel-, emm, dem linken Mittelstein (deutet jeweils
auf die besagten Steine in der linken Zahlenmauer)
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In Äußerung Za 64 formuliert die Schülerin Zaida die dritte Behauptung an ei- Hat Schülerin Zaida
den Beweis subjektiv
realisiert?

nem weiteren Beispiel. Wenn sie dabei auf die beiden Steine in der zweiten Reihe
der mittleren Zahlenmauer deutet und mit ihrer Kommentierung dass sich das
Ergebnis um 1 erhöht, und das unterlegt, deutet dies darauf hin, dass sie subjek-
tiv realisiert hat, warum sich der Deckstein um 2 erhöht. Auf die Nachfrage des
Interviewers hin belegt die Schülerin Zaida in Äußerung Za 66 ihre Entdeckung
mit zwei ambivalenten Eindrücken: komisch und logisch. Dass die neu entdeckte
Behauptung an Dreier-Zahlenmauern von der an Zweier-Zahlenmauern einge-
führten Grundregel abweicht, erscheint der Schülerin Zaida komisch im Sin-
ne eines für Entdeckungen typischerweise überraschenden Phänomens (↑ Abs.
1.3.3). Logisch mag die neu entdeckte Behauptung für die Schülerin Zaida dann
zugleich deshalb sein, weil sie deren Beweis als Sinnstruktur wohlmöglich bereits
subjektiv realisiert hat. In Äußerung Za 66 spricht sie dann noch davon, dass
man, emm, ja, den Mittelstein mit, an beiden Seiten zusammenrechnet mit dem
rechten Mittelstein und mit Mittel-, emm, dem linken Mittelstein. Insofern zeigt
sich hier auch in der Interpretation, dass das beispielgebundene Beweisen ein
offener Prozess ist.

Deutungsoffenheit bezüglich subjektiver Realisierung

Das beispielgebundene Beweisen nimmt in den vorangegangenen Äußerungen bisheriger Verlauf
des beispielgebundenen
Beweisens der Schülerin
Zaida

folgenden Verlauf: Die in Äußerung Za 52 am Beispiel mehr oder weniger ent-
deckte Behauptung korrigiert die Schülerin Zaida in Äußerung Za 54 zunächst.
Dann formuliert, bekräftigt und begründet sie die Behauptung an einem zwei-
ten Beispiel in Äußerung Za 64. Die Schülerin Zaida begründet die Behauptung
schon in Äußerung Za 66 nicht mehr explizit durch mehrfache Anwendung der
Grundregel, sondern belässt es bei der Bemerkung, dass sich der Mittelstein
sowohl auf den linken als auch auf den rechten Mittelstein rechnerisch auswirkt.
Die Schülerin Zaida spricht dies am Beispiel der konkret vorliegenden Zahlen-
mauer aus, indem sie die Bezeichnungen aus der Vorübung verwendet, ohne
aber die eingetragenen Beispielzahlen zu nennen. Hat sie insgesamt gesehen die
Tragweite der Behauptung (und ihres Beweises) hinsichtlich beliebig gewähl-
ter Grundsteine erfasst? Der Schülerin Zaida mag man zugute halten, dass sie
beispielgebunden in dem Sinne beweist, dass sie die Behauptung am Beispiel
zunächst entdeckt und vermöge der Grundregel als allgemein versprachlichte
Operation am vorliegenden Beispiel sukzessive bestätigt.

Handelt es sich hierbei um eine Entdeckung mit latenter Beweisidee? Feststellen Dreischritt Entdeckung –
Prüfung – Begründunglässt sich ein relativ rascher, sprachlich erkennbarer Übergang vom Entdecken

(komisch, Äußerung Za 66) und vom Prüfen (also es ist richtig, Äußerung Za 62)
zum Begründen (logisch, Äußerung Za 66). Die zwischenzeitliche induktive Prü-
fung in Äußerung Za 64 scheint einerseits als Bestätigung der am vorigen Beispiel
korrigierten Behauptung und andererseits als deren Begründung zu fungieren.
Die in Äußerung Za 66 durch die Schülerin Zaida vorgenommene Reflexion kann
über die subjektive Realisierung des Allgemeingültigen der Behauptung hinweg-
täuschen. Der Hinweis des Interviewers auf die Beispielhaftigkeit der betrach-
teten Zahlenmauer und die durch den Interviewer dokumentierte Behauptung
nimmt nämlich folgende Wendung:
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09:09 I 67 mmh, okay, jetzt frag ich dich jetzt, haben wir ja diese
Zahlenmauern nur betrachtet (deutet auf die linke und
mittlere Dreier-Zahlenmauer) .. ich stell jetzt die Be-
hauptung auf, mmh, ich schreib die ’mal hier auf (dreht
das Blatt zu sich, nimmt einen Stift zur Hand und
schreibt) ... wenn ich .. den Mittelstein ... um 1 erhö-
he ... dann .. erhöht sich .. der Deckstein ... um 2 ..
also, und das gilt immer, also es gilt immer .. (schreibt
und setzt ein Fragezeichen in Klammern dahinter) .. das
ist jetzt, es gilt immer’, das ist jetzt meine Behauptung,
stimmt das’ .. oder, also gilt das immer’ (fügt in die ge-
schriebene Behauptung das Wort immer ein)

10:13 Za 68 also ich würd sagen ja ..
10:15 I 69 mm-mmh
10:15 Za 70 für mich wirkt’s jetzt ganz unlogisch

Die Schülerin Zaida stimmt der aufgeschriebenen Behauptung zwar zu, belegtdie kritische Frage nach
dem Allgemeingültigen
der Behauptung

diese aber in Äußerung Za 70 gleichzeitig mit dem Kommentar unlogisch. In
Zusammenschau mit der Äußerung Za 66 kann dies darauf hindeuten, dass
der Schülerin Zaida die Einsicht in eine Begründung für eine beliebige Dreier-
Zahlenmauer doch schwerer fällt als angenommen, oder sie nicht genau weiß,
wie das in Äußerung I 67 vom Interviewer mehrfach betonte immer zu ver-
stehen ist. Da das nicht leicht fassbare Allgemeine zumal in Regelverbänden
Mehrdeutigkeit (und damit Missverstehen) bergen kann, wäre die Frage nach
dem Allgemeingültigen von dem Interviewer an dieser Stelle präziser zu stellen.
Möglicherweise reicht der anfängliche Hinweis des Interviewers auf die Beispiel-
haftigkeit der betrachteten Zahlenmauer nicht aus. Der entsprechende Rahmen
(Erhöhung des mittleren Grundsteins um den Wert 1 einer Dreier-Zahlenmauer
bei Vorlage beliebiger natürlicher Zahlen als Grundsteine) scheint der Schülerin
Zaida nicht hinreichend präsent zu sein. Hat sie wohlmöglich nur am Beispiel
allgemein gesprochen und dabei die allgemeine Verwendbarkeit der Grundregel
erprobt, ohne dass sie den Beweis in seiner Allgemeingültigkeit für beliebige
Beispielzahlen subjektiv realisiert hat?
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Abstrakter werdende Sprechweise bei Punktnotation

Um die Schülerin nun zur weiteren Beschäftigung mit der Behauptung zu er- der Interviewer führt die
Punktnotation wieder einmuntern, schlägt der Interviewer den Gebrauch der schon bei den Zweier-Zahlen-

mauern verwendeten Punktnotation vor. Hierzu dient die dritte Dreier-Zahlen-
mauer rechts, in welche die Schülerin die Zahlen der mittleren Dreier-Zahlenmau-
er überträgt (↑ Abb. 3.12).

12:35 Za 80 ja da setz ich hier auf jeden Fall einen Punkt hin (setzt
einen Punkt an den Mittelstein der rechten Dreier-
Zahlenmauer) .. das wär dann ja die 5 (deutet auf den
Mittelstein der rechten Dreier-Zahlenmauer)

12:37 I 81 ja, kannst ja ’mal machen und dann, und dann überlegen
jetzt, mm-mmh

12:40 Za 82 und damit, damit ich nicht die Zahl durchstreichen muss,
müsste ich hier wieder ’nen Punkt, da ein’n Punkt und
da ein’n Punkt (setzt nur einen Punkt in den Deckstein)
...

12:53 I 83 äh, du sagst, hier käm dann wieder ein Punkt’ (deutet
auf den Deckstein)

12:59 Za 84 nee, dann wären da zwei Punkte
13:00 I 85 achso, mm-mmh
13:01 Za 86 hier, hier einer, hier einer, und hier zwei (zieht die Punk-

te nochmals nach)

Ähnlich wie in den Äußerungen Za 52 und Za 54 geht die Schülerin Zaida mit
dem Setzen von nur einem Punkt in den Deckstein zunächst fehl. In Äußerung
Za 82 zeigt sich erneut kurzzeitig die Unsicherheit der Schülerin Zaida, die neu
entdeckte Behauptung mittels bekannter Regeln zu begründen. Jedenfalls wird Schülerin Zaida

bleibt der Beweis latentder Beweis durch eine mechanische Ausführung der bekannten Grundregel (oder
der Handlungsregel, einen Punkt zu setzen) verdeckt. Die Frage nach dem All-
gemeingültigen in dem Sinne, dass die Einträge in der Zahlenmauer beliebige
sein können, steht nicht im Zentrum. Es kann an dieser Stelle also bloß gesagt
werden, dass die Schülerin Zaida mit der Punktnotation unter Anwendung der
Grundregel sachgerecht umgehen kann. Die Verwendung der Punktnotation be-
ansprucht möglicherweise noch die volle Aufmerksamkeit der Schülerin Zaida,
so dass die Beweisidee hinter dem Kalkül wieder zurücktritt.

Im Anschluss daran beweist die Schülerin Zaida die Behauptung an der Dreier- Schülerin Zaida
manifestiert den BeweisZahlenmauer rechts mittels der Punktnotation. Dabei spricht sie wiederum allge-

mein in dem Sinne, dass sie die Beispielzahlen als Einträge in den Zahlenmauern
nicht nennt, jedoch auf sie deutet:
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13:53 I 91 okay, ja, dann frag ich ein bisschen, emm, warum ist jetzt
hier ein Punkt, und da auch nur ein Punkt (deutet auf
die mittlere Reihe der rechten Dreier-Zahlenmauer)

14:03 Za 92 weil sich beides um genau 1 erhöht .. wenn man, wenn
sich das, der Mittelstein um einen erhöht, erhöhen sich
auch die beiden Ergebnisse in der Mitte (deutet auf die
mittlere Reihe der rechten Dreier-Zahlenmauer)

14:16 I 93 mm-mmh, um 1
14:16 Za 94 (nickt) genau
14:17 I 95 und
14:18 Za 96 das Ergebnis insgesamt um 2
14:21 I 97 aha, und warum ist das Ergebnis jetzt insgesamt um 2’
14:26 Za 98 weil, 2 Steine um einen erhöht werden (deutet auf die

mittlere Reihe der rechten Dreier-Zahlenmauer)
14:29 I 99 ah ja
14:29 Za 100 also wird’s insgesamt 2 mehr

Gegenüber den anfänglichen Beweisversuchen in den Äußerungen Za 64 und
Za 66 scheint der Einsatz der Punktnotation die Manifestation des Beweises für
beliebige Dreier-Zahlenmauern zu erleichtern. Offen bleibt weiterhin, in wie weit
sich die Schülerin Zaida wirklich von der betrachteten Zahlenmauer gelöst hat,
obwohl sie keine Beispielzahlen nennt. Denn wie induktive Prüfungen bergenGefahr mechanischer

Anwendung eines Kalküls auch Operationen (hier als Kalkül der Punktnotation) prinzipiell die Gefahr,
bloß mechanisch angewendet zu werden, so dass der Beweis ebenso latent blei-
ben oder wieder latent werden kann. (Um die hier erhobene Kritik an einem
bloß vordergründigen Beweisen am Beispiel zu untermauern, wird im ↑ Kap.Kritik an Goldberg-These
3.4 das beispielgebundene Beweisen von Schülern an der Aufgabenstellung von
Goldberg (1992, 43) weiter untersucht. Die Autorin vertritt in ↑ Abs. 1.2.5 die
These, dass die Schüler ihrer Beobachtung nach alle den Beweis an Beispielen
verstanden haben – deren nötige Anzahl sei freilich individuell verschieden.)

Interpretation changierenden/doppeldeutigen Beweisverhaltens

Um die Schülerin Zaida zu einer Reflexion über das Allgemeingültige der Be-
hauptung zu motivieren, merkt der Interviewer an, dass bisher nur eine Zahlen-
mauer betrachtet wurde. Die Schülerin Zaida entgegnet, dass man’s mit nochSchülerin Zaida

möchte weiter
induktiv prüfen

’mal anderen Zahlen ausprobieren (Äußerung Za 104) könne, und macht sich
auf eigenem Wunsch die Arbeit, auf einer zweiten Vorlage mit etwas größeren
Beispielzahlen zu operieren (↑ Abb. 3.14). Man kann darin ein Indiz dafür sehen,
dass die Schülerin Zaida den Beweis noch nicht hinreichend subjektiv realisiert
hat.

Bei ihrem neuen Beispiel richtet die Schülerin Zaida ihre Aufmerksamkeit dannSchülerin Zaida prüft
die Behauptung an
einem weiteren Beispiel
induktiv

wieder auf das korrekte Ausrechnen der Beispielzahlen bzw. auf den korrekten
Umgang mit der Punktnotation. Sie bestätigt die Behauptung mit diesen beiden
Verfahren wiederum an der nun vorliegenden Zahlenmauer. Eine Sprechweise der
Schülerin Zaida (also hier funktioniert’s auch, Za 114) unmittelbar aufgreifend,
stellt der Interviewer ihr die folgende Frage:
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Changieren beispielgebundenen Beweisens

16:38 I 115 hier funktionierts auch, emm, aber warum gilt das jetzt
immer’ (5 sec)

16:51 Za 116 das ist, wie hier (schaut auf die beiden nebeneinander-
liegenden Vorlagen ↑ Abb. 3.13 und ↑ Abb. 3.14) .. hier
erhöht man um einen, also erhöht sich das beides um
einen und dann insgesamt ist es dann wieder 2 (deutet
mehrfach auf die linke Dreier-Zahlenmauer in der zweiten
Vorlage, ↑ Abb. 3.14)

17:00 I 117 okay, kannst du das jetzt noch ’mal wiederholen mit un-
seren, emm, Ausdrucksweisen (deutet auf die benannte
Dreier-Zahlenmauer in der ersten Vorlage, ↑ Abb. 3.13),
also warum erhöhe ich, warum erhöht sich der Deckstein
um 2, wenn immer ich den, emm, Mittelstein hier un-
ten um 1 erhöhe’ (deutet auf die linke Zahlenmauer der
zweiten Vorlage, ↑ Abb. 3.14)

17:12 Za 118 wenn der Mittelstein halt um 1 erhöht wird, erhöhen sich
ja die beiden mittleren auch um 1 .. und dann .. erhöht
sich der Deckstein ja um 2

17:26 I 119 mm-mmh
17:26 Za 120 weil 1 und 1 2 ist

Abb. 3.14: Zweites Arbeitsblatt der Schülerin Zaida

Bei dem vorstehenden Beweisversuch verwendet die Schülerin Zaida eine all- Schülerin Zaida
löst ihre Sprechweise
vom Konkreten

gemein gehaltene Umgangssprache, indem sie sich der in der Vorübung einstu-
dierten Bezeichnungen bedient. Expliziert wird insbesondere die Summierung
1 + 1 = 2 der einzelnen additiven Erhöhungen. Daran zeigt sich, dass sich die
Schülerin Zaida gedanklich von einer konkreten Zahlenmauer gelöst hat, wo-
bei sie noch immer auf die vorliegenden Zahlenmauern deutet. Dass sich die
Schülerin Zaida einer variablenhaltigen Sprechweise annähert, zeigt sich auch
im weiteren Gesprächsverlauf, bis sie schließlich hinreichend überzeugt wirkt,
dass man in die Grundsteine beliebige (natürliche) Zahlen einsetzen könne.
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An dieser Stelle kann jedoch nicht mit letzter Sicherheit gesagt werden, dassFacettenreichtum
des Allgemeingültigen der Beweis vollständig der Latenz enthoben wurde. Die verschiedenen Facetten

der Allgemeingültigkeit der Behauptung werden von der Schülerin Zaida hin-
sichtlich der festzulegenden Erhöhung eines zu wählenden Grundsteins in einer
mehrstufigen Zahlenmauer noch nicht ausgeleuchtet. Sie schwankt zwischen in-
duktivem Prüfen und deduktiven, in allgemeiner Umgangssprache gehaltenenChangieren des beispiel-

gebundenen Beweisens Begründungen. Doch nicht nur das beispielgebundene Beweisen der Schülerin
Zaida changiert zwischen Latenz, subjektiver Realisierung und Manifestation.
Auch in der Deutung lassen sich aus Expertensicht verschiedene Perspektiven
einnehmen. Streng genommen ließe sich nämlich nur von zwei induktiven Prü-
fungen mit latenter Beweisidee sprechen, obwohl die Schülerin eine recht allge-
meine Sprechweise an den Tag legt und bloß auf die konkreten Zahlenmauern
deutet. Diese Diskrepanz zwischen enaktivem und kognitivem Deuten kann alsSchülerin Zaida

verhält sich
doppeldeutig

ein Phänomen bei visual proofs (↑ Abs. 1.2.4) auftreten, welches auf den beob-
achtenden Experten doppeldeutig wirkt.

Kritik am eigenen Beweisverhalten

Die vorstehend entwickelte Behauptung wird nun anhand der mittleren Zah-Schülerin Zaida
verallgemeinert
die Behauptung

lenmauer hinsichtlich der Größe der Erhöhung des Mittelsteins weiter verallge-
meinert. Die Schülerin Zaida gibt zunächst an der Erhöhung des Mittelsteins
um den Wert 3 zu verstehen, dass ihr Vorgehen unabhängig von der gewählten
Erhöhung sei. Diese vergleicht sie mit der früheren Erhöhung des Mittelsteins
um den Wert 1 und extrapoliert dies auf eine bloß vorgestellte Erhöhung des
Mittelsteins um den Wert 10:

22:53 Za 168 mmh, und wenn ich’s hier um 3 (deutet auf die mittlere
Dreier-Zahlenmauer der zweiten Vorlage, ↑ Abb. 3.14),
also im Prinzip, wenn man hier um einen erhöht, ist das
Ergebnis (deutet auf die rechte Dreier-Zahlenmauer der
ersten Vorlage, ↑Abb. 3.13) genau das Doppelte, was man
erhöht hat, hier (deutet auf den Deckstein der rechten
Dreier-Zahlenmauer der ersten Vorlage, ↑ Abb. 3.13)

23:04 I 169 aah .. aha, das ist ja interessant ... ja, jetzt hast du das
aber ... äh, egal wie viele Punkte da sind, oder’ .. also
egal wie groß die Erhöhung ist’

23:07 Za 170 ja, also, ich könnte jetzt hier im Prinzip auch (deutet
wieder auf die mittlere Dreier-Zahlenmauer der zweiten
Vorlage, ↑ Abb. 3.14) um 10 erhöhen, also dann müsste
das Ergebnis hier auch (deutet auf den Deckstein dar-
über) eigentlich um 20 erhöht sein

Schließlich erkennt die Schülerin Zaida bei dem Beweis der Behauptung fürSchülerin Zaida geht
vom Besonderen zum
Allgemeinen über

die bloß vorgestellte Erhöhung des Mittelsteins um den Wert 10 das allgemeine
Prinzip, welches die jeweiligen Beispielzahlen als Einträge in den Zahlenmauern
selbst nicht tangiert. Sie löst sich unmerklich von den Beispielzahlen als Einträ-
gen in den Zahlenmauern und von den beispielhaft vorgenommenen Erhöhungen
des Mittelsteins. Statt den Stein um 3 zu erhöhen, erhöht sie ihn um 10.



235
3.2.4 Hauptanalyse (Zaida):

Changieren beispielgebundenen Beweisens

25:21 Za 182 also wenn wir zum Beispiel um die 10 erhöhen, dann
wäre das, hier 10 mehr, und hier 10 mehr (deutet auf
die mittlere Reihe der mittleren Dreier-Zahlenmauer der
zweiten Vorlage, ↑ Abb. 3.14) und insgesamt sind’s 20
mehr

25:29 I 183 kannst du noch ’mal sagen, warum das hier (deutet auf
die mittlere Reihe der mittleren Dreier-Zahlenmauer) 10
mehr werden’

25:36 Za 184 weil, wenn man den Mittelstein erhöht .. dann rechne
ich ja 10, das wäre dann 18, denn man rechnet ja den
Mittelstein, mit den Ecksteinen zusammen

25:45 I 185 mm-mmh, okay (nickt)
25:50 Za 186 also wird das Ergebnis von den Ecksteinen auch immer

um die Zahl, die man hier erhöht (deutet auf den Mittel-
stein der mittleren Dreier-Zahlenmauer), da erhöht (deu-
tet auf die mittlere Reihe)

25:54 I 187 okay, und wie ist es dann hier’ (deutet auf die mittlere
Reihe der mittleren Dreier-Zahlenmauer)

25:59 Za 188 da kann man, im Prinzip bräuchte man das gar nicht
mehr rechnen, wenn man die Zahlen hier hat (deutet
auf die Einträge der mittleren Dreier-Zahlenmauer), kann
man einfach die Punkte alle zusammenzählen und die
Punkte da oben hinmachen (deutet auf den Deckstein),
da kann man sich Arbeit sparen (lächelt)

Die Schülerin scheint die verallgemeinerte Behauptung an den Beispielzahlen 3
und 10 für die Erhöhung des Mittelsteins schließlich subjektiv beispielgebunden
und allgemein bewiesen zu haben. Anders als früher bemerkt sie in Äußerung
Za 188: im Prinzip bräuchte man das gar nicht mehr rechnen und und da kann Schülerin Zaida zweifelt

an ihrem beispielge-
bundenen Beweisen

man sich Arbeit sparen. Überraschenderweise begegnet sie der Aussagekraft ih-
rer beispielgebundenen Vorgehensweise jedoch in doppelter Hinsicht mit Skepsis:
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26:38 I 193 und, emm, jetzt hast du’s mit 10 gesagt, äh .. hab ich
hier dann immer (deutet auf den Deckstein der mittleren
Dreier-Zahlenmauer) die doppelte Erhöhung .. von dem,
mit dem ich hier im Mittelstein erhöht habe’ (deutet auf
den Mittelstein der mittleren Dreier-Zahlenmauer)

26:50 Za 194 ja, würd ich ’mal so sagen, also für mich wäre das dann
logisch

26:55 I 195 aha, bist du da überzeugt, dass das immer so ist’
27:00 Za 196 daran hab ich wieder meinen Zweifel
27:03 I 197 ah, daran hast du immer noch deinen Zweifel .. aber du

hast dir das doch mit der Erhöhung um 10 und mit der
Erhöhung um 3, begründet .. denkst du, dass das auch für
andere Erhöhungen, richtig ist, und

27:14 Za 198 das wäre möglich
27:14 I 199 wäre möglich’
27:15 Za 200 vielleicht, sogar gut
27:17 I 201 sogar gut’
27:20 Za 202 es wäre möglich, weil’s bei dem geklappt hat und hier

(deutet auf die linke und mittlere Dreier-Zahlenmauer
der zweiten Vorlage) es hat jetzt überall geklappt, also
müsste es eigentlich also noch ’mal klappen

27:30 I 203 mm-mmh .. meinst du, was zweimal gilt, gilt immer’ ...
27:35 Za 204 daran hab ich meinen Zweifel (lacht)

An den Formulierungen der Schülerin lässt sich folgende Ambivalenz ablesen: Ei-
nerseits äußert die Schülerin daran Zweifel, dass ihr beispielgebundener BeweisSchülerin Zaida spürt

die Ambivalenz beispiel-
gebundenen Beweisen

für den allgemeinen Beweis stehe; andererseits sieht sie ihren beispielgebundenen
Beweis auch nicht als induktives Prüfen an, dessen Beweiskraft sie eine Absa-
ge erteilt. Die Schülerin schlüpft hier zum Teil selbst die Rolle einer advocata
diaboli. Letztlich manifestiert sich im changierenden, teils von Selbstzweifelnbeispielgebundenes Bewei-

sen als changierender, mehr-
deutiger Erkenntnisprozess

geprägten Erkenntnisprozess der Schülerin Zaida jene Spannung, um die es in
dieser Analyse und in dieser Forschungsarbeit geht: wie sich das beispielgebun-
dene Beweisen einer Schülerin zwischen induktivem Prüfen und formalem (resp.
formellem) Beweisen wandeln, wie verschieden es gedeutet werden kann, und in
welchen Übergängen dabei der Beweis als Sinnstruktur vermutlich latent bleibt
oder ihn subjektiv zu realisieren und zu manifestieren gelingt.
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3.2.5 Kontrastanalyse (Sonja):

Stetiges Abstrahieren

3.2.5 Kontrastanalyse (Sonja):
Stetiges Abstrahieren

Nachstehend seien in Kontrastierung des changierenden Erkenntnisprozesses der Besonderheiten bei
der Schülerin SonjaSchülerin Zaida drei Interviewauszüge der Schülerin Sonja angeführt. Sie löst

sich sichtbarer von den Zahlenmauern ab und thematisiert in ihren Äußerungen
selbst die Allgemeinheit der Behauptung. Ferner lässt sie keinen Zweifel daran,
dass sie in der Besonderheit der Erhöhung eines Steines um einen festgelegten
Wert auch das Allgemeine sieht und beweisen kann.

Die Vorübungen an den Zweier-Zahlenmauern verlaufen bei der Schülerin Sonja ergänzender Kontext
ähnlich wie bei der Schülerin Zaida. Für die Steine der Dreier-Zahlenmauern
schlägt die Schülerin Sonja folgende Bezeichnungen vor: Zielstein (statt Deck-
stein), Seitensteine (statt Ecksteine) und Mittelstein. Wie die Schülerin Zaida
vermutet sie bei Erhöhung des Mittelsteins um den Wert 1 zunächst, dass sich
dann auch der Deckstein bloß um den Wert 1 erhöhe. Die Schülerin Sonja korri-
giert ihre Behauptung aber ebenso schnell. Im Unterschied zur Schülerin Zaida
differenziert sie aber zwischen der Erhöhung des Mittelsteins und der Erhöhung
eines der Ecksteine. Den Beweis der dritten Behauptung hinsichtlich der Erhö-
hung eines Mittelsteins (↑ Abs. 3.2.1) manifestiert sie auf eine entsprechende
Frage des Interviewers hin schon bald in allgemein gehaltener Sprache:

45:03 So 124 äh, weil, wenn man den Mittelstein, einmal den Mittel-
stein, weil man den Mittelstein ja zweimal addiert, dann,
wird .. dann wird der Zielstein halt .. um 2 erhöht

45:17 I 125 mm-mmh, warum addiert man den um, den zweimal’,
den Mittelstein’

45:21 So 126 weil man einmal den linken, mit dem linken und den Mit-
telstein addiert, und einmal den rechten und den Mittel-
stein addiert

45:28 I 127 mm-mmh, und was passiert dann’
45:30 So 128 dann, äh, dann wird der Zielstein, um 2 erhöht

Dabei deutet die Schülerin Sonja seltener auf die vorliegende Zahlenmauer (↑ Schülerin Sonja möchte
nicht mit der Punkt-
notation umgehen

Abb. 3.15) als sonst und lässt sich im Anschluss daran auch nicht gerne auf das
beispielgebundene Beweisen mittels der Punktnotation ein. Vertieft man sich
genauer in ihre Ausführungen, gewinnt man den Eindruck, dass ihr die Punkt-
notation als ein aufgesetztes Kalkül erscheint. Möglicherweise liegt dies auch
daran, dass sie den Beweis als Sinnstruktur schon subjektiv realisiert und in
allgemeiner Sprache manifestiert hat.

Einen weiteren Unterschied zur Schülerin Zaida im beispielgebundenen Bewei- Schülerin Sonja weiß
um die Allgemeinheit
der Behauptung

sen markiert die Frage nach der Allgemeingültigkeit der Behauptung. Nach Ein-
führung der Punktnotation weiß die Schülerin Sonja um die Allgemeinheit der
Behauptung unabhängig von den gewählten Beispielzahlen in der vorliegenden
Zahlenmauer:
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56:53 I 217 mm-mmh, okay, meinst du, dass diese Behauptung jetzt
immer gilt’

56:59 So 218 ja
57:00 I 219 für die Dreier-Zahlenmauer’
57:01 So 220 mm-mmh
57:02 I 221 warum denkst du, dass die immer gilt’
57:04 So 222 weil, egal welche Zahlen dort stehen, wenn im, beim

Mittelstein, ein Punkt ist .. also ein Punkt ist, dann wird
der verdoppelt, der Punkt, und sind, dann sind’s 2 .. äh,
dann sind’s halt 2 Punkte, die, dann oben beim Zielstein
dazuaddiert werden

57:28 I 223 hmm, und warum sind das dann oben da 2 Punkte’, sag
das noch ’mal

57:34 So 224 weil unten, beim Mittelstein, der Punkt verdoppelt wird,
durch das zweimalige Addieren

Abb. 3.15: Erstes Arbeitsblatt der Schülerin Sonja

Im Interview mit der Schülerin Sonja lässt der Interviewer die Behauptung hin-Schülerin Sonja erhöht
den Mittelsteins um
einen festgelegten Wert

sichtlich der Erhöhung des Mittelsteins um einen beliebigen Wert mittels eines
Malkreuzes symbolisieren (↑ Abb. 3.16). Nachdem die Schülerin Sonja sich an
den beispielhaften Erhöhungen des Mittelsteins um die Werte 3 und 10 versucht
hat, stabilisiert sie ihre allgemeinsprachliche Begründung zunehmend, bis sie
keiner Beispiele mehr bedarf:

00:05 I 275 also, emm, genau, ich sag noch ’mal, emm, also wenn ich
jetzt den Mittelstein um irgendwas erhöhe, dann erhöht
sich der Zielstein (deutet auf den Deckstein der linken
Dreier-Zahlenmauer)

00:18 So 276 um das Doppelte, um das Doppelte vom Mittelstein
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Stetiges Abstrahieren

00:22 I 277 von der Erhöhung im Mittelstein
00:24 So 278 ja, genau
00:24 I 279 genau, und sag jetzt noch ’mal, warum das so ist
00:28 So 280 weil der Doppelstein, also weil der Mittelstein .. zweimal

addiert wird, mit, zweimal mit, zweimal mit, einer Zahl
zusammenaddiert wird, und, dann, wird .. der, das Kreuz,
dann, doppelt, also das ist ’ne 3 jetzt, in, oder irgend-
was, ne’ .. dann haben wir also zwei diese Zahlen, zwei
Kreuze, und diese zwei Kreuze, die bleiben dann, und die
kommen dann beim Ergebnis, dazu (deutet dabei auf die
linke Zahlenmauer in ↑ Abb. 3.16)

In Äußerung So 280 fällt die Neubezeichnung Doppelstein auf, womit die Schüle- Schülerin Sonja
wählt die Bezeichnung
Doppelstein

rin Sonja (wie auch schon in einer früheren Äußerung) das zweimalige Addieren
des Eintrags im Mittelstein prägnant bezeichnet. Ferner lässt sich in Äußerung
So 280 auch der Übergang von einer beispielhaften Erhöhung um den Wert 3
hin zu einer beliebigen Erhöhung des Mittelsteins beobachten.

Insgesamt zeigen diese ergänzenden Interviewauszüge exemplarisch, dass die Schülerin Sonja fallen
die Übergänge zum All-
gemeingültigen leichter

Schülerin Sonja den jeweiligen Allgemeinheitsgrad der Behauptungen besser
einzuschätzen vermag als die Schülerin Zaida. Die Übergänge vom Besonde-
ren hin zum Allgemeingültigen fallen ihr leichter, und sie versteht das Kalkül
der Punkt- resp. Kreuznotation trotz anfänglicher Reserve effektiv einzusetzen.
Dass sie den Mittelstein aus freien Stücken mit Doppelstein bezeichnet, kann
schon als ein Indiz dafür gewertet werden, dass sie den Beweis der Behauptung
subjektiv realisiert.

Abb. 3.16: Zweites Arbeitsblatt der Schülerin Sonja
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3.2.6 Kontrastanalyse (Aya):
Abstrakt gehaltene Sprache

Als weitere Kontrastierung zum changierenden Erkenntnisprozess der Schüle-ergänzender Kontext
rin Zaida seien zwei Interviewauszüge der Schülerin Aya angeführt, die sich
einer immer abstrakter werdenden Sprache bedient. Die Vorübungen an den
Zweier-Zahlenmauern verlaufen bei der Schülerin Aya ähnlich wie bei ihren Mit-
schülerinnen. Für die Dreier-Zahlenmauern schlägt die Schülerin Aya folgende
Bezeichnungen vor: Deckstein, Ecksteine und mittlerer Bodenstein. Anders als
ihre beiden Mitschülerinnen Zaida und Sonja vermutet die Schülerin Zaida die
Behauptung auf Anhieb richtig. Sie ist auch die einzige Schülerin, die Überle-
gungen zur Erhöhung eines Mittelsteins bei einer Vierer-Zahlenmauer und zur
Erhöhung eines Ecksteins bei einer Zahlenmauer von beliebiger Höhe anstellt.

Abb. 3.17: Erstes Arbeitsblatt der Schülerin Aya

Sprachlich interessant ist die Einführung der Bezeichnung irgendwas zur Kenn-Sprachspiel zur Kenn-
zeichnung der beliebigen
Erhöhung eines
Bodensteins

zeichnung der beliebigen Erhöhung eines Bodensteins. Die Schülerin Aya lässt
sich auf dieses vom Interviewer initiierte Sprachspiel ein:

16:57 I 133 auch gut, okay, emm .. dann, emm .. schreib ich hier
noch ’mal ’ne andere Behauptung jetzt hin, äh .. die ich
mir jetzt ausgedacht hab, (schreibt die neue Behauptung
auf die zweite Vorlage, ↑ Abb. 3.18) wenn, der Mittelstein
... um ... äh, irgendwas ... erhöht wird ... äh, wird ... der
Deckstein ... um .. ja, was denkst du’

17:43 Ay 134 (lacht) also
17:45 I 135 also, emm
17:45 Ay 136 um das Doppelte von irgendwas erhöht

Anders als die beiden Mitschülerinnen Sonja und Zaida braucht die SchülerinSchülerin Aya belegt
Steine nicht mit Bei-
spielzahlen, sondern mit
abstrakten Bezeichnungen

Aya sich nicht konkrete Beispielzahlen als Einträge der Zahlenmauern vorstel-
len. Nachdem der Interviewer nur die Steine der Zahlenmauer bezeichnet, aber
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nicht mit Einträgen belegt hat, argumentiert die Schülerin Aya an dieser Stelle
ganz allgemein und deutet nur auf die Struktur der Zahlenmauer. In Fortfüh-
rung des Sprachspiels mit der Erhöhung um irgendwas führt die Schülerin Aya
schließlich einen rein formalen (allgemeinen) Beweis: Schülerin Aya

beweist formal

25:52 I 183 okay, emm, jetzt hast du nen zweites Beispiel für diese,
unteren Zahlen gegeben, emm, ich nenn jetzt ’mal diese
Zahlen hier unten (deutet auf die Mittel- und Ecksteine
der rechten Dreier-Zahlenmauer der zweiten Vorlage, ↑
Abb. 3.18), die nenn ich so, wie wir gesagt haben (deutet
kurz auf die Benennungen der Zahlenmauer auf der ers-
ten Vorlage, ↑ Abb. 3.17) also emm, linker Bodenstein,
weiß ich jetzt auch nicht, was das ist, Mittelstein, weiß
ich auch nicht, was es ist, und, emm, rechter Bodenstein
(deutet jeweils auf die bezeichneten Felder in der rechten
Dreier-Zahlenmauer der zweiten Vorlage, ↑ Abb. 3.18),
werden um irgendwas, also um das Kreuz erhöht, kannst
du das jetzt noch ’mal, emm, formulieren’, warum dann
der Deckstein um, zweimal irgendwas, äh, erhöht wird ..

26:27 Ay 184 emm, da .. diese Zahl, die dann hier steht (deutet auf die
rechte Dreier-Zahlenmauer der zweiten Vorlage, ↑ Abb.
3.18)

26:33 I 185 wo, wo steht die’
26:35 Ay 186 emm, im Mittelstein, die wird dann ja, um irgendwas

erhöht, und wenn diese Zahl hier im rechten Bodenstein
steht, emm, wenn man die mit dem, mit der Zahl, die
im Mittelstein steht, ergibt dann halt .. das, was dann
hier oben steht und dann + irgendwas .. emm, sind dann
halt, das Irgendwas, was dann rauskommt (lacht auf) ..
und, wenn man diese Zahl mit dieser Zahl zusammenzieht
(deutet auf den linken und rechten Mittelstein der rech-
ten Dreier-Zahlenmauer in der zweiten Vorlage, ↑ Abb.
3.18), dann gibt dann sowas, das hier oben steht’

27:11 I 187 mm-mmh, also wenn man was jetzt mit was nimmt’
27:14 Ay 188 wenn man den Mittelstein mit dem linken, Bodenstein zu-

sammenzieht, dann ergibt das halt das, was dann da raus-
kommt, + das Irgendwas, sind, diese Zahl, die da steht
(deutet mehrfach auf den unteren Teil der rechten Dreier-
Zahlenmauer der zweiten Vorlage, ↑ Abb. 3.18), und,
wenn man dann hier, diese zwei Zahlen stehen hat, dann
ergibt das halt hier oben irgendwas, und wenn man dann
die beiden Irgendwasses zusammenzieht (lacht), dann er-
gibt das 2 ·, + das Irgendwas, und, diese Irgendwas,
emm, wird dann mit den Irgendwasses zusammenver-
mischt (faltet die Hände), dann ergibt das Irgendwas,
was dann hinterher rauskommt (deutet mehrfach auf den
oberen Teil der rechten Dreier-Zahlenmauer der zweiten
Vorlage, ↑ Abb. 3.18, lacht)

Der rein formale Beweis der Schülerin Aya lässt das oben initiierte Sprach- Dualbildung
eines irgendwas’
zu zwei Irgendwasses

spiel in der Dualbildung eines irgendwas’ über das Irgendwas zu den beiden
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Irgendwasses der beliebigen Erhöhung des Mittelsteins gipfeln (Mitte der Äu-
ßerung Ay 188). Obwohl zum Teil schwer verständlich, kann in dieser formalen
Manifestation davon ausgegangen werden, dass die Schülerin Aya den Beweis
als Sinnstruktur vollständig subjektiv realisiert hat. Die Schülerin Aya dringtweitgehende Verallgemei-

nerung der Behauptung
und Manifestierung
des formalen Beweises

schließlich noch zur allgemeinen Behauptung bei Erhöhung eines Mittelsteins
an der Vierer-Zahlenmauer sowie bei Erhöhung eines Ecksteins an einer Zah-
lenmauer beliebiger Größe vor und beweist diese mit Hilfe der Punktnotation
formal (in allgemeiner Umgangssprache) (↑ Abb. 3.19).

Abb. 3.18: Zweites Arbeitsblatt der Schülerin Aya

Abb. 3.19: Drittes Arbeitsblatt der Schülerin Aya
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3.2.7 Ergebnisse
Die Analysen über das beispielgebundene Beweisen der Schülerinnen Zaida, Son-
ja und Aya lassen unterschiedlichste Beweisverläufe erkennen. Insgesamt gese-
hen erfolgten die eingangs gestellten Forschungsfragen aus vornehmlich theore-
tischer, kategorialer und sprachlicher Perspektive (I, II, IV) und konzentrierten
sich auf folgende Forschungsbereiche (vgl. ↑ Abs. 3.2.2):

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden
◦ Verläufe beispielgebundenen Beweisens
◦ Wandlung des sprachlichen Ausdrucks beim Beweisen
◦ Rolle von Beispielzahlen in Darstellungsmitteln

Die Analyseergebnisse hierzu werden im Folgenden wiederum zunächst schü-
lerbezogen dargestellt. Im Resümé wird davon in Hinblick auf den Gesamtzu-
sammenhang der Arbeit abstrahiert (↑ Abs. 3.2.8).

Hauptanalyse (Zaida)

Das beispielgebundene Beweisen zeigt sich bei der Schülerin Zaida als chan- changierendes beispiel-
gebundenes Beweisen bei
der Schülerin Zaida

gierender Prozess zwischen Latenz und subjektiver Realisierung des Beweises.
Zu Beginn hat die Schülerin Zaida die Behauptung mit latenter Beweisidee ent-
deckt. Dabei bleiben die Dimensionen der Allgemeingültigkeit jedoch für längere
Zeit im Vagen, wodurch auch mehrere Deutungen hinsichtlich der subjektiven
Realisierung des Beweises möglich werden (↑ Abs. 2.2.7).

◦ Für eine frühzeitige subjektive Realisierung des Beweises spricht zum einen fragliche subjektive
Realisierung des Beweisesdie mehrmalige, vollständige und ausführliche Beweisführung der Schüle-

rin Zaida, zum anderen ihre schon bald recht allgemein gehaltene Sprache.
Dagegen spricht, dass der Schülerin Zaida die graduell gestufte Allgemein-
heit der Behauptungen nur allmählich präsent wird und später wieder aus
dem Blick gerät. Letzteres geschieht zumal dann, wenn die Schülerin Zaida
ihre Aufmerksamkeit auf das Operieren mit der Grundregel mit oder oh-
ne Punktnotation verliert. Die ersten Beweisversuche der Schülerin Zaida
machen auch deutlich, dass die bloße Kenntnis der Grundregel (der Opera-
tion im Sinne von Wittmann, ↑ Abs. 1.2.3) und deren Anwendung nicht
ausreicht, um die Tragweite einer entsprechenden verallgemeinerten Be-
hauptung und deren Beweis zu erfassen. Insofern kann sich das Operieren
mit der Grundregel wie das rein induktive Prüfen zu einem bloßen Kal-
kül wandeln und damit dem subjektiven Realisieren des Beweises wieder
entgegenstehen. Diese Problematik findet sich auch bei Goldberg (1992)
wieder (vgl. hierzu die theoretischen Ausführungen aus ↑ Abs. 1.2.5 und
die Einzelfallstudie in ↑ Kap. 3.4).

◦ Während ihres beispielgebundenen Beweisens deutet die Schülerin Zai- Changieren beispiel-
gebundenen Beweisensda häufig auf eine konkret vorliegende Zahlenmauer, bleibt aber in ihrer

Sprechweise allgemein. Dieser Umstand verstärkt auf Seiten des Experten
die Ambivalenz hinsichtlich der Einschätzung, ob eine solche Ausdrucks-
form der Schülerin Zaida als induktives Prüfen oder formales Beweisen auf-
zufassen ist. Begünstigt wird diese mehrdeutige Betrachtungsweise auch
durch die leichte Operationalisierbarkeit der Grundregel zu einem Kalkül
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und durch die sprachlichen Vorübungen. Qualitativ führt die fortschrei-
tende Verallgemeinerung der Behauptung durchaus zu einer erweiterten
subjektiven Realisierung des Beweises und auch zu einer Reflexion über
das beispielgebundene Beweisen an sich. Überraschend ist nämlich in derSchülerin Zaida als

eigene advocata diaboli Analyse, dass die Schülerin Zaida – ihrem Verhalten nach ganz konse-
quent – zum Ende des Interviews zweierlei bezweifelt: einerseits, dass ihr
beispielgebundenes Beweisen für das allgemeine (formale) Beweisen stehe,
andererseits, dass ihr beispielgebundenes Beweisen bloß induktives Prüfen
sei, dem sie eine Absage erteilt. Die Schülerin ist auf dieser Metaebene
gewissermaßen ihre eigene selbstkorrigierende advocata diaboli. Letztlich
manifestiert sich also im changierenden, teils von Selbstzweifeln gepräg-
ten Erkenntnisprozess der Schülerin Zaida gerade jene Spannung, die das
beispielgebundene Beweisen selbst ausmacht.

◦ Die rein abstrakte Versprachlichung des Beweises kann kein alleiniges Kri-zunehmend formal
gehaltene Sprache terium für die erfolgte subjektive Realisierung des Beweises sein. Sie kann

auch bloß mechanisch der Beschreibung durchgeführter Operationen die-
nen, zumal wenn sie wie in dieser Hauptanalyse durch entsprechende Vor-
übungen mitgeprägt und damit teilweise normiert wurde. Bei der Schülerin
Zaida lassen sich im späteren Teil des Interviews Übergänge von konkret
genannten Beispielen zu allgemeinen Zusammenhängen in dem Sinne ab-
lesen, dass sich ihre Sprache vom Beispielhaften löst.

◦ Zudem zeigt sich die beweisevozierende Kraft bloß vorgestellter (imagi-Beweiskraft
imaginierter Beispiele nierter) Beispiele (wie der Erhöhung des Mittelsteins um den Wert 10),

welche die Schülerin Zaida zu einem zwar noch am Beispiel gebundenen,
der konkreten Anschaulichkeit aber enthobenen Beweis anregen. Wie wei-
tere Untersuchungen am Transkript zeigen, ist die Schülerin Zaida jedoch
nicht dazu in der Lage, sich die Einträge in den Zahlenmauern vollständig
wegzudenken. Insofern abstrahiert die Schülerin Zaida nicht vollständig
auf die Struktur der Zahlenmauer hin.

◦ Auf Seiten des Interviewers hätte das das in der Frage Gilt das immer?Frage nach der Allgemein-
gültigkeit der Behauptung derart präzisiert werden müssen, dass besser nachvollziehbar ist, auf wel-

cher Ebene von Allgemeinheit der Behauptung er sich mit der Schülerin
Zaida verständigen möchte. Dies erleichtert dann auch die Analyse, ob
und in wie weit die Schülerin Zaida mit oder ohne latente(r) Beweisidee
entdeckt oder geprüft und den Beweis subjektiv realisiert hat. Es stellt
sich jedoch die Frage, ob ein zu genaues Präzisieren des Kontexts einer
Behauptung nicht bereits eine Lenkung des Schülers darstellt, m.a.W. ob
das Ungefähr-Lassen einer Behauptung der Realität des beispielgebunde-
nen Beweisprozesses nicht näher kommt.

Kontrastanalysen (Sonja, Aya)

Im Vergleich zum beispielgebundenen Beweisen der Schülerin Zaida nähern sichTendenz zum formalem
Beweisen bei den
Schülerinnen Sonja
und Aya

die Beweisverläufe der Schülerinnen Sonja und Aya eher schneller dem forma-
len Beweisen an. Größere Unterschiede zeigen sich bei ihnen in der subjekti-
ven Realisierung der fortschreitend verallgemeinerten Behauptungen und in der
sprachlichen Explikation ihrer Beweise:



245 3.2.7 Ergebnisse

◦ Die beiden Schülerinnen Sonja und Aya realisieren den Beweis schon sehr
viel früher als die Schülerin Zaida. Dafür spricht nicht nur die teilweise am subjektive Realisierung

des BeweisesBeispiel, teilweise allgemein gehaltene Sprache. Ein Indiz ist auch die ex-
plizitere Thematisierung des Kontexts der jeweiligen Behauptung, in dem
sich die Schülerinnen bewegen. Der Schülerin Sonja mag die Punktnotation
zunächst als aufgesetztes Kalkül erscheinen, was wohl daran liegt, dass sie
den Beweis der Behauptung und ihre Tragweite schon subjektiv realisiert
hat. Die Schülerin Aya benutzt die Punktnotation dagegen als Mittel zum
Beweis komplexerer Behauptungen, ohne dabei jedoch wie die Schülerin
Zaida deren jeweiligen Allgemeinheitsgrad aus dem Blick zu verlieren.

◦ Die beiden Interviews der Schülerinnen Sonja und Aya zeigen keinen so eher kontinuierlicher
Verlauf beispielge-
bundenen Beweisens

changierenden Verlauf beispielgebundenen Beweisens wie das Interview
der Schülerin Zaida. Es ist eher von kontinuierlichen Verläufen beispielge-
bundenen Beweisens hin zu formalen Beweisen zu sprechen, wie sich dies
insbesondere bei der Schülerin Aya beobachten lässt. Dieser gelingt es,
ganz von den Beispieleinträgen in den Zahlenmauern zu abstrahieren und
die bloße Struktur der Zahlenmauer ihrem formalen Beweisen zugrunde
zu legen.

◦ Sprachlich gehen die beiden Schülerinnen Sonja und Aya in der Explikation versierte Manifestierung
des Beweisesdes Beweises als Sinnstruktur versierter vor. Mit der Wortbildung Dop-

pelstein (So 280) zeigt die Schülerin Sonja ein tiefergehendes Beweisver-
ständnis an. Von sich aus betont sie bei einem Beweis die Unabhängigkeit
von den jeweiligen Beispielzahlen und gebraucht zu dessen Untermauerung
den Terminus zweimaliges Addieren (So 124, So 224). Der rein formale,
aus dem Sprachspiel mit dem Irgendwas (Ay 188) hervorgehende Beweis
der Schülerin Aya stellt vor Augen, auf welch hohem Abstraktionsniveau
sich Grundschüler der 4. Klasse schon bewegen können, noch ohne for-
meller Sprache mächtig zu sein. Dies bringt die Schülerin Aya schließlich
auch dazu, Teile der allgemeinen Behauptung an der Vierer-Zahlenmauer
und bei der Zahlenmauer beliebiger Höhe zu beweisen. Dabei verwendet
sie hauptsächlich ihre eigene statt die aufgesetzte Sprache formeller Be-
weise. Hieran wird deutlich, dass Sprache nicht nur zur Darstellung des
Gedachten, sondern auch als Denkmittel verwandt wird.
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3.2.8 Resümé

Mit den schülerbezogenen Ergebnissen im Hintergrund sollen nun auch die For-
schungsfragen aus ↑ Abs. 3.2.2 soweit als möglich beantwortet werden.

◦ Indizien subjektiver Realisierung bei Regelverbänden

Welche Indizien sprechen dafür und dagegen, dass eine Schülerin den hier
thematisierten Regelverband (hinsichtlich der Position der Erhöhung, der
Größe der Erhöhung und der Höhe der Zahlenmauer) als verschieden all-
gemein zu betrachtendes Argumentgefüge subjektiv realisiert hat? Reicht
schon die begründete Kenntnis einer Grundregel (nach Wittmann, ↑
Abs. 1.2.3 eine Operation) aus, um einen Regelverband zu überblicken?

Die Kenntnis von für einen Regelverband grundlegenden Regeln kann ausrei-Kenntnis von Regeln
chen, um einen beispielgebundenen Beweis zu führen. Nehmen anfänglich be-
gründete Regeln dabei den Charakter von Operationen an, deren Anwendbar-
keit nicht jedes Mal hinterfragt wird, kann die Gültigkeit von Teilargumenten
des Regelverbands wieder latent werden. Gerade das formelle Beweisen bringt
die Gefahr des bloßen Verschiebens von Variablenzeichen (resp. von Punkten)
mit sich. Das daraus entwickelte Kalkül kann die eigentliche Beweisidee wie-
der verdecken – einer Schülerin kann es passieren, dass sie auf diesem Wege
zwar bewiesen hat, dass die Behauptung gilt, aber nach Abschluss des Beweises
nicht mehr sagen kann, warum diese gilt (vgl. Hanna (1990) in ↑ Abs. 1.1.1
und Goldberg (1992) in ↑ Abs. 1.2.5). Thematisiert eine Schülerin hingegenThematisierung

unterschiedlicher
Voraussetzungen
und Beweisgänge

die unterschiedlichen Voraussetzungen und die Tragweite der Behauptungen im
Regelverband, und prägt sie ihre eigene Sprechweisen, um leicht differierende
Beweisgänge darzustellen, spricht dies für eine hinreichende subjektive Realisie-
rung der betrachteten Argumente.

◦ Verläufe beispielgebundenen Beweisens

Wie kann beispielgebundenes Beweisen von Schülern zwischen Latenz und
subjektiver Realisierung des Beweises (resp. zwischen induktivem Prüfen
und formalem Beweisen) konkret verlaufen? Stellt sich dies hauptsächlich
als ein kontinuierlicher Prozess allmählicher Ablösung von den betrach-
teten Beispielen dar, welche mit der schrittweisen Verallgemeinerung der
Behauptung im betrachteten Regelverband einhergeht? Oder sind Brüche
oder Rückschritte im jeweiligen Erkenntnisweg feststellbar?

An den vorstehenden Analysen konnte das Changieren beispielgebundenen Be-langsame,
changierende
Beweisverläufe

weisens sowohl in fortschreitender Verallgemeinerung einer Behauptung als auch
beim Beweisen einer spezifischen Behauptung des Regelverbands beobachtet
werden. Es hat sich gezeigt, dass ein langsamerer, changierender Verlauf beispiel-
gebundenen Beweisens mehr Möglichkeiten bieten kann, auch über das beispiel-
gebundene Beweisen selbst und seinen Polen induktiven Prüfens und formalen
Beweisens zu reflektieren – sowohl für Lernende als auch für Lehrende. Mög-
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licherweise liegt hier ein größerer didaktischer Gewinn als bei einem schnellen
Fortschreiten hin zu abstrakt versprachlichten formalen (allgemeinen) Beweisen.
Brüche im Erkenntnisweg stellen sich häufig dann ein, wenn Schüler auf ein be- Brüche im

Erkenntniswegreits begründetes Argument so sehr vertrauen, dass es bei erneuter Anwendung
in einem allgemeineren Kontext nicht mehr ohne weiteres gültig ist. Dies kann
dann aber mittelbar zur Erfassung veränderter Voraussetzungen und Beweis-
wege in allgemeineren Kontexten beitragen, eine weitergehende Differenzierung
ermöglichen und damit dem beispielgebundenen Beweisen wiederum dienen.

◦ Wandlung des sprachlichen Ausdrucks beim Beweisen

Wie ändert sich die Sprache von Schülern während ihres beispielgebunde-
nen Beweisens (an den Zahlenmauern)? Inwiefern kommt darin der chan-
gierende Charakter beispielgebundenen Beweisens zum Ausdruck?Welche
Bezeichnungen und Formulierungen verwenden oder übernehmen Schüler,
um das bald konkreter, bald allgemeiner Werdende (an den Zahlenmau-
ern) auszudrücken? Wie wandelt sich die sprachliche Ausdrucksweise von
Schülern wiederum bei weiter fortschreitender Verallgemeinerung im be-
trachteten Regelverband?

Der versierte Einsatz anfangs vorgegebener oder selbst geprägter sprachlicher sprachliche Mittel
zwecks Gewinnung
von Erkenntnis

Mittel trägt zur subjektiven Realisierung des Beweises entscheidend bei. Dabei
handelt es sich häufig um ein Wechselspiel zwischen fortschreitender Erkennt-
nis des Allgemeingültigen und dessen sprachlicher Vermittlung gegenüber dem
Experten und sich selbst. Zur sprachlichen Differenzierung geben somit einer-
seits die Entdeckungen der Schüler selbst Anlass, andererseits kann der Experte
darauf hinwirken. Der günstigste Fall stellt sich dann ein, wenn der Schüler selbst entwickelte

Sprachspieleseine Sprachspiele am betrachteten Beispiel allmählich selbst entwickelt und
dabei beispielgebunden beweist. Gleichwohl benennen Schüler häufig nicht die
modifizierten Voraussetzungen von Behauptungen bei fortschreitender Verallge-
meinerung.

◦ Rolle von Beispielzahlen in Darstellungsmitteln

Von welcher Art sind die gewählten Zahlenmauern bei changierenden
Übergängen zwischen Latenz und subjektiver Realisierung des Beweises?
Ist es den Schülern möglich, sich die Beispielzahlen in den Steinen der
Zahlenmauern in dem Sinne wegzudenken, dass sie darin beliebige (na-
türliche) Beispielzahlen erkennen? Werden die Zahlenmauern benutzt, um
die Behauptung durch Ausrechnen induktiv zu bestätigen, oder um sie
deduktiv zu begründen? Bedürfen die Schüler nach ihrer Darstellung des
Beweises in formaler Sprache noch weiterer Zahlenmauern?

Die Zahlenmauern können zusammen mit der verwendeten Punktnotation als Zahlenmauern als
Darstellungsmittel
von Additionsaufgaben

Darstellungsmittel komplexer Additionsaufgaben angesehen werden, die unter-
schiedlichen Voraussetzungen genügen und verschiedene Vergleichsmöglichkei-
ten eröffnen. Ihre geometrische Form lässt die Beweise der aufgestellten Be-
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hauptungen auch als visual proofs erscheinen (↑ Kap. 1.2.4). Deshalb können
daraus auch die in der Literatur angeführten Schwierigkeiten hinsichtlich des
beispielgebundenen Beweisens in dem Sinne erwachsen, dass das Allgemeingül-
tige nicht nur rein arithmetisch subjektiv realisiert werden muss, sondern auch
stets seiner geometrischen Übertragung bedarf. Grundschüler sind in der RegelPunktnotation

zur Konstruktion
imaginierter Beispiele

nicht in der Lage, die Behauptungen an den Zahlenmauern losgelöst ohne Ein-
tragung von Beispielzahlen zu beweisen. Hierzu bedarf es des Hilfsmittels der
Punktnotation, mit der die Konstruktion imaginierter Beispiele ermöglicht wird.
Doch prüfen die Schüler bereits begründete Behauptungen gerne auch weiterhin
mit neuen Beispielzahlen, wenn ihnen die Punktnotation zu abstrakt erscheint.
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3.3 Latente Beweisideen beim beispielgebunde-
nen Beweisen

In dieser dritten Analyse wird untersucht, wie sich das Entdecken und Prüfen Einleitung
und Übersichtmit latenter Beweisidee zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S. wandeln kann,

und welche Rolle dabei konkrete und bedingt vorstellbare Beispiele einnehmen.
Analysiert werden soll zudem, wie Schüler ihre anfangs entdeckte Behauptung
während oder nach ihrem beispielgebundenen Beweisen in eine formelle Darstel-
lung überführen. In einem primär geometrischen Aufgabenkontext gehen drei
Schüler einzeln der Frage nach, wie viele Verbindungen zwischen den Ecken ei-
nes vollständigen Graphen bestehen.

3.3.1 Mathematische Kl. 7 Vollständiger Graph
Analyse

Beh. Wenn ein vollständiger Graph n Ecken hat, dann beste-
hen n · (n− 1)/2 Verbindungen zwischen diesen Ecken.

3.3.2 Forschungs I ◦ Wandlung vom Entdecken und Prüfen
-perspektiven III zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
-bereiche IV ◦ Rolle konkreter und bedingt vorstellbarer Beispiele
-fragen ◦ Formalisierung von Behauptung und Beweis

3.3.3 Kontext Mo/Sö/Al Darstellung des Problems, die Anzahl der Verbindungen
in einem vollständigen Graphen zu bestimmen

3.3.4 Hauptanalyse Mo Zählverfahren Reihe aufwärts

3.3.5 Hauptanalyse Mo Zählverfahren Multiplikation

3.3.6 Kontrastanalyse Sö/Al Latente Beweisideen an bedingt vorstellbaren Beispielen

3.3.7 Vergleichsanalyse Mo/Sö/Al Formalisierungen von Behauptung und Beweis

3.3.8 Ergebnisse Mo Verlaufsbetrachtung
Sö/Al Summarische Betrachtung

3.3.9 Resümé zu den Forschungsperspektiven, -bereichen und -fragen
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3.3.1 Mathematische Analyse:
Vollständiger Graph

Gegeben sei ein vollständiger Graph, d.h. eine Menge von Ecken, die jeweils mit
allen anderen Ecken außer mit sich selbst genau einmal verbunden sind. Der
mathematische Gegenstand dieser Analyse ist die folgende

Behauptung Wenn ein vollständiger Graph n Ecken hat, dann be-
stehen n·(n−1)

2 Verbindungen zwischen diesen Ecken.schulgemäß formulierte
Behauptung

Die nachstehende ↑ Abb. 3.20 zeigt einen vollständigen Graphen mit 5 Ecken
und 10 Verbindungen (vgl. ↑ Abs. 1.5.1, 1.5.3):

Abb. 3.20: vollständiger Graph
mit 5 Ecken

Abb. 3.21: vollständiger Graph mit 5
Ecken, aufgelegter Stern

Abstrakter formuliert, handelt es sich um die folgende Behauptung:

Behauptung |K(Vn)| =
(

n
2
)
für alle vollständigen Graphen Vn.abstrakt formulierte

Behauptung

Dabei gibt K(Vn) die Kantenmenge an, d.h. die Menge aller Verbindungen des
vollständigen Graphen Vn. Da sich die Kantenmenge K(Vn) als Menge von Tu-
peln (i, j) mit i, j ∈ {1, . . . , n} und i 6= j definieren lässt, ist deren Mächtigkeit
gleich der Anzahl aller (elementverschiedener) zweielementiger Teilmengen einer
n-elementigen Menge.

Im Folgenden werden einige Verfahren zum Abzählen der Verbindungen einesVerfahren zum Abzählen
vollständigen Graphen genannt, welche für Schüler der 7. Klasse in Frage kom-
men. Dies geschieht am Beispiel des obigen vollständigen Graphen mit 5 Ecken.
Die ersten drei Verfahren sind additiv, das vierte multiplikativ:
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3.3.1 Mathematische Analyse:

Vollständiger Graph

1. Unsystematisches Zählverfahren von Hand Zählverfahren von Hand

Die Verbindungen des vollständigen Graphen werden von Hand gezählt
und ggf. abgestrichen, um doppeltes oder ausgelassenes Zählen zu vermei-
den. Sofern richtig gezählt wurde, erhält man insgesamt 10 Verbindungen.
Das Zählverfahren von Hand gestaltet sich für vollständige Graphen mit
mehr Ecken deutlich schwieriger. Für das induktive Prüfen ist dieses un-
systematische Zählverfahren brauchbar. Zur abduktiven Erschließung ei-
ner Formel ist es wenig geeignet, so dass sich daraus auch nur schwerlich
eine Beweisidee ergeben kann.

2. Zählverfahren Reihe abwärts Zählverfahren
Reihe abwärtsNaheliegend ist das Abzählen der Verbindungen reihum abwärts: Von der

ersten betrachteten Ecke gehen 4 Verbindungen zu den übrigen Ecken
aus. Diese werden abgestrichen. Von der zweiten, benachbarten Ecke ge-
hen noch 3 ungestrichene Verbindungen zu den übrigen Ecken. Von der
dritten Ecke gehen noch 2 ungestrichene Verbindungen und von der vier-
ten Ecke nur noch eine ungestrichene Verbindung aus. Bei der fünften
Ecke angelangt, sind alle Verbindungen schon abgestrichen, so dass ihre
Anzahl insgesamt 4 + 3 + 2 + 1 + 0 = 10 beträgt. Das Zählverfahren Reihe
abwärts ist leicht einzusehen, hat jedoch den Nachteil, dass daraus mit der
Summierung der ersten n − 1 natürlichen Zahlen ein arithmetisches Pro-
blem erwächst: Es bedarf eines zusätzlichen Schritts zu einer Kurzformel
für n Ecken, d.h. eines Schritts von der Summe zum Produkt, etwa mittels
der Summenformel nach Gauß.

3. Zählverfahren Reihe aufwärts Zählverfahren
Reihe aufwärtsIn einer Umkehrung des Zählverfahrens Reihe abwärts wird der vollstän-

dige Graph mit n = 5 Ecken sukzessive aufgebaut. Eine Ecke ist der Defi-
nition nach nicht mit sich selbst verbunden. Zwischen zwei Ecken besteht
eine Verbindung. Kommt eine dritte Ecke dazu, so auch zwei Verbindun-
gen, die zu den beiden bereits bestehenden Ecken gehen. Mit jeder neuen
Ecke kommen so viele Verbindungen hinzu, wie an Ecken schon vorhan-
den sind. Insgesamt beträgt ihre Anzahl 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10 resp.
0 + 1 + 2 + ... + n − 1. Das Zählverfahren Reihe aufwärts ist gegenüber
dem Zählverfahren Reihe abwärts besser zu einer vollständigen Induktion
fortsetzbar. Als Nachteil bleibt im Grunde jedoch dasselbe arithmetische
Problem wie beim Zählverfahren Reihe abwärts bestehen.

4. Zählverfahren Multiplikation Zählverfahren
MultiplikationDefinitionsgemäß ist jede Ecke mit allen anderen Ecken außer mit sich

selbst verbunden. Da von jeder Ecke eines vollständigen Graphen mit 5
Ecken somit jeweils 4 = 5 − 1 Verbindungen zu allen jeweils anderen 4
Ecken ausgehen, gibt es insgesamt 5 · 4 von allen 5 Ecken ausgehende Ver-
bindungen. Zwei ausgehende Verbindungen verschmelzen jeweils zu einer
Verbindung zwischen zwei Ecken, so dass die Anzahl 5 · 4 zu 5 · 4/2 = 10
halbiert werden muss. Diese Überlegung erfolgt vordergründig am 5-Eck,
sie kann jedoch auch an einen beliebigen vollständigen Graphen mit n
Ecken geführt werden, so dass die Behauptung, ein vollständiger Graph
habe n · (n−1)/2 Verbindungen, beispielgebunden bewiesen werden kann.
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Das Zählverfahren Multiplikation lässt sich um so leichter einsehen, wenn dabei
Terme wie 5 · 4 und 5 · 4/2 nicht sofort ausgerechnet werden. Der entsprechende
Beweis kann als mehrgliedriges (beispielgebundenes) Argumentgefüge wie folgt
dargestellt werden (vgl. ↑ Abs. 1.5.1):

Ein voll-
ständiger
Graph habe
5 Ecken.

-

Definition
des voll-
ständigen
Graphen

Von jeder der
5 Ecken gehen
4 Verbindun-
gen aus.

-

Kardinalität eines
Mengenprodukts
von Ecken & Ver-
bindungsansätzen

Von allen 5
Ecken gehen
5 · 4 Verbin-
dungen aus.

-

Jede Verbin-
dung hat 2
Ecken als
Enden.

Zwischen allen
5 Ecken be-
stehen 5·4

2
Verbindungen.

In ↑ Abs. 1.5.2 wurden für die Aufgabenstellung am vollständigen Graphen fik-
tive Beispiele für die subjektive Realisierung und Manifestierung des Beweises
als Sinnstruktur gegeben. Dass Schüler nicht alle Teilargumente auf Anhieb sub-
jektiv realisieren dürften, hängt auch damit zusammen, dass das Zählverfahren
Multiplikation ein analytischer Weg zu einer mehr strukturellen Betrachtung des
vollständigen Graphen ist.

Dadurch, dass die Bindung beim Zählverfahren Multiplikation am geometrischen
Kontext erhalten bleibt, erschließt sich dem Schüler die Behauptung ohne addi-
tiven Umweg möglicherweise schneller. Gleichwohl ist sie kognitiv anspruchsvol-
ler, so dass der Lernende zunächst zu den beiden additiven Zählverfahren Reihe
aufwärts/abwärts greifen dürfte. Diese lassen sich als (de)konstruktive Wege in
einem schrittweisen Auf- oder Abbauen des Graphen verstehen. Um einer damit
verbundenen Tendenz zum induktiven Prüfen zu begegnen, kann der Lehrende
den Lernenden zum Auflegen und Wegnehmen eines Sterns anregen und diesen
damit wohlmöglich eher zum Zählverfahren Multiplikation veranlassen (↑ Abb.
3.21, 3.25).

Ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit können die Ecken des voll-didaktische Implikationen
ständigen Graphen zum Schülergespräch auf einer Kreislinie angeordnet werden.
Um Verwechslungen mit den Verbindungen des einbeschriebenen vollständigen
Graphen zu vermeiden, kann die Kreislinie dicker oder dünner aufgetragen wer-
den. Mit einem aufgelegten, schwach durchscheinenden Stern ist der Beweis
der Behauptung bei entsprechend farblicher Gestaltung auch als visual proof
darstellbar. Überdies kann dem Lernenden die Behauptung vorgegeben oder
ein beispielgebundener Beweis vorgelegt werden. In der nachfolgenden Untersu-
chung wurde das Vorgehen gewählt, die Schüler die Behauptung entdecken zu
lassen. Diese Vorentscheidung ist durch die Art der Forschungsfragen bedingt.



253 3.3.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen

3.3.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen

Thema dieser Analyse ist das Entdecken und das Prüfen einer Behauptung mit Forschungsperspektiven
dieser Einzelfallstudielatenter Beweisidee an konkreten und bedingt vorstellbaren Beispielen sowie

die Formalisierung beispielgebundenen Beweisens. Die Forschungsbereiche die-
ser Einzelfallstudie werden aus folgenden Perspektiven entwickelt (vgl. ↑ Kap.
2.1):

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz, subjektiver Realisierung
und Manifestierung des beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließlich von Zugängen zum
beispielgebundenen Beweisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des Allgemeingültigen am
Besonderen (unter besonderer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

Von dieser Schwerpunktsetzung ausgehend, lassen sich mit Blick auf die Auf- Forschungsbereiche
und Forschungsfragengabenstellungen nachstehende Fragen zu folgenden Forschungsbereichen stellen:

◦ Wandlung vom Entdecken und Prüfen zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
Wie verhält sich ein Schüler beim Entdecken und Prüfen von Behauptungen mit oder ohne
latente(r) Beweisidee an der Front seines Wissens? (Der Schüler kann die Verbindungen
in einem oder mehreren vollständigen Graphen auf verschiedene Art und Weise abzählen
und darüber zu Behauptungen gelangen, welche sich nicht unbedingt als richtig erweisen
müssen. Hat ein Schüler die Summendarstellung für die Anzahl der Verbindungen in einem
vollständigen Graphen entdeckt, stellt sich die Frage, wie er von dieser additiv formulier-
ten Behauptung zur multiplikativ formulierten Behauptung gelangt. Denn die zugrunde
liegende Beweisstruktur des Zählverfahrens Multiplikation stellt sich als relativ komplex
dar. Es ist somit von besonderem Interesse, ob und in welchem Umfang der Schüler den
Beweis der Behauptung am betrachteten vollständigen Graphen schon unwissentlich vor-
wegnimmt, ehe er die latente Beweisidee dann schließlich subjektiv realisiert.)

◦ Rolle konkreter und bedingt vorstellbarer Beispiele
Welche Rolle spielt das konkrete und das bedingt vorstellbare Beispiel (eines vollständigen
Graphen) bei der subjektiven Realisierung der latenten Beweisidee? Dient es als bloßes
Darstellungsmittel, als vorübergehende gedankliche Stütze oder als Projektionsfläche zur
Entwicklung des Beweises? Es ist untersuchenswert, welche Instanzen (des vollständigen
Graphen) ein Schüler als Beispiele heranzieht, um zur allgemeinen Behauptung und deren
Beweis vorzudringen. Reichen hierbei allein konkret fassbare oder zudem bedingt vorstell-
bare Beispiele aus, um Teilargumente des Beweises subjektiv zu realisieren?

◦ Formalisierung von Behauptung und Beweis
Wie leicht fällt es Schülern einer 7. Klasse, eine Behauptung in eine formelle Darstellung
zu bringen, d.h. zu formalisieren? Die betrachtete Behauptung kann mittels des Varia-
blenzeichens n für die Anzahl der Ecken eines vollständigen Graphen formalisiert werden.
Welche Wege beschreiten die Schüler, um vom beispielgebundenen oder formalen Beweisen
zum formellen Beweisen zu gelangen? Wie schätzen sie ihr formelles Beweisen gegenüber
dem beispielgebundenen oder formalen Beweisen rückblickend ein?
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3.3.3 Kontext
Die Schüler Moritz (Mo), Sören (Sö) und Ali (Al) gehen jeweils in die 7. KlasseAusgangslage
eines Gymnasiums. In einzelnen Gesprächen stellt der Interviewer den Schülern
die Aufgabe, die Anzahl der Verbindungen zwischen markierten Ecken auf ei-
ner Kreislinie zu bestimmen, die alle jeweils miteinander genau einmal, aber
nicht mit sich selbst verbunden sind. Die Schüler suchen nach einem passendenVorgehen

im Interview Zählverfahren, durch das sie die Anzahl der Verbindungen in einem von ihnen
aufgezeichneten vollständigen Graphen bestimmen können. Wie in ↑ Abs. 3.3.1
geschildert, kommen dafür mehrere Zählverfahren (per Hand, Reihe abwärts,
Reihe aufwärts, Multiplikation) in Betracht. Der Interviewer vermeidet es, die
Behauptung |K(Vn)| = n · (n − 1)/2 allzu früh ins Spiel zu bringen, um die
Schüler an der Front ihres Wissens zu beobachten. Da sich die beiden Reihen-
verfahren in Voruntersuchungen mit anderen Schülern der 7. Klasse jedoch als
naheliegender herausgestellt haben, greift der Interviewer ein, sobald sich die
Schüler zu sehr darin verlieren.
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3.3.4 Hauptanalyse (Moritz):
Zählverfahren Reihe aufwärts

3.3.4 Hauptanalyse (Moritz):
Zählverfahren Reihe aufwärts

Zu Beginn des Gesprächs zeichnet der Schüler Moritz 5 Ecken auf die Kreislinie
des ersten Arbeitsblatts (↑ Abb. 3.22, s.u.). Mit dem bereitgestellten Geodreieck
zieht er zunächst nur einige Verbindungen zwischen den Ecken. Während dessen
behauptet er, dass der entstandene vollständige Graph insgesamt 20 Verbindun- Schüler Moritz behauptet:

|K(Vn)| = n · (n− 1)
für n = 5

gen habe, weil jeder der 5 Ecken 4 Verbindungen aufweise. Dabei spricht der
Schüler die Übereinkunft, dass jede Ecke zwar mit allen anderen Ecken, aber
nicht mit sich selbst verbunden ist, nicht aus. Er bemerkt jedoch schnell, dass
seine Behauptung nicht richtig ist, zumal er nach dem Zeichnen insgesamt bloß
10 statt 20 Verbindungen zählt.

Im Weiteren vermutet der Schüler Moritz, dass ein vollständiger Graph mit Schüler Moritz ver-
mutet: |K(Vn)| = 2n
für n = 4

4 Ecken 8 Verbindungen hätte. Rechtfertigen kann er seine Vermutung nicht, so
dass man ihm ein Raten unterstellen kann. Er sieht jedoch einen Begründungs-
bedarf, so dass er auf der Kreislinie eines zweiten Arbeitsblatts (↑ Abb. 3.23,
s.u.) zunächst 4 Ecken einzeichnet und miteinander verbindet. Ihn überrascht,
dass jedoch nur 6 statt der vermuteten 8 Verbindungen zu zählen sind.

In diesem frühen Stadium führt der Schüler Moritz jeweils eine Abduktion zur
Vorhersage eines Gesetzes:

(Falsche)
Behauptung

Wenn ein vollständiger Graph n Ecken hat, dann
besitzt dieser n · (n− 1) resp. 2n Verbindungen.

Der Schüler Moritz möchte die im Beispiel n = 5 (↑ Abb. 3.22) resp. n = 4
(↑ Abb. 3.23) getroffene Vorhersage des Gesetzes jeweils induktiv bestätigen.
Er widerlegt jedoch sein jeweils vorhergesagtes Gesetz durch Zeichnen und Ab-
zählen der Verbindungen auf beiden Arbeitsblättern. Eine Abfolge von Abduk-
tionen, Induktionen und Deduktionen, die die logischen Schlüsse des Schülers
Moritz kennzeichnen, ließe sich mit den Schemata nach Peirce darstellen (↑
Kap. 1.3).

Auf eine Nachfrage des Interviewers hin erscheint dem Schüler Moritz das zeich-
nerische Prüfen der jeweiligen Behauptung für weitere Vielecke nicht praktikabel
zu sein. Statt dessen betrachtet er den vollständigen Graphen mit 4 Ecken auf
dem zweiten Arbeitsblatt (↑ Abb. 3.23) und formuliert folgendes Aufbauprinzip
zum Viereck, Fünfeck und Sechseck:
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07:22 Mo 36 das (7 sec) also 3 Punkte haben erst einmal 3 Strecken
.. und, sobald ein vierter dazu kommt, kommen, müssen
3 Strecken immer dazu kommen, dass heißt 3, 4 (deutet
auf Ecken der Kreislinie) wenn’s e’n fünfter dazukommt,
müssten noch ’mal 3 Strecken dazu kommen ... wenn ich
jetzt hier einen fünften hinzeichnen würde .. eins .. nee,
würden ja mehr hinzukommen .. eine Strecke 2 Strecken,
3 Strecken, 4 Strecken .. es kommt immer die Anzahl
zu, die .. an Punkten schon da ist .. wenn ich einen
sechsten dazu mache dann müssten noch ’mal 5 Strecken
dazukommen (8 sec) also bei 3 Punkten 3 Strecken, bei
4 6, bei 5 Punkten dann 6 + 4 sind 10, bei 6 müssten
das dann (5 sec) müssten das dann 20 sein ... bei 7, äh
40

08:43 I 37 mm-mmh
08:45 Mo 38 also immer verdoppeln, sobald ein Punkt noch dazu-

kommt

Der Schüler Moritz formuliert in diesen beiden Äußerungen ein gemischtes Auf-
bauprinzip an dem sichtbaren Viereck des zweiten Arbeitsblatts (↑ Abb. 3.23).
Dabei hat er die fünfte und sechste Ecke zu diesem Zeitpunkt noch nicht durchSchüler Moritz behauptet

für n = 3, 4, 5 zugleich
|K(Vn)| = 3 · (n− 2),
|K(Vn)| = 1 + 2 +3 + 4+
...+ (n− 1) und
|K(Vn)| = 2 · |K(Vn−1)|

eine Zeichnung, sondern nur in Gedanken ergänzt. Nach Statuierung der falschen
Behauptung |K(Vn)| = 3 · (n− 2) trifft der Schüler Moritz das richtige Aufbau-
prinzip in seiner allgemeinen Form zunächst im mittleren Teil der Äußerung Mo
36: es kommt immer die Anzahl [sc. an Verbindungen hin]zu, die .. an Punkten
schon da ist. Daraus wird schließlich in Äußerung Mo 38 ein Verdopplungsprin-
zip: also immer verdoppeln, sobald ein Punkt noch dazukommt. Dass der Schüler
zum Ende seiner Äußerung Mo 36 von einem zum anderen Aufbauprinzip über-
geht, kann daran liegen, dass er zwischen Ecken und Verbindungen noch nicht
hinreichend differenziert hat. Jedoch ist dies vielleicht auch dem Zufall geschul-
det, dass sich die Anzahl an Verbindungen von einem Dreieck zu einem Viereck
von 3 auf 6 Verbindungen verdoppelt bzw. um 3 erhöht.

Zum induktiven Prüfen seiner Vorhersagen ergänzt der Schüler Moritz das Vier-Schüler Moritz prüft
induktiv und widerlegt
seine Vorhersagen

eck auf dem zweiten Arbeitsblatt (↑ Abb. 3.23) zunächst zu einem Fünfeck. Dies
verhilft ihm dazu, die Rolle von Ecken und Verbindungen genauer zu untersu-
chen. Der Schüler Moritz nimmt dann von seinem Zählverfahren der sukzessiven
Erhöhung um 3 und seinem Zählverfahren der Verdopplung Abstand und favori-
siert das Zählverfahren Reihe aufwärts. Er trifft im Gegensatz zur Äußerung Mo
36 nunmehr die Vorhersage, dass ein vollständiger Graph mit 6 Ecken bloß 15
statt 20 Verbindungen habe. Diese Behauptung beginnt er zu prüfen, indem er
auf dem zweiten Arbeitsblatt (↑ Abb. 3.23) eine sechste Ecke auf die Kreislinie
zeichnet. Er verifiziert seine neue Vorhersage bei diesem zweiten Zählen, dem
Zählverfahren von Hand, indem er bereits gezählte Verbindungen nummeriert.

Der Interviewer gibt nun vor, ein Mitschüler wolle wissen, wie viele Verbindun-Konsolidierung
des Zählverfahrens
Reihe aufwärts

gen man bei dem vollständigen Graphen eines Siebenecks zähle. Der Schüler
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3.3.4 Hauptanalyse (Moritz):
Zählverfahren Reihe aufwärts

Moritz antwortet, dass es dann 21 Verbindungen gäbe. Er scheint von seiner
Theorie, wie er in Äußerung Mo 70 kundtut, überzeugt zu sein:

14:12 Mo 72 ja, das ist jetzt noch, also .. man ... angenommen,
man hat ein Dreieck als Grundform .. dann jeder weite-
re Punkt, bringt halt immer die Anzahl der vorherigen
Punkte dazu, die Anzahl der Punkte als Strecken hinzu,
also wenn ich jetzt den vierten Punkt hier mach dann
bringt das 3 Strecken hinzu, weil 3 Punkte schon da,
beim fünften bringt es 4 Strecken, dazu, weil 4 Punkte
schon vorher da waren, beim sechsten bringt es 5 Stre-
cken dazu, weil es 5 Punkte schon vorher da waren, beim
siebten müssten es dann 6 Strecken vorher da hinzufü-
gen, weil es ja schon, 6 Punkte vorher da waren

Der Schüler Moritz lässt durch das in der Äußerung Mo 72 selbst formulierte
Zählverfahren Reihe aufwärts erkennen, wie er die Anzahl der Verbindungsstrek-
ken in einem vollständigen Graphen mit n Ecken bestimmen kann: Ausgehend
von einem Dreieck als Grundform, ergibt sich die Anzahl der Verbindungen in
einem vollständigen Graphen mit n Ecken als Summe der Zahl 3 und aller ihrer
Nachfolger bis zur Zahl n−1. Dieses Aufbauprinzip präzisiert er an dieser Stelle
nun so: dann jeder weitere Punkt, bringt halt immer die Anzahl der vorherigen
Punkte dazu, die Anzahl der Punkte als Strecken hinzu. Logisch gesehen formu-
liert der Schüler Moritz in Äußerung Mo 72 also den Induktionsschritt, ohne
den (ihm vielleicht banal erscheinenden) Induktionsanfang von dem Dreieck als
Grundform noch einmal wie zu Beginn der Äußerung Mo 36 erneut anzuführen.

Auf die Nachfrage des Interviewers, wie viele Verbindungen denn ein Zehn- Unterscheidung zwischen
empirischer und
theoretischer Erkenntnis

eck habe, kommt der Schüler Moritz nach einem vorübergehenden Rechenfehler
auf das richtige Ergebnis von 45 Verbindungen. Für ein Hunderteck gibt es
seiner Vermutung nach eine Formel. Der Schüler Moritz zeigt sich von seinem
Aufbauprinzip auch deshalb überzeugt, da er dieses schon an mehreren Beispie-
len bestätigt gesehen hat, so dass er eine Veränderung nicht erwartet. Dennoch
sieht er das induktive Prüfen prinzipiell nicht als mathematisches Begründen an.

Der Schüler Moritz hat bis jetzt allgemeine Vorhersagen über die tatsächliche additive Formulierung
der BehauptungAnzahl an Verbindungen in vollständigen Graphen mit n Ecken getroffen und an

gegebenen oder vorgestellten Beispielen bestätigt oder widerlegt. Er favorisiert
nunmehr das Zählverfahren Reihe aufwärts und formuliert das vermutete Gesetz
|K(Vn)| = 1 + 2 + 3 + ...+ (n− 1) mit Beispielzahlen wie n = 4, 5, 10. Mit Hilfe
des Interviewers notiert er etwa die Anzahl an Verbindungen in einem Zehneck
zu 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45 auf dem zweiten Arbeitsblatt
(↑ Abb. 3.23). Für ein Hunderteck würde er das Zählverfahren aus praktischen
Erwägungen heraus nicht wählen. Da es dem Schüler Moritz nicht leicht fällt,
die arithmetische Formel auf den geometrischen Kontext zu beziehen, und er
überdies nach einer kürzeren Formel sucht, regt der Interviewer ihn deshalb zu
einer anderen Betrachtungsweise des vollständigen Graphen an.
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3.3.5 Hauptanalyse (Moritz):
Zählverfahren Multiplikation

Der Schüler Moritz hat nun beide Arbeitsblätter vor sich liegen. Auf dem zwei-Schüler Moritz wechselt
die Perspektive vom
additiven zum multi-
plikativen Zählverfahren

ten Arbeitsblatt (↑ Abb. 3.23) ist nunmehr ein Sechseck zu sehen. Zunächst
betrachtet der Schüler Moritz jedoch das Fünfeck auf dem ersten Arbeitsblatt
(↑ Abb. 3.22). Der Interviewer nimmt einen Rollenwechsel vor und verweist
nachfolgend jeweils auf das Vorgehen eines fiktiven Mitschülers:

24:58 I 137 ja, also, mmh, beim Fünfeck .. da hat er jetzt noch biss-
chen anders gezählt .. mmh ... äh, äh, er wusste jetzt
nicht genau, wie viel Strecken gehen jetzt von jedem
Punkt aus’ ... (deutet auf eine Ecke des ersten Arbeits-
blatts, ↑ Abb. 3.22)

25:18 Mo 138 also von jedem Punkt gehen, eigentlich 4 Strecken aus,
also die sind dann natürlich auch doppelt weil, die
Strecke geht von dem Punkt aus (deutet auf eine Ecke
des ersten Arbeitsblatts, ↑ Abb. 3.22) und von dem
Punkt aus (deutet auf eine benachbarte Ecke)

25:30 I 139 aah, warum sind die denn doppelt’ ..

Der Schüler Moritz erkennt in Äußerung Mo 138, dass die einer Ecke jeweils
zugeordneten vier Verbindungen doppelt in dem Sinne sind, dass eine gewählte
Verbindung von je zwei Ecken ausgeht. Die eigene Verwendung der Bezeichnung
doppelt erleichtert es dem Schüler Moritz offenbar, am betrachteten Beispiel des
Fünfecks und am vorgestellten Beispiel des Zehnecks zu einer Behauptung zu
gelangen:

25:35 Mo 140 ja weil es bei den Punkten die sich (12 sec, schaut wäh-
rend dessen konzentriert auf das zweite Arbeitsblatt, ↑
Abb. 3.23), ah, man kann das glaub ich so ausrechnen,
wenn man, die Punkte, · 4, also jetzt x gleich Anzahl
der Punkte, · 4, geteilt durch 2 (schreibt x · 4 : 2 auf das
zweite Arbeitsblatt, ↑ Abb. 3.23) also, beim Zehneck,
10 · 4 geteilt durch 2 (schreibt 10 · 4 : 2 darunter) äh
das sind, ach, 20 .. ja das stimmt ja nicht

Der Schüler Moritz geht nicht mehr auf die in Äußerung I 139 gestellte Nachfra-Akt der Entdeckung
ge warum sind die denn doppelt’ des Interviewers ein. Nach der längeren Pause
in Äußerung Mo 140 manifestiert sich im Ausruf ah hingegen der Akt einer
Entdeckung: Der Schüler Moritz trifft am vorliegenden Fünfeck die beispielge-
bunden (aber zugleich fehlerhaft) gehaltene Voraussage, der vollständige GraphSchüler Moritz verallge-

meinert die Behauptung,
geht dabei aber nicht
weit genug

des vorgestellten Zehnecks habe 10 · 4 : 2 Verbindungen. Damit führt der Schü-
ler Moritz eine Entdeckung mit latenter Beweisidee, wie er sie in Äußerung Mo
138 am Fünfeck formuliert hatte. Bemerkenswert ist hierbei die Einführung der
Variablen x zu seiner versuchten formellen Darstellung |K(Vx)| = x · 4/2 der
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allgemeingültigen Behauptung |K(Vx)| = x · (x − 1)/2. Der Schüler Moritz be-
trachtet den zweiten Faktor noch nicht allgemein unabhängig, sondern bezieht
ihn auf das vorliegende Fünfeck. Dem Schüler dürfte der früher in Äußerung Mo
36 bei der Genese des Zählverfahrens Reihe aufwärts genannte Zusammenhang
es kommt immer die Anzahl zu, die .. an Punkten schon da ist zwischen der
Anzahl an Ecken und der von ihnen jeweils ausgehenden Verbindungen verloren
gegangen sein. Und so spezifiziert er in Äußerung Mo 140 seine nicht allge- Schüler Moritz

spezifiziert seine
Behauptung am bedingt
vorstellbaren Zehneck

meingültige Formel an der bloß vorgestellten Instanz eines Zehnecks zu 10 ·
4 : 2 und widerlegt sie in Anbetracht des Ergebnisses 20 – möglicherweise, weil
er abschätzen kann, dass 20 Verbindungen für ein Zehneck zu wenig sind, oder
weil er am Ende der Äußerung Mo 36 für ein Sechseck 20 Verbindungen ansetzte.

Die allgemeingültige Behauptung lautet nach ↑ Abs. 3.3.1 wie folgt:

Behauptung Wenn ein vollständiger Graph n Ecken hat, dann be-
stehen n·(n−1)

2 Verbindungen zwischen diesen Ecken.

Der zugehörige Beweis der Behauptung lässt sich als Sinnstruktur nach ↑ Abs. latente Sinnstruktur
des Beweises1.5.1 in einem mehrgliedrigen Argumentgefüge so darstellen:

Ein voll-
ständiger
Graph habe
n Ecken.

-

Definition
des voll-
ständigen
Graphen

Von jeder der
n Ecken gehen
n− 1 Verbin-
dungen aus.

-

Kardinalität eines
Mengenprodukts
von Ecken & Ver-
bindungsansätzen

Von allen n
Ecken gehen
n · (n− 1) Ver-
bindungen aus.

-

Jede Verbin-
dung hat 2
Ecken als
Enden.

Zwischen allen
n Ecken be-
stehen n·(n−1)

2
Verbindungen.

Die relativ früh manifestierte, allgemein gehaltene Regel es kommt immer die
Anzahl zu, die .. an Punkten schon da ist aus Äußerung Mo 36 ist vom Schüler
Moritz derzeit noch nicht in Deckung zu bringen mit der Aussage von jeder der
n Ecken gehen n−1 Verbindungen aus des obigen Argumentgefüges. Ein Grund
dafür liegt möglicherweise darin, dass der Schüler Moritz das multiplikative an-
stelle eines additiven Zählverfahren verfolgt. In den Äußerungen Mo 138 und Mo
140 hat der Schüler jedoch nunmehr die mittlere und die rechte Regel des mehr-
gliedrigen Argumentgefüges benannt und damit seine Konklusionen begründet.

Den Übergang von der Betrachtung einer als doppelt zu zählenden Verbindung Schüler Moritz vollzieht
den Übergang vom
Besonderen zum
Allgemeinen plötzlich

in Äußerung Mo 138 hin zu einer allgemein versuchten Darstellung der Behaup-
tung in Äußerung Mo 140 vollzieht der Schüler Moritz an dem betrachteten
und vorgestellten Beispiel also recht plötzlich. Ihm misslingt zwar seine nicht
hinreichend weitgehende Verallgemeinerung zu x · 4 : 2 resp. 10 · 4 : 2 Verbin-
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dungen, sie birgt aber auch das Potential, auch noch einmal auf die Definition
des vollständigen Graphen als Regel des ersten Teilarguments zurückzukommen
(↑ Abb. 3.22). Diese Regel scheint dem Schüler Moritz nämlich nur kurzzeitig
latent geworden zu sein:

26:16 I 141 äh, warum nimmst du denn · 4’
26:18 Mo 142 jeder Punkt (greift sich an den Kopf) ach das das geht

ja nur bei dem Fünfeck das ist ja Quatsch .. das wär ja
nur für ein Fünfeck (4 sec) also wenn man, man müsste
von jedem an 9 machen, immer .. ein Punkt, also eine
Zahl weniger als man Punkte angeben will, also müsste
man bei 100, 100 · 99 geteilt durch 2 rechnen (schreibt
100 · 99 : 2 auf das zweite Arbeitsblatt) .. emm, dann
käm man glaub ich auf die Anzahl der Strecken (8 sec,
schreibt 990 : 2 = 495 und unterstreicht die Zahl 495
doppelt) ja .. dann mein ich jetzt dass beim Hunderteck
495 Strecken gibt

Abb. 3.22: Erstes Arbeitsblatt des Schülers Moritz

Auf die Nachfrage des Interviewers in Äußerung Mo 141 hin erkennt also der
Schüler Moritz, dass sich der Faktor 4 bloß auf die Anzahl der von jedem Punkt
ausgehenden Verbindungen in dem betrachteten Fünfeck bezieht. Die Folgeaus-
sage also wenn man, man müsste von jedem an 9 machen in Äußerung Mo 142
bezieht der Schüler Moritz dann schon auf das vorgestellte Beispiel des Zehnecks.
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Seine anschließende Aussage immer .. ein Punkt, also eine Zahl weniger als man
Punkte angeben will ist nunmehr allgemein gehalten und lässt einen Schritt zur Schüler Moritz stellt

sich einen vollständigen
Graphen mit 100 Ecken
vor

Algebraisierung erkennen. Dieser Abstraktionsprozess erlaubt es dem Schüler
Moritz schließlich, in einem vollständigen Graphen mit 100 Ecken eine Anzahl
von 495 Verbindungen zu berechnen. Dies geschieht fälschlicherweise unter Weg-
lassen einer Null, was Interviewer und Schüler beide jedoch nicht bemerken.

Abb. 3.23: Zweites Arbeitsblatt des Schülers Moritz

Die Richtigkeit des Zählverfahrens Multiplikation bestätigt der Schüler Moritz Schüler Moritz bestätigt
die Behauptung an
weiteren Beispielen

nun an den vertrauten Beispielinstanzen n = 4, 5, 6 und formuliert daran an-
schließend die Behauptung wie folgt:

28:26 Mo 144 also meine ich schon wenn man das so ausrechnet, dass
man die Punkte −, also die Punkte · .. die Punkte −1,
geteilt durch 2

Mit der expliziten Formulierung der Behauptung stellt sich aber zudem die Schüler Moritz’ Beweis-
versuch an vollstän-
digen Graphen mit be-
liebiger Eckenanzahl

Frage nach ihrem Beweis im Sinne einer nicht nur empirischen, sondern auch
theoretischen Absicherung der Behauptung. Der Schüler Moritz soll deshalb sei-
nem fiktiven Mitschüler den Beweis an einem beliebigen Vieleck erklären:
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28:48 I 149 er wollte das jetzt noch ’mal erklärt haben
28:51 Mo 150 also jetzt so allgemein’
28:52 I 151 ja, also er möchte das jetzt noch ’mal wissen von dir
28:57 Mo 152 also er weiß die Anzahl der Punkte, die, wie viel, mit

wie viel Punkten das Vieleck haben soll’
29:02 I 153 mm-mmh
29:03 Mo 154 rechnet er diese Punkte, ·, die Punkte −1
29:07 I 155 warum, warum, das will er wissen, warum
29:11 Mo 156 weil jeder Punkt ja soviel an, weil, wenn man ein’n

Punkt nimmt dann hat der ja so viel Punkte, also jetzt
bei mir zum Beispiel beim Beispiel (deutet auf das das
erste Arbeitsblatt, ↑ Abb. 3.22) das sind ja 6 Punkte,
oder’ .. ach 5

29:20 I 157 ja’
29:21 Mo 158 dann müsste man ja 5 · 4 rechnen weil jeder Punkt ..

4 andere Punkte, ehm, also 4, andere Punkte hat wo,
die eine Strecke verbinden kann (deutet auf das erste
Arbeitsblatt, ↑ Abb. 3.22)

29:31 I 159 ja (nickt), mm-mmh
29:32 Mo 160 beim Sechseck wären das dann ja 5 Punkte weil .. der

hätte ja dann (deutet auf eine Ecke des zweiten Arbeits-
blatts, ↑ Abb. 3.23) die 1, 2, 3, 4, 5 Punkte (deutet auf
die übrigen Ecken des ersten Arbeitsblatts, ↑ Abb. 3.22)

29:38 I 161 mm-mmh
29:39 Mo 162 .. mit diesen 5 Punkten, kann er jeweils nur eine Strek-

ke, verbinden
29:43 I 163 mm-mmh, ja, okay (nickt)

Der Schüler Moritz hat hier an den Beispielen n = 5 und n = 6 begründet,Schüler Moritz beweist Teil-
behauptungen beispielgebun-
den: Kardinalität n · (n− 1)

warum das Produkt n · (n − 1) die Anzahl der von allen n Ecken ausgehenden
Verbindungen ist. Als erstes Argument führt er dabei anhand dieser Beispie-
le an, dass von einer betrachteten Ecke genau n − 1 Verbindungen zu allen
anderen Ecken ausgehen. Er betont in Äußerung Mo 158 wiederum beispielge-
bunden, dass dies für jede der n Ecken gilt. Dadurch bestimmt er die Kardinali-
tät n·(n−1) aller von allen Ecken ausgehenden Verbindungen beispielgebunden.

29:44 Mo 164 dadurch dass er dann bei jedem, dass die Punkte dann
immer doppelt sind .. äh die Str-, bei den Punkten die
Strecken, doppelt sind, bei den 4 (deutet auf eine Ecke
des erstens Arbeitsblatts ↑ Abb. 3.22), hat der ja auch 4
(deutet auf einen benachbarten Ecke), aber die Strecke
ist doppelt (deutet auf die Strecke zwischen den beiden
Punkten), also kann man die ja nicht doppelt zählen

Schließlich hat der Schüler Moritz die Halbierung des Terms n · (n − 1) amSchüler Moritz beweist
Teilbehauptungen bei-
spielgebunden: Term-
halbierung n · (n− 1)/2

Beispiel der Verbindungen im Fünfeck durch das Argument bewiesen, dass jede
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Strecke bei der vorausgehenden Multiplikation doppelt gezählt werde. Wie und
warum im Einzelnen doppelt gezählt wird, führt er (als Beispiel im Beispiel) an
einer konkreten Verbindung zweier benachbarter Ecken im betrachteten Fünfeck
aus. Er lässt erkennen, dass diese Begründung am Beispiel für jede Verbindung Beweis am Beispiel

im Beispielin dem betrachteten Fünfeck gilt. Optimistisch gedeutet, hat er subjektiv reali-
siert, dass dies unabhängig von der Anzahl der Ecken eines vollständigen Gra-
phen gilt, d.h. für jede Verbindung in jedem beliebigen vollständigen Graphen:

29:57 Mo 166 deshalb muss man die (deutet auf das erste Arbeits-
blatt, ↑ Abb. 3.22) noch ’mal geteilt durch 2, rechnen
und dann hat jeder Punkt nur 2 Strecken, der (deutet
auf eine Ecke des ersten Arbeitsblatts, ↑ Abb. 3.22) hat
meinetwegen, diese beiden hier (zeigt auf zwei Verbin-
dungen des vollständigen Graphen auf dem ersten Ar-
beitsblatt, ↑ Abb. 3.22, und streicht diese und weitere
mit einem Querstrich ab) .. der hat meinetwegen, diese
beiden .. der hat meinetwegen diese beiden .. der hat
meinetwegen, hier die .. der hat die und die, und, der
hat .. die

Insgesamt hat der Schüler Moritz fast alle Regeln des mehrgliedrigen (beispiel- Schüler Moritz mani-
festiert die latente
Sinnstruktur

gebundenen) Argumentgefüges genannt und damit die Struktur des Beweises
manifestiert. Dass im vollständigen Graphen jede Ecke mit jeder anderen außer
mit sich selbst verbunden ist, wurde bei den Vorübungen als selbstverständliche
Voraussetzung angenommen.

Dem Schüler Moritz ist es nach mehreren induktiven Prüfungen gelungen, die Schüler Moritz sichert
sich durch induktive
Prüfungen ab

Behauptung allgemein zu formulieren und beispielgebunden zu beweisen. Nach
der jeweiligen Phase beispielgebundenen Beweisens mit der Angabe der zugrun-
de liegenden Regeln versichert sich der Schüler Moritz seiner Behauptungen
noch durch induktives Prüfen. Möglicherweise sucht er jeweils nach einer noch
kompakteren Formel. Obwohl er jeweils zu keinen neuen Erkenntnissen gelangt,
scheinen seine induktiven Bestätigungen sein Gefühl des Überzeugtseins zu stär-
ken im Sinne eines need for further checks (↑ Abs. 1.1.2). Dabei lösen sich seine
Ausführungen wieder vom geometrischen Kontext. In der arithmetischen Be-
trachtung (etwa von Zahlenreihen wie 1 + 2 + 3 + 4 beim Fünfeck oder von
Durchschnittswerten wie 49, 5 Verbindungen pro Ecke beim Hunderteck) steht
der Schüler Moritz in Gefahr, die Geometrie des vollständigen Graphen aus den
Augen zu verlieren. Hier schreitet der Interviewer jeweils ein, um einen Rück-
bezug auf den ursprünglich geometrischen Kontext zu gewährleisten.
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3.3.6 Kontrastanalyse (Sören, Ali): Latente
Beweisideen an bedingt vorstellbaren Beispielen

In den Einzelgesprächen mit den Siebtklässlern Sören und Ali verfolgt der In-
terviewer die Intention, die Schüler von den Zählverfahren Reihe abwärts / auf-
wärts beschleunigt zum Zählverfahren Multiplikation zu bringen. Deshalb regt
der Interviewer die Schüler jeweils dazu an, die Mitte des vollständigen Graphender Interviewer lässt die

Schüler Sören und Ali
den vollständigen
Graphen teilweise abdecken

mittels Papierschnitzel oder durch einen aufliegenden Stern abzudecken, so dass
nur noch die Ansätze der Verbindungen des vollständigen Graphen sichtbar
bleiben (↑ Abb. 3.21, 3.25). Das enaktive Moment, den Stern aufzulegen oder
wegzunehmen, mag somit zu einer sprachlichen Differenzierung zwischen den
Verbindungen und deren an den Ecken liegenden Ansätzen verhelfen. Besitzt der
Stern auf dem konkret vorliegenden Fünf- oder Siebeneck noch die Funktion, die
Aufmerksamkeit auf die Verbindungsansätze zu richten, können die Schüler ver-
möge dieser Idee des Auflegens und des Wegnehmens des Sterns möglicherweise
rascher abstrahieren und zu einem Beweis der Kurzformel |K(Vn)| = n·(n−1)/2
vordringen.

Obwohl der Schüler Sören zu Beginn des Gesprächs die Papierschnitzel in die
Mitte des vollständigen Graphen mit 5 Ecken gelegt hat, formuliert er zunächstSchüler Sörens Zählver-

fahren Reihe abwärts dennoch das Zählverfahren Reihe abwärts, indem er reihum auf die entsprechen-
den Ecken deutet:

04:15 Sö 16 ja, erst ’mal hab ich, hier sind ja 4 Verbindungsstrecken,
gehen von dem Punkt aus, emm, dann, bei dem sind nur
noch 3, weil, eine Verbindungsstrecke ich schon hier mit-
gezählt hab, an dem Punkt sind dann nur noch 2, weil
ich von da und da schon zwei Verbindungsstrecken mit-
gezählt hab, hier dann nur noch eine, und da dann gar
keine mehr (deutet dabei reihum auf die Eckpunkte)

Ein anderes Zählverfahren kommt dem Schüler Sören nach längerer Überle-der Interviewer regt zur
Differenzierung zwischen
Verbindungen und
Verbindungsansätzen an

gung nicht in den Sinn. Daher suggeriert der Interviewer dem Schüler nun eine
Alternative: Zunächst spricht der Interviewer den Schüler Sören auf die Striche
als Ansätze der verdeckten Verbindungen an. Am betrachteten Fünfeck hat der
Schüler Sören wenig später 20 Striche ermittelt.

09:40 I 39 äh, und wie bist du auf 20 jetzt gekommen’
09:42 Sö 40 weil von jedem, weil (räuspert sich) .. weil man bei jedem

Punkt 4 Striche sieht
09:48 I 41 aha, okay, und warum sind es 4 bei jedem Punkt’ (15 sec)

hast du glaub ich schon gesagt, oder’
10:11 Sö 42 20 Striche, mit jedem anderen Punkt halt verbunden
10:20 I 43 also jetzt siehst du, 20
10:21 Sö 44 ja
10:21 I 45 Striche
10:22 Sö 46 warum’, ach so, 10, weil einige Striche ja einer sind
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Beweisideen an bedingt vorstellbaren Beispielen

Hier zeigt sich, dass der Schüler Sören dem Beispiel des Fünfecks noch verhaftet
ist. Es mag sich in den vorstehenden Äußerungen am konkreten Beispiel schon
eine Beweisidee der noch nicht ausgesprochenen allgemeinen Behauptung an-
deuten, dass ein vollständiger Graph mit n Ecken n · (n − 1)/2 Verbindungen
hat. Zunächst hakt der Interviewer wegen der paradoxen Aussage weil einige
Striche ja einer sind in Äußerung Sö 46 nach:

10:26 I 47 äh wie’
10:28 Sö 48 weil, zum Beispiel diese 2 Strich, Striche (deutet auf 2

aufeinander zulaufende Striche an 2 Eckpunkten) sind ja
ein, einzig

10:34 I 49 ach so, aha, und was ist mit den anderen’
10:37 Sö 50 äh, ’s, bei den beiden hier (deutet erneut auf je 2 Eck-

punkte), bei den
10:45 I 51 ist es bei einigen so’
10:48 Sö 52 nein, bei .. allen, glaub ich
10:49 I 53 bei allen .. aha (10 sec)
11:03 Sö 54 also müsst das vielleicht gehen, wenn man bei, von ..

allen Punkten die Striche, die da sind, zählt, und das
dann, geteilt durch 2 rechnet

Man kann die vorstehenden Äußerungen des Schülers Sören so deuten, dass Schüler Sören formuliert
Argumente bei der Suche
nach der Behauptung

er bereits Argumente formuliert, während er noch nach der passenden Behaup-
tung sucht. Ihm scheint es darum zu gehen, wie er von der Anzahl an Ecken des
betrachteten vollständigen Graphen zu dessen Anzahl an Verbindungen gelangt.
Das dabei gewonnene Halbierungsargument verwendet er nun zur Bestätigung
seines Zählverfahrens Multiplikation am bedingt vorstellbaren Zehneck:

11:20 I 55 kannst mir das noch ’mal sagen vielleicht an einem Bei-
spiel .. 10 Punkten oder 100 Punkten’

11:24 Sö 56 mit 10 würden’s dann, an jeden 9, 9, 18, 9 · 5, sind 45 ..
und, nee, Quatsch, nicht 9 · 5 (4 sec) 9 · ... 10, das wären
90

11:50 I 57 warum hast du das jetzt, 90’, warum’
11:53 Sö 58 weil es dann, 10 Punkte sind
11:55 I 59 ach so, mm-mmh, ja, also was ist jetzt, äh, 90, was

meinst, was ist jetzt 90’
12:02 Sö 60 90 emm, Striche sieht man, aber 2, davon sind ja immer

verbunden, also müssten das insgesamt 45 Striche sein
12:10 I 61 äh, wie bist du jetzt auf 45 gekommen’
12:13 Sö 62 ja weil ich das dann noch geteilt durch 2 gerechnet hab
12:14 I 63 ach so, und warum hast du das durch 2 geteilt’
12:18 Sö 64 weil .. 2 Striche, immer einer sind
12:22 I 65 ach so, 2 Striche sind immer
12:24 Sö 66 ja
12:25 I 67 eins
12:26 Sö 68 man sieht zwar 2, aber, die sind ja verb-, einer
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Der Schüler Sören hat bisher die Behauptung in ihrer Allgemeinheit noch nichtSchüler Sören hat nicht
die Behauptung, aber deren
Beweis an Beispielen
entäußert

formuliert. Er begründet jedoch am konkreten Beispiel des Fünfecks und am
bedingt vorstellbaren Beispiel des Zehnecks, wie er auf die Anzahl an Verbin-
dungen eines vollständigen Graphen (und damit zur Behauptung) gelangt. Die
dabei angeführten Regeln sind nicht immer nur am Beispiel gebunden, sondern
teilweise auch allgemein gehalten.

Im Vergleich dazu betrachtet ein anderer Schüler, Ali, sowohl ein Fünf- alsSchüler Alis Entdeckung
der Behauptung an auf-
gelegten Papiersternen

auch ein Siebeneck, an der er die Behauptung entdeckt und induktiv prüft: Er
verwendet hierzu Papiersterne, die er auf die beiden vollständigen Graphen legt
(↑ Abb. 3.21, 3.25). Wie der Schüler Sören entwickelt auch der Schüler Ali das
Zählverfahren Multiplikation für das bloß vorgestellte Zehneck:

14:02 Al 78 ja ich überleg gerade, bei den 10 Punkten, da gehen ja
immer, will man von den, sozusagen, zehnten Punkt’, an
allen anderen, an den 9, an den anderen 9 Punkten Stri-
che verteilen, sind es ja immer 9, dann, würde man es für
jeden Punkt, also allen 10 Punkten machen, wären das
ja 90, Striche .. und, emm .. also 90 sozusagen Anfän-
ge, und würde man den Stern dann wegnehmen, wären’s
dann, emm (5 sec) wären’s ja nicht mehr so, An-, also
nicht mehr halbe Striche .. sondern ganze, die muss man
dann durch 2 teilen, und das bei, allen ander’n so, bei
dem hier (schaut auf das Siebeneck) glaub ich auch

14:54 I 79 äh, und, wie war jetzt bei 10 Punkten, was, wie viel Li-
nien, durchgezogene Linien hab ich dann’

15:00 Al 80 45
15:00 I 81 und wie bist du jetzt, darauf gekommen’
15:05 Al 82 weil ich, ehm, wenn man Stern, wenn man den Stern

immer drauftut, muss man ja mal-, emm, die, äh, die
Summe, der Striche malnehmen, weil ja das ja doppelt
viele werden, weil die ja immer anfangen und, äh, den
Stern .. wegnehmen muss man, geteilt äh, also die Summe
geteilt durch, äh durch 2 teilen, weil das ja, ehm .. weil
das ja, ganze Striche sind, nicht mehr so, abgebrochen,
ne’

Beim Schüler Ali sticht vor allem das enaktive Moment vom Auflegen undSchüler Alis beispielgebun-
denes Beweisen am bedingt
vorstellbaren Zehneck

Wegnehmen des Sterns hervor. Er scheint etwas Allgemeingültiges am nicht
sichtbaren Beispiel des Zehnecks herausgearbeitet zu haben. Zu Beginn seiner
Äußerung Al 78 spricht er die Kardinalität n · (n − 1) aller von allen Ecken
ausgehenden Verbindungsansätze an. Im weiteren Verlauf schildert der Schüler
Ali, wie die Anzahl der bereits gezählten Verbindungsansätze, welche er Anfän-
ge oder abgebrochene Striche nennt, zur gesuchten Anzahl an Strichen halbiert
wird. Man kann dem Schüler Ali unterstellen, dass er das Halbierungsargument
subjektiv realisiert hat: Denn er hat die Wirkung vom Drauftun undWegnehmen
des Sterns nicht nur am vorgestellten Zehneck erläutert, sondern auch an sich
thematisiert. Mit dem Auflegen und dem Wegnehmen eines konkreten Sterns
greift er zu einem enaktiven Mittel, um das Halbieren der Anzahl sichtbarer
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Streckenansätze als Umkehrung des Verdoppelns der Anzahl von Verbindungen
zu begreifen. In seiner Äußerung Al 82 schildert er dann, wie er einen gleich-
sam imaginierten Stern verwendet, um auf die Anzahl von 45 Verbindungen in
einem vollständigen Graphen mit 10 Ecken zu kommen. Der Stern ist zu einem
funktional beschriebenen und auf seine geometrische Bedeutung reduzierten, der
Konkretion enthobenen Hilfsmittel geworden.

Abb. 3.24: Sörens / Alis vollständiger
Graph mit 5 Ecken

Abb. 3.25: Sörens / Alis vollständiger Graph
mit 7 Ecken, aufgelegter Stern
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3.3.7 Vergleichsanalyse (Schüler Moritz, Sören, Ali):
Formalisierungen von Behauptung und Beweis

Bei den drei interviewten Schülern Moritz, Sören und Ali verläuft die Statu-unterschiedlicher Verlauf
und Ausprägung der
Formalisierung

ierung und die Formalisierung der Behauptung und deren Beweis jeweils un-
terschiedlich. Dass die allgemeine Behauptung in allen drei Fällen recht spät
explizit gemacht wird, ist der Anlage dieser drei Interviews geschuldet: Einer-
seits sollte untersucht werden, in wie weit die Schüler an konkreten und bedingt
vorstellbaren Beispielen das (a priori noch nicht feststellbare) Allgemeine und
Allgemeingültige erkennen können, damit der Forscher auf Phänomene von nicht
hinreichend weitgehenden Verallgemeinerungen stoßen kann. Andererseits sollte
geklärt werden, wie sich induktives Prüfen mit latenter Beweisidee zum beispiel-
gebundenen Beweisen wandeln kann.

Bei dem Schüler Moritz deutet sich eine Algebraisierung schon während derSchüler Moritz
formalisiert unkompliziert Entdeckung der Behauptung in Äußerung Mo 140 an, als er die Variable x

einführt und seine noch nicht allgemeingültige Formel x · 4 : 2 auf das zweite
Arbeitsblatt schreibt (↑ Abb. 3.23). In allgemeiner Umgangssprache formuliert
der Schüler Moritz die Behauptung dann in seiner Äußerung Mo 144 so: also die
Punkte · .. die Punkte −1, geteilt durch 2. Allerdings verwendet der Schüler Mo-
ritz viel Zeit darauf, um nach der Statuierung der Behauptung diese an weiteren
Beispielen induktiv zu bestätigen und beispielgebunden zu beweisen. Schließlich
bildet der Schüler Moritz die Summenformel x · (x−1)/2 noch formell nach und
versucht diese weiter zu vereinfachen (↑ Abb. 3.23). Er hat bereits in seinen
vorangegangenen Äußerungen Mo 142, Mo 158 und Mo 160 den geometrischen
Bezug zwischen der Anzahl an Ecken als erstem Faktor x und der jeweiligen
Anzahl ausgehender Verbindungen als zweitem Faktor x − 1 hergestellt. Des-
halb fällt ihm die formelle Darstellung der Behauptung und der erneute, daran
orientierte Beweis der Behauptung nicht weiter schwer.

Bei dem Schüler Sören zeigt sich eher eine schematische Übertragung der ein-Schüler Sören formali-
siert schematisch-gelenkt zelnen Strukturelemente (Ecken bzw. Punkte und Verbindungen bzw. Striche

durch das Auflegen der Papierschnitzel) in die Formel |K(Vn)| = n·(n−1)/2. Da
der Interviewer in dieser Situation fragend-entwickelnd vorgeht, ist nicht sicher
festzustellen, ob der Schüler Sören während seiner Formalisierung die multipli-
kative Verknüpfung der Anzahl n an Ecken mit der Anzahl n − 1 der davon
jeweils ausgehenden Verbindungen wirklich anstrebt, zumal er in Äußerung Sö
90 zunächst mitteilt: nee ich wollt eigentlich plusrechnen, glaub ich. Ohne dass
es jedoch weiterer induktiver Prüfungen an neuen Beispielen bedarf, äußert sich
der Schüler Sören wenig später wie folgt:

17:36 Sö 102 emm, wenn man dann, n ·(n−1) ... dann hat man, emm,
wie viele Striche insgesamt von den Punkten abgehen

17:46 I 103 mm-mmh ..
17:50 Sö 104 dann muss man das, nur noch geteilt durch 2 rechnen,

weil, ich ja immer 2 Striche zu einem verbinde

Allerdings schreibt der Schüler Sören die Formel n · (n− 1)/2 nicht explizit auf.Schüler Sören scheint
formal zu beweisen
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3.3.7 Vergleichsanalyse (Schüler Moritz, Sören, Ali):

Formalisierungen von Behauptung und Beweis

Statt dessen überprüft er die Richtigkeit der Behauptung rechnerisch und zeich-
nerisch – beim Nachzählen folgt er seinem ursprünglichen Zählverfahren Reihe
abwärts. Dies zeigt, dass die theoretische Erkenntnissicherung durch beispielge-
bundene und formale Teilargumente dem Schüler Sören noch keine subjektive
Sicherheit hinsichtlich der Allgemeingültigkeit der Behauptung gibt. Es bedarf
zwischenzeitlich zusätzlicher induktiver Prüfungen, so dass man bei ihm von
einer induktiv durchbrochenen Kontinuität beispielgebundenen Beweisens spre-
chen kann. Die Sinnstruktur des Beweises wird erst in den Äußerungen Sö 102
und Sö 104 manifest und wenig später vollständig entäußert, als der Interviewer
den Schüler Sören bittet, den Beweis seinem scheinbar anwesenden Lehrer ge-
genüber zu schildern:

24:37 Sö 142 weil, von jedem, Punkt gehen ... die Zahl der Punkte −1
Striche ab

24:46 I 143 mm-mmh
24:46 Sö 144 weil der sich nicht mit sich selbst verbinden kann, aber

mit allen anderen Punkten ... und, emm ... das, dann ·
jedem Punkt, in jedem Punkt ist das dann so

25:02 I 145 mm-mmh
25:02 Sö 146 aber, dann käm man auf zu viel, weil, immer 2 Linien,

die man dann sieht, sind eigentlich eine, deswegen muss
man das dann noch durch 2 teilen

Abschließend sollen noch kurz die Formalisierungsbemühungen des Schülers Ali Schüler Alis
zu weitgehende
Verallgemeinerung

betrachtet werden. Das Auflegen und Wegnehmen des Sterns hat ihm einen ele-
ganten Zugang zum beispielgebundenen Beweisen eröffnet. Dabei fungiert neben
dem betrachteten Fünfeck und Siebeneck das Zehneck als eine lediglich nur noch
vorgestellte Instanz, deren Besonderheit sich bezogen auf das Halbierungsargu-
ment in der reinen Funktionalität des Sterns auflöst. Die Äußerungen Al 78 und
Al 82 des Schülers Ali legen zunächst nahe, dass er die Sinnstruktur des Bewei-
ses vollständig subjektiv realisiert hat. Überraschend ist, dass es dem Schüler
Ali im weiteren Verlauf nur mühsam gelingt, die Behauptung und ihren Beweis
formell darzustellen. Erst nach einiger Zeit stellt er etwa die Formel x ·y : 2 auf,
die den eigentlich bereits subjektiv realisierten Zusammenhang zwischen Anzahl
der Ecken x und der Anzahl der von ihnen ausgehenden Verbindungen y noch
nicht wiedergibt. Entweder ist dem Schüler Ali dieser Zusammenhang also wie-
der latent geworden, oder es liegt an seiner Unvertrautheit mit der formalisierten
Sprache. Letzteres dürfte die These untermauern, dass das beispielgebundene
Beweisen gerade auch dann zu einer theoretischen Erkenntnis beitragen kann,
wenn die formalisierte Sprache noch nicht weit genug entwickelt ist oder fehlt.
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3.3.8 Ergebnisse
Thema dieser Analyse war das Entdecken und das Prüfen einer Behauptung mit
latenter Beweisidee an konkreten und bedingt vorstellbaren Beispielen sowie die
Formalisierung von Behauptung und Beweis. Insgesamt gesehen erfolgten die
eingangs gestellten Forschungsfragen aus vornehmlich theoretischer, praktischer
und sprachlicher Perspektive (I, III, IV) und konzentrierten sich auf folgende
Forschungsbereiche (↑ Abs. 3.3.2):

◦Wandlung vom Entdecken und Prüfen zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
◦ Rolle konkreter und bedingt vorstellbarer Beispiele
◦ Formalisierung von Behauptung und Beweis

Die Analyseergebnisse hierzu werden im Folgenden erneut zunächst schüler-
bezogen dargestellt. Im Resümé wird davon in Hinblick auf den Gesamtzusam-
menhang der Arbeit abstrahiert (↑ Abs. 3.3.9).

Hauptanalyse (Moritz)

Insgesamt gesehen, hat der Schüler Moritz die additiv und multiplikativ darge-mehrere Zählverfah-
ren analysierender
Schüler Moritz

stellte Behauptung, ein vollständiger Graph mit n Ecken habe 1+2+· · ·+(n−1)
bzw. n · (n− 1)/2 Verbindungen, jeweils an den aufgezeichneten geometrischen
Beispielen (n = 5, 6) bewiesen. Um die passende Behauptung und deren Beweis
zu entwickeln, hat er einige Hürden überwinden müssen:

◦ Der Schüler Moritz bewegt sich während seiner anfänglichen Abduktio-mehrere abduktiv
entwickelte Formeln nen an der Front seines Wissens. Ausgehend von einzelnen Beispielen,

behauptet er für die Anzahl |K(Vn)| der Verbindungen eines vollständi-
gen Graphen mit n Ecken umgangssprachlich in rascher Folge, dass

|K(Vn)| = n · (n− 1)
|K(Vn)| = 2n
|K(Vn)| = 3 · (n− 2)
|K(Vn)| = 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ (n− 1)
|K(Vn)| = 2 · |K(Vn−1)|

Besonders eindrücklich zeigt sich die Unsicherheit von Abduktionen an
seinem Übergang von der dritten über die vierte zur fünften Behauptung
in Äußerung Mo 36. Bis auf die vierte Behauptung werden sich die ge-
nannten Behauptungen außer für das jeweils betrachtete Beispiel als nicht
allgemeingültig erweisen (vgl. ↑ Abb. 2.2.2 und Balacheff (1988, 221)).
Dies stellt der Schüler Moritz jeweils durch induktive Prüfungen anhand
einfacher Beispiele (n = 3, 4, 5, 6) fest.

◦ Im weiteren Verlauf favorisiert der Schüler die dritte Behauptung undZählverfahren
Reihe aufwärts entwickelt in Äußerung Mo 72 sein Zählverfahren Reihe aufwärts. Dabei

geht er von einem Dreieck als Grundform mit 1 + 2 Verbindungen aus
und addiert jeweils m − 1 Verbindungen jeder m. Ecke sukzessive hinzu
(m = 4, 5, 6, . . . ). In seiner Ausdrucksweise liest sich Letzteres wie folgt:
dann jeder weitere Punkt, bringt halt immer die Anzahl der vorherigen
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Punkte dazu, die Anzahl der Punkte als Strecken hinzu. Damit gibt er
gleichsam den Induktionsschritt in einer vollständigen Induktion wieder.

◦ Der Schüler Moritz erhält für das bedingt vorstellbare Zehneck |K(V10)| Problematisierung
an imaginierten
Beispielen

= 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45 Verbindungen. Damit hat er das
vermutete Gesetz |K(Vn)| = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · + (n − 1) also auch für
n = 10 formuliert und durch sein Zählverfahren Reihe aufwärts plausibel
gemacht. Der Schüler Moritz hält dieses Zählverfahren für n = 100 freilich
wenig praktikabel.

◦ Auf Anregung des Interviewers betrachtet der Schüler Moritz seine auf- Entwicklung des
Zählverfahrens
Multiplikation

gezeichneten vollständigen Graphen (n = 5, 6) und gelangt zu der Er-
kenntnis, dass Strecken in dem Sinne doppelt (zählbar) sind, als dass sie
von zwei Ecken ausgehen. Am aufgezeichneten Fünfeck entwickelt er in
Äußerung Mo 140 nun den multiplikativen Term x · 4 : 2 und falsifiziert
diesen sogleich am vorgestellten Beispiel des Zehnecks. Er bemerkt recht
schnell, dass er sich hinsichtlich des zweiten Faktors noch vom Fünfeck Lösung vom

Beispielhaftenlösen muss, und statuiert die richtige Behauptung in Äußerung Mo 144:
also die Punkte · .. die Punkte −1, geteilt durch 2. Er begründet die Be-
hauptung anschließend an seinen aufgezeichneten vollständigen Graphen
(n = 5, 6) und nennt dabei fast alle Regeln des mehrgliedrigen (beispielge- Begründung des

Zählverfahrens
Multiplikation

bundenen) Argumentgefüges. Diese Episode zeigt, wie der Schüler Moritz
im Zählverfahren Multiplikation eine neue Beweisidee entdeckt, weiter ver-
folgt und sie allmählich ihrer Latenz enthebt.

Kontrastanalysen (Sören, Ali)

Durch das didaktische Hilfsmittel der Papierschnitzel bzw. des Sterns wurde
versucht, den Schülern Sören und Ali den Übergang vom Zählverfahren Rei-
he aufwärts/abwärts zum Zählverfahren Multiplikation zu erleichtern und sie
darüber die Behauptung formalisieren zu lassen. Dies ist nur bedingt gelungen:
◦ Der Schüler Sören formuliert die allgemeingültige Behauptung |K(Vn)| = schematisch-gelenkte

Formalisierung beim
Schüler Sören

n · (n − 1)/2 nicht explizit, sondern entäußert den Beweis am konkreten
Beispiel des Fünfecks und am bedingt vorstellbaren Beispiel des Zehnecks.
Er formalisiert anschließend schematisch-gelenkt, indem er die geometri-
schen Strukturelemente einzeln überträgt, begleitet von Nachfragen des
Interviewers. Man kann dem Schüler Sören also unterstellen, dass er den
Beweis zunächst nur teilweise subjektiv realisiert hat, zumal er stets zu-
sätzliche induktive Prüfungen durchführt. Letztlich führt er den Beweis
erst ab Äußerung Sö 102 vollständig und allgemeingültig in formaler Spra-
che.

◦ Der Schüler Ali spricht auf das enaktive Moment des aufgelegten Sterns schnelle Realisierung
durch aufgelegten Sternrecht schnell an. Er kann damit in den Äußerungen Al 78 und Al 82

den Beweis am vorgestellten Beispiel des Zehnecks führen. Es fällt ihm
jedoch schwer, die allgemeingültige Behauptung auf |K(Vn)| = n·(n−1)/2
zu formalisieren. Relativ spät stellt er den Term x · y : 2 auf, der den schleppende Formalisierung

beim Schüler Alizuvor subjektiv realisierten Zusammenhang zwischen Eckpunkten und von
diesen ausgehenden Verbindungsansätzen noch nicht berücksichtigt. Dies
zeigt, dass das beispielgebundene Beweisen schon vor einer Formalisierung
zur theoretischen Erkenntnissicherung beitragen kann.



3.3 Latente Beweisideen beim beispielgebundenen Beweisen 272

3.3.9 Resümé

Mit den schülerbezogenen Ergebnissen im Hintergrund sollen nun auch die For-
schungsfragen aus ↑ Abs. 3.2.2 soweit als möglich beantwortet werden.

◦ Wandlung vom Entdecken und Prüfen zum beispielgeb. Beweisen i.e.S.

Wie verhält sich ein Schüler beim Entdecken und Prüfen von Behauptun-
gen mit oder ohne latente(r) Beweisidee an der Front seines Wissens?

Das Entdecken einer Behauptung ist didaktisch insofern produktiv, als dassVor- und Nachteile
des Entdeckens
der Behauptung

der Schüler sich auf diesem Wege seine Behauptung zu eigen machen kann und
damit hinreichend motiviert sein dürfte, Grenzen ihrer Allgemeingültigkeit zu
prüfen. Die abduktiv gewonnenen Behauptungen können falsch sein und einer-
seits zur weiteren Suche nach der richtigen und hinreichend allgemein gefassten
Behauptung anregen. Andererseits kann – wenn der floride Entdeckungsprozess
länger andauert, erschöpft oder in Erfolglosigkeit mündet – der Schüler vorab
entmutigt oder vom eigentlichen beispielgebundenen Beweisen abgehalten wer-
den. Die Entdeckung einer Behauptung soll dem Schüler lediglich einen Zugang
zum beispielgebundenen Beweisen ebnen und dieses nicht ersetzen oder verhin-
dern.

Wie die Analysen nahelegen, lässt sich schon während der entdeckenden Zu-abduktiv erschlos-
sene Behauptungen gangsphase logisch gesehen eine Abfolge der Schlussformen Abduktion, Induk-

tion und Deduktion ausmachen. Dadurch, dass die Schüler nach der passenden
Behauptung noch suchen und ihnen diese nicht fassbar ist, müssen abduktiv er-
schlossene, zu Vorhersagen statuierte Behauptungen im Sinne des Peirceschen
Dreischritts an weiteren Beispielen induktiv bestätigt oder widerlegt werden. Es
ist vom Lehrenden abzuwägen, wann die Schüler zur Formulierung der Behaup-
tung (und ggf. der Grenzen ihrer Allgemeingültigkeit) bewegt werden sollen.

Argumenttheoretisch lässt sich das Suchen nach passenden Formeln (wie x +Auswahl von Behauptungen
beim Entdecken ... + 2 + 1 + 0 oder x · 4 / 2 oder x · y / 2 oder x (x− 1) / 2 für die Anzahl

der Verbindungen in einem vollständigen Graphen eines x-Ecks) als Auswählen
einer behaupteten, zu beweisenden Konklusion ansehen. Allerdings schränken
Voraussetzungen und Rahmenbedingungen, die mit der vorgegebenen Aufga-
benstellung zusammenhängen (hier etwa ein konkret vorliegender vollständiger
Graph mit 5 Ecken mit einer überschaubaren Menge an geeigneten Zählverfah-
ren), diese Auswahl an möglichen Behauptungen beträchtlich ein. Auch können
sich die latenten Beweisideen in Teilargumenten, mit denen sich diese Behaup-
tungen beweisen lassen, strukturell gleichen oder voneinander unterscheiden.
Dadurch ist erklärbar, dass die Beweisidee einer noch nicht statuierten Behaup-
tung im relativ unsteten beispielgebundenen Entdeckungs- und Prüfprozess in
Teilen schon angelegt sein kann, die Schüler also bereits beispielgebunden be-
weisen, noch ohne dass sie die richtige Behauptung aufgestellt haben.

Bei manchen Schülern regt sich schon während des Akts der Entdeckung der
Wunsch, die Behauptung allgemein formulieren zu wollen. Dies kann als ein
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Indiz dafür angesehen werden, dass Schüler bereits während ihrer jeweiligen
Entdeckung etwas als allgemeingültig erkannt haben. Auch wenn es ihnen dann zwischen latenter Beweis-

idee und subjektiv
realisiertem Beweis

gelingen mag, die Behauptung in allgemeiner Umgangssprache oder mittels Va-
riablenzeichen zu formulieren, verhilft ihnen dies noch nicht automatisch zum
(beispielgebundenen) Beweisen. Denn die eigentliche Beweisidee der (gleichwohl
noch fraglichen) Behauptung muss ihrer Latenz noch enthoben werden. Mittels
induktiver Prüfungen kann dann nicht nur geprüft werden, ob die Behauptung
vom Ergebnis her bestätigt wird, sondern auch, ob sich die Beweisidee erhärtet.
Ein solcher Prüfprozess hat manchmal zur Folge, dass Schüler ihre (beispiel-
gebundenen) Argumente und die Behauptung als Konklusion ihrer Argumente
präzisieren und damit (beispielgebunden) beweisen. Damit geht das Entdecken
und das Prüfen mit latenter Beweisidee in das beispielgebundene Beweisen i.e.S.
über. Die betrachteten Analysen lassen an dieser günstigen Verlaufsprognose
aber auch Zweifel aufkommen. Denn vormals subjektiv realisierte Teilargumente
können wieder latent werden, wenn der induktive Prüfprozess zu lange andau-
ert oder in Einzelbeispielen steckenbleibt, deren Besonderheiten dann vielleicht
wiederum zu deutlich hervortreten.

◦ Rolle konkreter und bedingt vorstellbarer Beispiele

Welche Rolle spielt das konkrete und das bedingt vorstellbare Beispiel
(eines vollständigen Graphen) bei der subjektiven Realisierung der la-
tenten Beweisidee? Dient es als bloßes Darstellungsmittel, als vorüberge-
hende gedankliche Stütze oder als Projektionsfläche zur Entwicklung des
Beweises? Es ist untersuchenswert, welche Instanzen (des vollständigen
Graphen) ein Schüler als Beispiele heranzieht, um zur allgemeinen Be-
hauptung und deren Beweis vorzudringen. Reichen hierbei allein konkret
fassbare oder zudem bedingt vorstellbare Beispiele aus, um Teilargumente
des Beweises subjektiv zu realisieren?

Wie die Anlage und die Durchführung der Interviews dieser Studie zeigen, tra- konkrete Beispiele
gen sowohl konkret fassbare als auch bedingt vorstellbare Beispiele dazu bei,
dass die Schüler die latente Beweisidee subjektiv realisieren und manifestieren.
Das konkrete Beispiel dient primär dem Entdecken und dem direkten Prüfen
einer Behauptung, kann gleichwohl auch paradigmatischen Charakter anneh-
men. Hierbei muss der Schüler zwischen dem Besonderen und dem Allgemeinen
am konkret fassbaren Beispiel unterscheiden lernen. Dies kann selbst dann noch
Schwierigkeiten bereiten, wenn man meint, der Schüler habe die Beweisstruktur
hinreichend subjektiv realisiert.

Bedingt vorstellbare Beispiele (z.B. ein Hunderteck) schaffen als imaginierte bedingt vorstellbare
Beispieleoder mögliche Instanzen gegenüber konkret fassbaren Beispielen insofern Er-

leichterung, als dass sie Schüler zwischen Besonderem und Allgemeingültigem
besser differenzieren lassen. Auch können sie dazu beitragen, das einfache Aus-
rechnen oder Zeichnen (hier: das unsystematische Zählen) zu überwinden. Durch
die kognitiv fordernde Ablösung vom Besonderen muss der Schüler mehr die
strukturellen Eigenschaften vieler und schließlich aller möglichen Beispiele in
den Blick nehmen. Mit steigender Abstraktion können manche Struktureigen-
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schaften verschwinden oder erweisen sich nur noch für eine zu bestimmende
Klasse von Beispielen gültig. Hier testen Schüler einerseits die Grenzen ihrer
Vorstellungskraft und andererseits die strukturellen Grenzen der betrachteten
Beispiele aus. Bedingt vorstellbare Beispiele können also zur subjektiven Reali-
sierung einiger Teilargumente des Beweises als Sinnstruktur beitragen, und zwar
nicht nur inhaltlich, sondern auch in Hinblick auf eine mögliche formelle Dar-
stellung von Behauptung und Beweis. Sie nehmen zwischen dem Konkretismus
der fassbaren Beispiele und der nicht mehr fassbaren Abstraktion eine ähnliche
Rolle ein wie das beispielgebundene Beweisen zwischen seinen Polen des induk-
tiven Prüfens und des formalen (ggf. formell dargestellten) Beweisens selbst.

◦ Formalisierung von Behauptung und Beweis
Wie leicht fällt es Schülern einer 7. Klasse, eine Behauptung in eine for-
melle Darstellung zu bringen, d.h. zu formalisieren? Die betrachtete Be-
hauptung kann mittels des Variablenzeichens n für die Anzahl der Ecken
eines vollständigen Graphen formalisiert werden. Welche Wege beschrei-
ten die Schüler, um vom beispielgebundenen oder formalen Beweisen zum
formellen Beweisen zu gelangen? Wie schätzen sie ihr formelles Beweisen
gegenüber dem beispielgebundenen oder formalen Beweisen rückblickend
ein?

Welches Beispiel gewählt wird, sagt noch nichts darüber aus, ob und in wienicht hinreichend
und zu weitgehende
Verallgemeinerungen

weit der Schüler eine daran geknüpfte Sinnstruktur subjektiv realisiert hat. An
einem bedingt vorstellbaren Beispiel (wie dem Zehneck) entwickelte Formeln
(wie x · 4/2 und x · y/2 für die Anzahl aller Verbindungen zwischen den Ecken)
können zum betrachteten Beispiel (wie dem Fünfeck) in Beziehung gesetzt wer-
den. Möglicherweise verhilft das gleichzeitige Betrachten eines konkret fassbaren
Beispiels (wie des Fünfecks) und eines bedingt vorstellbaren Beispiels (wie des
Zehnecks) also zur besseren Differenzierung zwischen Besonderem und Allge-
meinem. Gleichwohl lassen sich bei den Schülern bisweilen nicht hinreichend
weitgehende Verallgemeinerungen (wie x · 4/2) oder inkorrekte, weil zu weitge-
hende Verallgemeinerungen der Behauptung (wie x · y/2) beobachten.

Paradoxerweise zeigen enaktive Hilfsmittel (wie das Auflegen und Wegnehmenenaktive Hilfsmittel
zur Abstraktion des Sterns) zuweilen, dass dem Konkretismus eines Beispiels auch anders be-

gegnet werden kann als durch den Übergang auf ein bedingt vorstellbares Bei-
spiel oder durch formelle Abstraktion. Wird nämlich durch derartige enaktive
Hilfsmittel mit strukturierendem Fokus das in die Nähe der Induktion führende
Rechnen, Zählen oder Zeichnen unterbunden, fördert dies häufig das beispielge-
bundene Beweisen. Eine solche aufgabenabhängige Modifikation mag sich zumal
für solche Schüler eignen, die sich immer neue Beispiele vornehmen, zwischen
wesentlichen und unwesentlichen Aspekten eines Beispiels nicht unterscheiden
können, das Allgemeingültige nicht subjektiv realisieren oder sich mit der for-
malisierten mathematischen Sprache noch nicht hinreichend vertraut gemacht
haben.
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3.4 Induktives Prüfen beim beispielgebundenen
Beweisen

In dieser vierten Einzelfallstudie soll das induktive Prüfen und dessen Verlauf Einleitung
und Übersichtim Rahmen des beispielgebundenen Beweisens eingehender thematisiert wer-

den. Dabei soll geklärt werden, in wie weit die These von Goldberg (1992)
zu halten ist, nach der zum beispielgebundenen Begründen ein Bearbeiten in-
dividuell verschieden vieler Beispiele ausreiche (↑ Abs. 1.2.5). Ebenfalls wird
von der Autorin die Anregung aufgegriffen, Schüler rückwärts arbeiten zu las-
sen, um im Voraus vom induktiven Prüfen abzuhalten. Im Folgenden wird mit
dem Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatz dieselbe Aufgabenstellung verwen-
det, an der auch Goldberg (1992) resp. Goldberg (1984) ihre Untersuchun-
gen durchgeführt hat.

3.4.1 Mathematische Kl. 8 Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatz (Außenwinkelsatz)
Analyse

Beh. Wenn δ der Mittelpunktswinkel zum Umfangswinkel α ist,
dann gilt δ = 2α (mit einem ersten und zweiten Beweis).

3.4.2 Forschungs I ◦ Überprüfung der Goldberg-These
-perspektiven II ◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
-bereiche V ◦ Beispielgebundenes Beweisen
-fragen durch Lösen einer Berechnungsaufgabe

3.4.3 Kontext Fa/Ma Angebot an Vorübungen und Stellung der Behauptung
als Berechnungsproblem

3.4.4 Hauptanalyse Fa Regeln zur Berechnung des Mittelpunktswinkels δ

3.4.5 Hauptanalyse Fa Induktive Prüfungen der Behauptung δ = 2α

3.4.6 Hauptanalyse Fa Versuchte Begründung der Basiswinkelgleichheit

3.4.7 Hauptanalyse Fa Lückenhaftes Argumentgefüge

3.4.8 Hauptanalyse Fa Rechenweg für das Beispiel α = (1/10)◦

3.4.9 Kontext Ma Durchführung der Vorübungen

3.4.10 Kontrastanalyse Ma Rückwärtsarbeiten

3.4.11 Kontrastanalyse Ma Beweis des Außenwinkelsatzes

3.4.12 Ergebnisse Fa Verlaufsbetrachtung
Ma Vergleichsbetrachtung

3.4.13 Resümé zu den Forschungsperspektiven, -bereichen und -fragen
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3.4.1 Mathematische Analyse: Außenwinkelsatz
Gegenstand der nachfolgenden Analyse ist der von Goldberg (1992, 43) soBehauptung nach

Goldberg [1992] genannte Peripherie-Zentriwinkelsatz mit der Behauptung δ = 2α als spezielle
Form des Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes resp. des Außenwinkelsatzes
(↑ Abs. 1.2.5):

Abb. 3.26: Reales Unterrichtsgespräch nach Goldberg (1992, 43)

Seit geraumer Zeit wird statt des Peripheriewinkels vom Umfangswinkel undBehauptung unter
veränderten Bezeichungen statt des Zentriwinkels vom Mittelpunktswinkel gesprochen. Mit einem Wechsel

der Bezeichnungen gemäß der untenstehenden ↑ Abb. 3.27 ergibt sich folgende
Behauptung:

Behauptung Wenn δ der Mittelpunktswinkel zum Umfangswinkel
α ist, dann gilt δ = 2α.

Diese Behauptung lässt sich auf unterschiedliche Art und Weise beweisen. Zumal
als Interviewer kann man von dem Einfallsreichtum der Schüler bezüglich ih-
rer Beweisideen und -variationen überrascht werden. Nachstehend werden zwei
verschiedene Beweiswege angeführt, um abwägen zu können, welcher für das
Schülerexperiment wohl geeigneter ist. Im Prinzip lassen sich die nachfolgen-
den Argumentgefüge durch Einfügen weiterer Argumente noch ausdifferenzie-
ren. Dies unterbleibt hier, um den Überblick zu behalten.
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Erster Beweis der Behauptung

In der linken Planskizze von ↑ Abb. 3.27 werden die Dreiecksseiten zu Geraden f , Beweis mittels des Stufen-
und Wechselwinkelsatzesf ′, g verlängert und eine zu g parallele Hilfsgerade h durch den Mittelpunkt M

eingeführt, an dem die Winkel α′ und β′ liegen, welche sich zum Mittelpunkts-
winkel δ := α′+β′ ergänzen. Die ↑ Abb. 3.31 gibt ein mögliches Argumentgefüge
zum Beweis der Behauptung δ = 2α wieder: Mittels des Stufenwinkelsatzes (↑
Abb. 3.29) wird die Gleichheit α′ = α der Stufenwinkel α′ und α sowie mittels
des Wechselwinkelsatzes (↑ Abb. 3.30) die Gleichheit β′ = β der Wechselwin-
kel β′ und β bewiesen. Aus der durch die Kreisgeometrie begründeten Gleich-
schenkligkeit des Dreiecks wird mittels des Basiswinkelsatzes (↑ Abb. 3.28) auf
die Gleichheit β = α der Basiswinkel geschlossen. Mittels algebraischer Regeln
(AR) für Terme und Gleichungen folgert man aus der Definition δ := α′ + β′

schließlich die Behauptung δ = 2α.

Es handelt sich um ein mehrschichtig-mehrgliedriges Argumentgefüge, in das
neben dem Stufen- undWechselwinkelsatz auch der Basiswinkelsatz Eingang fin-
det. Natürlich kann der benutzte Wechselwinkelsatz seinerseits wiederum durch
den Scheitelwinkel- und Stufenwinkelsatz bewiesen werden und diese Sätze wie-
derum ihrerseits, so dass das Argumentgefüge entsprechend weiter entfaltet wer-
den kann.

Zweiter Beweis der Behauptung

Zum Beweis der Behauptung mittels des Winkelsummensatzes für Dreiecke wird Beweis mittels
des Winkelsummen-
satzes für Dreiecke

der dritte Innenwinkel in der rechten Planskizze von ↑ Abb. 3.27 mit γ bezeich-
net. Die ↑ Abb. 3.34 gibt ein mögliches Argumentgefüge zum Beweis der Be-
hauptung δ = 2α wieder. Arbeitet man rückwärts, so ergibt sich mittels des
Nebenwinkelsatzes (↑ Abb. 3.32) der Mittelpunktswinkel δ als Nebenwinkel des
Dreieckswinkels γ zu δ = 180◦ − γ. Der Dreieckswinkel γ ergibt sich wiederum
mittels des Winkelsummensatzes für Dreiecke (↑ Abb. 3.33) zu γ = 180◦−α−β.
Wie in der ersten Argumentkette wird aus der durch die Kreisgeometrie begrün-
deten Gleichschenkligkeit des Dreiecks mittels des Basiswinkelsatzes (↑ Abb.
3.28) auf die Gleichheit β = α der Basiswinkel β und α geschlossen. Mittels
algebraischer Regeln (AR) für Terme und Gleichungen ergibt sich wiederum
sukzessive die Behauptung δ = 2α, dabei heben sich die Winkelsumme von
180◦ und der Halbwinkel 180◦ gegeneinander auf. Wiederum handelt es sich um
ein mehrschichtig-mehrgliedriges Argumentgefüge, in das neben dem Winkel-
summensatz für Dreiecke auch der Basiswinkelsatz für gleichschenklige Dreie-
cke und der Nebenwinkelsatz eingehen. Wie oben können die benutzten Sätze
wiederum ihrerseits elementar bewiesen werden, so dass auch dieses Argument-
gefüge weiter entfaltet werden kann.
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M
δ

α′β′

f

A

α

B

β

h

f ′
g

Mγ

δ

A

α

B

β

Abb. 3.27: Planskizzen zum Beweis der Behauptung
◦ durch Basiswinkel-, Stufenwinkel- und Wechselwinkelsatz (links)
◦ durch Basiswinkel-, Winkelsummen- und Nebenwinkelsatz (rechts)

Die Eckpunkte A, B
des Dreiecks ABM
liegen auf einem Kreis
um den Mittelpunkt M .

-

Für die Radien AM ,
BM gilt AM = BM :
Das Dreieck AMB
ist gleichschenklig.

-

Der Winkel β am Eck-
punkt B ist so groß wie
der Winkel α am Eck-
punkt A: βββ === ααα.

Alle Punkte eines Krei-
ses haben den gleichen
Abstand vom Mittelpunkt.

Basiswinkelsatz BWS
In jedem gleichschenk-
ligen Dreieck sind die
Basiswinkel gleich.

Abb. 3.28: Teil-Argumentgefüge des Basiswinkelsatzes BWS
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Die Geraden g, h sind pa-
rallel zueinander (g ‖ h),
die Gerade f schneidet
g in A und h in M .

-

Die an den Geradenschnitt-
punkten A, M anliegenden
Stufenwinkel α und α′
sind gleichgroß: ααα′′′ === ααα.

Stufenwinkelsatz SWS
Wenn zwei Geraden zueinander
parallel sind, dann sind Stufen-
winkel an diesen gleichgroß.

Abb. 3.29: Teil-Argument des Stufenwinkelsatzes SWS

Die Geraden g, h sind pa-
rallel zueinander (g ‖ h),
die Gerade f ′ schneidet
g in B und h in M .

-

Die an den Geradenschnitt-
punkten B, M anliegenden
Wechselwinkel β und β′
sind gleichgroß: βββ′′′ === βββ.

Wechselwinkelsatz WWS
Wenn zwei Geraden zueinander
parallel sind, dann sind Wechsel-
winkel an diesen gleichgroß.

Abb. 3.30: Teil-Argument des Wechselwinkelsatzes WWS

WWS
βββ′′′ === βββ

SWS
ααα′′′ === ααα

Winkeldef.
δ := α′ + β′

-

AR

SWS & WWS
δ = α+ β

Behauptung
δ = 2α

BWS
βββ === ααα

-

AR

Abb. 3.31: Argumentgefüge für den ersten Beweis der Behauptung δ = 2α
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Der Dreieckswinkel γ
und der Außenwinkel
δ am Kreismittelpunkt
M sind Nebenwinkel.

-

Die Größe des
Außenwinkels δ am
Kreismittelpunkt M
beträgt δδδ === 180◦◦◦−−− γγγ.

Nebenwinkelsatz NWS
Die Summe zweier Neben-
winkel an zwei sich schnei-
denden Geraden beträgt 180◦.

Abb. 3.32: Teil-Argument des Nebenwinkelsatzes NWS

Die Eckpunkte A, B
und M bilden mit den
Innenwinkeln α, β
und γ ein Dreieck.

-

Die Größe des Win-
kels γ am Kreismit-
telpunkt M beträgt
γγγ === 180◦◦◦−−−ααα−−− βββ.

Winkelsummensatz WSS
In jedem Dreieck beträgt
die Winkelsumme 180◦.

Abb. 3.33: Teil-Argument des Winkelsummensatzes WSS für Dreiecke

WSS
γγγ === 180◦◦◦−−−ααα−−− βββ

BWS
βββ === ααα

-

AR

WSS & BWS
γ = 180◦ − 2α

NWS
δδδ === 180◦◦◦−−− γγγ

-

AR

Behauptung
δ = 2α

Abb. 3.34: Argumentgefüge für den zweiten Beweis der Behauptung δ = 2α
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Diskussion beider Beweiswege

Im Folgenden soll abgewogen werden, welche der beiden vorstehenden Argu- Vor- und Nachteile
beider Beweisementstrukturen sich als Folie eher dazu eignen, Schüler den Umfangswinkel-

Mittelpunktswinkelsatzes beweisen zu lassen. Geht es um das Entdecken der
Behauptung, scheint das zweite Argumentgefüge (↑ Abb. 3.34) näher zu liegen,
da keine zusätzliche Hilfslinie hinzugedacht werden muss. Gleichwohl ist dabei
die Kette von Argumenten durch die Aufhebung der Halbwinkelsumme 180◦
und der Dreieckswinkelsumme 180◦ sowohl auf arithmetischer als auch auf iko-
nischer Ebene schwerer zu führen. Ein Vorteil des ersten Argumentgefüges (↑
Abb. 3.31) besteht darin, dass die Gleichheit von Stufen- und Wechselwinkel
ins Auge springt. Auch läuft man nicht Gefahr, konkrete Winkelzahlen mitein-
ander zu verrechnen, wie dies im Eingangsbeispiel von Goldberg (1992, 43)
nahegelegt wird. Jedoch erscheint der Übergang von den konkreten zu belie-
bigen Winkeln aufgrund der Gleichheit von Stufen- und Wechselwinkeln eher
trivial, während dieser Übergang gerade bei der zweiten Argumentstruktur Be-
gründungsbedarf weckt.

Der Lehrer resp. Interviewer kann durch entsprechende Vorübungen, wie sie Vorübungen zur
Beweisförderungauch bei Goldberg (1992, 40) zu finden sind, den Schülern eine Beweismög-

lichkeit nahelegen und sie zum beispielgebundenen Beweisen der Behauptung
anregen. In den Vorübungen können die beim späteren beispielgebundenen Be-
weisen verwendeten Sätze (Basiswinkel-, Stufenwinkel-, Wechselwinkelsatz resp.
Basiswinkel-, Winkelsummen-, Nebenwinkelsatz) thematisiert werden. Dies ist
ratsam, damit sich die Schüler inhaltlich und sprachlich auf das beispielgebun-
dene Beweisen der Behauptung einstellen können.

Beide Argumente lassen sich modifizieren, um den Außenwinkelsatz (bei nicht- Außenwinkelsatz
notwendiger Gleichheit der Dreieckswinkel α und β unter Fortlassen der Kreisli-
nie) zu beweisen. Dabei fällt der untere Argumentteil der Basiswinkelgleichheit
jeweils weg, d.h. die Argumente werden strukturell gesehen einfacher. Es müs-
sen dann jeweils zwei voneinander unabhängige Variable α und β berücksichtigt
werden (↑ Abb. 3.31 und ↑ Abb. 3.34): Bei dem ersten Argumentgefüge sind
nun Stufen- und Wechselwinkel verschieden, die Winkelgleichheit ergibt sich
nun nicht mehr so elementar. Beim zweiten Argumentgefüge fällt das Vorwärts-
arbeiten schwerer, es muss gleich der Winkelsummensatz verwendet werden.

Vorab soll gesagt werden, dass in den eigenen empirischen Untersuchungen die Präferenz für den
zweiten BeweisSchüler höchstens dann gemäß des ersten Argumentgefüges bewiesen, wenn ih-

nen die Hilfsgerade g vorgegeben wurde. Da dann der beschriebene Übergang
von konkreten zu beliebigen, variablen Winkeln nicht allzu schwer war, konn-
te der Prozess des beispielgebundenen Beweisens nicht in seinem Aspektreich-
tum nachgezeichnet werden, anders als dies bei den interviewten Schülern für
das zweite Argumentgefüge der Fall war. Obwohl strukturell gesehen einfacher,
erfordert der (beispielgebundene) Beweis des Außenwinkelsatzes ein höheres
Maß an Abstraktionsfähigkeit. Um das beispielgebundene Beweisen empirisch
zu untersuchen, wurde in dieser Arbeit also das Aufgabenbeispiel des speziellen
Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatzes mit Nahelegen des zweiten Argument-
gefüges (↑ Abb. 3.34) präferiert.
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3.4.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen
Thema dieser Einzelfallstudie ist die Rolle des induktiven Prüfens beim bei-Forschungsperspektiven

dieser Einzelfallstudie spielgebundenen Beweisen. In ↑ Abs. 1.2.5 wurde die Methode des beispiel-
gebundenen Beweisens nach Goldberg (1992) bzw. Goldberg (1984) kri-
tisch diskutiert und ihre verwendete Aufgabenstellung des Peripheriewinkel-
Zentriwinkelsatzes (Umfangswinkel-Mittelpunktswinkelsatz) vorgestellt. Im vor-
angegangenen ↑ Abs. 3.4.1 wurden hierzu zwei Beweismöglichkeiten mit Hilfe des
Toulmin-Schemas als mehrschichtig-mehrgliedrige Argumentgefüge analysiert.
Die Forschungsbereiche dieser Einzelfallstudie werden aus folgenden Perspekti-
ven entwickelt (vgl. ↑ Kap. 2.1):

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz, subjektiver Realisierung
und Manifestierung des beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

II Kategoriale
Perspektive

Induktives Prüfen ← · · · → formelles Beweisen (beispielgebundenes Be-
weisen im Changieren zwischen induktivem Prüfen und formalem resp.
formellem Beweisen)

V Weitere
Perspektiven

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele

Von dieser Schwerpunktsetzung ausgehend, lassen sich mit Blick auf die Auf-Forschungsbereiche
und Forschungsfragen gabenstellungen nachstehende Fragen zu folgenden Forschungsbereichen stellen:

◦ Überprüfung der Goldberg-These
Nach (Goldberg, 1992, 42) ”wird durch das Bearbeiten vieler (die nötige Anzahl ist
individuell verschieden) Beispiele (...) der Beweisgedanke vorbereitet”. Kann die These
Goldbergs bestätigt werden, dass Schüler nach entsprechender Vorübung und der Ar-
beit an mehreren Beispielen beispielgebunden begründen können? Erhalten Schüler durch
die Aufforderung, an vielen Beispielen zu arbeiten, nicht eher den Eindruck, eine empi-
rische Erkenntnissicherung reiche aus, die Allgemeingültigkeit von Behauptungen festzu-
stellen? Erweist sich das von Goldberg vorgeschlagene Vorgehen nicht insofern als eher
kontraproduktiv?

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
Welchen Effekt hat die Wahl von trivialen oder zu speziellen Beispielen auf das beispiel-
gebundene Beweisen eines Schülers? Inwiefern eignet sich die Vorgabe komplizierter oder
schwer vorstellbarer Beispiele (Stichwort big/small number) zum beispielgebundenen Be-
weisen? Welche Funktion besitzt das jeweilige Beispiel für den Schüler? Benutzt er es, um
die Behauptung darin zu bestätigen, oder um diese daran zu beweisen?

◦ Beispielgebundenes Beweisen durch Lösen einer Berechnungsaufgabe
Man kann das beabsichtigte Vorgehen im Interview nach Holland (2007, 152) auch als
Satz- bzw. Beweisfindung durch Lösung einer Berechnungsaufgabe ansehen. (Dabei besteht
die Berechnungsaufgabe darin, den Mittelpunktswinkel δ nach Vorgabe eines konkreten
Basiswinkels α, z.B. α = 40◦, zu ermitteln. Dadurch kann die behauptete Formel δ = 2α
als Satz gefunden werden.) Wie kann sich nun der Verlauf vom Aufstellen der Behauptung
bis zu ihrem Beweis am Beispiel gestalten?
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3.4.3 Kontext (Fabian, Manuela)
Aus der Diskussion des Unterrichtsgesprächs in ↑ Abs. 3.4.1 mit der ↑ Abb. praktisches

Vorgehen3.26 aus Goldberg (1992, 43) ging hervor, dass die dort behauptete Formel
α = 2·x◦ (hier δ = 2α) durch die Eingangsfrage des Lehrers noch nicht im Raum
stand, es sich also zunächst um ein Berechnungsproblem im Sinne von Holland
(2007) handelte. In der Terminologie von Meyer & Voigt (2009a) stehen die
Schüler also zunächst vor der Aufgabe, die Behauptung zu entdecken und nach
deren Formulierung diese ggf. an weiteren Beispielen induktiv zu prüfen und
beispielgebunden oder formal zu beweisen. Dieses Vorgehen ist in den beiden
nachfolgenden Interviews gewählt worden, um Vergleiche zu den theoretischen
Ausführungen von Holland (2007, 152) und zum praktischen Vorgehen von
Goldberg (1992, 43) ziehen zu können.

Den beiden Achtklässlern Fabian und Manuela wurden zunächst – ähnlich wie angebotene
Vorübungenes Goldberg (1992, 40) empfohlen hat – vorbereitende Übungen zum Basis-

winkelsatz, zum Winkelsummensatz und zum Nebenwinkelsatz angeboten. Im
Gegensatz zur Schülerin Manuela hielt der Schüler Fabian dies nicht für nötig.
So wird nun mit den längeren Interviewauszügen des Schülers Fabian zunächst
begonnen, während die Darstellung der Vorübungen erst im Rahmen der Inter-
pretation des späteren Interviews von Manuela erfolgt (↑ Abs. 3.4.8).

Da sich die Analyse etwas länger gestaltet, ist an dieser Stelle eine Voraus- orientierende
Vorausschauschau zur Orientierung angebracht: Es wird sich zeigen, dass sich mit einem

Goldberg (1992) entsprechenden Vorgehen die Beispielbindung beim Schüler
Fabian soweit verfestigt und dieser somit sein induktives Prüfen zunehmend al-
gorithmisiert. Im Kontrast dazu arbeitet die Schülerin Manuela rückwärts, was
sie von induktiven Prüfungen an immer neuen Beispielen abhält, und ihr durch
den abstrakteren Ansatz auch zu einem formalen Beweis des Außenwinkelsatzes
verhilft.

3.4.4 Hauptanalyse (Fabian):
Regeln zur Berechnung des Mittelpunktswinkels δ

Zu Beginn des Interviews hat der Schüler Fabian ein Dreieck in einen Kreis ge- Schüler Fabian zeich-
net eine erste Planskizzezeichnet. Zwei Eckpunkte des Dreiecks liegen auf der Kreisline, der dritte Eck-

punkt liegt im Mittelpunkt des Kreises (↑ Abb. 3.35). Fabian hat den Winkel
α mit 40◦ gemessen und wird nun zur Größe des Mittelpunktswinkels δ be-
fragt. Die Behauptung δ = 2α steht zu diesem Zeitpunkt noch nicht im Raum.
Der Schüler Fabian erhält die Möglichkeit, diese Behauptung durch Lösung des
Berechnungsproblems, wie groß der Mittelpunktswinkel δ sei, zu entdecken –
hoffend, dass sich bei ihm ein Beweisbedürfnis einstellt.
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M

γ δα

β

Abb. 3.35: Schüler Fabians angefangene erste Planskizze mit Vorgabe des
Basiswinkels α = 40◦ und dazu passende Bezeichnungen

06:00 I 25 ja, emm, ich würde jetzt gerne wissen .. wie groß dieser
Winkel ist (deutet auf den Mittelpunktswinkel δ) .. hast
jetzt bisschen Zeit, kannst dir überlegen (20 sec)

06:43 Fa 26 80◦ würde ich sagen, müsste der sein
06:46 I 27 aha, wie bist du denn darauf gekommen, Fa.’
06:50 Fa 28 ja also ich hab hier, erst ’mal geguckt, der ist ja, das ist

ja der Gleiche wie der (deutet auf die Basiswinkel α und
β)

06:55 I 29 warum’
06:56 Fa 30 weil, das, weil dieser Punkt (deutet auf den Mittelpunkt

M) genau in der Mitte von, dem liegt (deutet in die Mit-
te der Dreiecksseite an den Basiswinkeln α und β) ..
und das ist dann, ein, glaub, gleichschenkliges, Dreieck,
und dass dieser Winkel genauso wie der (deutet auf die
Basiswinkel β und α), also auch 40◦, und ein Dreieck
hat, 180◦ immer, also muss der (deutet auf den Mittel-
punktswinkel γ) 100◦ sein, und diese Linie (deutet auf
den Durchmesser) ist ja g’rade, deshalb muss, der ge-
samte Winkel auch 180◦ sein, und da der (deutet auf
den Mittelpunktswinkel γ) 100 ist, muss der (deutet auf
den Mittelpunktswinkel δ) dann halt 80 sein, würd ich
sagen

Bis hierhin hat der Schüler Fabian bei seinem Vorwärtsarbeiten schon jene dreiSchüler Fabian nennt
Regeln: Basiswinkelsatz,
Winkelsummensatz,
Nebenwinkelsatz

Regeln (Basiswinkelsatz, Winkelsummensatz, Nebenwinkelsatz) mehr oder we-
niger angesprochen, die ein Experte aus argumentativer Sicht für einen mög-
lichen Beweis der Behauptung δ = 2α als wesentlich ansieht. Die drei Regeln
finden sich im mehrgliedrigen Argumentgefüge der ↑ Abb. 3.34 aus ↑ Abs. 3.4.1
wieder. Der Schüler Fabian selbst begründet zu Beginn seiner Ausführungen in
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3.4.4 Hauptanalyse (Fabian):

Regeln zur Berechnung des Mittelpunktswinkels δ

Äußerung Fa 30 die Gleichschenkligkeit des betrachteten Dreiecks damit, dass
dieses achsensymmetrisch sei. Es ist allerdings fraglich, ob der Schüler Fabian
seine Argumente schon als Teile eines Beweises versteht, d.h. ob er – unter An-
wendung der drei Regeln im betrachteten Beispiel – die latente Sinnstruktur als
Beweis der Behauptung δ = 2α subjektiv realisiert hat. Denn diese allgemei-
ne Behauptung ist noch gar nicht thematisiert worden. Stünde die Behauptung
δ = 2α hingegen schon im Raum, könnte man in der Äußerung Fa 30 des Schülers
Fabian durchaus eine Prüfung mit latenter Beweisidee sehen. Im betrachteten
Kontext manifestiert sich jedoch nur eine Begründung für die Richtigkeit der
speziellen Lösung von 80◦ für den Winkel δ. Der Ausdrucksweise von Holland Schüler Fabian

hat ein Berech-
nungsproblem gelöst

(2007, 152, 161) folgend, hat der Schüler durch die Lösung des Berechnungs-
problems noch nicht erkennbar zu Satz und Beweis gefunden. Die Behauptung,
dass δ = 2α sei, hat der Schüler Fabian noch nicht geäußert.

07:32 I 31 mm-mmh, glaubst du, dass das immer so ist’ .. also wenn
wir hier (deutet auf die Basiswinkel α und β) einen
anderen Winkel haben, zum Beispiel 10◦ .. oder 1◦ (4
sec) beziehungsweise du hast gesagt, es sind 80◦ .. ich
stell jetzt die Behauptung auf, der Winkel (deutet auf
den Mittelpunktswinkel δ) ist jetzt doppelt so groß wie
der’ ... (deutet auf den Basiswinkel α)

08:02 Fa 32 nö, nicht immer .. würd ich sagen ...
08:07 I 33 ja, kannst ja vielleicht ’mal untersuchen ... kannst ja

noch andere Dreiecke zeichnen, wenn du willst ..

Der Interviewer knüpft an das Eingangsbeispiel α = 40◦ an, indem er den Schü- der Interviewer stellt die
Behauptung δ = 2α aufler Fabian dazu anregt, unter Variation des Basiswinkels α seine vorangegange-

nen Argumente aus Äußerung Fa 30 allgemeiner zu denken und zu überlegen,
ob – wie der Interviewer in Äußerung I 31 zunächst unscharf formuliert – das
immer so ist. Anhand möglicher Beispielwinkel wie α = 10◦ oder α = 1◦ bringt
der Interviewer die allgemeine Behauptung δ = 2α ins Gespräch. Dass der Schü-
ler Fabian dies umgehend verneint, indiziert, dass er seine in Äußerung Fa 30
vorgetragenen Regeln in der Tat nicht als Teilbegründungen zum Beweis der
allgemeinen Behauptung δ = 2α gesehen hat, sondern allein zur Rechtfertigung
seines konkreten Rechenwegs am Beispiel α = 40◦ einsetzte. Seine Äußerung
Fa 30 hat insofern nur der Begründung seines vorher statuierten Ergebnisses
δ = 80◦ gedient. Den Beweis der nun im Raum stehenden allgemeinen Behaup-
tung hat er jedoch nicht subjektiv realisiert.
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3.4.5 Hauptanalyse (Fabian):
Induktive Prüfungen der Behauptung δ = 2α

Der Interviewer folgt nun mit seinem Vorschlag, weitere Beispiele zu untersu-der Interviewer folgt dem
Vorgehen von Goldberg
[1992]

chen, der oben zitierten Empfehlung von Goldberg (1992, 43): Unter Betrach-
tung vieler Beispiele und Herausarbeitung dessen, was diesen strukturell gemein
sei, gelange der Schüler zu einem beispielgebundenen Beweis. Dazu lässt der In-
terviewer den Schüler Fabian eine zweite Planskizze anfertigen (↑ Abb. 3.36).

M

γ δα
β

Abb. 3.36: Schüler Fabians angefangene zweite Planskizze mit Vorgabe der weiteren
Basiswinkel α = 12◦, 1

10
◦
, 1

1000
◦
, x◦ und dazu passende Bezeichnungen

08:17 Fa 34 das jetzt, noch ’mal so (beginnt die zweite Planskizze zu
zeichnen, ↑ Abb. 3.36, 30 sec) ja dann, sieht das doch
wohl so aus, als wenn die .. gleich groß wär’n

08:58 I 35 äh, dass was gleich groß ist’
09:00 Fa 36 äh, dass der doppelt so groß ist, wie der (deutet zunächst

auf den Mittelpunktswinkel δ und dann auf den Basis-
winkel α, ohne dass diese Winkel bereits bezeichnet sind)

09:04 I 37 aha, sieht so aus .. haben wir ja nicht gemessen
09:08 Fa 38 (spricht gleichzeitig)mit dem kann ich dass nicht messen

Der Schüler Fabian begreift die Untersuchung am neu gezeichneten Beispiel in
Äußerung Fa 34 als eine zu wiederholende Aufgabe. Die Regeln aus der Äuße-
rung Fa 30 führt der Schüler Fabian hier vermutlich deswegen nicht an, weil sich
das neue Beispiel ohne Vorgabe einer Gradzahl für den Basiswinkel α nicht als
Berechnungsaufgabe für ihn darstellt. Er verlässt sich somit zunächst auf seineSchüler Fabian möchte

Winkel messen und vergisst
darüber seine Argumente

Wahrnehmung und möchte seinen visuellen Eindruck, dem gemäß der Mittel-
punktswinkel δ das Doppelte des Basiswinkels α sei, nun durch das Messen
der beiden Winkel bekräftigt wissen. Sein experimentell-induktiver Impetus des
Messens erinnert an die bei Wittmann & Müller (1988) genannten experi-
mentellen ’Beweise’ (↑ Abs. 1.2.3). Damit werden gerade jene Regeln verdrängt,
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3.4.5 Hauptanalyse (Fabian):

Induktive Prüfungen der Behauptung δ = 2α

die Fabian vorher zur Berechnung nutzte und nun bei seiner Planskizze zur Be-
gründung der allgemeinen Aussage δ = 2α hätte verwenden können.

09:10 I 39 mm-mmh, ja, gut, also der (deutet in der zweiten
Planskizze auf den Basiswinkel α, ↑ Abb. 3.36) .. was
wird der sein’ .. der wird vielleicht so ... 10◦ sein’ ...

09:25 Fa 40 nee, der ist doch ’n bisschen größer hier glaub ich als
20◦ (10 sec)

09:40 I 41 also da (deutet auf die erste Planskizze in ↑ Abb. 3.35)
hast du jetzt ausgerechnet, 80◦

09:43 Fa 42 ja ..
09:46 I 43 doppelt so groß wie 40◦ .. ist das hier jetzt auch so’ (deu-

tet auf die zweite Planskizze in ↑ Abb. 3.36)
09:53 Fa 44 nee, ich würd sagen dass der größer ist (deutet dagegen

auf den Mittelpunktswinkel δ), also mehr als doppelt so
groß

Der Schüler Fabian rätselt, ob der Mittelpunktswinkel δ in der neu gezeichneten Schüler Fabian rätselt
über die Größe des
Mittelpunktswinkels

Skizze mehr als doppelt so groß wie der Basiswinkel α sei. Da der Interviewer
dem Schüler das Messwerkzeug des Weiteren nicht mehr zur Verfügung stellen
möchte, setzt er den Basiswinkel nun mit α = 12◦ an:

09:57 I 45 mm-mmh .. mm-mmh .. mm-mmh (Räuspern) na neh-
men wir an, das ist hier (deutet auf den Basiswinkel α)
jetzt so, 12◦ (4 sec)

10:10 Fa 46 12◦ (bezeichnet den Basiswinkel α) .. dann, dann ist der
auch 12 (deutet auf den Basiswinkel β)

10:20 I 47 warum’, kannst du’s noch ’mal sagen’
10:22 Fa 48 ja das ist, ja das ist genauso wie bei diesem (zeigt auf

seine erste Planskizze in ↑ Abb. 3.35), dass das, dass
der dann genauso groß ist wie der (deutet auf die Basis-
winkel α und β in seiner zweiten Planskizze in ↑ Abb.
3.36)

10:31 I 49 mmh, ja warum’
10:35 Fa 50 ähm (5 sec) ja, weil das (4 sec) weil das Dreieck

gleichschenklig ist, und, dann muss der hier (deutet auf
den Basiswinkel β), das sind dann 24◦, das muss dann
100 (deutet auf den Mittelpunktswinkel γ, langsam) ...
156 sein, 156, und das müsste dann ... ja, dann müsste
ja dann .. doch 24◦ sein

11:21 I 51 mm-hmm (6 sec) 24◦
11:29 Fa 52 das wär ja dann doch doppelt so groß

Seine vormals visuell bestimmte Voraussage aus Äußerung Fa 44, der zufolge Schüler Fabian prüft die Be-
hauptung δ = 2α induktiv
ohne Nennung von Regeln

der Mittelpunktswinkel δ mehr als doppelt so groß wie der Basiswinkel α = 12◦
sei, widerlegt der Schüler Fabian an dem gewählten Beispiel selbst – er bestätigt
somit die Behauptung δ = 2α induktiv. Diese Prüfung fällt für α = 12◦ sehr
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viel kürzer aus als im Vergleichsbeispiel seiner ersten Planskizze in ↑ Abb. 3.35
für α = 40◦, so dass man annehmen kann, dass der Schüler Fabian den Rechen-
weg zum Mittelpunktswinkel δ nun schneller gehen kann. Er nennt auch nicht
mehr den Winkelsummensatz im Dreieck als Regel und kommt auch nicht mehr
auf den Nebenwinkelsatz zu sprechen. Überdies gibt es auch keinen direkten
Hinweis in den Äußerungen des Schülers Fabian darauf, warum die Summe 24◦
der Basiswinkel α und β mit der Größe des errechneten Mittelpunktswinkels
δ = 24◦ übereinstimmt.

Dies zusammengenommen lässt die These Goldbergs, nach der das Bearbei-Goldbergs These
erscheint fraglich ten mehrerer Beispiele das beispielgebundene Beweisen im Sinne einer struk-

turellen Erkenntnis am Beispiel fördere, fraglich erscheinen. Es steht auch zu
befürchten, dass die Übertragung des technischen Vorgehens von einem auf das
andere Beispiel unter Absehung strukturell-mathematischer Aspekte als empi-
rische Begründung der Behauptung aufgefasst wird und sich so ein induktives
Beweisverständnis aufbaut.

11:31 I 53 mm-mmh .. meinst du dass das immer so ist oder nicht’
11:37 Fa 54 ja dann würd ich sagen, also wenn wir jetzt schon 2 Bei-

spiele haben, wo’s genau, so ist, dann würde ich schon
sagen, dass das ..

11:47 I 55 na ja
11:48 Fa 56 bei, ja vielleicht gibt es irgendwo ’ne Ausnahme, ’s

Die Äußerung Fa 54 des Schülers Fabian kann man so verstehen, dass für ihn inMotto des Schülers
Fabian: ’Was zweimal
gilt, gilt immer’

der Tat schon zwei Beispiele ausreichen, um der Allgemeingültigkeit der fragli-
chen Behauptung δ = 2α hinreichend großes Vertrauen zu schenken. Die skepti-
sche Reaktion des Interviewers in Äußerung I 55 veranlasst den Schüler Fabian
in Äußerung Fa 56 zu einer Relativierung in dem Sinne, dass es eine AusnahmeSchüler Fabian sucht

nach Ausnahmen von
der Regel

geben könnte. Es gibt also kein Indiz, dass der Schüler Fabian einen Beweis-
bedarf im Sinne eines theoretischen Erkenntniswegs nach Meyer (2007, 76f.)
sieht. Dass der Schüler Fabian nach einer Ausnahme sucht, und nicht etwa nach
einem Beweis, ist bezeichnend.

Im Folgenden gibt der Interviewer mit α = 1◦ im Sinne eines small numberder Interviewer gibt
ein drittes Beispiel vor (↑ Abs. 1.1.2) ein drittes Beispiel vor. Mit dieser kleinen Winkelzahl lässt sich

die Behauptung nicht mehr visuell prüfen, da dies nur noch bedingt vorstellbar
ist. Zugleich ist das Beispiel aber auch so einfach gehalten, dass der Rechenauf-
wand zur Bestätigung der Behauptung gering und vielleicht auch deshalb einer
strukturellen Betrachtung förderlich ist.
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Induktive Prüfungen der Behauptung δ = 2α

11:50 I 57 ja, aber was ist denn, wenn es 1◦ sind’ .. wenn der 1◦
ist, haben wir jetzt nicht gezeichnet

12:03 Fa 58 (leise) 1◦, dann wär das auch 1◦, dann wär das 199 (laut)
ja dann wär das, dann wär’n das, ja dann wär’s nur 1◦,
dieser Winkel auch (deutet auf den Mittelpunktswinkel
δ)

12:09 I 59 der Winkel wär auch 1◦’ (deutet auf den Mittelpunkts-
winkel δ)

12:10 Fa 60 nee, der wär, der Winkel wären 2◦
12:15 I 61 warum’
12:14 Fa 62 weil, der ist 1◦ (deutet auf den Basiswinkel α), der ist

1◦ (deutet auf den Basiswinkel β), der 198 (deutet auf
den Mittelpunktswinkel γ) ..

12:18 I 63 äh, 178, oder’
12:20 Fa 64 äh, 178, ja
12:20 I 65 ja, und der’ (deutet auf den Mittelpunktswinkel δ)
12:21 Fa 66 ja, und der müsste dann, äh da das ja 180◦ sind, 2 sein

Gegenüber der Äußerung Fa 50, in welcher der Schüler Fabian die Behaup- Schüler Fabian perfektio-
niert seinen Rechenweg
zu einem Algorithmus

tung δ = 2α am Beispiel des Basiswinkels α = 12◦ untersuchte, reduziert sich
der Rechenweg des Schülers Fabian in den vorstehenden Äußerungen noch ein-
mal deutlich. Am Beispiel des Basiswinkels α = 1◦ nennt der Schüler Fabian
hier nicht mehr die Gleichschenkligkeit des Dreiecks als Grund für die Gleich-
heit der Basiswinkel α und β. Dies stützt die These, dass er in der Betrachtung
der Beispiele sein Vorgehen zunehmend algorithmisiert, welches auf prozedurale
Effizienz im Sinne vieler Rechnungen in immer kürzerer Zeit ausgerichtet ist.
Es ist hier nicht zu erkennen, dass der Schüler Fabian eine Reflexion dessen
anstrebt, was allen vorstehenden Beispielen in ihrer Beweisstruktur gemein ist.
Sein Vorgehen beschränkt sich nur noch auf die bloße Berechnung des Mittel-
punktswinkels δ und auf induktiv erworbene Analogien von einem Aufgabenbei-
spiel auf das andere, wie dies etwa in seiner früheren Äußerung Fa 48 gut zum
Ausdruck kommt. Der Beweis als argumentative Begründung der allgemeinen
Behauptung δ = 2α wird eher noch latenter.



3.4 Induktives Prüfen beim beispielgebundenen Beweisen 290

12:25 I 67 aha, ja, gut, emm .. 2 bis 3 Beispiele haben wir jetzt
gemacht, emm, der Mathematiker will natürlich wissen,
warum das so ist ... oder, willst du noch ’n Beispiel ma-
chen’ (wendet das Papier für ein neues Beispiel) .. noch
was ..

12:47 Fa 68 nehmen wir jetzt ’mal .. ziemlich großen (zeichnet eine
dritte Planskizze in ↑ Abb. 3.37, 35 sec) so, würde ich
jetzt sagen, dass der, 75◦ ist, das könnte ja

13:35 I 69 mmh, ja
13:36 Fa 70 ungefähr so sein (bezeichnet den Basiswinkel α, 5 sec)

mmh, dann ist der auch hier (deutet auf den Basiswinkel
β) genauso groß

13:43 I 71 warum’
13:44 Fa 72 auch wieder, weil der, gleichschenklig ist und dann ..

müsste der (deutet auf den Basiswinkel β) .. das sind
dann 150 .. und der (deutet auf den Mittelpunktswinkel
γ) .. 30◦ sein ... aha (4 sec) und der (deutet auf den
Mittelpunktswinkel δ) .. ja, das sind dann auch wieder
150 ... das, ist immer so, jetzt ist nur die Frage, warum
ist das immer so, da wird’s dann natürlich schwieriger
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Abb. 3.37: Schüler Fabians dritte Planskizze mit Vorgabe der Basiswinkel
α = 75◦ und α ≈ 90◦ und dazu passende Bezeichnungen

Der Schüler Fabian hat vom Interviewer in dessen Äußerung I 67 den Hinweis
erhalten, eine allgemeine Begründung für die Behauptung δ = 2α in Betracht
zu ziehen. Der Schüler Fabian greift aber lieber das Angebot auf, ein viertes
Beispiel (mit dem Basiswinkel α = 75◦) zu betrachten. Dabei bemerkt er in der
Äußerung Fa 72, dass die Summe der Basiswinkel α+β = 150◦ erneut mit dem
Winkel δ = 150◦ übereinstimmt, und schließt daraus wiederum induktiv, dass
dies immer so sei. Die frühere Frage des Interviewers nach einer allgemeinen
Begründung dafür bezeichnet der Schüler Fabian als natürlich schwieriger. ErSchüler Fabian erkennt

einen Beweisbedarf unterscheidet also die induktive Prüfung durchaus deutlich von der für schwie-
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3.4.5 Hauptanalyse (Fabian):

Induktive Prüfungen der Behauptung δ = 2α

riger befundenen Begründung der (leicht modifizierten) Behauptung δ = α+ β.
Zuvor scheint ihm also aufgegangen zu sein, dass die Summe der Basiswinkel
mit dem Mittelpunktswinkel übereinstimmt. Dieses Moment der Überraschung
lässt erkennen, dass der Schüler Fabian die latente Beweisidee durch seine Rech-
nungen wohl nicht subjektiv realisiert hat.

14:16 I 73 mm-mmh, ja, emm, reichen dir die Beispiele als Begrün-
dung aus’

14:23 Fa 74 ich würd jetzt ’mal einfach so sagen, joa
14:25 I 75 mmh, mm-mmh .. gut, emm, du hast ja auch einige,

Argumente da genannt, was hattest du denn da gesagt’
... wie bist du denn auf die, 150 gekommen’

14:41 Fa 76 ja, dass, dass der halt .. genauso groß ist, weil das ..
meiner Meinung nach, doch gleichschenklig ist, wenn ich
mich da jetzt nicht vertu, und .. der ist dann auch 75◦
und der dann 30, der müsste dann 150 .. ◦ sein

15:06 I 77 mm-mmh .. ja meinst du, das ist jetzt immer so oder
gibt es da Ausnahmen’ (4 sec)

15:16 Fa 78 also ich würd sagen, das ist immer so (6 sec) ja (wendet
das Blatt mit der dritten Planskizze in ↑ Abb. 3.37)

Dem Schüler Fabian reichen seiner Äußerung Fa 74 nach die vorstehenden Bei- Schüler Fabian zeigt sich
von der Allgemeingültigkeit
der Behauptung überzeugt

spiele als Begründung für die allgemeine Behauptung δ = 2α aus. Auf eine
nochmals erneuerte Nachfrage des Interviewers in I 75, wie sich dies im vierten
Beispiel (mit dem Basiswinkel α = 75◦ in ↑ Abb. 3.37) begründen lässt, ermit-
telt der Schüler Fabian in Fa 76 noch einmal das richtige Ergebnis δ = 150◦.
Von der ausnahmslosen Richtigkeit der Behauptung δ = 2α scheint er in Fa 78
schließlich überzeugt zu sein, zumal er diese an nunmehr vier Beispielen bestä-
tigt hat.

Anders als Goldberg (1992) prognostiziert hat, ist es dem Schüler Fabian Schüler Fabian
prüft induktivbisher nicht gelungen, die Allgemeingültigkeit der bisher nur an Beispielen be-

stätigten Behauptung δ = 2α zu erweisen. Die Beispiele dienen dem Schüler
Fabian nicht etwa dazu, an ihnen etwas Allgemeingültiges zu erkennen und
beispielgebunden oder allgemein zu beweisen, sondern in ihnen jeweils die Be-
hauptung induktiv zu bestätigen und daraus einen Algorithmus zu generieren.
Dem Schüler Fabian kann man jedoch zugute halten, dass er durchaus einen
Beweisbedarf für die Behauptung δ = 2α erkannt hat und eingangs auch auf
Regeln verwiesen hat, die bei einem Beweis am Beispiel zum Tragen kommen
können.
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3.4.6 Hauptanalyse (Fabian):
Versuchte Begründung der Basiswinkelgleichheit

Der Schüler Fabian untersucht nun von sich aus den Grenzfall α ≈ 90◦, indemSchüler Fabian untersucht
den Grenzfall α ≈ 90◦ er in ↑ Abb. 3.37 ein zusätzliches Dreieck mit nahezu 90◦ als Basiswinkel ein-

zeichnet. Rechnerisch kommt er auf das Ergebnis δ = 180◦ und gerät damit in
Hinblick auf seine zuvor angefertigte Planskizze in einen kognitiven Konflikt. Er
schätzt, dass der eine Basiswinkel etwas kleiner als 90◦ und der andere Win-
kel – und dass der dann .. genauso groß wie der sein müsste, weil dies bei den
früheren Beispielen auch so gewesen sei (Fa 98, 100, 102, ↑ Sonderband). Er
begründet dies in Hinblick auf das Dreieck mit α ≈ 90◦ in ↑ Abb. 3.37 wie folgt:
ja, weil das, weil das Dreieck gleichschenklig ist (Fa 106). Auf die Nachfrage,
warum dies so sei, und ob dies vielleicht Zufall sei, antwortet er in Äußerung
Fa 112: ja, aber, dass die dann, alle Dreiecke gleichschenklig sind, das wär ja
ein ganz schön großer Zufall .... Durch den induktiven Gewöhnungseffekt und
seine Analogien von einem auf das nächste Beispiel mag dem Schüler Fabian die
Gleichschenkligkeit des Dreiecks nun als unhinterfragbare und nicht zu begrün-
dende Tatsache erscheinen. Deshalb befragt ihn der Interviewer hinsichtlich der
Gleichschenkligkeit, zumal er in seiner anfänglichen Äußerung Fa 30 auch schon
einmal darauf zu sprechen gekommen war.

02:54 I 113 hmm (10 sec) hattet ihr da ’mal ’ne Definition, was
gleichschenklig ist, oder was man darunter versteht’ ...

03:14 Fa 114 ah das hatten wir bestimmt
03:19 I 115 (grinst) gleichschenklig, hmm, was heißt das’
03:20 Fa 116 ja dass die Schenkel gleich sind, jetzt müsste man
03:23 I 117 ach so, ja (schaut wie der Schüler auf die dritte Planskiz-

ze, ↑ Abb. 3.37)
03:23 Fa 118 wissen, ob die gleich lang sind oder ..
03:30 I 119 joa, sind die gleich lang’
03:32 Fa 120 ja bei diesem (nimmt das Lineal, um die Seitenlängen des

Dreiecks mit den Basiswinkeln α = β = 75◦ zu messen,
10 sec) schon ’mal, nicht ... sind alle, unterschiedlich,
bis auf, nee, die beiden sind gleich

03:55 I 121 mm-mmh, mm-mmh .. mmh, warum sind die gleich’ (10
sec)

04:09 Fa 122 (gedehnt) weil, äh (10 sec) weil die beiden Winkel (deu-
tet nacheinander auf die Basiswinkel α und β) hier gleich
sind

04:25 I 123 (lacht) nee jetzt, ah, du hattest ja gesagt die Winkel sind
gleich, weil’s ’n gleichschenkliges Dreieck ist

In den vorstehenden Äußerungen des Schülers Fabian ist noch einmal deutlichSchüler Fabian begeht
einen Zirkelschluss spürbar, dass sich dieser im Sinne eines empirischen Verständnisses von Mathe-

matik primär auf sein Messen und seine visuelle Wahrnehmung verlässt, ehe er
zu Begründungsschritten ansetzt. Wie der Interviewer in der Äußerung I 123
andeutet, schließt der Schüler Fabian in seiner Äußerung Fa 122 umgekehrt von
der Gleichheit der Basiswinkel als Konklusion zurück auf die Gleichschenklig-
keit des Dreiecks als Datum (vgl. ↑ Abb. 3.28). In seiner früheren Begründung
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Lückenhaftes Argumentgefüge

in Äußerung Fa 30 schien der Schüler Fabian die Gleichschenkligkeit noch auf
die Achsensymmetrie des Dreiecks zurückzuführen. Diese Eigenschaft des Drei-
ecks wird jetzt nicht angesprochen. Sein hier vollzogener Schluss ist gleichwohl
aufgrund der Äquivalenz zwischen Basiswinkelgleichheit und Gleichschenklig-
keit des Dreiecks verständlich. Auch gelingt es dem Schüler Fabian schließlich
nach Verweis auf den skizzierten Kreis um den Mittelpunkt herum die Schenkel
des betrachteten Dreiecks als Radien des umschriebenen Kreises anzusehen und
somit die erwartete Begründung für die Gleichschenkligkeit des betrachteten
Dreiecks doch noch zu liefern:

05:02 I 129 ah, ach das ist nen Mittelpunkt, ach so, mm-mmh .. äh,
und warum ist das jetzt, warum sind die Schenkel jetzt
gleich’ (deutet auf die dritte Planskizze, ↑ Abb. 3.37)

05:06 Fa 130 ach so, ja weil die beiden vom .. Kreis, -rand, sag ich
jetzt ’mal, zum, Mittelpunkt gehen, und dann müssen
die gleich sein, weil das die gleiche Strecke, überall ist

In der Äußerung Fa 130 lässt Fabian erkennen, dass er die Schenkel des Dreiecks Schüler Fabians
Begründung der
Gleichschenkligkeit

als Radien des Kreises ansieht. Insofern kann man hier von einer Begründung
der Gleichschenkligkeit sprechen, die wiederum die Gleichheit der Basiswinkel
α und β impliziert. Optimistisch gesehen, ließe sich der untere Teil des mehr-
gliedrigen Arguments aus ↑ Abb. 3.34 rekonstruieren, jedoch bleibt fraglich, ob
Fabian im Schluss auf die Basiswinkelgleichheit mittels des Basiswinkelsatzes
allgemein und denknotwendig gedacht hat.

3.4.7 Hauptanalyse (Fabian):
Lückenhaftes Argumentgefüge

Der Interviewer kommt nun auf das Eingangsbeispiel α = 40◦ zurück. Nachdem
der Schüler Fabian die fehlenden Beispielwinkel in seine erste Planskizze in ↑
Abb. 3.38 eingezeichnet hat, spricht der Interviewer noch einmal die allgemeine
Behauptung δ = 2α an:

05:59 I 133 also, ich hab ja behauptet, der Winkel (deutet auf den
Mittelpunktswinkel δ) ist jetzt doppelt so groß wie der
(deutet auf den Basiswinkel α)

06:03 Fa 134 ja
06:03 I 135 emm
06:05 Fa 136 das stimmt ja, also in diesem Fall haben wir jetzt ’mal
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Abb. 3.38: Schüler Fabians ergänzte erste Planskizze mit Vorgabe des
Basiswinkels α = 40◦ und dazu passende Bezeichnungen

06:08 I 137 .. ja, und, emm, gilt das denn jetzt immer’ (18 sec)
06:28 Fa 138 ja, weil die beiden Seiten immer, gleich lang sind (deutet

abwechselnd auf die beiden Schenkel des gleichschenkli-
gen Dreiecks), und die können ja dann irgendwie (deu-
tet verschiedene Radien des Kreises an sowie wieder auf
die Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks) da hingehen
(deutet auf den Mittelpunkt), der (deutet auf den Mit-
telpunktswinkel δ) ist ja dann, immer doppelt so groß
wie der (deutet auf den Basiswinkel α)

06:38 I 139 ja und warum ist das so’ (10 sec) kannst ja ’mal überle-
gen (38 sec)

07:33 Fa 140 ja warum ist das so’

In der Äußerung Fa 136 des Schülers Fabian deutet sich an, dass er sich speziellSchüler Fabian stellt
keinen Zusammenhang
zwischen seinen Argumenten
und der Behauptung her

in diesem Fall (mit dem Basiswinkel α = 40◦) kundig machen will. Das Interesse
des Interviewers zielt jedoch darauf ab, dass Fabian die Allgemeingültigkeit der
Behauptung δ = 2α am Beispiel α = 40◦ begründet. Die Begründung ja, weil
die beiden Seiten immer, gleich lang sind in der Äußerung Fa 138 bezieht sich
auf die Gleichschenkligkeit des Dreieicks in Äußerung Fa 130 als Begründung
für die Gleichheit der Basiswinkel α und β. Schüler Fabians Gestik während sei-
ner Äußerung Fa 138 kann damit als Indiz dafür angesehen werden, dass er die
Gleichschenkligkeit des Dreiecks beispielgebunden bewiesen hat. Allerdings gibt
sein Nachsatz der ist ja dann, immer doppelt so groß wie der aus Äußerung Fa
138 bloß die allgemeine Behauptung wieder, ohne dass ein logischer Zusammen-
hang zur begründeten Gleichschenkligkeit erkennbar wäre. Der Schüler Fabian
vermag auch nach längerem Nachdenken keinen stringenten Beweis für die All-
gemeingültigkeit der Behauptung angeben.
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3.4.8 Hauptanalyse (Fabian):
Rechenweg für das Beispiel α = 1
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◦

Um dem Schüler Fabian eine weitere Möglichkeit zu geben, die Behauptung
δ = 2α beispielgebunden zu beweisen, wählt der Interviewer als fünftes Beispiel
den Basiswinkel α = 1

10
◦ und als sechstes Beispiel später noch α = 1

1000
◦ im

Sinne von small numbers (↑ Abs. 1.1.2). Diese Beispielwinkel lassen sich nicht
mehr zeichnen und kaum noch vorstellen. Der Interviewer folgt damit erneut
dem Vorgehen von Goldberg (1992, 43), ein nur noch bedingt vorstellbares
Beispiel quasi in der Form eines Variablenzeichens x◦ zu wählen, in der Hoff-
nung, der Schüler werde zur Gewinnstrategie Goldbergs greifen, dem aufwän-
digen Rechenweg eine beispielgebundene Begründung vorzuziehen.

M

γ δα
β

Abb. 3.39: Schüler Fabians ergänzte zweite Planskizze mit Vorgabe der weiteren
Basiswinkel α = 12◦, 1

10
◦
, 1

1000
◦
, x◦ und dazu passende Bezeichnungen

Zunächst fordert der Interviewer den Schüler Fabian auf, für das Beispiel α =
1

10
◦ noch den Mittelpunktswinkel δ zu berechnen. Der Schüler Fabian schreibt Schüler Fabian perfek-

tioniert sein Rechnenseine Berechnung des Mittelpunktswinkels zu δ ausführlich auf (↑ Abb. 3.39):

1
10
◦ + 1

10
◦ + 179 8

10
◦ = 180◦

180◦ − 179 8
10
◦ = 2

10
◦

Anschließend fordert der Interviewer den Schüler Fabian auf, anhand der do- der Interviewer lässt
den Schüler Fabian
die doppelte Bedeutung
des Winkels 180◦ klären

kumentierten Rechnungen die Bedeutung des Winkels 180◦ darzustellen. Den
Winkel 180◦ sowohl als Winkelsumme des Dreiecks als auch als Halbwinkel zu
deuten, verhilft dem Schüler Fabian möglicherweise zum Beweisen:
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09:46 I 151 ah ja ... ja .. was macht man denn jetzt hier’, hier kommt
ja zweimal 180◦ vor (4 sec)

10:05 Fa 152 ja das ist einmal, das sind die 180◦, das ganze Dreieck
halt (deutet auf das Dreieck in ↑ Abb. 3.39) .. und das
sind die 180◦ hier von dem (deutet auf den gestreckten
Winkel)

10:16 I 153 mm-mmh, ah ja, okay ...
10:18 Fa 154 mit dem, von dem Durchschnitt
10:22 I 155 ist jetzt das hier (deutet auf den Mittelpunktswinkel δ)

immer das Doppelte von dem’ (deutet auf den Basiswin-
kel α, 20 sec)

10:45 Fa 156 ja also nach, diesen Angaben, die ich da überall jetzt hab,
wenn das, so ist, dann .. ja

10:54 I 157 ja das waren ja nur Beispiele
10:56 Fa 158 ja aber trotzdem, die waren ja alle, wenn das jetzt zum

Beispiel so wäre, dann müsste, dass das ja überall, das
sind ja 80◦ ist das Doppelte von 40, mmh, das ist ja auch
überall das Doppelte, 75 das war 150

Der Schüler Fabian misst in Äußerung Fa 152 dem Winkel 180◦ in der ersten
und zweiten Gleichung seine doppelte Bedeutung als Winkelsumme im DreieckSchüler Fabian erkennt die

doppelte Bedeutung des
Winkels 180◦, prüft
aber weiterhin induktiv

und als Halbwinkel zu. Insofern böte es sich an, die seit der Äußerung Fa 30 ver-
schütteten Argumente wieder hervorzuholen. Doch die bloße Wiederholung der
Behauptung an den bisherigen Beispielen in Äußerung Fa 158 lässt erkennen,
dass sich das induktive Verständnis des Schülers Fabian weiter verfestigt hat.

Aus Umfangsgründen wird vom weiteren Geschehen hier kurz zusammenfassend
berichtet: Der Interviewer lässt den Schüler Fabian, darin wiederum Goldberg
(1992) folgend, noch das sechste Beispiel mit dem Basiswinkel α = 1

1000
◦ erpro-

ben (↑ Abb. 3.39). Der Schüler Fabian bestätigt die Behauptung durch Berech-
nung des Winkels δ zu 2

1000
◦. Schließlich scheitert eine versuchte Formalisierung

(mit α = x◦ als Basiswinkel), weil der Schüler Fabian das Zeichen x bei seinem
Rechenweg mit konkreten Beispielzahlen lediglich anfügt, z.B. an die Beispiel-
zahl 1 zu 1x◦. Damit erhält er seinem schematischen Algorithmus nach das
falsche Ergebnis γ = 178x◦ (statt γ = 180◦ − 2x◦) (↑ Abb. 3.39).
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3.4.9 Kontext (Manuela)
Wie in ↑ Abs. 3.4.3 angesprochen, erfolgen zu Beginn des Schülerexperiments mit
der Achtklässlerin Manuela Vorübungen zum Mittelpunkts-Umfangswinkelsatz,
wie sie in ähnlicher Weise auch von Goldberg (1992, 42) favorisiert werden. Der
Interviewer lässt die Schülerin Manuela (Ma) den Basiswinkel-, Winkelsummen-
und Nebenwinkelsatz bearbeiten (↑ Abb. 3.40).

Abb. 3.40: Vorübungen zum Winkelsummen-, Basis-
winkel- und Nebenwinkelsatz und Sätzen
zu Winkeln an geschnittenen Geraden

Mit der obigen Zeichnung möchte der Interviewer den Winkelsummensatz und
mit der rechten Abbildung den Basiswinkelsatz thematisieren. Unten geht es um
den Nebenwinkelsatz, während links Sätze zu Winkeln an geschnittenen Gera-
den, nämlich Stufen- und Wechselwinkelsatz, behandelt werden. Letztere sind
für das weitere Vorgehen jedoch nicht von Belang, da der zweite Beweisweg ge-
wählt wird. Die Sätze der Vorübung korrespondieren mit den Regeln aus dem
zugehörigen mehrgliedrig-mehrschichtigen Argumentgefüge (↑ Abb. 3.34 in ↑
Abs. 3.4.1).

Die Schülerin Manuela hat sich mit dem Basiswinkelsatz während ihrer Vor-
übung zunächst etwas schwer getan, bis sie aus der durch die Kreislinie ange-
deutete Gleichschenkligkeit des Dreiecks die Gleichheit der Basiswinkel gefolgert
hat. Die anderen Vorübungen sind ohne Schwierigkeiten verlaufen.
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3.4.10 Kontrastanalyse (Manuela): Rückwärtsarbeiten
Nach Ende der Vorübungen kommt der Interviewer mit der Schülerin ManuelaSchülerin Manuelas

erste Planskizze über ihre erste Planskizze (↑ Abb. 3.41) ins Gespräch, in der sie bereits den
Basiswinkel α = 48◦ gemessen und eingetragen hat.

M
γ

δ

α

β

Abb. 3.41: Schülerin Manuelas angefangene erste Planskizze mit Vorgabe des
Basiswinkels α = 48◦ und den dazu passenden Bezeichnungen

10:20 I 67 ich würde jetzt gerne wissen, wie groß der Winkel ist
(deutet auf den Mittelpunktswinkel δ in der ersten
Planskizze, ↑ Abb. 3.41), ich markier den ’mal mit Rot
(5 sec, markiert den Mittelpunktswinkel δ), wie groß ist
der’ (45 sec)

11:13 Ma 68 emm, wenn man wüsste, wie groß der Winkel wäre (deu-
tet auf den Mittelpunktwinkel γ), dann könnte man
180◦ – den Winkel’ (deutet auf Mittelpunktswinkel γ)

11:20 I 69 ja, okay (15 sec) und, woher kannst du wissen, wie groß
der Winkel ist’ (deutet auf Mittelpunktswinkel γ)

11:40 Ma 70 emm ... wenn .. wenn man den noch wüsste (deutet auf
den Basiswinkel β), könnte man die beiden (deutet auf
die Basiswinkel α und β) zusammenrechnen und dann
180◦ – die beiden (deutet auf die beiden Basiswinkel),
weil in einem Dreieck sind ja immer 180◦, alle, zusam-
men

Die Schülerin Manuela entwickelt einen Lösungsweg zur Bestimmung des Mittel-Schülerin Manuela
arbeitet rückwärts punktswinkels δ, indem sie von der gesuchten Größe (dem Mittelpunktswinkel)

ausgeht und rückwärts auf die bekannte Größe (den markierten Basiswinkel α)
schließt. Legt man die Winkelbezeichnungen der mathematischen Analyse zu-
grunde, in der δ als der Mittelpunktswinkel, γ als dessen Nebenwinkel und α
und β als die beiden Basiswinkel des Dreiecks bezeichnet werden, argumentiert
die Schülerin Manuela wie folgt: Wenn man den Mittelpunktswinkel γ kennen
würde, könnte man den gesuchten Mittelpunktswinkel δ zu δ = 180◦ − γ be-
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rechnen. Wenn man wiederum neben dem Basiswinkel α auch den Basiswinkel
β kennen würde, könnte man den Mittelpunktswinkel γ zu γ = 180◦ − (α+ β)
berechnen. Vom gesuchten Mittelpunktswinkel δ ausgehend, gelangt sie durch
Rückwärtsarbeiten im Sinne von Goldberg (1992, 38) also zum markierten
Basiswinkel α. Da der Winkel δ nicht bekannt ist, sind die Ausführungen der
Schülerin Manuela notwendig allgemein gehalten. Die Verwendung des Indefi-
nitpronomens man unterstreicht die Allgemeinheit ihres Vorgehens anhand der
vorliegenden Planskizze.

Um vorwärts arbeiten zu können, müsste die Schülerin Manuela die Gleichheit Schülerin Manuela weiß
nicht, wie groß der
Basiswinkel β ist,
und misst ihn daher

der beiden Basiswinkel α und β entdecken. Mit der Frage, wie groß der Basis-
winkel β nun sei, kommt sie nach reiflicher Überlegung aber nicht weiter. Daher
misst die Schülerin Manuela den Basiswinkel β auf Anregung des Interviewers.
Der Interviewer gibt ihr schließlich noch den Hinweis, den in der Vorübung the-
matisierten Basiswinkelsatz heranzuziehen. Die Schülerin Manuela greift diesen
Hinweis auf und belegt folgerichtig auch den Basiswinkel β mit 48◦. Der Inter-
viewer fragt sie nun, wie sich der Mittelpunktswinkel δ im betrachteten Beispiel
berechnen lässt:

14:24 I 81 okay, kann man das dann ausrechnen’
14:25 Ma 82 ja dann .. 180− 48− 48
14:30 I 83 mm-mmh .. und wie groß ist der dann (deutet auf den

Mittelpunktswinkel δ, 5 sec)
14:36 Ma 84 emm ...
14:41 I 85 sag was du denkst
14:42 Ma 86 also wenn man den weiß (deutet auf den Mittelpunkts-

winkel γ) dann kann man 180 − den Winkel, dann rech-
nen (deutet erneut darauf)

14:50 I 87 mm-mmh, und wie kriegst du den’ (deutet auf den Mit-
telpunktswinkel γ)

14:52 Ma 88 48 + 48 und dann 180− die Summe davon (deutet zwei-
mal auf die Basiswinkel α und β)

Die Schülerin Manuela will zunächst vorwärts arbeiten, um den Mittelpunkts-
winkel γ zu berechnen. Der Mittelpunktswinkel γ besitzt für sie hier die unaus-
gerechnete Form γ = 180◦ − 48◦ − 48◦ bzw. γ = 180◦ − (48◦ + 48◦), womit sie
den Winkelsummensatz im Dreieck zwar noch andeutet, aber bereits nicht mehr
explizit nennt. Der Winkel δ stellt sich für die Schülerin Manuela immer noch
symbolisch als δ = 180◦ − γ dar, weil sie hinsichtlich des Nebenwinkelsatzes als
Regel rückwärts gearbeitet hat.

14:55 I 89 mm-mmh, okay, weißt du jetzt, wie groß der rote (d.h.
der Mittelpunktswinkel δ) Winkel ist’

14:58 Ma 90 emm .. mmh
15:02 I 91 ohne den auszurechnen (deutet auf den Mittelpunkts-

winkel γ, 20 sec)
15:20 Ma 92 vielleicht 48 + 48◦’ (schaut fragend)



3.4 Induktives Prüfen beim beispielgebundenen Beweisen 300

Mit seinem Appell in Äußerung I 91, den Mittelpunktswinkel γ in seiner unaus-
gerechneten Form zu belassen, möchte der Interviewer den Blick auf den Zu-
sammenhang zwischen den konkret gedachten Basiswinkeln α = β = 48◦ und
dem gesuchten, markierten Mittelpunktswinkel δ richten. Die Schülerin Manue-
la fragt sich sogleich, ob der Mittelpunktswinkel δ mit der nicht ausgerechneten
Summe 48◦ + 48◦ der beiden Basiswinkel α und β übereinstimmt. Der Inter-
viewer regt sie daraufhin zur weiteren Versprachlichung ihrer Überlegungen an:

15:26 I 93 emm .. ja, sag noch ’mal, was du dir jetzt dabei gedacht
hast, deine Gedanken’

15:32 Ma 94 ja man muss ja, um den rauszukriegen (deutet auf den
Mittelpunktswinkel γ), 180 − die beiden (deutet auf die
Basiswinkel α und β)

15:39 I 95 ja
15:39 Ma 96 und, um den rauszukriegen (deutet auf den Mittel-

punktswinkel δ) müsste man ja eigentlich, 180◦− den
(deutet auf den Mittelpunktswinkel γ) dann könnte
man ja vielleicht die einfach zusammenrechnen (leiser
werdend, deutet auf die Basiswinkel α und β)

15:48 I 97 kann man das oder kann man’s nicht’
15:50 Ma 98 (5 sec) ich glaub schon

Die Schülerin Manuela scheint ihren vorwärts gedachten Rechenweg nunmehr
allgemein zu beschreiben. Dabei stellt sie die Vermutung auf, dass δ = α + β
sei. Es bleibt jedoch offen, ob sie während ihres Gedankengangs die konkretenSchülerin Manuela ent-

deckt die allgemeine
Behauptung δ = α+ β

Winkel meint, auf die sie deutet, oder sich dabei beliebige Winkel vorstellt, für
welche die Behauptung allgemein gilt. Die Schülerin Manuela wird zum Ende
ihrer Äußerung Ma 96 leiser. Dies lässt sich dahingehend interpretieren, dass
ihr für die entdeckte Behauptung δ = α+ β noch eine vollständige Begründung
fehlt, der zugehörige Beweis also noch latent ist. In der Folge kommt sie auf das
Rechenergebnis δ = 96◦ im betrachteten Beispiel:
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Abb. 3.42: Schülerin Manuelas ergänzte erste Planskizze mit Vorgabe des
Basiswinkels α = 48◦ und den dazu passenden Bezeichnungen

16:46 I 111 ah okay .. kannst du ja vielleicht, willst du’s eintragen
oder nicht’ (die Schülerin stimmt zu und trägt 96◦ für
den Mittelpunktswinkel δ ein, ↑ Abb. 3.42) ... emm,
meinst du jetzt, dass das immer so ist’ .. also wenn wir
einen Durchmesser nehmen und irgendeinen Punkt auf
der Kreislinie nehmen, und dann ergibt sich ja so ein
anderes Dreieck, mmh, was wäre denn, wenn hier ein
anderer Winkel wäre (deutet auf den Basiswinkel α) ..
nicht 48◦

17:14 Ma 112 dann wär der Winkel (deutet auf den Basiswinkel β)
genauso groß wie der (deutet auf den Basiswinkel α)

17:17 I 113 warum’
17:17 Ma 114 emm, weil (15 sec) mmh, weil der Punkt hier (deutet

auf den Mittelpunkt M) ist ja der Mittelpunkt von dem
Kreis, der von hier nach da (deutet vom Mittelpunkt
M zum Dreieckspunkt am Basiswinkel α), der Kreis
geht ja auch hier vorbei (deutet zum Dreieckspunkt am
Basiswinkel β), und dann sind die Seiten (deutet auf
die Dreiecksseiten als Radien des Kreises) gleich lang ..

Der Interviewer präzisiert in seiner Äußerung I 111 die Frage nach der Allgemein-
gültigkeit der durch die Schülerin Manuela entdeckten Behauptung δ = α + β.
Diese führt in ihrer Äußerung Ma 114 als Begründung der Gleichheit der Ba-
siswinkel α und β an, dass die beiden Schenkel an den Basiswinkeln α und β Schülerin Manuela begrün-

det, warum die Basiswinkel
α und β gleich groß sind

zum Mittelpunkt hin gleich lang sind. Dies führt sie wiederum – ähnlich wie in
der Vorübung – auf die Lage der Dreieckspunkte auf Kreislinie und Kreismit-
telpunkt zurück. Der Basiswinkelsatz wird als Regel nicht explizit genannt. Es
liegt ein formaler Beweis der Gleichschenkligkeit des Dreiecks (bzw. der Basis-
winkelgleichheit) als Grenzfall des beispielgebundenen Beweises vor. Die Schü-
lerin Manuela führt ihren Beweis an einer Planskizze, die vordergründig konkret
ist mit dem Basiswinkel α = 48◦, jedoch als Planskizze allgemein gedacht wird.
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17:46 I 115 okay, und wie geht das dann weiter, kannst du ’mal noch
weiter machen’ ... also, wenn wir hier einen anderen
Winkel haben (deutet auf den Basiswinkel α), nehmen
wir ’mal an, 20◦ ..

18:02 Ma 116 dann wär der auch 20◦ (deutet auf den Basiswinkel β)
18:04 I 117 wie groß ist der’ (deutet auf den Mittelpunktswinkel δ)
18:07 Ma 118 der wär dann, 140◦
18:08 I 119 äh welcher’
18:09 Ma 120 (deutet auf den Mittelpunktswinkel γ)
18:10 I 121 ach so, der, nein, ich mein den roten (deutet auf den

Mittelpunktswinkel δ)
18:13 Ma 122 emm, 40◦
18:14 I 123 äh, warum’
18:16 Ma 124 weil, wenn man die beiden zusammenrechnet’ (schaut

fragend) ist 40◦
18:26 I 125 ach so, na ja, und denkst du, dass das immer ist,

dass der Winkel (deutet auf den Mittelpunktswinkel δ)
immer, so groß ist wie die beiden’ (deutet auf die Ba-
siswinkel α und β, 55 sec) glaubst du das’

19:27 Ma 126 weiß nicht (lächelt)
19:28 I 127 weißt nicht’, emm, willst du vielleicht ein anderes Bei-

spiel zeichnen’
19:30 Ma 128 ja

Die Schülerin Manuela berechnet nun zwischenzeitlich für das Beispiel α = 20◦Schülerin Manuela wendet
die Behauptung δ = α+ β

auf das Beispiel α = 20◦

an

den Mittelpunktswinkel γ zu 140◦ und den Mittelpunktswinkel δ zu 40◦. Das
Ergebnis δ = 40◦ erhält sie dadurch, dass sie die beiden Basiswinkel α und β
zusammenrechnet. Sie führt dabei keine Argumente wie in ihren früheren Äu-
ßerungen an. Man kann dies so deuten, dass die Schülerin Manuela ihre vorher
entdeckte Behauptung auf das neue Beispiel mit den Basiswinkeln α = β = 20◦
anwendet. Aus einer anderen Perspektive betrachtet, lässt sich in ihrem Beweis-
verhalten auch ein verkürzter beispielgebundener Beweis sehen.

Damit sich ihre Ausführungen allmählich von der Besonderheit betrachteter
Winkel lösen, lässt der Interviewer die Schülerin Manuela eine zweite Planskiz-
ze anfertigen, in welche keine Winkelzahlen eingezeichnet werden (↑ Abb. 3.43).

Die Schülerin Manuela ist auf Nachfrage noch etwas unsicher, was die Allge-
meingültigkeit der Behauptung δ = α + β bzw. δ = 2α anbelangt. Nach dem
Zeichnen nimmt sie das Gespräch wieder von sich aus auf:
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Abb. 3.43: Schülerin Manuelas zweite, unbeschriftete Plan-
skizze und den dazu passenden Bezeichnungen

20:33 Ma 132 dann sind die beiden wieder, gleich groß, glaub ich (deu-
tet auf die Basiswinkel α und β, 45 sec)

21:23 I 133 was denkst du jetzt’
21:25 Ma 134 äh, ich glaub, das ist, auch so, dass der Winkel doppelt

so groß ist wie der (deutet auf die Mittelpunktswinkel
δ und den Basiswinkel α in ↑ Abb. 3.43)

21:32 I 135 warum’
21:33 Ma 136 weil, emm, die sind, ja gleich groß (deutet auf die Ba-

siswinkel α und β)
21:37 I 137 ja
21:37 Ma 138 und dann, müsste der ja (deutet auf den Mittelpunkts-

winkel γ) 180− die beiden sein (deutet auf die Basiswin-
kel α und β), und der (deutet auf den Mittelpunktswin-
kel δ) müsste 180◦ − dem sein (deutet auf den Mittel-
punktswinkel γ), dann, wär das ja, die, beiden Winkel
zusammen (deutet auf die Basiswinkel α und β)

21:51 I 139 okay (5 sec) also stimmt immer (12 sec)
22:10 Ma 140 ich glaub schon, wenn das hier mit so ’nem Kreis hier

ist’ (fährt mit dem Stift die Kreislinie entlang)

Zur Begründung der leicht modifizierten Behauptung δ = 2α führt die Schü-
lerin Manuela an der unbeschrifteten Planskizze in ↑ Abb. 3.43 implizit die
Satzgruppe aus Basiswinkelsatz, Winkelsummensatz, Nebenwinkelsatz an. Die
gleiche Länge der an den Basiswinkeln α und β anliegenden Schenkel als Vor-
aussetzung zur Anwendung des Basiswinkelsatzes führt sie wie schon zuvor auf
die Kreisgeometrie zurück. Obwohl die Sätze der Satzgruppe hier nicht mehr Schülerin Manuela

argumentiert an einer
unbeschrifteten Beweis-
figur allgemein

explizit genannt werden, legen die bisherigen Äußerungen, insbesondere Ma 68,
Ma 70, Ma 114 und Ma 138 nahe, dass die Schülerin Manuela einen detailier-
ten formalen Beweis anhand ihrer beiden Skizzen geführt hat. Sie hat aus dem
anfänglichen Rückwärtsarbeiten die Beweisidee generiert und argumentiert an
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dieser Stelle schließlich allgemein, ohne die bereits genannten Regeln nochmals
anzuführen.

Wenn die Schülerin Manuela die Behauptung anhand eines konkreten Beispiels
begründen soll, wie es im zweiten Beispiel mit dem Basiswinkel α = 20◦ ge-
schieht, ist nicht klar zu entscheiden, ob sie dann die Behauptung bloß auf
das betrachtete Beispiel anwendet, oder ob sie daran einen verkürzten beispiel-
gebundenen Beweis führt. Dadurch, dass sich die Winkelgrößen im Konkreten
verrechnen lassen, kann die Struktur des Beweises als mehrgliedriges Argument-
gefüge bei Betrachtung konkreter Winkel durchaus verdeckt werden. Dadurch
aber, dass die Schülerin Manuela ihre Ausführungen nicht mit einem konkreten
Beispiel begonnen hat, sondern sich durch ihr anfängliches Rückwärtsarbeiten
auf die Struktur des Beweises konzentriert hat, haben sich Teile des Beweises
als mehrgliedriges Argument schon recht früh manifestiert.

3.4.11 Kontrastanalyse (Manuela):
Beweis des Außenwinkelsatzes

Die Behauptung δ = α + β lässt sich für nicht notwendig gleichgroße Winkelder Außenwinkelsatz
δ = α+ β als Verallge-
meinerung der bisheri-
gen Behauptung δ = 2α

α, β in Verallgemeinerung der Behauptung δ = 2α unter Fortlassen des Kreises
als Außenwinkelsatz ansehen. Im Argumentgefüge ↑ Abb. 3.34 aus ↑ Abs. 3.4.1
fällt dann der untere Teil mit dem Basiswinkelsatz weg, das Argument reduziert
sich auf die Behauptung δ = α+β als Konklusion von Umformungen der Daten
δ = 180◦ − γ und γ = 180◦ − α− β, die wiederum durch Nebenwinkelsatz und
Winkelsummensatz als Regeln begründet werden.

Zum Beweis des Außenwinkelsatzes zeichnet die Schülerin Manuela nun eineSchülerin Manuela zeichnet
zum Beweis des Außenwin-
kelsatzes eine Planskizze

dritte Planskizze. Diese besteht aus einem Dreieck mit einer verlängerten Drei-
ecksseite. Die Winkel des Dreiecks werden zunächst nicht beschriftet (↑ Abb.
3.44):

γ δ

α

β

Abb. 3.44: Schülerin Manuelas dritte, unbeschriftete Planskizze zur Begründung
des Außenwinkelsatzes und den dazu passenden Bezeichnungen

Der Interviewer stellt der Schülerin Manuela nun die Frage, wie sich der Au-
ßenwinkel an der verlängerten Seite des Dreiecks zu den gegenüberliegenden
Innenwinkeln des Dreiecks verhalten:
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3.4.11 Kontrastanalyse (Manuela):

Beweis des Außenwinkelsatzes

22:55 I 149 äh, möchtest du jetzt die Winkel, äh messen’ .. also die
beiden messen’ (deutet auf beiden Innenwinkel α und β
in ↑ Abb. 3.44) .. oder willst du mir sagen .. also was,
was ist, wenn wir den Winkel wissen und den (deutet
wiederum auf die beiden Innenwinkel α und β), was mit
dem ist (deutet auf den Außenwinkel δ, 5 sec)

23:17 Ma 150 ich glaub, dann, wieder die beiden zusammenrechnen
(deutet auf die beiden Innenwinkel α und β), das ist
dann der (deutet auf den Außenwinkel δ)

23:22 I 151 warum’
23:23 Ma 152 ja weil die sind ja, die drei Winkel sind ja alle zusam-

men 180◦, wenn man die weiß (deutet auf die beiden
Innenwinkel α und β in ↑ Abb. 3.44), dann kann man
180◦− die beiden (deutet auf die beiden Innenwinkel
α und β) .. hat man das hier ’raus, den Winkel ’raus
(deutet auf den Innenwinkel γ), und dann müsste man
ja 180 − den Winkel (deutet auf den Innenwinkel γ),
und dann, käm da ja eigentlich, die beiden zusammen
’raus (deutet auf die beiden Innenwinkel α und β)

Die Schülerin Manuela formuliert und begründet die Behauptung δ = α + β
allgemein anhand der unbeschrifteten Beweisfigur (↑ Abb. 3.44). Dabei arbeitet
sie sich, ausgehend von den Innenwinkeln α, β und γ, schrittweise vor.

Das weitere Gespräch zwischen Schülerin Manuela und dem Interviewer wird
nun zusammenfassend dargestellt. Der Interviewer fragt die Schülerin Manuela,
ob die allgemeine Behauptung δ = α + β jetzt ohne Kreis immer noch gelten
würde. Die Schülerin Manuela bejaht dies, wenngleich sie kundtut, dass sie sich
nicht sicher sei. Im Sinne eines need for further checks (↑ Abs. 1.1.2) misst Ma-
nuela die Winkel daraufhin zu α = 40◦, β = 65◦ und δ = 107◦ und trägt diese
Winkelgrößen in ihre Skizze ein (↑ Abb. 3.45). Sie schliesst Messfehler dabei
nicht aus. Schließlich fragt der Interviewer sie noch einmal, ob die Behauptung
nun für die konkretisierte Figur gelte:

γ δ

α

β

Abb. 3.45: Schülerin Manuelas ergänzte dritte Planskizze zur Begründung
des Außenwinkelsatzes und den dazu passenden Bezeichnungen
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26:30 I 179 mmh .. kannst du mir das vielleicht noch ’mal an dem
Beispiel sagen’

26:36 Ma 180 hier’ (deutet auf die dritte Planskizze, ↑ Abb. 3.45)
26:37 I 181 ja
26:38 Ma 182 ja, also der Winkel + der Winkel (deutet auf die In-

nenwinkel α und β) müsste dann den Winkel ergeben
(deutet auf den Außenwinkel δ)

26:43 I 183 ja gut, das ist die Behauptung, okay, die Behauptung,
ja, und, emm, wie begründest du das’

26:49 Ma 184 ja weil alle Winkel in dem Dreieck müssen ja 180◦ er-
geben (der Interviewer nickt), und wenn man den ’raus-
kriegen will (deutet auf den Innenwinkel γ), muss man
ja 180◦− den − den rechnen (deutet auf die Innenwin-
kel α und β), und die beiden Winkel (deutet auf den
Innenwinkel γ und den Außenwinkel δ) müssen ja auch
zusammen 180◦ geben und dann könnte man, also ei-
gentlich müsste man ja dann 180◦− den Winkel (deu-
tet auf den Innenwinkel γ), dann könnte man ja einfach
auch den + den Winkel rechnen (deutet auf die Innen-
winkel α und β)

Die Schülerin Manuela argumentiert trotz eingezeichneter Winkelgrößen undSchülerin Manuela beweist
den Außenwinkelsatz an
einer Planskizze formal

der Aufforderung, doch am Beispiel zu begründen, in der Äußerung Ma 184
allgemein. Dies spricht dafür, dass sie ihre Zeichnung als Planskizze verwendet
und in diesem Sinne beispielgebunden beweist. Aus ihrer Äußerung Ma 184 las-
sen sich die beiden oberen Teile des Argumentgefüges der ↑ Abb. 3.34 aus ↑
Abs. 3.4.1 wie folgt rekonstruieren: Im Detail formt die Schülerin Manuela aus
Expertensicht zum einen α+ β+ γ = 180◦ (Winkelsumme) in γ = 180◦−α− β
und zum anderen γ + δ = 180◦ (Nebenwinkelsumme) in γ = 180◦ − δ um. Aus
dem am geometrischen Beispiel geführten Vergleich erhält sie die Behauptung
δ = α + β. Damit hat die Schülerin Manuela das Argument an der Planskizze
fast vollständig wiedergegeben, und der Beweis dient nunmehr offensichtlich zur
theoretischen Absicherung der Behauptung.

Mathematisch gesehen ist der Außenwinkelsatz (mit der Behauptung δ = α+β)
eine Verallgemeinerung des Umfangswinkel-/Mittelpunktswinkelsatzes (mit der
Behauptung δ = 2α), so dass die Behauptungen einen Regelverband formen (↑
Abs. 3.4.1). Die thematisierte Verallgemeinerung einer Behauptung wie δ = 2α
zu δ = α + β zeigt exemplarisch, dass sich das (beispielgebundene) Beweisen
gerade dann festigen kann, wenn die Möglichkeiten für einen Beweis einer spe-
zielleren Behauptung ausgereizt scheinen. Statt also ähnlich wie Goldberg
Schüler dann an weiteren Beispielen beispielgebunden beweisen zu lassen (mit
der Gefahr, dadurch das induktive Prüfen zu sehr zu befördern), kann eine all-
gemeinere Behauptung des Regelverbands neuen Beweisbedarf wecken und eine
ähnlich strukturierte beispielgebundene Begründung evozieren.

Auf die Frage schließlich, welche Begründung (allgemein oder anhand von Bei-
spielzahlen) besser sei, antwortet die Schülerin Manuela:
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3.4.11 Kontrastanalyse (Manuela):

Beweis des Außenwinkelsatzes

28:56 Ma 192 ich glaub, wenn man das so allgemein sagt
29:00 I 193 dann
29:02 Ma 194 dann, ja dann, wenn, also wenn das jetzt so stimmt,

dann, heißt das ja, dass es immer gilt
29:10 I 195 ah ja
29:10 Ma 196 wenn man das nur mit Zahlen sagt, kann’s ja sein, dass

es gerade nur zufällig bei dem Dreieck so ist

Damit gibt die Schülerin Manuela einerseits die Crux des visual proving resp.
des beispielgebundenen Beweisens wieder. Andererseits drückt sie damit ihre
Präferenz zum formalen Beweisen aus. Dennoch kann bei einer geometrisch ge- Schülerin Manuela unter-

scheidet formales Beweisen
von beispielgebundenem
Argumentieren

stellten Aufgabe das Beweisen an einer Planskizze je nach Beweisverhalten des
Schülers als induktiv, beispielgebunden oder formal interpretiert werden. Eine
Differenzierung per se ist hier schwieriger vorzunehmen als bei einer arithmetisch
gestellten Aufgabe mit der Möglichkeit, bei Argumenten zwischen Beispielzahlen
und Variablen zu unterscheiden.
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3.4.12 Ergebnisse
Die Analysen über das beispielgebundene Beweisen des Schülers Fabian und der
Schülerin Manuela bilden in ihrer Anlage (ohne und mit Vorübungen) und ihres
Verlaufs (Vor- und Rückwärtsarbeiten) einen Kontrast. Insgesamt gesehen er-
folgten die eingangs gestellten Forschungsfragen aus vornehmlich theoretischer,
kategorialer und übriger Perspektive (I, II, V) und konzentrierten sich auf fol-
gende Forschungsbereiche (vgl. ↑ Abs. 3.4.2):

◦ Überprüfung der Goldberg-These
◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
◦ Beispielgebundenes Beweisen durch Lösen einer Berechnungsaufgabe

Die Analyseergebnisse hierzu werden im Folgenden wie gewohnt zunächst schü-
lerbezogen dargestellt. Im Resümé wird davon in Hinblick auf den Gesamtzu-
sammenhang der Arbeit abstrahiert (↑ Abs. 3.4.13).

Hauptanalyse (Fabian)

Der vorwärts arbeitende Schüler Fabian hat im Lösen des BerechnungsproblemsVerfestigung im
induktiven Prüfen das Argumentgefüge in ↑ Abb. 3.34 aus ↑ Abs. 3.4.1 in Bezug auf ein konkretes

Beispiel (Basiswinkel α = 40◦) anfangs fast vollständig wiedergeben können.
Paradoxerweise verflüchtigt sich diese Argumentstruktur jedoch mehr und mehr,
sobald der Interviewer die fragliche allgemeine Behauptung (δ = 2α) aufstellt:

◦ Beim ersten Beispiel (α = 40◦, ↑ Abb. 3.35) nennt der Schüler FabianNennung der
meisten Argumente zwar zunächst alle Argumente, die für einen möglichen Beweis notwendig

wären, die zugehörige Behauptung δ = 2α steht allerdings noch nicht im
Raum. Seine Äußerungen bilden eine ausführliche, im Beispiel begründete
Schilderung, wie er auf das Ergebnis δ = 80◦ kommt.

◦ Beim zweiten Beispiel (α = 12◦, ↑ Abb. 3.36) verlässt sich der SchülerWegfall von
Begründungen Fabian zum einen auf seinen visuellen Eindruck der Planskizze und möch-

te die fraglichen Größen der Winkel messen. Zum anderen kommt er viel
schneller auf das Rechenergebnis δ = 24◦. Angesichts der noch unsiche-
ren Behauptung sieht er zunächst keinen Beweisbedarf, sondern sucht erst
noch nach Ausnahmen. In diesem Stadium legt er ein deutlich induktiv ge-
prägtes Verständnis von Mathematik an den Tag und lässt Begründungen
wegfallen. Ein solcher Verlauf beispielgebundenen Beweisens widerspricht
insofern der These von Goldberg (↑ Abs. 1.2.5).

◦ Beim dritten Beispiel (α = 1◦) reduziert der Schüler Fabian seinen Rechen-Algorithmisierung
und Erklärungsaufwand noch einmal deutlich. Dies stützt die These, dass
er in der Betrachtung der Beispiele sein Vorgehen zunehmend algorithmi-
siert und dieses begründungsfrei werden lässt.

◦ Beim vierten Beispiel (α = 75◦, ↑ Abb. 3.37) verfährt der Schüler FabianErkennen von
Begründungsbedarf ähnlich. Danach glaubt er, dass die Behauptung δ = 2α wohl immer gilt,

weil er diese an vier Beispielen bestätigt hat. Gleichwohl sieht er durchaus
Begründungsbedarf, wie er in Äußerung Fa 72 erkennen lässt: ... das, ist
immer so, jetzt ist nur die Frage, warum ist das immer so, da wird’s dann
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natürlich schwieriger. Der für notwendig befundene Beweis der Behaup-
tung bleibt aber latent. Im Rückgriff auf das erste Beispiel α = 40◦ bleibt
der Schüler Fabian ratlos, wie er die Behauptung begründen soll.

◦ Beim fünften Beispiel (α = 1
10
◦, ↑ Abb. 3.39) sollte der Schüler Fabian mit Umgang mit einem

komplizierten Beispieldem komplizierten Term die latente Beweisidee durch eine mehr struktu-
relle Sichtweise des Sachverhalts realisieren. Zwar nimmt er die doppelte
Bedeutung des Winkels 180◦ als Winkelsumme im Dreieck und als Halb-
winkel wahr, die Beweisidee bleibt ihm aber noch immer latent.

◦ Beim sechsten Beispiel (α = 1
1000

◦, ↑ Abb. 3.39) agiert der Schüler Fabian Scheitern der
Formalisierungentsprechend. Schließlich versucht er die formale Verallgemeinerung auf

x◦, welche aber scheitert, da er mit dem Variablenkalkül nicht umgehen
kann. Der Schüler Fabian verweist zum Ende fortwährend darauf, dass
die Behauptung δ = 2α allgemein stimmen müsste, da sie sich schon an
einigen Beispielen erwiesen habe.

Der Schüler Fabian hat mit jedem neuen Beispiel seinen Rechenweg perfektio-
niert. Es ist eine Algorithmisierung des Rechenwegs erkennbar, die den Beweis
als Sinnstruktur wieder latenter werden lässt und die Beispielbindung in seinen
Argumenten eher noch verfestigt. Insofern achtet der Schüler nur auf den Re-
chenweg und nicht auf die Struktur des Argumentgefüges, welche ihn erst die
Allgemeingültigkeit der Behauptung erkennen ließe. Das Rechnen hält der Schü-
ler Fabian auch bei den unhandlichen, bedingt vorstellbaren Beispielen durch,
welche ihn eigentlich vom Rechnen abhalten und dazu beitragen sollten, den Be-
weis als Sinnstruktur subjektiv zu realisieren. Die allgemeingültige Behauptung
δ = 2α ist ihm also letztlich als bloß induktiv zu bestätigender Satz begegnet.

Kontrastanalyse (Manuela)

Die Schülerin Manuela arbeitet rückwärts, indem sie bei der Frage, wie groß der Schülerin Manuela
arbeitet rückwärts
und beweist formal

Winkel δ sei, von diesem Winkel selbst ausgeht, dann auf die Größe des Win-
kels γ schließt und schließlich auf die Größe der Winkel α und β zurückgeht.
Sie führt dabei jene Begründungsschritte schon an, die sie beim nachfolgenden
Vorwärtsarbeiten im Beweisen verwendet. Insofern birgt ihr Rückwärtsarbei-
ten schon die Beweisidee. Zudem wird die Schülerin Manuela aufgefordert, die
Behauptung am Beispiel zu beweisen. Bei Vorgabe eines Anfangswinkels α lie-
fert sie eine induktive Bestätigung der Behauptung, d.h. ohne Angabe einer
Begründung. Dies spricht für den strukturverdeckenden Charakter induktiver
Prüfungen.

Der formale Beweis der Schülerin Manuela erscheint als Grenzfall beispielgebun- Grenzfall beispiel-
gebundenen Beweisensdenen Beweises, geführt an einer Planskizze. Ein allmählicher Übergang über

das beispielgebundene Beweisen zum formalen Beweis findet nicht statt. Zwar
wurden die einzelnen Beweisschritte in der Vorübung mit der Schülerin Manuela
an wechselnden Beispielen vorbereitet. Sie hat die Beweisidee aber durch das
Rückwärtsarbeiten generiert, während sie die Behauptung an konkreten Bei-
spielen im Vorwärtsarbeiten wie der Schüler Fabian nur induktiv prüfte. Der
Beweisgedanke, verstanden als subjektive Realisierung des Beweises als latente
Sinnstruktur, hat sich bei der Schülerin Manuela also gerade durch Vermeidung
einer Betrachtung von Beispielen eingestellt.
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3.4.13 Resümé

Mit den schülerbezogenen Ergebnissen im Hintergrund sollen nun auch die For-
schungsfragen aus ↑ Abs. 3.4.2 soweit als möglich beantwortet werden.

◦ Überprüfung der Goldberg-These

Nach (Goldberg, 1992, 42) ”wird durch das Bearbeiten vieler (die nö-
tige Anzahl ist individuell verschieden) Beispiele (...) der Beweisgedanke
vorbereitet”. Kann die These Goldbergs bestätigt werden, dass Schüler
nach entsprechender Vorübung und der Arbeit an mehreren Beispielen
beispielgebunden begründen können? Erhalten Schüler durch die Auffor-
derung, an vielen Beispielen zu arbeiten, nicht eher den Eindruck, eine
empirische Erkenntnissicherung reiche aus, die Allgemeingültigkeit von
Behauptungen festzustellen? Erweist sich das von Goldberg vorgeschla-
gene Vorgehen nicht insofern als eher kontraproduktiv?

Der Darstellung und Diskussion beider Studien nach muss die Goldberg-TheseRelativierung der
Goldberg-These relativiert werden. Nicht allein die Anzahl der bearbeiteten Beispiele ist für das

beispielgebundene Beweisen relevant, sondern auch deren Beschaffenheit (etwa
als spezielle, paradigmatische, bedingt vorstellbare oder Gegenbeispiele). Auch
wie Schüler die Rolle des Beispiels im Rahmen ihres beispielgebundenen Bewei-
sens auffassen, ist entscheidend. Die Entwicklung des Beweisverhaltens mancher
Schüler lässt die Hoffnung Goldbergs fraglich erscheinen, dass Schüler an ei-
nigen Beispielen das allen strukturell Gemeine (das Allgemeine) herausarbeiten
und auf diesem argumentativen Wege beispielgebunden begründen, es also als
allgemeingültig erweisen. Es besteht die Gefahr, dass Schüler in der Arbeit an
vielen Beispielen ein induktives Beweisverständnis entwickeln und verfestigen,
bis hin zu einem experimentellen ’Beweisen’ im Sinne von Wittmann & Mül-Verfestigung im

induktiven Prüfen und
Algorithmisierung

ler (1988) (vgl. ↑ Abs. 1.2.3) als Grenzfall beispielgebundenen Beweisens, bei
dem die Behauptung durch das elementare Messen oder Berechnen ohne argu-
mentativen Zusammenhang induktiv geprüft wird.

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele

Welchen Effekt hat die Wahl von trivialen oder zu speziellen Beispielen
auf das beispielgebundene Beweisen eines Schülers? Inwiefern eignet sich
die Vorgabe komplizierter oder schwer vorstellbarer Beispiele (Stichwort
big/small number) zum beispielgebundenen Beweisen? Welche Funktion
besitzt das jeweilige Beispiel für den Schüler? Benutzt er es, um die Be-
hauptung darin zu bestätigen, oder um diese daran zu beweisen?

Anzahl und Rolle der Beispiele sind nicht nur in den beiden vorgestellten Einzel-Ambivalenter Charakter
von Beispielen fallstudien als zwiespältig anzusehen. Werden zu viele Beispiele betrachtet oder

sind sie zu einfach gehalten, kann sich der beobachtete Effekt einstellen, dass
die Schüler die Argumentstruktur zugunsten der Rechenstruktur auflösen oder
allmählich verdrängen. Die teils schon entwickelte Beweisidee wird damit wieder
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latent. Durch fortschreitende Algorithmisierung geht es einigen Schülern dann
hauptsächlich darum, die Behauptung durch jedes neue Rechenexempel plausi-
bler zu machen. Es hat sich gleichwohl auch gezeigt, dass Schülern mit bedingt Vorteile bedingt

vorstellbarer Beispielevorstellbaren Beispielen oder Beispielen, die eine Verrechnung der Beispielzahlen
zum Teil per se vermeiden lassen, eher gedient ist. Mit solchen Beispielen kön-
nen Schüler eher über die Argumentstruktur reflektieren, und diese erleichtern
ihnen zudem eine allmähliche Loslösung von elementaren Beispielen. Insofern
kann die oben angesprochene Goldberg-These aus der eigenen empirischen
Erfahrung heraus modifiziert werden.

◦ Beispielgebundenes Beweisen durch Lösen einer Berechnungsaufgabe

Man kann das beabsichtigte Vorgehen im Interview nach Holland (2007,
152) auch als Satz- bzw. Beweisfindung durch Lösung einer Berechnungs-
aufgabe ansehen. (Dabei besteht die Berechnungsaufgabe darin, den Mit-
telpunktswinkel δ nach Vorgabe eines konkreten Basiswinkels α, z.B.
α = 40◦, zu ermitteln. Dadurch kann die behauptete Formel δ = 2α als
Satz gefunden werden.) Wie kann sich nun der Verlauf vom Aufstellen
der Behauptung bis zu ihrem Beweis am Beispiel gestalten?

In der Sprache Hollands muss eine anfänglich vorgegebene Berechnungsaufga- Diskrepanz zwischen
Satz- und Beweisfindungbe zur Satzfindung nicht die Beweisfindung implizieren. Manche Schüler iterieren

also ihre Berechnungsaufgabe an immer neuen Beispielen und gelangen darüber
nicht mehr zur eigentlichen Beweisfindung. Eine Möglichkeit der Förderung der Möglichkeiten zur

Förderung der BeweisideeBeweisidee besteht also in der Vermeidung von Rechenschritten oder sogar in
der Vermeidung der Beispiele selbst. Durch Rückwärtsarbeiten an Planskizzen
kann sich zuweilen jene strukturelle Einsicht einstellen, durch die das formale Be-
weisen als ein Grenzfall beispielgebundenen Beweisens erscheint. Entsprechend
stellen sich unterschiedliche Beweisverläufe ein.
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3.5 Didaktische Zugänge zum beispielgebunde-
nen Beweisen

In dieser fünften und letzten Einzelfallstudie geht es am Aufgabenbeispiel derEinleitung
und Übersicht Potenzregeln um zwei verschiedene Wege zum beispielgebundenen Beweisen:

Der eine Zugang erfolgt über die Entdeckung und Prüfung mit latenter Beweis-
idee, ohne dass der Interviewer die Potenzregeln von sich aus als Behauptungen
vorgibt. Der Schüler arbeitet vielmehr weitgehend frei von zielgerichteten Ar-
beitsaufträgen des Interviewers. Bei dem anderen Zugang werden einer Schüle-
rin die Potenzregeln als Behauptungen zusammen mit einer induktiven Prüfung
zum Nachvollzug vorgelegt. In dieser induktiven Prüfung soll die Schülerin einen
beispielgebundenen Beweis der Behauptung erkennen. Im Vergleich zu den bis-
herigen Einzelfallstudien treten hier also mehr die verschiedenen Konzeptionen
der Aufgabenstellung und die Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden zum
Ermöglichen beispielgebundenen Beweisens in den Vordergrund.

3.5.1 Mathematische Kl. 8/9 Beispielgebundenes Beweisen der Potenzregeln
Analyse

Beh. Erste und zweite Potenzregel

3.5.2 Forschungs I ◦ Entdecken mit latenter Beweisidee
-perspektiven III ◦ Umgang mit vorgelegten Behauptungen
-bereiche V ◦ Beweisverständnis von Schülern
-fragen ◦ Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden

3.5.3 Kontext Mi Einübung der Potenzdefinitionen und der Fachtermini

3.5.4 Hauptanalyse Mi Entdecken, Prüfen und Begründen der ersten Potenzregel

3.5.5 Hauptanalyse Mi Entdecken, Prüfen und Begründen der zweiten Potenzregel

3.5.6 Kontrastanalyse Ju Nachvollzug vorgelegter Beweise

3.5.7 Ergebnisse Mi Verlaufsbetrachtung
Ju Summarische Betrachtung

3.5.8 Resümé zu den Forschungsperspektiven, -bereichen und -fragen
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3.5.1 Mathematische Analyse: Zugänge zum

beispielgebundenen Beweisen der Potenzregeln

3.5.1 Mathematische Analyse: Zugänge zum
beispielgebundenen Beweisen der Potenzregeln

Die Potenzregeln werden üblicherweise erst in der letzten Jahrgangsstufe der Se- Einführung der
Potenzregelnkundarstufe I explizit eingeführt. Den Schülern werden sie zumeist in formeller

Darstellung präsentiert. Variabel sind bei einer Potenz jeweils die Basis und der
Exponent. Wie die ausgeschriebenen Terme b6 = b·b·b·b·b·b und 6n = 6·6·. . .·6
nahelegen, lässt sich die Variation der Basis b ∈ N einfacher darstellen als die
Variation des Exponenten n ∈ N. Denn die Variation der Basis ändert den Term
nicht hinsichtlich seiner Faktorenanzahl. Für die nachstehende Analyse werden erste und zweite

Potenzregeldie erste und zweite Potenzregel betrachtet:

Erste
Potenzregel

Wenn zwei Potenzen die gleichen Basen besitzen, am

und an mit a, b, n ∈ N, dann ist ihr Produkt am · an

gleich am+n.

Zweite
Potenzregel

Wenn zwei Potenzen den gleichen Exponenten besit-
zen, an und bn mit a, b, n ∈ N, dann ist ihr Produkt
an · bn gleich (a · b)n.

Wie die logisch-strukturellen Analysen von ↑ Kap. 1.3 und von ↑ Kap. 1.4 gezeigt
haben, gründet dabei die erste Potenzregel lediglich auf der Potenzdefinition und
auf der Assoziativität der Multiplikation. Bei der zweiten Potenzregel tritt noch
die Kommutativität der Multiplikation hinzu. Möchte man schrittweise vorge-
hen und die Schwierigkeiten gestuft angehen, lassen sich zunächst die erste und
dann die zweite Potenzregel und dabei jeweils zunächst die Variation der Basis-
zahlen und daran anschließend die Variation der Exponenten thematisieren.

In ↑ Abs. 1.5.1 wurde bereits die zweite Potenzregel betrachtet, deren Beweis als beispielgebundenes
Beweisen der zweiten
Potenzregel

mehrgliedriges beispielgebundenes Argumentgefüge wie folgt dargestellt werden
kann:

T = 32 · 42

T = a2 · b2

T = an · bn -

-

- T = (3 · 3) · (4 · 4)
T = (a · a) · (b · b)

T = (a · . . . · a) · (b · . . . · b)

Potenz-
definition

-

-

- T = (3 · 4) · (3 · 4)
T = (a · b) · (a · b)

T = (a · b) · . . . · (a · b)

Assoziativität & Kommu-
tativität der Multiplikation

-

-

- T = (3 · 4)2

T = (a · b)2

T = (a · b)n

Potenz-
definition

Wegen ihrer relativ einfachen Beweisstruktur können die Potenzregeln als Mus- ’schultypische Problematik’
beispielgebundenen
Beweisens

terbeispiele zur Erarbeitung mathematischer Sätze herangezogen werden. In die-
sem Zusammenhang verweisen Meyer & Voigt (2009a, 57) am Beispiel der
ersten Potenzregel auf die ”schultypische Problematik”, wie die Prüfung mit la-
tenter Beweisidee vom beispielgebundenen Beweisen zu unterscheiden sei. Aus
den theoretischen Vorarbeiten in ↑ Abs. 1.5.3 geht hervor, dass die Schüler die
vormals latente Sinnstruktur eines Beweises allmählich subjektiv realisieren und
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ggf. manifestieren können. Dafür müssen sie im Besonderen der Beispiele das All-
gemeingültige erkennen und versprachlichen, etwa in der deduktiven Herleitung
des Resultats der induktiven Prüfung 32 ·42 = (3·3)·(4·4) = (3·4)·(3·4) = (3·4)2

mit latenter Beweisidee. Ob die Schüler dann wirklich das Allgemeingültige sub-
jektiv realisiert haben, muss durch den Experten, den Lehrer oder die Mitschüler
jeweils interpretativ erschlossen werden.

Ein möglicher Zugang zum beispielgebundenen Beweisen der Potenzregeln be-Zugang über die Entdeckung
und die Prüfung der
Potenzregeln mit
latenter Beweisidee

steht nun darin, den Schülern nach einer Vorübung zum Einstudieren der Po-
tenzdefinition und der Bezeichnung von Basis und Exponent einige Potenzterme
wie 23 · 24 und 27 sowie 32 · 42 und (3 · 4)2 vorzulegen. An diesen Potenztermen
können die Schüler die erste und zweite Potenzregel entdecken und sie zunächst
in Variation der Basen mit latenter Beweisidee prüfen. Vielleicht können die
Schüler in fortschreitender Verallgemeinerung auch die latente Beweisidee unter
Variation der Exponenten entwickeln und für ihren späteren Beweis der Potenz-
regeln nutzbar machen.

Um den Zugang zum beispielgebundenen Beweisen abzukürzen, können denZugang über vorgelegte
Potenzregeln mit Beweisen Schülern aber auch beispielgebundene Beweise zum Nachvollzug vorgegeben

werden. Dabei wird in formaler (resp. formeller) Sprache eine Behauptung vor-
angestellt, welche Allgemeingültigkeit beansprucht, sowie eine im Beispiel gehal-
tene induktive Prüfung mit latenter Beweisidee als deren Beweis nachgestellt.
Zur allgemeingültigen Behauptung am ·an = am+n mit natürlichen Zahlen a, m
und n kann ein vorgeblicher Beweis in seiner Spezifikation für m = n = 2 etwa
wie folgt gefasst werden (↑ Abb. 3.46):

Abb. 3.46: vorgelegte richtige Behauptung
mit vorgeblichem Beweis

Selbst wenn der vorgebliche beispielhafte Beweis formal richtig ist, kann die Be-Zugang über falsche
Behauptungen mit Beweisen hauptung trotzdem falsch sein. Etwa ist das hier gewählte Beispiel der indukti-

ven Prüfung wegen der Gleichsetzung m = n = 2 so spezifisch gehalten, dass es
sich auch auf schwächere Behauptungen wie am · am = a2m oder an · a2 = an+2

beziehen ließe. Manche Schüler fallen auch auf falsche Behauptungen herein,
etwa wenn zur falschen Behauptung am ·an = am·n mit natürlichen Zahlen a, m
und n der vorgebliche beispielhafte Beweis in ↑ Abb. 3.47 vorgelegt wird. Hier
ist der Exponent durch die Beispielzahl 2 repräsentiert, welche wegen 2·2 = 2+2
einer adäquaten Verallgemeinerung der Behauptung nicht dienlich ist:
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3.5.1 Mathematische Analyse: Zugänge zum

beispielgebundenen Beweisen der Potenzregeln

Abb. 3.47: vorgelegte falsche Behauptung
mit vorgeblichem Beweis

In einer derartigen Darstellung von Behauptung und vorgeblichem Beweis fin-
den sich beide Pole beispielgebundenen Beweisens wieder: das Beispielhafte und
das Formale (resp. Formelle). Insofern kann darüber das beispielgebundene Be-
weisen direkt thematisiert werden.
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3.5.2 Forschungsperspektiven, -bereiche und -fragen
Thema dieser Einzelfallstudie ist der Vergleich zweier didaktisch reflektierterForschungsperspektiven

dieser Einzelfallstudie Zugangswege zum beispielgebundenen Beweisen: das Entdecken und das Prü-
fen einer Behauptung mit latenter Beweisidee sowie der Nachvollzug vorgelegter
Behauptungen und beispielgebundener Beweise. Die Forschungsbereiche dieser
Einzelfallstudie werden aus folgenden Perspektiven entwickelt (vgl. ↑ Kap. 2.1):

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz, subjektiver Realisierung
und Manifestierung des beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließlich von Zugängen zum
beispielgebundenen Beweisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

V Weitere
Perspektiven

◦ Wahl und die Anzahl der Beispiele
◦ Interventionsmöglichkeiten von Lehrenden

Von dieser Schwerpunktsetzung ausgehend, lassen sich mit Blick auf die Auf-Forschungsbereiche
und Forschungsfragen gabenstellungen nachstehende Fragen zu folgenden Forschungsbereichen stellen:

◦ Entdecken mit latenter Beweisidee
Wie weit trägt das Entdecken mit latenter Beweisidee? Wie entwickeln Schüler diese zu
einem (beispielgebundenen) Beweis? Es bietet sich an, hierzu ein besonderes Augenmerk
auf zwischenzeitliche induktive Prüfungen zu legen, in denen die Schüler an ihrer Beweis-
idee arbeiten. Durch diesen Ansatz wird den Schülern ein hohes Maß an Selbstständigkeit
eingeräumt. Mit welchen Schwierigkeiten haben Schüler bei diesem Zugang zum beispiel-
gebundenen Beweisen zu kämpfen?

◦ Umgang mit vorgelegten Behauptungen
Durch vorgelegte Behauptungen mit vorgeblichen Beweisen soll erkundet werden, inwie-
weit die Schüler in den induktiven Prüfungen eine latente Beweisidee erkennen können,
und wie sehr sie einer vorgeblich richtigen Behauptung Glauben schenken. Wie gehen die
Schüler bei diesem Zugang mit weiteren, selbst gewählten induktiven Prüfungen um?

◦ Beweisverständnis von Schülern beim beispielgebundenen Beweisen
Möglicherweise kann es beim vorgenannten Zugang zum beispielgebundenen Beweisen zu
einer Diskussion darüber kommen, ob die präsentierte oder die eigene induktive Prüfung
einen Beweis darstellt oder nicht. Hierüber kann dann auch das Beweisen an sich thema-
tisiert werden.

◦ Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden
Welche Interventionsmöglichkeiten erlauben es dem Lehrenden, den Prozess des beispiel-
gebundenen Beweisens adäquat zu begleiten? Hierbei dürfte der gewählte Zugang zum
beispielgebundenen Beweisen eine Rolle spielen, hat dieser doch nicht nur inhaltliche,
sondern auch kommunikative Auswirkungen.
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3.5.3 Kontext (Mike)
In einer Vorübung zum Thema Potenzregeln übt der Interviewer mit dem Schü- Vorgabe der Bezeichnungen

und der Potenzdefinitionler Mike, einem Schüler der 8. Klasse [sic!], die Definition der Potenz ein und
gibt ihm die Termini Basis bzw. Grundzahl und Exponent bzw. Hochzahl an
die Hand. Hierbei soll der Schüler zum einen verschiedene Beispielzahlen als
Basen und Exponenten wählen und die jeweiligen Potenzen ausschreiben statt
ausrechnen. Zum anderen werden auch Variablenzeichen als Basen und Expo-
nenten gewählt (↑ Abb. 3.48).

Abb. 3.48: Mikes Vorübungen zum Einüben der Potenzdefinition

Wie in ↑ Abs. 3.5.1 dargelegt wurde, soll sich der Verlauf des Interviews mit dem Interviewgestaltung
Schüler Mike bezüglich beider Potenzregeln jeweils wie folgt gestalten: Zunächst
lässt der Interviewer den Schüler jeweils zwei Terme aus Potenzen untereinander
schreiben: Für die erste Potenzregel sind es die Potenzterme 23 · 24 und 27, für
die zweite Potenzregel sind es die Potenzterme 32 · 42 und (3 · 4)2 zur Variation
der Basen sowie die Potenzterme 35 · 45 und (3 · 4)5 zur Variation der Expo-
nenten. Um den Schüler Mike nicht zu lenken, wird jeweils auf einen konkreten
Arbeitsauftrag verzichtet.
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3.5.4 Hauptanalyse (Mike): Entdecken, Prüfen
und Begründen der ersten Potenzregel

Zur Thematisierung der ersten Potenzregel lässt der Interviewer den Schülerder Interviewer gibt
die Potenzterme
23 · 24 und 27 vor

Mike zunächst die Terme 23 · 24 und 27 untereinander schreiben (↑ Abb. 3.49):

08:10 I 63 das ist für uns ganz wichtig, emm, ich würd dich jetzt
bitten hier aufzuschreiben, 23 · 24 .. und da drunter ..
27 .. (der Schüler murmelt und schreibt jeweils mit, ↑
Abb. 3.49) .. und jetzt geb ich dir bisschen Zeit, emm ..

08:27 Mi 64 ach so, ob das das Gleiche ist, ja das würd ich jetzt sa-
gen, 23 · 24 (schreibt nochmals den Term 23 · 24 auf)
.. ist (schaut nach oben, 4 sec) gleich 27 (ergänzt zu
= 27 in der ersten Zeile), weil die beiden .. die Basis,
sind ja hier beide gleich, alle drei gleich (deutet auf die
entstandene Gleichung der ersten Zeile), bei der Aufga-
be, und die beiden, die Exponenten .. das hier wär jetzt
2 ·2 ·2 (schreibt unter die Potenz 23 den Term (2 ·2 ·2))
halt · .. 2 · 2 · 2 · 2 (fügt unter der Potenz 24 den Term ·
(2 · 2 · 2 · 2) an), also 4 mal 2, und das wär dann 7mal,
· 2 (ergänzt zu = (2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2) in der zweiten
Zeile, 6 sec) also wenn man das hier jetzt nimmt (deu-
tet auf den vorderen Teil der zweiten Zeile), das sind
auch 7mal · 2, weil 3 und 4 addiert, sind 7, die beiden
Exponenten addiert sind die gleichen wie mit 27

09:27 I 65 und emm, und warum kannst du das sagen’ .. was ist mit
den Klammern dort’ (deutet auf die Klammerausdrücke
in der zweiten Zeile)

09:34 Mi 66 ja die Aufgabe ist ja hier 23, das (deutet auf den Term
(2 · 2 · 2)) sind ja zwei Klammern .. ja die Klammern
kann man auflösen ... warum, weiß ich jetzt nicht

Abb. 3.49: Initialbeispiel für das erste Potenzregel. Das links-
stehende Minuszeichen wurde erst später hinzugefügt.

Ohne dass der Interviewer ihn dazu aufgefordert hat, vergleicht der Schüler MikeSchüler Mike entdeckt,
dass die Potenzterme 23 · 24

und 27 gleich sind
die beiden links stehenden Terme 23 · 24 und 27. Er behauptet, dass 23 · 24 = 27

sei, und führt dies zunächst darauf zurück, dass die Basen aller drei Teilterme
gleich seien. Zur Verdeutlichung schreibt er die Zweierpotenzen als Produkte
aus und argumentiert, dass im Term (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) wie auch im Term
2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 der Faktor 2 jeweils siebenmal vorkomme, weil sich die Expo-
nenten 3 und 4 zu 3 + 4 = 7 addieren.
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und Begründen der ersten Potenzregel

Der Terminologie von Meyer & Voigt (2009a, 48f.) folgend, kann diese Schluss- Rekonstruktion mit-
tels Abduktionschemataweise als eine Entdeckung mit latenter Beweisidee angesehen werden. Ließe sich

in Äußerung Mi 64 ein Indiz dafür feststellen, dass der Schüler Mike die erste
Potenzregel als hypothetisches Gesetz assoziieren würde, erhielte man folgende
idealtypische Abduktion (vgl. Meyer & Voigt (2009a, 40)):

Resultat 23 · 24 = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 27

Gesetz Erste Potenzregel: am · an = am+n

Fall Die Basiszahlen sind gleich, und 3 + 4 = 7.

Der Schüler Mike leitet den erklärenden Fall in Äußerung Mi 64 jeweils mit
weil ein: Die Basisgleichheit thematisiert er durch weil die beiden .. die Basis,
sind ja hier beide gleich, alle drei gleich. Dass sich die Exponenten der Potenzen
addieren, thematisiert er durch das sind auch 7mal · 2, weil 3 und 4 addiert,
sind 7, die beiden Exponenten addiert sind die gleichen wie mit 27. Allerdings
lässt die Äußerung des Schülers Mike das assoziierte Gesetz nicht erkennen, und
seine handschriftlichen Aufzeichnungen entsprechen auch nicht ganz der obigen
Darstellung des deduktiv hergestellten Resultats. Insofern ist der Schüler Mike
von der idealtypischen Abduktion noch etwas entfernt. Zusätzlich zum entäu-
ßerten Resultat lässt sich aus seinen Äußerungen Mi 64 und Mi 66 folgende
Abduktion erkennen:

Resultat Gleichheit 23 · 24 = 27

Gesetz Assoziativität

Fall 23 · 24 = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) und 27 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2

Liest man das vorstehende Abduktionsschema von unten nach oben als Dedukti-
onsschema, so ergibt sich folgendes Bild: Vermöge des Gesetzes der Assoziativi-
tät, welches der Schüler Mike in der zweiten Zeile seiner eigenen Aufzeichnungen
anwendet, ist er in der Lage, aus den vermöge der Potenzdefinition gebildeten
Potenztermen 23 ·24 = (2 ·2 ·2) ·(2 ·2 ·2 ·2) und 27 = 2 ·2 ·2 ·2 ·2 ·2 ·2 (Fall) deren
Gleichheit 23 · 24 = 27 (Resultat) zu folgern. Dabei fungiert die Assoziativität
laut Äußerung Mi 66 als unhinterfragte, d.h. nicht weiter gestützte Regel: ja die
Klammern kann man auflösen ... warum, weiß ich jetzt nicht.

Die beiden dokumentierten Zeilen des Schülers Mike wirken auf den Betrach-
ter wie manche Darstellungen von Schülern oder Studierenden zur vollständi-
gen Induktion, wenn diese die Induktionsbehauptung als zu beweisende Aus-
sage in die erste Zeile (hier 23 · 24 = 27 als zu erweisendes Resultat) schrei-



3.5 Didaktische Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen 320

ben und dann in den Folgezeilen getrennt nach linker und rechter Seite jeweils
solange äquivalent umformen, bis die Gleichheit in der untersten Zeile (hier
(2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2) offensichtlich ist. Anschlie-
ßend lässt sich die Induktionsbehauptung als Deduktionskette in voller Länge
umschreiben, wie sie im Resultat des ersten Abduktionsschemas zu finden ist:
23 · 24 = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 27.

Insgesamt ergibt sich also folgender Ablauf: Der Schüler Mike formuliert diebisheriger Ablauf des
beispielgebundenen Bewei-
sens des Schülers Mike

Behauptung 23 · 24 = 27 als zu erweisendes Resultat. Zum Beweis wendet er die
Definition der Potenz auf die Potenzterme 23 · 24 und 27 an, und anschließend
das Assoziativgesetz. Damit hat er im Prinzip das Resultat des ersten Abduk-
tionsschemas deduktiv hergestellt:

T = 23 · 24 -

Potenzdefinition

T = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2 · 2) -

Assoziativität

T = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 -

Potenzdefinition

T = 27

Darüber hinaus hat er auch den Fall des ersten Abduktionsschemas benannt,
wenn er davon spricht, dass sich die Exponenten der Potenzen addieren. Allein
die erste Potenzregel als Gesetz scheint der Schüler Mike noch nicht assoziiert
zu haben. Damit ergibt sich folgendes Paradox: Die allgemeine Behauptung der
ersten Potenzregel steht zwar noch nicht im Raum, aber der Schüler Mike hat
mit der deduktiven Herstellung des Resultats schon deren Beweisidee im Bei-
spiel formuliert. Der Schüler Mike beweist insofern mit latent gebliebener Ent-
deckung, d.h. ohne Entdecken im strengen Sinne von Meyer & Voigt (2009a).
Er muss sich zunächst der Entdeckung der ersten Potenzregel bewusst werden,
etwa indem er sie allgemein formuliert, und diese dann beweisen, indem er seine
Beweisidee der Latenz enthebt. In diesem Fall ist also nicht nur die Beweisidee
latent, sondern auch die Behauptung, so dass man von einer doppelten Latenz
sprechen kann.

Bei der Herstellung des Resultats der Termgleichheit hat der Schüler Mike de-Schüler Mike variiert
Basen und Exponenten duktive Schlüsse an Beispielzahlen geführt. Der Interviewer möchte nun auf die

Potenzregel als Behauptung zu sprechen kommen. Auf seine Frage, ob man das-
selbe Vorgehen auch für eine andere Grundzahl, z.B. 5 wählen könne, antwortet
der Schüler Mike:

10:02 Mi 70 ja, emm, die Grundzahlen sind variabel, aber man kann
jetzt nicht 24 · 24 = 27

10:11 I 71 ach so, emm, was ist mit den Exponenten, wenn man
die, ändert’

10:17 Mi 72 die müssen halt immer auf beiden Seiten das Gleiche
ergeben, die Exponenten

Der Schüler Mike betont in Äußerung Mi 70, dass die Basiszahlen variabel seien.
Er thematisiert des Weiteren die Exponenten, die er auch als Veränderliche an-
sieht. Wie er in den Äußerungen Mi 70 und Mi 72 am Kontrastbeispiel 24·24 6= 27
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ausführt, müssen die Exponenten nämlich immer auf beiden Seiten das Gleiche
ergeben. Um seine Aussage zu präzisieren, wählt der Schüler ein zweites, schwie-
rigeres Beispiel:

10:41 Mi 76 und jetzt aber 33 · 32 · 36 gleich 38 · 34 stehen würde,
dann wär das ja hier addiert 12, die Exponenten, und
da 11, und dann wär das nicht das Gleiche, dann wär
das ungleich, zueinander

An dieser Stelle benutzt der Schüler Mike ein weiteres Kontrastbeispiel, um Schüler Mike deutet die
erste Potenzregel durch
ein Kontrastbeispiel an

die erste Potenzregel anzudeuten. Dabei lässt er durch die Wahl anderer Bei-
spielzahlen zwar erkennen, dass es ihm um die Allgemeingültigkeit der ersten
Potenzregel am · an = am+n und deren Grenzen geht. Allerdings formuliert er
sie wieder nicht explizit. Der Schüler Mike erkundet jedoch den Gültigkeitsbe-
reich der ersten Potenzregel insofern, als dass er deren Prämissen hinsichtlich
der Anzahl der Potenzterme verallgemeinert. Darauf eingehend, fragt ihn der
Interviewer schließlich auch nach negativen Basiszahlen:

11:37 I 81 okay, emm, würde das jetzt auch noch gelten, dass
(−2)3 · (−2)4 dasselbe ist wie (−2)7’

11:48 Mi 82 (abrupt) ja
11:48 I 83 kannst du’s noch ’mal sagen warum’
11:50 Mi 84 weil da auch wieder, die Basiszahlen sind gleich groß,

und die, also immer die gleichen, und, wenn man die
beiden, emm, Exponenten addiert auf beiden Seiten, ist
das auch das .. also 3 und 4 addiert, dann sind das 7,
und, auf der anderen Seite sind auch 7 (deutet auf die
Gleichung 23 · 24 = 27) .. und deshalb, bleibt das so ..

Auf das vom Interviewer vorgegebene Beispiel mit der negativen Basiszahl −2 Schüler Mike konkreti-
siert die erste Potenz-
regel am Beispiel

hin erläutert der Schüler Mike die erste Potenzregel. Dabei drückt er sich all-
gemein aus, wie seine Äußerung Mi 84 zeigt: die Basiszahlen sind gleich groß
sowie wenn man die beiden, emm, Exponenten addiert auf beiden Seiten, ist das
auch das. Die ursprünglich verwendete Beispielzahl 2 ist für den Schüler Mike
zu einem Variablenzeichen geworden, das für eine beliebige, auch negative Ba-
siszahl stehen kann. Entsprechend scheint die Summe 3 + 4 für ihn mittlerweile
eine Summe m + n im Exponenten zu repräsentieren. Da der Schüler die Be-
hauptung zum Ende seiner Äußerung Mi 84 am Beispiel konkretisiert, ohne sie
zu beweisen, fragt der Interviewer nach:
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12:10 I 85 ja okay, jetzt hast du die Regel geschildert, dass du 3+4
addieren musst, emm, woran liegt denn das, dass das
jetzt gleich ist’ ..

12:21 Mi 86 weil, das, 2, das sind ja alles hier Malzahlen, die, emm,
Potenzen sind ja eigentlich nur Malgerechnete .. und 23

die Potenz · 24 das ist ja dann 2 ·2 ·2 und 2 ·2 ·2 ·2, also
4 mal · 2, und wenn dazwischen noch ein Malzeichen da
ist, dann ist das, sozusagen, eine ganz lange Potenz

Die in der frühen Äußerung Mi 64 verbalisierte Deduktionskette erfolgte ur-allmähliche subjektive
Realisierung von
Behauptung und Beweis

sprünglich zur Herstellung des Resultats der Termgleichheit von 23 · 24 und 27.
Während zu diesem Zeitpunkt jedoch unklar war, ob der Schüler Mike die Be-
hauptung überhaupt vor Augen hatte, lässt sich die Äußerung Mi 86 nun im
Kontext der allgemeinen Behauptung am ·an = am+n lesen. Diesen Kontext hat
sich der Schüler zwischenzeitlich in den Äußerungen Mi 70, Mi 72 und Mi 84
durch die Variation von Basiszahlen und Exponenten allgemein erschlossen. In
der Äußerung Mi 86 manifestiert sich die vormals latente, nunmehr subjektiv
realisierte Beweisidee, auch wenn sie vordergründig bloß an den ursprünglich
gewählten Beispielzahlen gebunden scheint. Insofern enthebt der Schüler Mike
die Behauptung und die Beweisidee allmählich beide gleichermaßen der Latenz.
Es lässt sich darüber streiten, ob es nicht sinnvoller ist, erst die Behauptung
und danach die Beweisidee entdecken.

3.5.5 Hauptanalyse (Mike): Entdecken, Prüfen
und Begründen der zweiten Potenzregel

Zur Besprechung der zweiten Potenzregel bittet der Interviewer den Schüler Mi-der Interviewer gibt
die Terme 32 · 42

und (3 · 4)2 vor
ke, die Terme 32 · 42 und (3 · 4)2 aufzuschreiben (↑ Abb. 3.50):

Abb. 3.50: die zweite Potenzregel, erläutert an
den Beispielzahlen 3 und 4 als Basen

Der zweite Term (3 · 4)2 erinnert den Schüler Mike zunächst an den AnfangSchüler Mike vermutet,
dass die Terme
ungleich sind

einer binomischen Formel, bei der aber ein Pluszeichen stehen müsse. Er zeigt
sich von der Gleichheit der rasch ausgeschriebenen Terme (3 · 3) · (4 · 4) und
(3 · 4) · (3 · 4) zunächst nicht überzeugt, so dass er bemerkt:
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14:52 Mi 100 weil die Poten-, äh, der Exponent gilt ja hier (deutet
auf den Term (3 ·4)2) für die gesamte Klammer, und da
(deutet auf den Term 32 ·42) jeweils nur für die einzelne,
Basis, und deshalb, müsste das eigentlich ungleich sein,
die beiden, Gleichungen

Der Schüler Mike richtet seine Aufmerksamkeit dabei zunächst auf den glei-
chen Exponenten 2 der links stehenden Terme (3 · 4)2 und 32 · 42 und auf die
Verschiedenartigkeit der einzelnen Basen. Daraufhin berechnet der Schüler Mike Schüler Mike stellt durch

Ausrechnen fest, dass die
Potenzterme gleich sind

die beiden ausgeschriebenen Terme (3 · 3) · (4 · 4) und (3 · 4) · (3 · 4) zu 144 und
stellt somit ihre Gleichheit fest. Dieses Resultat kommt für ihn angesichts seiner
gegenteiligen Vermutung in Äußerung Mi 100 überraschend. Anders als bei der
ersten Potenzregel geht der Schüler Mike allerdings nicht den Weg, dieses Resul-
tat auf die Gleichheit der Exponenten der Potenzen 32 und 42 zurückzuführen.
Vielmehr liefert der Schüler Mike sofort eine Begründung für die festgestellte
Termgleichheit:

15:41 Mi 104 144 und 144, bei beiden .. ei .. das kann man vielleicht,
ja genau, ich weiß es jetzt, bei, bei ·, bei der Multiplika-
tion gilt ja Verschiebungsgesetz, und deshalb kann man
auch hier, sag ich ’mal (deutet auf den Term (3·3)·(4·4))
die rüberziehen und die rüberziehen (setzt an die mitt-
leren Zahlen 3 und 4 gegenläufige Pfeile), dann hat man
das Gleiche wie da (deutet auf die zweite Zeile)

Zunächst hat der Schüler Mike in Äußerung Mi 100 also die Gleichheit sei- Schüler Mike
betrachtet die Potenz-
terme strukturell

ner umgeformten und berechneten Potenzterme festgestellt. Wenig später be-
trachtet er die Potenzterme nunmehr strukturell und begründet damit deren
Gleichheit. Er verwendet in Äußerung Mi 104 dazu das als Verschiebungsgesetz
bezeichnete Kommutativgesetz; das Assoziativgesetz erscheint ihm trivial, wenn
er diesbezüglich in Äußerung Mi 108 auf Nachfrage des Interviewers betont: die
Klammern sind ja, eigentlich egal. Zudem ist ihm das Assoziativgesetz schon
von der ersten Potenzregel her bekannt.

Die Bemühungen des Schülers Mike konzentrieren sich hier wiederum nicht ex- dem Schüler Mike bleibt
die Behauptung erneut
implizit

plizit auf die zweite Potenzregel, sondern auf die zu erweisende Gleichheit der
links stehenden Terme (3 · 4)2 und 32 · 42. Implizit bleibt auch der die Term-
gleichheit erklärende Fall, dass die Exponenten der Potenzen 32 und 42 gleich
sind. Dass der Schüler Mike aber so rasch zur latenten Beweisidee der für den
Experten sichtbaren, aber im Gespräch nicht thematisierten zweiten Potenzre-
gel übergeht, ist wohlmöglich einem Gewöhnungseffekt zuzuschreiben: Die Art
der Aufgabenstellung ist ähnlich. Eine andere Erklärung besteht darin, dass der
Schüler Mike seine Aufmerksamkeit auf das korrekte Ausschreiben der Potenz-
terme und deren Deutung richtet, und sich dieses Unterfangen nicht ganz so
leicht wie bei der ersten Potenzregel gestaltet.
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Mit der Frage des Interviewers, warum die Gleichheit beider Terme 32 · 42 undder Interviewer regt zur Va-
riation der Basiszahlen an (3 · 4)2 auch für andere Basiszahlen (wie zum Beispiel 5 und 6 oder negative

Basiszahlen) besteht, nimmt die zweite Potenzregel für den Exponenten n = 2
als Behauptung jedoch Konturen an. Der Schüler Mike bemerkt:

16:44 Mi 114 weil, bei anderen Grundzahlen wär ja das Gleiche hier
was ’rauskommen würde, halt nur bei 5 und 6, 5 · 5 ste-
hen, in Klammern · 6 ·6, und auf der anderen Seite halt
5 · 6 in Klammern · 5 · 6, und dann könnte man das
genauso verschieben, die 5 und die 6 mit dem Verschie-
bungsgesetz, und bei negativen Zahlen genauso

Der Schüler Mike stellt in Äußerung Mi 114 das Resultat der Termgleichheit
auch für die Basiszahlen 5 und 6 her, nennt dabei erneut das Verschiebungsgesetz
her und postuliert die Gültigkeit des Resultats auch für negative Basiszahlen,
ohne die jeweiligen Potenzterme auszurechnen. Es ist daher anzunehmen, dass
er hinsichtlich der Verallgemeinerung der Basiszahlen den Beweis der zweiten
Potenzregel für den Exponenten n = 2 subjektiv realisiert hat.

Mit Blick auf die Verallgemeinerung hinsichtlich des Exponenten lässt der In-der Interviewer
regt zur Variation
der Exponenten an

terviewer den Schüler Mike die Termgleichheit nun am Beispiel des Exponenten
5 prüfen (↑ Abb. 3.51). Zunächst bezweifelt der Schüler Mike wiederum, dass
die Potenzterme ein gleiches Ergebnis liefern, weil die erste Zeile zwei Klammer-
paare und die zweite Zeile fünf Klammerpaare aufweise:Schüler Mike vermutet,

dass die Potenzterme
ungleich sind

17:34 Mi 120 ja, würd ich sagen, dann wär halt hier, 3·4·3·4, fünfmal,
und da wär das auch fünfmal, 3 · 3 · 3 (deutet auf die
erste Zeile, ↑ Abb. 3.51) ich würd schon sagen, dass das
gleichbleibt, obwohl haben wir hier ’ne längere Klammer
und da (deutet jeweils auf die Faktoren der ersten Zei-
le) wären, wären immer noch 2 Klammern, und da 5
Klammern (deutet auf die zweite Zeile, ↑ Abb. 3.51)

Abb. 3.51: die zweite Potenzregel, erläutert an
der Beispielzahl 5 als Exponenten
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3.5.5 Hauptanalyse (Mike): Entdecken, Prüfen

und Begründen der zweiten Potenzregel

Wieder ist es die Verschiedenheit der äußeren Darstellung, die den Schüler Mike
die Potenzterme zunächst ungleich erscheinen lässt. Daraufhin entwickelt der Schüler Mike entwickelt

die Beweisidee weiterSchüler Mike seine Beweisidee jedoch wie folgt weiter:

18:23 Mi 124 ich weiss nicht, kann auch sein, dass man bei, wenn’s
nur, multipliziert wird, alles, könnte man, dann könn-
te es sein, dass man das auch wieder verschieben kann,
dass man, alle Dreien in die Klammer holen kann, alle,
also die 3, da rein, die da rein und die auch, und die
auch (deutet auf die hinteren vier Dreien und zeichnet
die abgebildeten vier Bögen unter die zweiten Zeile),
alle Vieren da jetzt meinetwegen in die Klammer holt
(deutet auf den zweiten Klammerausdruck in der zwei-
ten Zeile) und die ander’n drei auflösen, und dann hätte
man auch wieder das Gleiche

In der Äußerung Mi 124 versprachlicht der Schüler Mike die mehrfache An-
wendung von Kommutativ- und Assoziativgesetz und greift dabei zu einer Ver-
anschaulichung mit gezeichneten Bögen. Er prüft die zweite Potenzregel nun
auch hinsichtlich der Variation des Exponenten. Formal handelt es sich dabei Prüfung mit latenter

Beweisideeum eine Prüfung mit latenter Beweisidee:

Fall Die Exponenten der Potenzen 35 und 45 sind auch gleich.

Resultat (3 · 4)5 pd= (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4) · (3 · 4)
ak= (3 · 3 · 3 · 3 · 3) · (4 · 4 · 4 · 4 · 4) pd= 35 · 45

Gesetz Zweite Potenzregel

Dass der Schüler Mike die Potenzterme nicht mit aufschreibt, deutet darauf Schüler Mike löst seine
Argumente von den
Beispielzahlen ab

hin, dass er die Beweisidee nur noch hinsichtlich der Assoziativität und Kom-
mutativität ak vervollständigen muss. Sein Argument könnte er vermutlich auch
für weitere Exponenten führen. Auf die Frage, woran es läge, dass die Behaup-
tung immer gelte – etwa auch für Exponenten wie 10, 50 oder 100 – antwortet er:
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19:07 Mi 132 weil, immer wieder das Gleiche, immer wieder es kommt
ein Term ’raus oder eine Gleichung, die nur mit, äh,
Malzeichen, also nur multipliziert wird immer, man
kann immer wieder verschieben die Klammern

19:15 I 133 ach so, aber ich hab ja bei dem unteren, Term dann
immer mehr Klammern als, bei dem oberen Term

19:21 Mi 134 ja .. aber ... ich weiss nicht, ich glaube man kann diese
Klammern (deutet auf den unteren Term), man kann
die drei so in die vordere Klammer ’reinschieben

19:33 I 135 aha, okay, also glaubst du, dass das immer gilt’ ...
19:41 Mi 136 irgendwie nicht .. na ich glaub schon, ich glaub schon,

dass das immer gilt, egal welche Exponenten, egal wel-
che Basis

In den vorstehenden Äußerungen des Schülers Mike löst sich dessen Sprache
von konkreten Beispielen ab. Er stellt in Äußerung Mi 132 fest, dass das Ergeb-
nis immer das Gleiche sei: Denn multipliziert wird immer, und man könne die
Klammern immer wieder verschieben. Er zeigt sich von der AllgemeingültigkeitSchüler Mike manifestiert

die subjektiv realisierte
Beweisidee

der Behauptung hinsichtlich der Variation der Exponenten schließlich relativ
überzeugt und führt aus:

19:58 Mi 138 also das hier (deutet auf ↑ Abb. 3.50) bei hoch 2 gilt auf
jeden Fall, und das hier (deutet auf die erste Zeile in
↑ Abb. 3.51) gilt glaub ich auch, weil, ja wie gesagt,
mit dem Verschiebungsgesetz, kann man das ja beim
Malzeichen immer wieder verschieben, und dann in ei-
ne Klammer holen, sozusagen, das sind ja im Prinzip
die gleichen Zahlen, mit denen man immer malrechnet,
es sind auch hier 5 Vieren und auch da 5 Dreien, mit
denen man malrechnet (deutet auf die zweite Zeile in ↑
Abb. 3.51)

Der Schüler Mike richtet seinen Blick in der vorstehenden Äußerung Mi 138 auf
die strukturellen Gemeinsamkeiten der beiden vorliegenden Beispiele mit den
Exponenten 2 und 5 und begründet die jeweilige Termgleichheit noch einmal
durch Nennung von Verschiebungsgesetz (Kommutativität) und in eine Klam-
mer holen (Assoziativität). Zusammen mit der Äußerung Mi 86 kann man somit
davon ausgehen, dass der Schüler Mike die Potenzregeln hinsichtlich der Ver-
allgemeinerung von Basen und Exponenten jeweils beispielgebunden bewiesen
hat.
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3.5.6 Kontrastanalyse (Judith):

Nachvollzug vorgelegter Beweise

3.5.6 Kontrastanalyse (Judith):
Nachvollzug vorgelegter Beweise

Die Schülerin Judith geht in die 9. Klasse eines Gymnasiums. Da ihr die Potenz- der Interviewer legt
Schülerin Judith eine
falsche Behauptung vor

schreibweise schon bekannt ist, konfrontiert sie der Interviewer ohne Vorübung
mit einer falschen Behauptung (↑ Abs. 3.52):

Abb. 3.52: vorgelegte falsche Behauptung
mit vorgeblichem Beweis

Der vorgelegte Beweis erscheint der Schülerin Judith nach kurzem Überlegen Schülerin Judith vollzieht
den vorgelegten Beweis
nach und prüft die
falsche Behauptung

logisch, und so gibt sie diesen in eigenen Worten wieder. Sie ist sich jedoch
unsicher, ob der vorgelegte Beweis die Behauptung wirklich beweist, jedenfalls
scheint ihr ein Beispiel nicht auszureichen. Die Schülerin Judith überlegt sich
daher, ob die Behauptung beim Einsetzen anderer Beispielzahlen immer noch
gilt und wählt dafür die Exponenten m = 4 und n = 6:

08:13 Ju 86 nee, ich hab mir jetzt überlegt, wenn ich da (deutet auf
den Term a2 · a2, ↑ Abb. 3.52) jetzt andere Zahlen ein-
setze, andere, Exponenten

08:18 I 87 ja, du kannst es jetzt auch ’mal aufschreiben, wenn du
das willst

08:21 Ju 88 also zum Beispiel a4 · a6 (schreibt diesen Term auf ihr
Arbeitsblatt, ↑ Abb. 3.53), ob da dann immer noch a24

’rauskommt
08:30 I 89 mm-mmh .. kannst es ja ’mal, kannst ja ’mal gucken
08:34 Ju 90 also (leise) a · a · a · a, · (5 sec, schreibt ihre Rechnung

weiter) = .. ja (leise) a24, und das muss, das kann man
jetzt auch anders, zerlegen, zum Beispiel 2·12 oder 2·2·2·3

Die Schülerin Judith hat die vorgelegte falsche Behauptung am · an = am·n Bestätigung der
falschen Behauptung
durch zirkuläres Schließen

mit den neuen Exponenten m = 4 und n = 6 in der ersten Zeile von ↑ Abb.
3.53 zirkulär geprüft und sieht die Behauptung damit als bestätigt an. In ihrer
induktiven Prüfung hat sie beim Übergang zur Potenz a24 dabei die falsche Be-
hauptung selbst angewandt, und nicht die Definition der Potenz.

Der Interviewer wendet nun das Arbeitsblatt und legt der Schülerin Judith die Vorgabe der
richtigen Behauptungzweite (richtige) Behauptung am · an = am+n vor (↑ Abb. 3.54).
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Abb. 3.53: Schülerin Judith prüft die vorgelegte falsche Behauptung am · an = am·n

zirkulär

Abb. 3.54: vorgelegte richtige Behauptung
mit vorgeblichem Beweis

Die Schülerin Judith überträgt den vorgelegten Beweis nun schematisch auf das
Zahlenbeispielm = 4, n = 6 (zweite Zeile in ↑ Abb. 3.53). Der Interviewer bringt
sie nun in einen kognitiven Konflikt. Auf ihre ersten beiden Zeilen hingewiesen,
bemerkt die Schülerin Judith nach einiger Zeit den Widerspruch:

14:46 Ju 132 nee, das stimmt nicht (deutet auf die erste Zeile in ↑
Abb. 3.53) dann würd doch da stehen, da würde 24 mal
a stehen, also a · a · a · a · a ..

Auch wenn sich die Schülerin Judith angesichts beider Behauptungen nun für die
zweite (richtige) Behauptung entscheidet (↑ Abb. 3.54), gelingt es ihr dennoch
nicht, diese beispielgebunden zu beweisen:
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3.5.6 Kontrastanalyse (Judith):

Nachvollzug vorgelegter Beweise

15:05 I 135 (deutet auch auf den zweiten Beweis) und, emm, also
da würde jetzt eine .. deiner Mitschülerinnen noch nicht
verstehen, jetzt ist das ja nur für m = 2 und n = 2
gemacht

15:17 Ju 136 ja
15:19 I 137 mmh, gilt das jetzt denn immer’ .. egal was wir für m

und n nehmen’
15:25 Ju 138 ja hab ich ja hier auch (deutet auf ↑ Abb. 3.53) .. hab ich

ja für, emm, m 4 und für n 6 genommen
15:32 I 139 aha, ja
15:34 Ju 140 und da (deutet wiederum auf ↑ Abb. 3.53) hat’s ja ei-

gentlich auch gepasst
15:37 I 141 und, emm würdest du jetzt sagen, also wenn es jetzt hier

gepasst hat und dort gepasst hat, (deutet zunächst auf
den Beweis in ↑ Abb. 3.54, dann auf ↑ Abb. 3.53), dass
das dann immer gilt’ ...

15:46 Ju 142 emm, ja
15:50 I 143 also würdest du dann, also würdest du dann sagen, das

gilt dann allgemein’ (die Schülerin Judith nickt, 4 sec)
egal was wir jetzt für m und n einsetzen’ (5 sec)

16:03 Ju 144 mmh, ja ..
16:07 I 145 und warum denkst du das’
16:08 Ju 146 ja, weil das ja, hier bewiesen ist (tippt auf den Beweis in

↑ Abb. 3.54) und hier eigentlich auch (deutet auf ↑ Abb.
3.53)

Die Schülerin Judith führt die induktiven Prüfungen als Beweis der vorgege- induktives Prüfen,
verstanden als Beweisenbenen richtigen Behauptung an und kann überdies nicht begründen, warum im

Exponenten des Ergebnisses nicht das Produkt m ·n, sondern die Summe m+n
der Exponenten steht. Sie scheint nicht zu verstehen, was induktives Prüfen vom
(beispielgebundenen) Beweisen unterscheidet.
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3.5.7 Ergebnisse
In dieser Analyse wurden zwei konträre Zugänge zum beispielgebundenen Be-
weisen vorgestellt – zum einen durch das Entdecken-Lassen der Behauptung
und zum anderen durch die Vorlage einer scheinbar richtigen Behauptung mit
einem im Beispiel gehaltenen vorgeblichen Beweis. Dabei sind die Potenzregeln
mit Blick auf die vorigen Aufgabenstellungen und auf die Klassenstufen der
Schüler nicht so schwer zu beweisen. Vom Ergebnis her betrachtet mag es von
nachrangiger Bedeutung sein, dass im ersten Fall ein Schüler der 8. Klasse und
im zweiten Fall eine Schülerin der 9. Klasse interviewt wurde. Es steht viel-
mehr zu vermuten, dass tieferliegende Gründe für die starke Diskrepanz im Be-
weisverhalten der beiden Schüler wirksam sind. Insgesamt gesehen erfolgten die
eingangs gestellten Forschungsfragen aus vornehmlich theoretischer, praktischer
und sprachlicher Perspektive (I, III, V) und konzentrierten sich auf folgende
Forschungsbereiche (↑ Abs. 3.5.2):

◦ Entdecken mit latenter Beweisidee
◦ Umgang mit vorgelegten Behauptungen
◦ Beweisverständnis von Schülern beim beispielgebundenen Beweisen
◦ Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden

Die Analyseergebnisse hierzu werden im Folgenden wie gewohnt zunächst schü-
lerbezogen dargestellt. Im Resümé wird davon in Hinblick auf den Gesamtzu-
sammenhang der Arbeit abstrahiert (↑ Abs. 3.5.8).

Hauptanalyse (Mike)

Die vorstehenden Interviewsequenzen zeigen eine fast parallele Entwicklung imstrukturiertes beispiel-
gebundenes Beweisen des
Schülers Mike

beispielgebundenen Beweisen der zweiten Potenzregel bezüglich der Variationen
von Basen und Exponenten:

◦ Zunächst vermutet der Schüler Mike an den Referenzbeispielen für n = 2schnell korrigierte
falsche Vermutungen und n = 5, dass die jeweils vorangestellten Potenzterme ungleich seien.

Für n = 2 bestätigt der Schüler Mike die Termgleichheit dann durch das
bloße Ausrechnen der Potenzterme zu 144. Für n = 5 kommt dies nicht
mehr in Frage (Verhinderung induktiven Prüfens durch big numbers, ↑
Abs. 1.1.2).

◦ Der Schüler Mike versucht anschließend, am jeweiligen ReferenzbeispielSuche nach jeweiliger
Begründung für
die Termgleichheit

Begründungen für die Gleichheit der Terme zu finden. Dabei bezeichnet er
das Kommutativgesetz in mehreren seiner Äußerungen als Verschiebungs-
gesetz, während er unter dem Assoziativgesetz dasKlammern auflösen und
unter in Klammern holen oder Klammern verschieben eine Kombination
beider Regeln versteht.

◦ Die Antworten des Schülers Mike auf entsprechende Fragen zur VariationVariation von
Basen und Exponenten von Basen und Exponenten lassen jeweils erkennen, dass er den Beweis

der zweiten Potenzregel subjektiv realisiert hat. Der Schüler Mike hat
also seine Beweisidee vom einfacheren Beispiel n = 2 fortschreitend zum
schwierigeren Beispiel n = 5 weiterentwickelt und die zweite Potenzregel
auf diesem Wege beispielgebunden bewiesen.
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Trotz des klaren Gesprächsaufbaus wäre die situative Rekonstruktion der jewei- allmähliche Entwicklung
der Beweisideeligen Schlussform nicht leicht, da sich der Interviewer insbesondere hinsichtlich

der Vorgabe der Behauptung weit zurückgenommen hat, Fälle und Potenzregeln
dadurch implizit bleiben und beim Schüler die Erfahrungen aus der Vorübung
und zum beispielgebundenen Beweisen der ersten Potenzregel nachwirken. Die-
ses Metawissen setzt der Schüler Mike gekonnt ein, um die zweite Potenzregel
allmählich mit latenter Beweisidee durch schrittweise Variation von Basiszah-
len und Exponenten zu entwickeln. Die Beweisidee wird auf diesem Wege ihrer
Latenz fortschreitend enthoben und formiert sich darüber zu einem beispielge-
bundenen Beweis.

Kontrastanalyse (Judith)

Der Schülerin Judith sind zur zweiten Potenzregel nacheinander zwei Behaup- Vorlage einer falschen
und richtigen Behauptung
und zugehöriger Beweise

tungen (am · an = am·n und am · an = am+n für natürliche a, m und n) mit
jeweiligem Beweis in Beispielzahlen vorgelegt worden. Dabei ist das Beispiel mit
den Potenzen a4 = a2·2 = a2+2 so speziell gewählt geworden, dass es nicht die
allgemeingültige Regel erkennen lässt. Mit den vorgelegten, beide formal korrekt
dargestellten Beweisen geht die Schülerin Judith wie folgt um:

◦ Der eingangs betrachtete Beweis der falschen Behauptung erscheint der
Schülerin Judith logisch. Sie gibt den Beweis in eigenen Worten wieder.

◦ Die Schülerin Judith stellt in Frage, ob der vorgelegte Beweis der Behaup-
tung wirklich allgemeingültig ist, da er nur an einem Beispiel dargestellt
ist. Dies veranlasst die Schülerin Judith zur Prüfung der Behauptung an
weiteren Beispielzahlen.

◦ Die Schülerin Judith verifiziert die Behauptung durch die Anwendung der
Behauptung an den neuen Beispielzahlen selbst, begeht also einen Zirkel-
schluss.

◦ Erst nach Vorlage der richtigen Behauptung stößt die Schülerin Judith
auf ihren Irrtum. Sie entscheidet sich zwar für die richtige Behauptung,
kann diese aber des Weiteren nicht beispielgebunden begründen. Sie hält
vielmehr bereits ihre induktive Prüfungen für hinreichend beweiskräftig.

Die Schülerin Judith ist auf die falsche vorgelegte Behauptung hereingefallen. unkritische Haltung
gegenüber Behauptung,
Beweis und Beweisverhalten

Dennoch hat sie die Allgemeingültigkeit des mit Beispielzahlen geführten Bewei-
ses zunächst hinterfragt. Dies steht im Widerspruch zu ihrer zuletzt geäußerten
Meinung, dass induktive Prüfungen die Behauptung bereits beweisen würden.
Insofern ist sie ihrem Beweisverhalten gegenüber noch unkritischer als gegenüber
der Vorlage einer Behauptung und deren Beweis.
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3.5.8 Resümé

Mit den schülerbezogenen Ergebnissen im Hintergrund sollen nun auch die For-
schungsfragen aus ↑ Abs. 3.5.2 soweit als möglich beantwortet werden.

◦ Entdecken mit latenter Beweisidee

Wie weit trägt das Entdecken mit latenter Beweisidee? Wie entwickeln
Schüler diese zu einem (beispielgebundenen) Beweis? Es bietet sich an,
hierzu ein besonderes Augenmerk auf zwischenzeitliche induktive Prüfun-
gen zu legen, in denen die Schüler an ihrer Beweisidee arbeiten. Durch
diesen Ansatz wird den Schülern ein hohes Maß an Selbstständigkeit ein-
geräumt. Mit welchen Schwierigkeiten haben Schüler bei diesem Zugang
zum beispielgebundenen Beweisen zu kämpfen?

Das Entdecken der Behauptung mit latenter Beweisidee erscheint aus didak-Zugang über das
Entdecken und
Prüfen mit latenter
Beweisidee

tischer Perspektive für das beispielgebundene Beweisen sehr produktiv zu sein:
In der zum Beweis motivierenden eigenen Entdeckung der Behauptung am (ggf.
überraschenden) Resultat ist die Beweisidee schon angelegt. Im Erkennen des
Allgemeingültigen am besonders gehaltenen, deduktiv hergestellten Resultat
muss die Beweisidee dann nur noch subjektiv realisiert und manifestiert werden.
Hat der Schüler nun eine richtige, aber noch weiter verallgemeinerungsfähige Be-
hauptung entdeckt, stellt sich für den Experten die Frage, ob er den Schüler dazu
anhalten soll, die Behauptung zu versprachlichen. Kommt es nicht dazu, können
sich im Gesprächsverlauf und hinsichtlich der Analyse Unsicherheiten ergeben,
um welche Ausprägung der Behauptung es jeweils geht. Lässt der Schüler –
wie hier bezogen auf die Variation von Basiszahlen und Exponent – dennoch
allmählich erkennen, dass er die Beweisideen des Regelverbands subjektiv rea-
lisiert hat, ist eher eine Zurückhaltung des Lehrenden angeraten.

◦ Umgang mit vorgelegten Behauptungen

Durch vorgelegte Behauptungen mit vorgeblichen Beweisen soll erkundet
werden, inwieweit die Schüler in den induktiven Prüfungen eine latente
Beweisidee erkennen können, und wie sehr sie einer vorgeblich richtigen
Behauptung Glauben schenken. Wie gehen die Schüler bei diesem Zugang
mit weiteren, selbst gewählten induktiven Prüfungen um?

Im Mathematikunterricht machen Schüler häufig die Erfahrung, dass sie nurZugang über vor-
gelegte Behauptungen
und Beweise

wahre Behauptungen beweisen sollen. Vermittelt wird ihnen dies auch in den
einschlägigen Schulbüchern. Ein eher äußerer Grund, vorgelegten Behauptun-
gen (ggf. mit Beweis) mehr zu vertrauen, mag – wie in dieser Studie – in
einer formellen Darstellung der Behauptung liegen. Durch die formelle Dar-
stellung wird der Anspruch auf Allgemeingültigkeit betont, an der Schüler zu
zweifeln nicht gewohnt sind. Zugleich vermag die formelle Darstellung manchen
Schülern aufgrund dieses Anspruchs kein geeignetes semantisches Verständnis
für den Beweisgang entwickeln lassen und wenig Anlass zur eigenen logisch-
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mathematischen Durchdringung bieten. Bei diesem Zugang zum beispielgebun-
denen Beweisen besteht gleichwohl das Risiko, dass die Schüler die fragliche Be-
hauptung unvorsichtigerweise verwenden, um sie an einem Beispiel zu prüfen.
Ob Schüler diesen oder jenen Weg beschreiten und es dabei auch zu einer grund-
sätzlichen Diskussion darüber kommt, ob der im Beispiel gehaltene vorgebliche
Beweis wirklich ein Beweis der vorgelegten Behauptung ist, macht jedoch den
Reiz dieses praktischen Zugangs zum beispielgebundenen Beweisen aus.

◦ Beweisverständnis von Schülern beim beispielgebundenen Beweisen

Möglicherweise kann es beim vorgenannten Zugang zum beispielgebun-
denen Beweisen zu einer Diskussion darüber kommen, ob die präsentierte
oder die eigene induktive Prüfung einen Beweis darstellt oder nicht. Hier-
über kann dann auch das Beweisen an sich thematisiert werden.

Werden Behauptung und Beweis vorgelegt, gleichsam präsentiert, hat dies Aus- unkritischere Haltung
gegenüber vorlegten
Behauptungen und Beweisen

wirkungen auf die Einschätzung des Schülers hinsichtlich deren Korrektheit.
Dieser ist es von den Schulbüchern gewohnt, dass Behauptungen und Beweis-
führungen in der Regel richtig sind. Deshalb stimmen Schüler dieser Aussage
zunächst häufiger zu. Induktive Prüfungen an Beispielzahlen lassen sie dann an
der Behauptung zweifeln und schließlich verwerfen oder modifzieren. Umgekehrt häufig kritischere

Haltung gegenüber
eigenem induktiven Prüfen

nehmen Schüler häufig wahr, dass induktive Prüfungen allein nicht ausreichen,
um allgemeingültige Aussagen zu beweisen. Zuweilen reflektieren Schüler dann
über jenen zwiespältigen Charakter des beispielgebundenen Beweisens, bei dem
sich das Allgemeingültige am Besonderen der Beispiele zeigt.

◦ Interventionsmöglichkeiten des Lehrenden

Welche Interventionsmöglichkeiten erlauben es dem Lehrenden, den Pro-
zess des beispielgebundenen Beweisens adäquat zu begleiten? Hierbei
dürfte der gewählte Zugang zum beispielgebundenen Beweisen eine Rolle
spielen, hat dieser doch nicht nur inhaltliche, sondern auch kommunika-
tive Auswirkungen.

Dem Lehrenden bieten sich eine Fülle von Interventionsmöglichkeiten während praktische Hinweise
zur Anregung beispiel-
gebundenen Beweisens

des beispielgebundenen Beweisens. Exemplarisch kann gesagt werden: Lässt der
Lehrende den Schüler viel entdecken, wird er darauf achten, dass sich der Schü-
ler nicht in seinen Entdeckungen verstrickt, sondern ihn zu aussagekräftigen
Behauptungen und deren Beweise anregen. Dabei fördert er durch maßvolles
Nachfragen auch das Ausdrucksvermögen des Schülers. Wichtig ist zudem, dass
er den Schüler den Allgemeinheitsgrad seiner Ausführungen erklären lässt. An
veränderten Beispielen oder fiktiven Bezugspartnern (Mitschüler, Eltern etc.)
kann der Lehrende prüfen, ob der Schüler wirklich die Beweisidee subjektiv rea-
lisiert hat. Zugleich sollte er darauf achten, dass mehrfache induktive Prüfungen
beim Schüler nicht zu einer Verfestigung algorithmischen Denkens führt.





Teil 4

Forschungsergebnisse

In diesem Teil werden die Forschungsergebnisse der vorliegenden Arbeit be- Überblick
handelt. In ↑ Kap. 2.1 wurden Forschungsfragen zur empirischen Untersuchung
beispielgebundenen Beweisens gestellt, welche folgenden Forschungsperspekti-
ven zugeordnet wurden:

4.1 /
2.1.1

I Theoretische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.e.S. (in Latenz,
subjektiver Realisierung und Manifestierung des
beispielgebundenen Beweises als Sinnstruktur)

4.2 /
2.1.2

II Kategoriale
Perspektive

Induktives Prüfen ← · · · → formelles Bewei-
sen (beispielgebundenes Beweisen im Changie-
ren zwischen induktivem Prüfen und formalem
resp. formellem Beweisen)

4.3 /
2.1.3

III Praktische
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen i.w.S. (einschließ-
lich von Zugängen zum beispielgebundenen Be-
weisen, etwa des Entdeckens und des Prüfens)

4.4 /
2.1.4

IV Sprachliche
Perspektive

Beispielgebundenes Beweisen in Explikation des
Allgemeingültigen am Besonderen (unter beson-
derer Berücksichtigung sprachlicher Aspekte)

4.5 /
2.1.5

V Weitere
Perspektiven

◦ Wahl und Anzahl der Beispiele
◦ Allgemeinheitsgrade von Behauptungen
◦ Beweisverständnis von Schülern
◦ Interventionsmöglichkeiten von Lehrenden

Die Darstellung der Forschungsergebnisse in den nachstehenden Kapiteln 4.1
– 4.5 erfolgt also entsprechend aus den genannten Forschungsperspektiven I – V
heraus. Eingangs wird jeweils eine Zusammenfassung und ein Überblick gebo-
ten, bevor sich jeweils die Ergebnisse aus der Forschung, theoretische Ergebnisse
und empirische Ergebnisse anschließen.
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4.1 Theoretische Perspektive:
Beispielgebundenes Beweisen i.e.S.

Die noch im Ungefähren gehaltenen Definitionen beispielgebundenen BeweisensZusammenfassung
aus der Forschungsliteratur können in dieser Arbeit vermöge des Begriffs der la-
tenten Sinnstruktur gebündelt werden. Beim beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
wird theoretisch zwischen Latenz, subjektiver Realisierung und Manifestierung
des Beweises als Sinnstruktur unterschieden und dabei die Betrachterabhängig-
keit und die Prozesshaftigkeit beispielgebundenen Beweisens betont. Empirisch
werden eine Reihe von Indizien dafür und dagegen angeführt, dass ein Schüler
einen Beweis oder dessen Teile wohl subjektiv realisiert hat.

Zunächst werden Teile der auf Oevermann zurückgehenden Objektiven Her-Forschungsstand,
Theorie und Praxis meneutik dazu verwendet, den Forschungsgegenstand des beispielgebundenen

Beweisens zu fassen. Zentral ist dabei der Begriff der (latenten) Sinnstruktur,
als welcher ein vorliegender Beweis im mathematikdidaktischen Kontext vom
Lernenden subjektiv realisiert und manifestiert werden kann. Aus der Sichtung
des weiter gefassten Forschungsstands in ↑ Kap. 1.1, 1.2 zum (beispielgebunde-
nen) Beweisen lassen sich einige Anknüpfungspunkte für diesen Zugang finden.
Die Charakterisierung des Entdeckens, Prüfens und Begründens nach Peirce
in ↑ Kap. 1.3 und der Struktur von Argumenten nach Toulmin in ↑ Kap. 1.4
bahnt dann den Weg zu einer eigenen Definition beispielgebundenen Beweisens
i.w.S. und i.e.S. in ↑ Kap. 1.5 und zu theoretischen Schlussfolgerungen. Hieraus
lassen sich Forschungsfragen entwickeln, in denen es hauptsächlich um Indizien
für und gegen die subjektive Realisierung von Teilargumenten eines Beweises
durch Schüler geht. Aus den fünf Einzelfallstudien lassen sich zum beispielge-
bundenen Beweisen i.e.S. entsprechende empirische Ergebnisse ermitteln.

4.1.1 Ergebnisse aus Struktur- und Systemcharakter von Beweisen
der Forschung Konkretion und Abstraktion

Betrachterabhängigkeit
Loslösung vom Beispiel
Mehrdeutbarkeit von visual proofs

4.1.2 Theoretische Latente Beweisideen beim Entdecken und Prüfen
Ergebnisse beispielgebundenes Argumentgefüge

fortschreitende Verallgemeinerung
beispielgebundenes Beweisen i.e.S.

4.1.3 Empirische sprachliche Präzisierung bei fortschreitender Verallg.
Ergebnisse subjektive Realisierung bei implizit bleibender Beh.

Gefahren der Operationalisierung von Argumenten
induktives Prüfen und subjektive Realisierung
Manifestierung des subjektiv Realisierten
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4.1.1 Ergebnisse aus der Forschung
In der eigens getroffenen Definition beispielgebundenen Beweisens i.e.S. aus ↑
Abs. 1.5.3 lassen sich einige Spuren aus dem Forschungsstand ausmachen:

Zunächst kommt der Strukturierung eines Beweises durch den Experten und Struktur- und System-
charakter von Beweisenferner auch durch den Lernenden mittels Daten, Konklusionen, Regeln und

Stützungen selbst eine systematisierende Funktion zu (vgl. ↑ Abs. 1.1.1). Die
subjektive Realisierung des Beweises als Sinnstruktur muss sich dabei nicht un-
bedingt am Beispiel zeigen: Der Schüler kann übergangslos gleich zum formalen
Beweisen kommen und die Sinnstruktur in mathematikhaltiger oder in formali-
siert (formell) gehaltener Sprache manifestieren.

In die hier favorisierte Richtung beispielgebundenen Beweisens weist die Aus- Konkretion
und Abstraktiondrucksweise von Miyazaki (2000), wenn er davon spricht, dass ein Lernender

sowohl konkret als auch abstrakt denken kann, wenn er einen formalen Beweis in
ikonischer Darstellung oder eine induktive Prüfung in symbolischer Darstellung
führt (↑ Abs. 1.1.2). In den vorliegenden Studien geht es aber nicht darum, den
Schüler in Kategorien des Beweisverhaltens oder in Verlaufstypen einzugruppie-
ren, sondern darum, zu analysieren, wie der Schüler konkret operiert und dabei
allgemein denkt (oder umgekehrt).

Auch die Perspektive des Betrachters spielt eine Rolle: Sieht der Experte, der Betrachterabhängigkeit
Lehrer oder ein Mischüler den Schüler an einem Beispiel beweisen? Mason &
Pimm (1984, 287) sprechen dies noch etwas allgemein und lakonisch aus: ”diffe-
rent ways of seeing lead to different ways of knowing” (↑ Abs. 1.2.2). Balacheff
(1988, 224) zufolge wohnt die Betrachterabhängigkeit dem schillernden Charak-
ter des generic example selbst inne, so dass die Erkenntnis des Allgemeingültigen
am besonderen Beispiel sozial geteilt werden muss (↑ Abs. 1.2.2).

Auch in dem in Balacheff (1988, 218) angeführten Gütekriterium des decon- Loslösung vom Beispiel
textualization scheint eine Möglichkeit durch, wie sich der Prozess der subjekti-
ven Realisierung beschreiben lässt: ”giving up the actual object, independent of
their particular circumstances”. Mit Wittmann (1989, 57???) gesprochen heißt
dies im Kontext des operativen Beweisens, ”daß sich die Handlungen von ihrer
Bindung an spezielle Objekte immer mehr lösen” (↑ Abs. 1.2.3). Der Lernende
muss sich von den Besonderheiten des betrachteten Beispiels also allmählich lö-
sen, um zum als allgemeingültig Erkannten vorzudringen. Damit enthebt er den
Beweis als Sinnstruktur nach und nach seiner Latenz. Diese eigene Erkenntnis
des Allgemeingültigen wird der Lernende im Sinne der kommunikativen Beweis-
funktion (↑ Abs. 1.1.1) verbalisieren müssen, um den Beweis zu einem sozial
geteilten Gut werden zu lassen.

Die Loslösung von der Besonderheit des Beispiels spielt bei einer Sonderform Mehrdeutbarkeit von
visual proofsbeispielgebundenen Beweisens eine bedeutende Rolle, dem visual proving. Bor-

wein & Jörgenson (2001), Barwise & Etchemendy (1996) und Herbst
(2004) haben einige theoretische Unterscheidungen getroffen und Vermutungen
darüber angestellt, wie der jeweilige Betrachter mit der Mehrdeutbarkeit von
Bildern filternd umgehen kann (↑ Abs. 1.2.5), was es diesem erleichtert, den
Beweis als eine im Bild latent gehaltene Sinnstruktur zu realisieren.
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4.1.2 Theoretische Ergebnisse
Für die Suche nach Indizien für oder gegen die subjektive Realisierung des Be-latente Beweisideen

beim Entdecken und Prüfen weises als Sinnstruktur sind die theoretischen Ergebnisse zum beispielgebunde-
nen Beweisen aus ↑ Kap. 1.3 – 1.5 aufschlussreich. Zunächst ist unter Rückgriff
auf Meyer (2007) geklärt worden, wie das Entdecken, Prüfen und Begründen
durch die logischen Schlussformen der Abduktion, Induktion und Deduktion im
Sinne von Peirce charakterisiert werden kann. Die Zugänge des Entdeckens
und Prüfens mit latenter Beweisidee (↑ Abs. 1.3.3, 1.3.5) erscheinen für das
beispielgebundene Beweisen didaktisch produktiv, da sie die subjektive Reali-
sierung des Beweises am Beispiel maßgeblich erleichtern. Der Lernende muss
zeigen, dass seine am Beispiel geführten deduktiven Schlüsse zur Erzeugung des
Resultats seiner Abduktion oder Induktion unabhängig von der Wahl der Bei-
spielzahlen oder -figuren sind.

In ↑ Kap. 1.4 wird das beispielgebundene Argumentgefüge als eine Struktur-beispielgebundenes
Argumentgefüge darstellung des Beweises im Sinne von Toulmin mit Bezug auf Schwarzkopf

(2000) eingeführt. Die Darstellung der latenten Sinnstruktur als beispielgebun-
denes Argumentgefüge dient dem Experten dazu, das subjektive Realisieren
durch einen Lernenden zu verfolgen. Führt dieser ein Argument teilweise allge-
mein, obwohl er auf konkrete Beispielzahlen oder -figuren deutet, kann dies als
Indiz für die subjektive Realisierung des Allgemeingültigen gewertet werden.

Häufig geschieht das beispielgebundene Beweisen in fortschreitender Verallge-fortschreitende
Verallgemeinerung meinerung der Behauptung. Eine dazu passende aufgefächerte Darstellung des

beispielgebundenen Argumentgefüges eignet sich unter ggf. leichter Modifikati-
on je nach erreichtem Verallgemeinerungsgrad ebenso als Folie, um den Prozess
des Lernenden in allmählicher Ablösung von den betrachteten oder vorgestellten
Beispielinstanzen zu verfolgen. Dabei kann es sein, dass der Lernende ein Ar-
gument als Teil eines Argumentgefüges in einer allgemeineren Gültigkeit noch
nicht so hinreichend subjektiv realisiert hat, wie es der Experte sieht. Auch
kann der Lernende mit resultierender falscher Behauptung zu weitgehend ver-
allgemeinern. Er muss die Grenzen der Allgemeingültigkeit suchen und finden.

In ↑ Kap. 1.5 ist der Oevermannsche Terminus der latenten Sinnstrukturenbeispielgebundenes
Beweisen i.e.S. als zentraler Begriff der Objektiven Hermeneutik genuiner Bestandteil des bei-

spielgebundenen Beweisens i.e.S. und damit ausnahmsweise des Forschungsge-
genstands selbst. Aus Sicht eines beobachtenden Experten kann der Beweis als
Sinnstruktur für einen Lernenden latent sein, wenn dessen Argumente noch im
Besonderen der Beispiele gehalten erscheinen. Der Lernende realisiert den Be-
weis subjektiv, wenn er am Besonderen der Beispiele das Allgemeingültige er-
kennt und sich damit von den Besonderheiten der Beispiele allmählich löst. Der
Lernende manifestiert schließlich den Beweis, wenn er seine Argumente so über-
zeugend versprachlicht, dass ein beobachtender Experte den Eindruck erhält,
dass der Lernende den Beweis als latente Sinnstruktur subjektiv realisiert hat.
Der Lernende muss den Beweis dabei weder in formalisierter (formeller) Sprache
noch in durchweg allgemein gehaltener (formaler) Umgangssprache führen.
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4.1.3 Empirische Ergebnisse
Sehr häufig lässt sich eine mehr oder weniger vollständige subjektive Realisie- teilweise subjektive

Realisierung und
Manifestierung

rung von Teilen des betrachteteten Beweises beobachten. Dies hängt auch davon
ab, in wie weit der Lernende sprachlich so versiert ist, dass er jedes Teilargu-
ment adäquat formulieren kann. Wenn es dem Lernenden gelingt, das Datum
und/oder die Konklusion allgemein zu formulieren und ggf. auch die Regel und
die unterliegende Stützung eines Arguments zu nennen, kann dies als ein Indiz
für die subjektive Realisierung des Arguments gewertet werden. Dabei ist darauf
zu achten, dass der Lernende nicht nur allgemein formuliert, um die gefühlten
Erwartungen des Lehrenden hinsichtlich bestimmter Sprechweisen zu erfüllen,
ohne allgemein zu denken. Eine abstrakt gehaltene Formulierung des Beweises
ist nämlich kein alleiniges Kriterium für die subjektive Realisierung des Allge-
meingültigen.

Es hat sich gezeigt, dass die Versprachlichung des als allgemeingültig Vermu- sprachliche Präzisierung
bei fortschreitender
Verallgemeinerung

teten oder Erkannten dessen subjektive Realisierung fördert und umgekehrt.
Ein vom Lehrenden begleiteter Prozess der fortschreitenden Verallgemeinerung
einer Behauptung trägt im Verein mit einer damit einhergehenden sprachlich-
begrifflichen Präzisierung zur allmählichen subjektiven Realisierung des Allge-
meingültigen durch den Schüler bei. Dies ist von der Anlage und Weiterent-
wicklung der Aufgabenstellung beim beispielgebundenen Beweisen abhängig und
kann durch die Auswahl jeweils passender Beispiele beeinflusst werden.

Wird die Behauptung im Rahmen des beispielgebundenen Beweisens zu lan- subjektive Realisierung
bei implizit bleibender
Behauptung

ge nicht explizit thematisiert, etwa weil der Schüler die Behauptung selbst noch
entdecken soll, kann dies der subjektiven Realisierung des Allgemeingültigen
abträglich sein: Der Schüler mag dann zwar schon (beispielgebundene) Teilargu-
mente führen können, allerdings noch in fehlendem Bezug auf eine Behauptung.
Insofern bleibt der Beweis vorerst latent. Dass die Behauptung und deren Frag-
lichkeit während des beispielgebundenen Beweisens thematisiert werden sollte,
zeigt sich auch nicht nur, aber insbesondere dann, wenn fortschreitend verall-
gemeinert wird und der Schüler in der Gefahr steht, einzelne Teilargumente zu
vergessen, Grenzen ihrer Allgemeingültigkeit nicht adäquat einzuschätzen, oder
der Schüler sich an einem anderen Allgemeinheitsgrad der Behauptung orien-
tiert als dies der Betrachter tut.

Die Operationalisierbarkeit von Argumenten scheint eine Verfestigung induk- Gefahr der Operationali-
sierung von Argumententiven Prüfens bis hin zu einer Algorithmisierung eher zu begünstigen, als dass

sie dazu beiträgt, den Beweis als Sinnstruktur subjektiv zu realisieren. Es be-
steht nämlich die Gefahr, dass dem Schüler das Argument durch dessen Ope-
rationalisierung wieder zunehmend latent wird. Es erfüllt dann eher eine Art
Kalkülaspekt oder Anwendungsaspekt.

Auch induktive Prüfungen können zur subjektiven Realisierung beitragen, wenn induktives Prüfen und
subjektive Realisierungsie etwa den Schüler darin bestärken, die an Beispielen bestätigte Behauptung

zu verallgemeinern, und der Schüler dadurch möglicherweise eine mehr struk-
turelle Sicht gewinnt. Ein ähnlicher Effekt kann eintreten, wenn der Schüler
eine schwächere Behauptung entdeckt und ihn diese Entdeckung dann zu einer
Verallgemeinerung der Behauptung und zum weiteren Beweisen veranlasst.
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4.2 Kategoriale Perspektive:
Induktives Prüfen ←→ formelles Beweisen

Das beispielgebundene Beweisen kann als Oberbegriff für bestimmte Sonder-Zusammenfassung
formen, etwa das operativen Beweisen oder das visual proving, verwandt wer-
den. Mehr der theoretischen Fundierung beispielgebundenen Beweisens dient die
Charakterisierung induktiven Prüfens und die Behandlung induktiven Prüfens
mit latenter Beweisidee. Empirisch lassen sich bei Schülern stärker und schwä-
cher changierende Beweisverläufe ausmachen. Wenngleich eine Reihe von Stra-
tegien zur Vermeidung induktiven Prüfens dem beispielgebundenen Beweisen
förderlich ist, besitzt das induktive Prüfen als integraler Bestandteil beispielge-
bundenen Beweisens auch seine Vorzüge und verhilft dem beispielgebundenen
Beweisen auch gegenüber dem formalen Beweisen zu seiner Berechtigung.

In der vorliegenden Arbeit geht es nicht um eine Klassifikation von Beweisfor-Forschungsstand,
Theorie und Praxis men und einer entsprechenden Eingruppierung von Schülern, sondern um das

beispielgebundenen Beweisen als Prozess. Gleichwohl bietet der Forschungsstand
(↑ Kap. 1.1, 1.2) eine reiche Auswahl an Abstufungen vom induktiven Prüfen bis
hin zum formalen resp. formellen Beweisen. Das induktive Prüfen und das for-
male Beweisen erscheinen als Pole, zwischen denen Schüler beispielgebundenen
beweisen. Wenn man das induktive Prüfen mit latenter Beweisidee betrachtet (↑
Abs. 1.3.3), welches sich sehr schnell zum beispielgebundenen Beweisen wandeln
kann, erübrigt sich eine scharfe Grenzziehung. Vielmehr wird zwischen einem
auf die Realisierung und Manifestierung des Beweises bezogenen, theoretischen
beispielgebundenen Beweisen i.e.S. und einem die induktiven und abduktiven
Zugänge thematisierenden, praxisrelevanten beispielgebundenen Beweisen i.w.S.
unterschieden (↑ Abs. 1.5.3). In den Einzelfallstudien (↑ Kap. 3.1 – 3.5) wird
hauptsächlich die Verfestigung induktiven Prüfens und deren Vermeidung und
ein sich schnell formalisierender Beweisgang untersucht, changierende Beweis-
verläufe nachgezeichnet und dabei jeweils die Rolle der Beispiele geklärt.

4.2.1 Ergebnisse aus formales und formelles Beweisen
der Forschung Kategorisierungen des Beweisverhaltens v. Schülern

”need for further inductive checks”; big numbers
Prozesshaftigkeit beispielgebundenen Beweisens
Abgrenzungsproblematik zum induktiven Prüfen

4.2.2 Theoretische Modellierung induktiven Prüfens
Ergebnisse induktives Prüfen mit latenter Beweisidee

Allgemeingültigkeit bei fortschreitender Verallg.
beispielgebundenes Beweisen als Oberbegriff

4.2.3 Empirische stark changierende Beweisverläufe
Ergebnisse schwach changierende Beweisverläufe

Vorzüge und Nachteile induktiven Prüfens
Strategien zur Vermeidung induktiven Prüfens
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4.2.1 Ergebnisse aus der Forschung
An der Unterscheidung zwischen einem formellen (formalisierten) und einem for- formales und

formelles Beweisenmalen Beweis wird zunächst deutlich, dass der Nachweis der Allgemeingültigkeit
einer Behauptung nicht notwendigerweise einer formalisierten Sprache bedarf.
In beiden Fällen dominiert jedoch die verifikative Beweisfunktion (↑ Abs. 1.1.1),
was den formellen resp. formalen Beweis gegenüber induktiven Beweiszugängen
auszeichnet.

Mehrere quantitative Studien ziehen damit eine Grenze zwischen einem vor- Kategorisierungen des
Beweisverhaltens
von Schülern

nehmlich induktiv und einem vornehmlich deduktiv geprägten Beweisverhalten
von Schülern, so etwa Martin & Harel (1989) und Coe & Ruthven (1994)
(↑ Abs. 1.1.2). Wie Zuschreibungen wie inductive thinker und deductive thinker
von Williams (1979) zeigen, ist dann der Schritt zu Kategorisierungen oder
Kompetenzniveaus von Schülern nicht weit.

Aus den referierten Studien lassen sich jedoch auch einige Ergebnisse ziehen, ”need for further
inductive checks”,
big numbers

die für die vorliegende Arbeit relevant sind: Etwa haben Fischbein & Kedem
(1982) beobachtet, dass bei einigen Schülern ”the need for further inductive
checks after proving” besteht, so dass sich hieraus eine Berechtigung beispielge-
bundenen Beweisens in dem Sinne ergibt, dass induktive Prüfungen nicht nur als
Notbehelfe gesehen werden (↑ Abs. 1.1.2). Auch die Idee, den Schülern Beispiele
vom Typ big number vorzulegen, so dass das induktive Prüfen an großen (resp.
kleinen, unhandlichen) Beispielzahlen nicht lohnenswert erscheint, stammt aus
quantitativ geprägten Studien.

Mehr die Prozesshaftigkeit des beispielgebundenen Beweisens i.w.S. betont Ba- Prozesshaftigkeit beispiel-
gebundenen Beweisenslacheff (1988), der etwa von einem ”movement to conceptual proof” spricht,

ausgehend vom crucial experiment über das generic example hin zum thought
experiment. Auch Recio & Godino (2001) legen Übergänge zwischen einzelnen
Beweiskategorien nahe. Dass es sinnvoller ist, vom beispielgebundenen Bewei-
sen statt von beispielgebundenen Beweisen zu sprechen, legen also auch bereits
bestehende Studien nahe (↑ Abs. 1.1.2).

Zuvor bieten Einteilungen von Lakatos (1978) wie in preformal proving und Abgrenzungsproblematik
zum induktiven Prüfenformal proving, die konkreten Beweise von Stein (1981), die Vervollständigung

induktiver Beweise nach Besuden (1979) genügend Diskussionsstoff, um die
Abgrenzungsproblematik des Beweisens zum induktiven Prüfen deutlich werden
zu lassen. Semadeni und ihm nachfolgende Autoren siedeln premathematical
proofs resp. action proofs zwischen induktivem Prüfen und formellem Beweisen
an (↑ Abs. 1.2.1). Ebenso halten es Wittmann & Müller (1988) und Blum &
Kirsch (1991) mit den inhaltlich-anschaulichen Beweisen (↑ Abs. 1.2.3). An der
Darstellung des beispielgebundenen Begründens nach Goldberg (1992) lässt
sich kritisieren, dass das Bearbeiten möglichst vieler Beispiele nicht automa-
tisch dazu führt, dass die Schüler beispielgebunden begründen. Es kann auch
zur Verfestigung induktiven Prüfens führen. Die Einteilung beispielgebundenen
Beweisens in Niveaustufen zur Beurteilung von Schülern macht deutlich, dass
Goldberg (1992) das beispielgebundene Begründen nicht primär als Prozess
sieht, sondern als Methode, aber gleichwohl als eigenständige Beweisform.
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4.2.2 Theoretische Ergebnisse
Das Prüfen per Induktion kann Meyer (2007) zufolge durch den PeirceschenCharakterisierung

induktiven Prüfens Dreischritt modelliert werden. Dabei zeigt sich, dass der induktiven Bestätigung
eines Gesetzes an einem neuen Fall zum einen die deduktive Vorhersage für die-
sen neuen Fall und zum anderen die abduktive Generierung des hypothetischen
Gesetzes vorausgeht (↑ Abs. 1.3.4). Insofern ist der Induktion als solcher bloß
die enumerative Bestätigung von bereits unterstellten Gesetzen zuzuschreiben.
Manche Lernende sehen dann in der an weiteren Fällen wiederholten indukti-
ven Bestätigung des Gesetzes fälschlicherweise schon eine theoretische Sicherung
dessen Wahrheitsgehalts und berufen sich dabei auf das naturkundlich anmu-
tende und unmathematische Motto ”was einmal (zweimal, dreimal ...) gilt, gilt
immer”. Dies rührt von der schulmathematischen Erfahrung her, dass viele ma-
thematische Behauptungen durchaus korrekt sind, wenn die jeweilige Behaup-
tung schon an einigen Fällen bestätigt, aber eben noch nicht bewiesen wurde.

Durch das induktive Prüfen mit latenter Beweisidee lässt sich ein Überganginduktives Prüfen
mit latenter Beweisidee zwischen induktivem Prüfen und formalem (resp. formellem) Beweisen theo-

retisch beschreiben. Der Beweis ist als Sinnstruktur schon in der induktiven
Prüfung der Behauptung angelegt. Daher lässt sich das induktive Prüfen mit
latenter Beweisidee leicht zum beispielgebundenen Beweisen wandeln (↑ Abs.
1.3.5). Beim induktiven Prüfen ohne latente Beweisidee muss die Behauptung
hingegen auf anderem Wege bewiesen werden. Dabei liegen diese direkten Zu-
gänge meistens näher und bedürfen weniger der Anleitung. Die Lücke zwischen
diesem induktiven Prüfen und der formalen Beweisführung ist aber größer (↑
Abs. 1.3.4).

Veränderungen in der Beweisstruktur bei fortschreitender VerallgemeinerungAllgemeingültigkeit
bei fortschreitender
Verallgemeinerung

können dazu führen, dass der Lernende erneute induktive Prüfungen durch-
führt, um die allgemeinere Behauptung an weiteren Fällen zu prüfen (↑ Abs.
1.4.4). Bestimmte Regeln können sich in einer allgemeineren Anwendung als
teilweise ungültig herausstellen. Insofern können schon leicht verallgemeinerte
Aussagen die Überzeugung eines Lernenden destabilisieren oder auch zur wei-
teren Ausdifferenzierung der jeweiligen Beweisstruktur anregen.

Im Changieren zwischen induktivem Prüfen und formalem Beweisen drückt sichbeispielgebundenes
Beweisen als Oberbegriff das prozessuale Verständnis beispielgebundenen Beweisens aus, welches in der

Stellung etwa derjenigen inhaltlich-anschaulicher Beweise von Wittmann &
Müller (1988) zwischen experimentellen ’Beweisen’ und formell gehaltenen
Beweisen entspricht. In dieser klassischen, aber schon dynamisch veränderten
Betrachtungsweise braucht noch nicht zwischen einem beispielgebundenen Be-
weisen i.e.S. und i.w.S. gemäß ↑ Abs. 1.5.3 differenziert zu werden, da es dabei
weder primär um den Beweis als latente Sinnstruktur geht noch um darauf aus-
gerichtete, theoretisch reflektierte Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen.
Das beispielgebundene Beweisen wird gleichwohl als Sammelbegriff für eine Viel-
zahl ähnlicher Termini verwandt, wie sie zu Beginn des ↑ Kap. 1.2 aufgelistet
werden. Insbesondere konnte theoretisch herausgearbeitet werden, dass sich das
beispielgebundene Beweisen als Oberbegriff für operatives Beweisen und visual
proving eignet (↑ Abs. 1.2.3, 1.2.4).
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4.2.3 Empirische Ergebnisse
Der changierende Prozess zwischen induktivem Prüfen und formalem resp. for- stark changierende

Beweisverläufemellem Beweisen kann zum Teil sehr deutlich ausgeprägt sein. Manchmal ist
für den forschenden Beobachter während des beispielgebundenen Beweisens ei-
nes Schülers und sogar in der rückblickenden Analyse des Beweisprozesses nicht
sicher entscheidbar, ob beim Schüler ein eher induktives oder deduktives Beweis-
verhalten vorherrscht, und zwar je situativ bei dem Beweis einer Behauptung
oder auch auf den Beweisprozess insgesamt bezogen.

Bei manchen Schülern ist ein Changieren zwischen induktivem Prüfen und for- schwach changierende
Beweisverläufemalem resp. formellem Beweisen hingegen wenig ausgeprägt. Dies kann viel-

fältige Gründe haben: Möglicherweise ist die Aufgabenstellung zu leicht oder
ohne besondere Tiefe, als dass sich beim Schüler eine übergangsprovozierende
Unsicherheit einstellen kann. Auch können dem Schüler etwaige Vorübungen die
Beweisidee schon hinreichend vertraut gemacht haben, so dass er diese gleich for-
mal darstellt. Möglicherweise greift der Schüler aus prinzipiellen Gründen oder
aus einem schon entwickelten Hang zur Abstraktion heraus zu formalen Be-
weisen. Umgekehrt können entsprechende Gründe dazu führen, dass ein Schüler
bloß im induktiven Prüfen verharrt und über dieses Stadium kaum hinausfindet.

Die Wiederholung von einmal durchgeführten und bewiesenen Prozeduren und Vorzüge und Nachteile
induktiven PrüfensOperationen gibt manchen Schülern die notwendige Routine, um sich der be-

haupteten Aussage zu vergewissern. Auch ein Bedürfnis nach der Konkretisie-
rung im induktiven Prüfen mag Schüler dazu bewegen, die nach einem formalen
gehaltenen Beweis unfraglich gewordene Behauptung induktiv zu bekräftigen.
Die Operationalisierung von Regeln soll einmal eingeführte und bewiesene Be-
gründungsschritte beschleunigen und formalisieren. Bei ihrer bloßen Anwendung
durch den Schüler kann der Interpret jedoch nicht sicher sein, ob der Schüler
wirklich subjektiv realisiert hat, warum die jeweilige Regel (immer noch) gilt.
Auch besteht häufig die Gefahr, dass die Operationalisierung von Regeln zu ei-
ner Algorithmisierung bis hin zu einer Verfestigung des induktiven Prüfens unter
Verlust der eigentlichen Gründe führt und der Schüler damit das eigentliche Ziel
verfehlt, beispielgebunden zu beweisen. Dies ist auch der Hauptkritikpunkt an
der These von Goldberg (1992), nach der es nur individuell verschieden vie-
le Beispiele bedürfe, bis auch der letzte Schüler beispielgebunden begründet hat.

Der Neigung zum Konkretismus induktiven Prüfens kann durch situativ und Strategien zur Vermeidung
induktiven Prüfenszur Aufgabenstellung passende paradigmatische Beispiele (resp. generic examp-

les) begegnet werden. Bedingt vorstellbare Beispiele lassen den Schüler zwar
auch noch induktiv prüfen, aber zugleich auch die zu imaginierende Struktur
des Beweises hervortreten. Vorbeugend wirkt auch, dem Schüler weder den Ge-
brauch von Rechen- und Messwerkzeugen noch Legetechniken zu erlauben. Auf
einer mehr algebraischen Ebene bedeutet dies, den Schüler am Ausrechnen von
Termen zu hindern oder in figuralen oder geometrischen Darstellungen etwa das
Abzählen zu vermeiden. Mehr noch als der Lehrende muss der Forschende dabei
die Balance zwischen einem Gewährenlassen und Intervenieren halten.
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Beispielgebundenes Beweisen i.w.S.

Es gibt in der Forschungsliteratur eine Bandbreite von didaktischen ZugängenZusammenfassung
zum beispielgebundenen Beweisen, welche von vorgelegten Beweisen bis zum
freien Entdecken von Behauptungen reichen. In theoretischer Differenzierung
wird vom beispielgebundenen Beweisen i.w.S. gesprochen, wenn mehr die di-
daktischen Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S. gemeint sind, zu
denen insbesondere das Entdecken und das Prüfen mit und ohne latente(r) Be-
weisidee zu zählen sind. Dabei wird der Übergang vom Entdecken und Prü-
fen mit latenter Beweisidee diskutiert und mit anderen Konzepten, etwa dem
Übergang von Beweisfindung zur Beweisführung, verglichen. In der praktischen
Erprobung wurde der Einsatz figuraler Darstellungen, offen gehaltener Beweis-
aufgaben, beweisvorbereitender Übungen sowie vorgelegter Behauptungen und
Beweise untersucht und dabei die Zugänge des Entdeckens, Prüfens und Be-
gründens gewählt.

Unter dem beispielgebundenen Beweisen i.w.S. werden in dieser Arbeit Zugän-Forschungsstand,
Theorie und Praxis ge des Entdeckens, Prüfens und Begründens verstanden, die den Schüler zum

beispielgebundenen Beweisen i.e.S. hinführen sollen. Dies ist vor allem für die
praktische Durchführung der Studien und für die Unterrichtswirklichkeit rele-
vant. Die Fachdidaktiker geben verschiedene konkrete didaktische Empfehlun-
gen, um Schüler auf das beispielgebundene Beweisen vorzubereiten (↑ Kap. 1.1,
1.2). Mit Schülern können etwa Vorübungen getätigt, ihnen Beweise zur Beur-
teilung vorgelegt, sie zum Rückwärtsarbeiten ermutigt, Behauptungen mit und
ohne latente(r) Beweisidee entdeckt oder geprüft werden usw.. Theoretisch wird
besonders intensiv diskutiert, wie Schüler von der Beweisfindung zur Beweisfüh-
rung gelangen (↑ Kap. 1.3 – 1.5). In den Einzelfallstudien zeigen sich Vor- und
Nachteile der einzelnen Beweiszugänge (↑ Kap. 3.1 – 3.5).

4.3.1 Ergebnisse aus Beweiszugänge motivierende Beweisfunktionen
der Forschung vorgelegte Beweise

didaktisch motivierte Beweiszugänge
Methoden beispielgebundenen Beweisens

4.3.2 Theoretische Beispielgebundenes Beweisen i.w.S.
Ergebnisse Entdecken und Prüfen mit latenter Beweisidee

Lücke zwischen Beweisfindung und Beweisführung
Repräsentationsformen beim Beweisen
Abgrenzung z. beispielgebundenen Beweisen i.e.S.

4.3.3 Empirische Einsatz figuraler Darstellungen
Ergebnisse offene Aufgabenstellungen u. entdeckende Zugänge

Rückwärtsarbeiten
beweisvorbereitende Übungen
vorgelegte Behauptungen und Beweise
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4.3.1 Ergebnisse aus der Forschung
Die verschiedenen Zugänge zum beispielgebundenen Beweisen können durch Beweiszugänge

motivierende
Beweisfunktionen

die verifikative, explanative, entdeckende, systematisierende und kommunikati-
ve Beweisfunktion motiviert werden. So steht die verifikative Beweisfunktion bei
formalen resp. formellen Beweisen vornehmlich im Vordergrund, wenn es nach
Hanna (1990) um das proving that geht. Werden induktiv durchsetzte Zugänge
zum beispielgebundenen Beweisen bevorzugt und damit auch die Frage nach
dem proving why gestellt, kommt der explanativen Beweisfunktion Bedeutung
zu. Beim Entdecken von Behauptungen ist die entdeckende Beweisfunktion wirk-
sam, zumal bei Zugängen zum beispielgebundenen Beweisen wie dem Entdecken
mit latenter Beweisidee. Das beispielgebundene Beweisen genügt überdies auch
der kommunikativen Beweisfunktion insofern, als dass das Manifestieren des
subjektiv realisierten Beweises einen sozial geteilten Akt darstellt, der auf den
Beweisführenden zurückwirkt. Schließlich trägt das mehrmalige (beispielgebun-
dene) Beweisen auch der systematisierenden Beweisfunktion Rechnung, als dass
die Sinnstruktur des Beweises den Ausschnitt eines Systems von Begriffen, Axio-
men, Definitionen und Sätzen bildet, welches das Gebäude der mathematischen
Wissenschaft konstitutiert (↑ Abs. 1.1.1).

In der Diskussion um die Fraglichkeit einer Behauptung bei Edwards (1998) vorgelegte Beweise
kommt der vorgelegte (beispielgebundene) Beweis ins Spiel. Bei diesem Zugang
soll der Lernende den (beispielgebundenen) Beweis nachvollziehen und Stel-
lung beziehen, ob es sich wirklich um einen Beweis handelt. Manche Autoren
schließen aus den Antworten der Befragten dann jedoch auf deren Beweisver-
halten, das dann mehr oder weniger induktiv oder deduktiv klassifiziert wird.
Betrachtet man das beispielgebundene Beweisen jedoch als Prozess, lässt sich
das Beweisverhalten, wie es etwa von Balacheff (1988) beobachtet wird, eher
als situationsbezogen deuten (↑ Abs. 1.1.1).

In einigen weiteren Studien werden auch didaktische Empfehlungen gegeben, didaktisch motivierte
Beweiszugängewie Lernende an das beispielgebundene Beweisen herangeführt werden können.

Dahinter stehen zum Teil einige weitergehende Modelle und Theorien, die an die-
ser Stelle genannt werden: Etwa liegt den action proofs des prämathematischen
Beweisens das relativ allgemein gehaltene schema permanence principle (SPP)
von Semadeni (1981a) zugrunde (↑ Abs. 1.2.1). Das operative Beweisen nach
Wittmann (1985) gründet auf dem operativen Prinzip der Mathematikdidaktik
(↑ Abs. 1.2.3), und Wittmann & Müller (1988) sprechen von einem ”ele-
mentarmathematischen Forschungsprogramm für den Mathematikunterricht”,
wenn es ihnen um die Schaffung von Rahmenbedingungen für ihre inhaltlich-
anschauliche Beweise geht (↑ Abs. 1.2.3). Das generic proving behandeln Ma-
son & Pimm (1984) unter Rückgriff auf sprachliche und inhaltliche Aspekte des
generic example (↑ Abs. 1.2.2).

Dem generic example-assisted proof von Movshovitz-Hadar (1988) liegt die Methoden beispiel-
gebundenen Beweisenssogenannte stimulated responsive (S-R-)Methode zugrunde. Diese Methode stellt

einen entdeckenden Zugang dar, um die Schüler zum beispielgebundenen Bewei-
sen am generischen Beispiel zu motivieren (↑ Abs. 1.2.2). Zudem tritt das bei-
spielgebundene Begründen von Goldberg (1992) mit dem Anspruch auf, eine
einsatzfähige Methode zu sein, die sich die Lernenden aneignen (↑ Abs. 1.2.5).
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4.3.2 Theoretische Ergebnisse
Für die theoretische Fassung des beispielgebundenen Beweisens i.w.S. sind diebeispielgebundenes

Beweisen i.w.S. Schlussformen Abduktion, Induktion und Deduktion und daraus abgeleitete Zu-
gänge zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S. relevant.

Das Entdecken und Prüfen mit latenter Beweisidee eröffnet dem Experten Mey-Entdecken und Prüfen mit
latenter Beweisidee er (2007) zufolge didaktisch produktive Möglichkeiten zur Hinführung des Ler-

nenden zum beispielgebundenen Beweisen (↑ Abs. 1.3.3, 1.3.5). Dadurch gelingt
es dem Lernenden auch leichter, die Lücke zwischen Beweisfindung und Beweis-
führung zu schließen.

Zur Überwindung dieser Lücke wird von Pedemonte (2007) in Rückgriff aufLücke zwischen Beweis-
findung und Beweisführung Boero et al. (1996) der Begriff der cognitive unity eingeführt (↑ Abs. 1.5.2).

In der schon diskussionswürdigen Beschreibung von Abduktion, Induktion und
Deduktion durch Toulmin-Schemata nach Pedemonte (2007) lässt sich in der
sogenannten cognitive unity zwischen Beweisfindung und Beweisführung der in
der vorliegenden Arbeit verwendete Zugang des Entdeckens resp. Prüfens mit
latenter Beweisidee selbst lesen. Dieses kann sich leichter mit als ohne latente(r)
Beweisidee zum beispielgebundenen Beweisen wandeln.

Welche Repräsentationsformen dem Lernenden angeboten werden, um beispiel-Repräsentationsformen
zum Beweisen gebunden zu beweisen, hat mittelbar Auswirkungen auf die Beweisstruktur und

damit auf die beispielgebundenen Argumentgefüge (↑ Abs. 1.4.4). Nicht immer
ist der symbolisch beschriebene Beweis die einfacher strukturierte oder nahe-
liegendere Alternative zum ikonisch oder enaktiv durchgeführten Beweis, selbst
wenn er am Beispiel erfolgt. Vielmehr lassen sich Darstellungsmittel häufig nut-
zen, um den Lernenden nach einer Einführung in deren Gebrauch direkt bei-
spielgebunden beweisen zu lassen, ohne auf das Variablenkalkül zurückgreifen
zu müssen.

Die theoretische Differenzierung zwischen dem beispielgebundenen BeweisenAbgrenzung zum beispiel-
gebundenen Beweisen i.e.S. i.e.S. und i.w.S. wurde getroffen, um die didaktischen Zugänge im Entdecken

und Prüfen vom eigentlichen beispielgebundenen Beweisen in der subjektiven
Realisierung der Sinnstruktur zu trennen. Abduktive und induktive Zugänge
sind wichtig, damit der Lernende anfangs etwa die Behauptung selbst entdek-
ken oder später durch induktive Prüfungen bestätigen oder widerlegen kann. Als
besonders motivierend gilt dabei das Entdecken, während das induktive Prüfen
zum Austesten vermuteter Verallgemeinerungen der Ursprungsbehauptung ver-
wendet werden kann.
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4.3.3 Empirische Ergebnisse

Die empirischen Ergebnisse zeigen, dass ganz unterschiedliche Verläufe beispiel-
gebundenen Beweisens möglich sind, welche an dieser Stelle aber nicht typo-
logisiert werden, sondern inhaltlich reflektiert werden sollen. Die Verlaufsbe-
trachtungen hängen sehr vom Schüler und dessen Klassenstufe, der gewählten
Aufgabenstellung und des Zugangswegs zum beispielgebundenen Beweisen i.e.S.
ab. In der Gesamtbetrachtung der Einzelfallstudien lässt sich hinsichtlich dieser
Zugänge Folgendes festhalten:

Bei Aufgabenstellungen mit rein arithmetischen Darstellungen können Platzhal- Einsatz figuraler
Darstellungenter oder Variablenzeichen dazu verwendet werden, damit sich der Schüler von

der Betrachtung von Beispielzahlen allmählich löst und das Allgemeingültige im
Besonderen der Beispiele erkennt. Als weniger günstig hat sich der Einsatz von
Darstellungsmitteln herausgestellt, wenn diese erst noch erlernt werden müs-
sen und damit viel Aufmerksamkeit an die Übertragung zwischen Arithmetik
und figuralen Darstellungen binden. Gelingt diese Übertragung nur schematisch,
kann das Operieren an den figuralen Darstellungen die Beweisstruktur dauer-
haft verdeckt halten. Dies lässt sich insbesondere für mathematisch schwächere
Schüler sagen. Da die figuralen Darstellungen deutungsoffen gehalten sind, ist
die Gefahr des Missverstehens recht groß. Ständig besteht die Notwendigkeit zur
Übertragung in den arithmetischen Kontext. Dieses kontextuelle Mitverstehen
erfordert einen versierten Umgang mit der Sprache.

Offene Aufgabenstellungen, in denen eine Vielzahl von Entdeckungen mit und offene Aufgabenstellungen
und entdeckende Zugängeohne latente(r) Beweisidee möglich ist, lassen den Entdeckungsprozess floride

und zeitintensiv werden. Diese Erfahrung lässt sich auch unter Experten et-
wa an zu entdeckenden Behauptungen der Hochschulmathematik machen. Ab-
duktionen können sich als falsch herausstellen, Schüler können erschöpfen und
demotiviert werden, aber auch zur Suche nach einer weiteren Behauptung ange-
regt sein. Ist bereits viel Kraft für die Entdeckung der Behauptung aufgewandt
worden, kann die Motivation zur Beweisführung im Prüfen der Behauptung er-
schöpft sein. Auch besteht möglicherweise gar kein Beweisbedürfnis. In einem
solchen Stadium zeigt sich die Überlegenheit des Entdeckens mit latenter Be-
weisidee, da der Schüler beim Entdecken der Behauptung am Beispiel schon
unwissentlich bewiesen hat und dies bloß noch subjektiv realisieren und mani-
festieren muss.

Mit dem Rückwärtsarbeiten von der behaupteten Konklusion zu den Daten bie- Rückwärtsarbeiten
tet sich ein besonderer Zugang an, der a priori ein größeres Beweisverständnis
herbeiführen kann. Abhängig ist dies von der jeweiligen Aufgabenstellung (etwa
Winkelberechnungen im geometrischen Kontext) und damit insbesondere von
der jeweiligen mehrgliedrig-mehrschichtigen Beweisstruktur. Der Schüler kann
wählen, ob er von der im Beispiel oder von der allgemein gehaltenen Behaup-
tung als Konklusion des Argumentgefüges ausgeht. Der Schüler führt dabei im
Grunde schrittweise Abduktionen, so dass es dafür an sich mehr Orientierung
von Seiten des Lehrenden bedarf. Die Favorisierung des Rückwärtsarbeitens
kann jedoch induktive Prüfungen, zu denen der Schüler beim Vorwärtsarbei-
ten in manchen Aufgabenstellungen verleitet sein kann, vermeiden helfen. Das
Vor- und Rückwärtsarbeiten kann auch gleichzeitig geschehen, so dass sich der
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Schüler die Beweisstruktur von verschiedenen Seiten erarbeitet. Das Rückwärts-
arbeiten konnte auch im Rahmen beispielgebundenen Begründens nach Gold-
berg (1992) empfohlen werden. An ihrem Aufgabenbeispiel des Umfangswinkel-
Mittelpunktswinkelsatzes konnte der Vorzug des Rückwärtsarbeiten bestätigt
werden.

Der Nutzen der von Goldberg (1992) empfohlenen beweisvorbereitenden Übun-beweisvorbereitende
Übungen gen konnte ebenfalls bestätigt werden. Diese ermöglichen es etwa, dem Schüler

Hilfsmittel, Begriffe und Definitionen zu vermitteln, auf einfacherem Niveau Be-
weise zu führen, den Schüler in das beispielgebundene Beweisen einzuführen, ihn
Teilargumente am Beispiel vorab führen zu lassen und daran sein Beweisverhal-
ten vorab zu studieren. Im Forschungsrahmen lassen sich ausgedehnte Vorübun-
gen kritisieren, weil sie den weiteren Verlauf beispielgebundenen Beweisens mit-
bestimmen und man sie strenggenommen auch als Vorstudien ansehen müsste.
Aus einer mehr praktischen Sicht handelt es sich schlicht um eine Möglichkeit,
das beispielgebundene Beweisen vorzubereiten und dabei einen passenden Be-
weiszugang auszuwählen.

Vorgelegte Behauptungen und deren beispielgebundene Beweise halten den Ge-vorgelegte Behauptungen
und Beweise sprächsrahmen recht eng, haben einen gewissen Testcharakter und dienen eher

dazu, dass der Schüler den Beweis nachvollzieht, versteht und beurteilt. Es hat
sich gezeigt, dass dabei das (beispielgebundene) Beweisen auch an sich thema-
tisiert wird. Durch den mehr dokumentarischen Charakter vorgelegter Beweise
dürfte sich dieser Beweiszugang gut für den Mathematikunterricht eignen. Da-
durch, dass dieser Zugang aber weniger zur individuellen Tätigkeit beispielge-
bundenen Beweisens anregt, lässt sich auch weniger über das Beweisverhalten
von Schülern erfahren.
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4.4 Sprachliche Perspektive:
Explikation des Allgemeinen am Besonde-
ren

Die kommunikative Beweisfunktion darf zumal beim beispielgebundenen Bewei- Zusammenfassung
sen nicht unterschätzt werden. Darauf weisen bereits einige frühe Arbeiten der
Forschungsliteratur hin. Als besonders interessant ist die Rolle der Sprache beim
operativen Beweisen und beim visual proving als Sonderformen beispielgebun-
denen Beweisens einzuschätzen. Theoretisch gesehen bedarf das Manifestieren
des subjektiv Realisierten beim beispielgebundenen Beweisen i.e.S. der Spra-
che. Dabei kann Allgemeines konkret gesagt werden und umgekehrt, ohne dass
dies als alleiniges Indiz für oder gegen die subjektive Realisierung des Allge-
mein(gültig)en gelten kann. Eine unterrichtspraktische Berechtigung mag das
beispielgebundene Beweisen gegenüber dem formalen (resp. formellen) Bewei-
sen darin finden, dass es die inhaltliche Schwelle zum Beweisen senkt. Gleichwohl
verlangt dies von den Schülern aber einen versierten Umgang mit variablenhal-
tiger Umgangssprache. Während des beispielgebundenen Beweisens halten dann
häufig eine sprachlich-begriffliche Ausdifferenzierung und das beispielgebundene
Beweisen einander Schritt.

Beim beispielgebundenen Beweisen stehen Schüler vor der Aufgabe, das All- Forschungsstand,
Theorie und Praxisgemeingültige am Besonderen der Beispiele nicht nur subjektiv zu realisieren,

sondern auch entsprechend zu manifestieren. In der Forschungsliteratur wird
zum Teil schon auf die Bedeutung der Versprachlichung des Allgemeingültigen
hingewiesen (↑ Kap. 1.1, 1.2). In der Definition des beispielgebundenen Bewei-
sens i.e.S. gemäß der vorliegenden Arbeit ist die Manifestierung des subjektiv
Realisierten enthalten (↑ Kap. 1.5). In der empirischen Praxis erscheinen For-
mulierungen, Ausdrucksformen und Sprechweisen als Mittel zum Zweck, bei-
spielgebunden zu beweisen (↑ Kap. 3.1 – 3.5). Gegenüber der normierten Spra-
che formell gehaltener Beweise rückt beim beispielgebundenen Beweisen eine
mathematikhaltige Umgangssprache in den Vordergrund. Zu den sprachlichen
Aspekten beispielgebundenen Beweisens sei neben den nachstehenden Ergebnis-
sen auch auf die eigene Zusammenfassung in Krumsdorf (2011) verwiesen.

4.4.1 Ergebnisse aus Kommunikative Funktion des Beweisens
der Forschung sprachbezogene Untersuchungen z. generic example

sprachliche Aspekte operativen Beweisens
sprachliche Aspekte des visual proving

4.4.2 Theoretische Sprache beim beispielgebundenen Beweisen
Ergebnisse Manifestierung des subjektiv Realisierten

4.4.3 Empirische Erarbeitung sprachlichen Rüstzeugs
Ergebnisse sprachlich-begriffliche Ausdifferenzierung

konkret und allgemein(gültig) Formuliertes
paradoxe Sprachlosigkeit beim visual proving
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4.4.1 Ergebnisse aus der Forschung
Unter den Beweisfunktionen ist neben dem verifikativen und explanativen diekommunikative Funktion

des Beweisens kommunikative Funktion für das beispielgebundene Beweisen von großer Bedeu-
tung (↑ Abs. 1.1.1). Die Explikation des Allgemeingültigen an der Besonderheit
des Beispiels verhilft dem Schüler, den Beweis als Sinnstruktur allmählich zu
realisieren, und dem Experten, dies einschätzen zu können und zu begleiten.
Schon Freudenthal (1978) weist auf die Bedeutung des sprachlichen Aus-
drucksvermögens zum Führen paradigmatischer Beispiele hin (↑ Abs. 1.2.1).

Mason & Pimm (1984) haben versucht, generic examples vom specific / parti-sprachbezogene
Untersuchungen
zum generic example

cular example auf einer rein sprachlichen Ebene zu unterscheiden. Hieran ist zu
kritisieren gewesen, dass es mehr kontextbezogener Worte bedarf, als dass der
bloße sprachliche Gebrauch einzelner Zahlwörter, Variablenbezeichnungen und
(In-)Definitpronomen darüber Auskunft gäbe, inwiefern der Schüler das Allge-
meingültige am Beispiel subjektiv realisiert hat (↑ Abs. 1.2.2). Dennoch geben
ihre sprachlich basierte Untersuchung wie auch die Unterscheidung von Varia-
blenaspekten nach Malle (1986) dem Experten ein Rüstzeug an die Hand,
Indizien für die subjektive Realisierung des Allgemeingültigen zu finden.

Wittmann & Ziegenbalg (2004) betonen in Abgrenzung zu einem Beweisensprachliche Aspekte
operativen Beweisens durch Hinschauen nach Neubrand & Möller (1990), dass die Versprachli-

chung der ”Wirkungen von Operationen” unbedingt notwendig ist, besonders
wenn diese enaktiv und ikonisch repräsentiert werden. Versprachlichung ermög-
licht es, am beispielhaft Dargestellten das Allgemeingültige zu vermitteln (↑
Abs. 1.2.3).

In der vorliegenden Arbeit werden neben dem operative proving auch das vi-sprachliche Aspekte
des visual proving sual proving als Spezialfall beispielgebundenen Beweisens angesehen, letzteres

im Sinne eines bildlich gebundenen Beweisens. Hieraus ergibt sich das Paradox,
dass visual proving auch der sprachlichen Explikation bedarf. In der Interak-
tion zwischen dem Schüler und dem Experten können dialogische Mittel nach
Vollrath (1967) oder Goldberg (1992) dazu eingesetzt werden, das beispiel-
gebundene Beweisen zu befördern.

4.4.2 Theoretische Ergebnisse
Die Versprachlichung von etwas Allgemeinem im Konkreten bezeichnen MeyerSprache beim beispiel-

gebundenen Beweisen & Voigt (2009a) als Artikulationsprozess, welcher im Rahmen beispielgebun-
denen Beweisens zum Erkenntnisprozess hinzutreten muss (↑ Abs. 1.3.4). Der
Beweis als Sinnstruktur kann als Argumentgefüge dargestellt und somit als Fo-
lie zur Analyse der sprachlichen Äußerungen des Schülers verwendet werden (↑
Abs. 1.4.4). Sprachen und Sprache an sich lassen sich als latente, subjektiv rea-
lisierte und manifeste Sinnstruktur ansehen (↑ Abs. 1.5.1, 1.5.3).

Beim beispielgebundenen Beweisen i.e.S. manifestiert der Lernende seinen sub-Manifestierung des
subjektiv Realisierten jektiv realisierten Beweis, indem er dessen Allgemeingültigkeit am Beispiel in

überzeugender Weise versprachlicht. Dabei muss der Lernende den Beweis we-
der durchgängig formell darstellen, noch sich in allgemein gehaltener Umgangs-
sprache formal äußern. Die Manifestation kann vielmehr sprachlich zwischen



351 4.4.3 Empirische Ergebnisse

Konkretem und Allgemeinem changieren oder auch konkret sein, sofern der Ler-
nende darin eine subjektive Realisierung des Allgemeingültigen erkennen lässt.
Umgekehrt garantiert ein formal resp. formell dargestellter Beweis nicht, dass
der Lernende die Sinnstruktur subjektiv realisiert hat, etwa wenn Redeweisen
von Anderen übernommen werden (↑ Abs. 1.5.3).

4.4.3 Empirische Ergebnisse
In Vorübungen kann der Schüler nicht nur an inhaltliche Aspekte beispielge- Erarbeitung sprach-

lichen Rüstzeugsbundenen Beweisens und an das Beweisen selbst herangeführt werden, sondern
ihm auch sprachliches Rüstzeug angeboten werden. Dabei geht es häufig um
Bezeichnungen geometrischer Objekte, mathematischer Sätze oder Begriffe. Als
motivierend hat sich herausgestellt, dass der Experte die Bezeichnungen des
Schülers übernimmt und nicht umgekehrt.

Die fortschreitende Verallgemeinerung einer Behauptung in Regelverbänden geht sprachlich-begriffliche
Ausdifferenzierungbei manchen Schülern mit einer sprachlich-begrifflichen Ausdifferenzierung ein-

her. Diese umfasst sowohl eigene Sprachschöpfungen (z.B. zwei Irgendwasses)
als auch übliche Bezeichnungen und Formulierungen oder Begriffsübernahmen
von Seiten des Experten. Die sprachliche Verfeinerung kann bei zugleich in-
haltlicher Angemessenheit als Indiz für die subjektive Realisierung des Beweises
gelten.

Aus der eigenen Interviewpraxis kann bestätigt werden, dass der Verzicht auf konkret und allgemein
(-gültig) Formuliertesbeispielhafte Formulierungen per se kein Indiz für die subjektive Realisierung

des Allgemeingültigen ist. Zu allgemein Gesagtes kann überdies auch falsch sein,
oder nur eine übernommene oder stets wiederholte Sprechweise zur Darstellung
eines operativen Kalküls sein. Umgekehrt kann Konkretes gesagt oder auf Kon-
kretes gedeutet werden, aber allgemeiner gedacht werden, so dass die bloße,
isoliert gesehene Explikation eines Schülers wenig Aussagekraft hat. Gleichzei-
tig eröffnet sich dadurch die Möglichkeit, Schüler nach Behandeln konkreter
Beispiele zum Beweisen an imaginierten, bloß noch vorgestellten Beispielen zu
ermutigen. Dies kann dazu führen, dass Schüler in allgemein gehaltener Um-
gangssprache sprechen, da sie die latente Sinnstruktur am imaginierten Beispiel
subjektiv realisiert haben. Dabei besteht dennoch die Gefahr, dass Schüler den
passenden Allgemeinheitsgrad verfehlen, d.h. entweder nicht weitgehend oder so
sehr verallgemeinern, dass die Behauptung falsch wird.

Gerade weil visual proving, verstanden als bildlich gebundenes Beweisen, auf paradoxe Sprachlosigkeit
beim visual provingdem ersten Blick ohne mathematische Sprache auszukommen scheint, gestaltet

sich die Vermittlung des Allgemeingültigen an ihnen auch in den betrachteten
Einzelfallstudien als um so schwieriger: Der Sprachlosigkeit des Bildes kann der
Schüler Sprache entgegensetzen, um die im Bild latenten und möglicherweise
subjektiv realisierten Sinnstrukturen zu manifestieren. Ähnlich stark fordert die
Schüler das eher den Experten geläufige kognitive und sprachlich vermittelte
Übertragen von Informationen zwischen Arithmetik und geometrischen Dar-
stellungsformen. Hier kommt es zum Teil zu einer mechanischen Identifizierung,
so dass einem Schüler bei einer Verallgemeinerung der Behauptung die geome-
trische Darstellung an der subjektiven Realisierung des Allgemeingültigen sogar
hindern kann.
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4.5 Weitere Perspektiven
Der Forschungsgegenstand des beispielgebundenen Beweisens ist in der vorlie-Überblick
genden Arbeit an Studien mit einzelnen Schülern untersucht worden. Für den
Mathematikunterricht können insofern nur begrenzte Aussagen getroffen wer-
den. Die Durchführung dieser Studien haben gleichwohl einige praxisbezogene
Ergebnisse erbracht, die neben der Diskussion von entdeckenden und prüfenden
Zugängen zum beispielgebundenen Beweisen (↑ Kap. 4.3) für den Mathematik-
unterricht von Bedeutung sein können.

4.5.1 Wahl und Anzahl Beweisen an verschiedenartigen Beispielen
der Beispiele triviale und konkrete Beispiele

Rolle der Beispiele beim induktiven Prüfen
Fraglichkeit der Goldberg-These
komplizierte, bedingt vorstellbare, imaginierte Beispiele

4.5.2 Allgemeinheitsgrade Verweise auf die Theorie
von Behauptungen Argumentgefüge als Folie für den Lehrenden

Austesten von Grenzen der Verallgemeinerung
Entdecken und Begründen von speziellen Behauptungen

4.5.3 Beweisverständnis Auswirkungen des Beweisens auf das Beweisverständnis
des Schülers Reflexion des Beweisverständnisses

vorgelegte Behauptungen und Beweise
Prüfen des Beweisverhaltens von Schülern

4.5.4 Interventionen Anregung und Intervention durch den Lehrenden
des Lehrenden Aufgabenspezifische Beweisstrukturen

Problematisierung von Regelverbänden
Änderung von Argumentstrukturen
Vermeidung von Kalkül- und Messaspekten
Maßnahmen zum Wecken des Beweisbedarfs
Wahl geeigneter Repräsentationsformen
verschiedenartige Beweiswege
Wahl von Beispielen und Aufgaben
Einsatz wechselnder dialogischer Mittel

Im Folgenden werden hauptsächlich die eigenen empirischen Erfahrungen aus
den Einzelfallstudien wiedergegeben. An jedes Thema schließt sich ein kurzes
Fazit an. Gleichwohl sei aber auch auf den Forschungsstand in ↑ Kap. 1.1, 1.2
verwiesen.
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4.5.1 Wahl und Anzahl der Beispiele
Der Schüler beweist beispielgebunden, indem er sich allmählich von den betrach- Beweisen an verschieden-

artigen Beispielenteten Beispielen löst und daran das Allgemeingültige der Behauptung erkennt
und vermittelt. Bei den Beispielen kann es sich um triviale, konkrete, bedingt
vorstellbare, komplizierte und imaginierte Beispiele handeln.

Triviale und konkrete Beispiele besitzen den Vorteil, dass sie die Schwelle zum triviale und
konkrete BeispieleBeweisen am Beispiel niedrig halten. Sie können aber auch manche Schüler un-

terfordern. Aus inhaltlicher Sicht können triviale oder sehr konkrete Beispiele
zu falschen Verallgemeinerungen führen. Etwa ist die Gleichung a2 · a2 = a2·2

zwar richtig, kann aber zu einer falschen Verallgemeinerung am ·an = am·n füh-
ren. Am vollständigen Graphen eines Fünfecks lassen sich zehn Verbindungen
abzählen – ein vollständiger Graph mit n Ecken hat aber nicht 2n Verbindungen.

Schülern der Sekundarstufe I gelingt es häufig, an und aus mehreren Beispie- Rolle der Beispiele
beim induktiven Prüfenlen durch induktives Prüfen ihrer abduktiv generierten Hypothesen heraus eine

richtige Behauptung aufzustellen. Dabei können sie die Erfahrung gemacht ha-
ben: ”was einmal, zweimal, dreimal ... gilt, gilt immer”. Da sich dieser subjektive
Leitsatz mit der empirischen Sicht der Naturkunde verträgt und sich überdies
an vielen Aufgabenbeispielen bestätigt, sollte an der Vermittlung des mathema-
tikspezifischen deduktiven Beweisverständnisses im Sinne einer theoretischen
Erkenntnissicherung gearbeitet werden.

Schon Goldberg (1992) betont, dass die Anzahl an Beispielen, die der jeweili- Fraglichkeit der
Goldberg-Thesege Schüler zum beispielgebundenen Beweisen im Mathematikunterricht braucht,

individuell verschieden sei. Dies möge man nicht in dem Sinne missverstehen,
dass eine hohe Anzahl an Beispielen ausreiche, dass ein Schüler daran das All-
gemeingültige einer Behauptung erkenne und beweise. Von den durchgeführten
Einzelfallstudien her gesehen erscheint es in diesem Zusammenhang sinnvoller,
den Schüler seinem situativen Kenntnisstand nach ausgewählte Beispiele anzu-
bieten. Nicht Quantität, sondern Qualität der Beispiele ist entscheidend.

Einige Schüler können auch mit komplizierten, schwierigen oder nur schwer komplizierte, bedingt
vorstellbare, imaginierte
Beispiele

vorstellbaren Beispielen umgehen. Der Lehrende kann ein kompliziertes Bei-
spiel (big/small number) dazu einsetzen, um zu verhindern, dass der Schüler die
Behauptung daran induktiv prüft, so dass dessen Blick wohlmöglich mehr auf
die strukturellen Aspekte des dargebotenen Beispiels fällt. Schwierige oder nur
schwer vorstellbare bis imaginierte Beispiele sind für Schüler geeignet, die sich
schon hinreichend von den Besonderheiten einfacher Beispiele gelöst haben. Die
strukturelle und abstrakte Betrachtung dominiert dabei, die Bindung an die-
se Beispiele kann sich zunehmend auflösen. Darüber hinaus erscheint es auch
sinnvoll, den Schüler am vorliegenden konkreten Beispiel zur Imagination eines
weiteren Beispiels herauszufordern. Dies hat ebenso kreativitätsweckende wie
beweisevozierende Kraft.

Es zeigt sich, dass die Wahl und die Anzahl an Beispielen wesentlich den bei- Fazit
spielgebundenen Beweisverlauf eines Schülers beeinflusst. Vorsicht ist geboten,
wenn ein Schüler Beispiele wiederholt zum bloßen induktiven Prüfen verwendet,
statt an ihnen die Allgemeingültigkeit einer fraglichen Behauptung zu beweisen.
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4.5.2 Allgemeinheitsgrade von Behauptungen
Hinsichtlich der Allgemeinheitsgrade von Behauptungen sei vor allem die theo-Verweise auf

die Theorie retische Fassung des beispielgebundenen Argumentgefüges hervorgehoben, wel-
ches eine Darstellungsmöglichkeit für den Beweis als Sinnstruktur liefert (↑ Abs.
1.4.4). Es handelt sich dabei quasi um eine Schichtung von Argumentgefügen je
nach argumentweise (möglicherweise wechselndem) Grad an Verallgemeinerung.
Ein Argument(gefüge) kann seinerseits mehrgliedrig und mehrschichtig sein. Bei
Letzterem steigt der Abstraktionsgrad an (↑ Abs. 1.4.2).

Auch wenn die Darstellung der Beweisstruktur durch Argumentgefüge sehr theo-Argumentgefüge als Folie
für den Lehrenden retisch wirkt, kann die Auffächerung des beispielgebundenen Argumentgefüges

dem Lehrenden als Folie zur Beurteilung beispielgebundenen Beweisens die-
nen, insbesondere dann, um bei Schülern das beispielgebundene Beweisen in
fortschreitender Verallgemeinerung zu verfolgen. Im Gespräch mit dem Schü-
ler sollte es nicht bei der pauschalen Frage bleiben: ”Warum gilt das immer?”,
sondern der jeweilige Verallgemeinerungsgrad der Behauptung oder der Kon-
klusion eines Teilarguments mitbenannt werden. Dies stellt sicher, dass Schüler
und Lehrender sich auf die gleiche Verallgemeinerungsebene beziehen.

Der Schüler kann die Grenzen der Verallgemeinerungsfähigkeit von BehauptungAustesten von Grenzen
der Verallgemeinerung und Beweis falsch einschätzen, insbesondere dann, wenn er sich beim Entdek-

ken und nicht nur beim Prüfen einer Behauptung an der Front seines Wissens
befindet. Das Entdecken kann (etwa bei der Anzahl an Verbindungen eines voll-
ständigen Graphen mit 5, 10, x Ecken) zu falschen Behauptungen führen, welche
auf dem Prüfen eines speziellen Beispiels basieren (scheinbar 2x Verbindungen
im Allgemeinen, so wie 10 Verbindungen beim Fünfeck), inkorrekt verallgemei-
nert (10 · 4 / 2 Verbindungen beim Zehneck) oder unter Verlust der früheren
Erkenntnis von Zusammenhängen verallgemeinert werden (x · y / 2). Gleich-
wohl übt sich der Schüler durch diese Fehltritte darin, in der Aufstellung der
Behauptung nach und nach treffsicher zu werden und bei bestehender latenter
Beweisidee den Beweis teils vorwegzunehmen. Nicht ganz adäquate Verallgemei-
nerungen sind in der prozessualen Betrachtung des beispielgebundenen Bewei-
sens konstruktiv, zumal sie selbst zu deren Prüfen und ggf. Beweisen einladen.

Im Rahmen der Thematisierung der entdeckenden Beweisfunktion wurde be-Entdecken und Begründen
von speziellen Behauptungen merkt, dass zunächst Spezialfälle von allgemeineren Behauptungen entdeckt

werden können, welche dann zum Beweis der allgemeineren Behauptungen Ver-
anlassung geben (↑ Abs. 1.1.1). Dabei ist es ratsam, den Schüler zwischenzeitlich
erst den Spezialfall der allgemeinen Behauptung beweisen zu lassen, damit er
sich nicht nur im Vermuten, Entdecken und Prüfen übt, sondern auch den Über-
gang zum Beweisen findet.

Das Austesten von Grenzen der Verallgemeinerungsfähigkeit von BehauptungenFazit
ist ein didaktisch probates Mittel, Schülern das Allgemeingültige im Besonderen
der Beispiele erkennen zu lassen. Hierbei ist von Seiten der Lehrenden eine ent-
sprechende mathematische Durchdringung der Aufgabenstellung hilfreich, etwa
durch Skizzierung eines beispielgebundenen Argumentgefüges. Gleichwohl soll
der Schüler nicht nur zum Prüfen, sondern auch zum Beweisen seiner spezifi-
zierten wie fortschreitend verallgemeinerten Behauptungen kommen.
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4.5.3 Beweisverständnis des Schülers beim Beweisen
Das bei Schülern beobachtbare Beweisverhalten gründet auf einem mehr oder Auswirkungen des Beweisens

auf das Beweisverständnisweniger internalisierten Beweisverständnis, welches im Mathematikunterricht
nicht sehr häufig explizite Behandlung erfährt. Bei den vorwiegend quantitativ
gehaltenen Studien mit ihrer Tendenz zu Kategorisierungen des Beweisverhal-
tens wird zuweilen auch auf das zugrunde liegende Beweisverständnis geschlos-
sen (↑ Abs. 1.1.2). Siedelt man das beispielgebundene Beweisen als Prozess
zwischen induktivem Prüfen und formalem Beweisen an, wird das Beweisver-
ständnis situativ je nach gewählter oder thematisierter Beweisform mitbehan-
delt. Durch den changierenden Charakter beispielgebundenen Beweisens kann
es dazu kommen, dass sich das Beweisverständnis des Schülers während des bei-
spielgebundenen Beweisens und damit am beispielgebundenen Beweisen einer
exemplarischen Behauptung wandelt.

Manche Schüler – sogar Grundschüler – besitzen soviel Introspektionsvermögen, Reflexion des
Beweisverständnissesdass sie über ihr eigenes Beweisverhalten (schon) reflektieren können. Die auf

das Beweisen als Tätigkeit bezogenen Äußerungen von Grundschülern (↑ Abs.
3.2.4, 3.1.7) zeigen unabhängig vom tatsächlichen Beweisverhalten und dessen
Beurteilung ein gewisses Reflexionsvermögen.

Vorgelegte Behauptungen mit Beweisen an Beispielen bieten den Schülern die vorgelegte Behauptungen
und BeweiseMöglichkeit, die formale resp. formelle Darstellung von (beispielgebundenen)

Beweisen hinterfragend nachzuvollziehen. Wegen dieses relativ normierten Zu-
gangs zum (beispielgebundenen) Beweisen gehen hierbei jedoch auch soziale
Aspekte ein, die nicht nur die vorgebende Lehrperson als situativ Handelnde
betreffen. Auch entspricht die Vorgabe einer Behauptung und deren (i.d.R. for-
mellen) Beweis der gängigen Praxis. Insofern kann nicht allein daraus, dass ein
Schüler eine falsche Behauptung oder einen falsch vorgegebenen Beweis nicht
als solchen erkennt, auf ein fehlendes Beweisverständnis geschlossen werden.

Die Frage, warum ein Schüler induktiv prüft, lässt sich nur insoweit beant- Prüfen des
Beweisverhaltens
von Schülern

worten, als dass man die genannten theoretischen Gründe am Beweisverhalten
des Schülers selbst prüft: Nicht immer ist das mehr oder weniger entwickelte
Beweisverständnis des Schülers handlungsleitend. Nicht immer hält ein Schüler
eine vorgelegte Behauptung für unfraglich. Nicht immer wendet ein Schüler die
Behauptung bloß an, weil ihm deren Prämisse bereits als Begründung erscheint.
Gleichwohl kann man den Schüler aber auch seine Stellung zum induktiven Prü-
fen selbst thematisieren lassen, wie auch zum beispielgebundenen Beweisen oder
zum formalen Prüfen.

Mit dem changierenden Charakter beispielgebundenen Beweisens zwischen in- Fazit
duktivem Prüfen und formalem (resp. formellem) Beweisen wird das den Schü-
lern selten bewusste Beweisverständnis mitbehandelt. Dieses lässt sich durch
kritische Fragen nach der Allgemeingültigkeit oder konfrontativen Bemerkun-
gen (etwa ”was einmal, zweimal, dreimal ... gilt, gilt immer?”) hinterfragen,
wenngleich auch hier singuläre Beobachtungen mit Vorsicht zu genießen sind.
Daran können aber Maßnahmen zum Wecken des Beweisbedarfs ansetzen.
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4.5.4 Interventionsmöglichkeiten des Experten

Die Palette an Interventionsmöglichkeiten des Experten im Rahmen des bei-Anregung und Intervention
durch den Lehrenden spielgebundenen Beweisens sind reich. Vorab können aus theoretischer Sicht

verschiedene Zugänge des Entdeckens und Prüfens in Betracht gezogen werden,
wie sie in ↑ Kap. 1.3 dargestellt wurden. Auch hält Goldberg (1992) eine
Reihe von Anregungen bereit, wie das beispielgebundene Beweisen befördert
werden kann. Hierzu zählen etwa das Vorwärts- und Rückwärtsarbeiten sowie
Vorübungen zum beispielgebundenen Beweisen, in denen Begriffe und Definitio-
nen geklärt werden können und der Schüler das beispielgebundene Beweisen an
einfachen Beispielen erfährt.

Es gibt einige Merkmale von Aufgabenstellungen, die Schülern das beispiel-aufgabenspezifische
Beweisstrukturen gebundene Beweisen erleichtern wie erschweren. Kann der Beweis durch eine

mehrschichtig-mehrgliedrige, aber nicht zu komplexe Sinnstruktur dargestellt
werden, bieten sich grundsätzlich mehrere Argumente als Anknüpfungsmöglich-
keiten an. Um aber reichhaltige Möglichkeiten zum Beweisen am Beispiel zu
eröffnen, kommt es auf den Grad der Auffächerung des beispielgebundenen Ar-
gumentgefüges an, m.a.W. inwieweit sich ein nur im Beispiel gehaltenes Argu-
mentgefüge in einen Regelverband einbetten lässt (↑ Abs. 1.4.4).

So wie die Argumentstruktur an sich weder zu einfach noch zu kompliziert gehal-Problematisierung
von Regelverbänden ten sein darf, erschwert eine zu weite Auffächerung eines Argumentgefüges vielen

Schülern, auf der jeweiligen Verallgemeinerungsebene passend zu argumentieren.
Verallgemeinert der Schüler die Behauptung zu weitgehend, oder hält er sie bei
seinen Argumenten zu sehr an Beispielen, kann der Experte intervenieren. Dies
gilt insbesondere dann, wenn die Behauptung oder deren Beweis im zu Allge-
meinen falsch wird oder der Schüler sich im induktiven Prüfen in immer neuen
Beispielen verliert.

Neben dem grundsätzlichen Kriterium der Struktur von Argument und Regel-Änderung von
Argumentstrukturen verband ist auch entscheidend, welche strukturelle Diskrepanz zwischen einem

im Beispiel gehaltenen Argumentgefüge und deren Verallgemeinerungen besteht,
m.a.W. welcher Grad an struktureller Einbettung eines im Beispiel gebundenen
Argumentgefüges besteht. Ändert sich nämlich die Struktur eines Beweises bei
Verallgemeinerung der entsprechenden Behauptung wesentlich, so stellt dies an
den Schüler eine zusätzliche Herausforderung während seines beispielgebunde-
nen Beweisens.

Von großer Bedeutung ist mit Blick auf die praktische Durchführung auch, obVermeidung von
Kalkül- und Messaspekten das induktive Prüfen sich nicht im bloßen Ausrechnen oder Messen erschöpft,

sondern darin auch strukturelle Aspekte erkannt werden. Dies bedeutet nicht,
dass jedwedes induktive Prüfen mit latenter Beweisidee erfolgen muss, wodurch
der Übergang zum beispielgebundenen Beweisen fließend ist. Vielmehr sollte
schon bei der Anlage oder Auswahl der Aufgaben vermieden werden, dass der
Kalkül- oder Messaspekt zu sehr in den Vordergrund rückt.

An Maßnahmen, wie der Beweisbedarf für eine bereits im Raum stehende Be-Maßnahmen zum Wecken
des Beweisbedarfs
von Behauptungen

hauptung herausgestellt oder geweckt werden kann, bieten sich mehrere Mög-
lichkeiten an: ein Vergleichen mit einer falschen Modifikation (etwa einer zu



357 4.5.4 Interventionsmöglichkeiten des Experten

weitgehenden Verallgemeinerung) der Behauptung, ein Herausstellen der Frag-
lichkeit der Behauptung durch ein Herausfordern zu Gegenbeispielen, eine kriti-
sche Thematisierung des naturkundlichen Prinzips ”was einmal, zweimal, drei-
mal ... gilt, gilt immer”.

Ferner stellt sich die Frage, in welcher Repräsentationsform (enaktiv, ikonisch, Wahl geeigneter
Repräsentationsformensymbolisch) beispielgebundenes Beweisen geschehen soll. Auch dies stellt vorab

eine Interventionsmaßnahme dar. Den eigenen empirischen Studien nach kann
dies nur je nach Aufgabenstellung, Klassenstufe und Schüler entschieden werden.

Überdies können in den mathematischen Analysen häufig mehrere Beweiswege verschiedenartige
Beweiswegeausgemacht werden, aus denen der Experte im Voraus passende beispielgebun-

dene Beweisgänge auswählen oder dem Schüler als Alternativen anbieten kann.
Dabei kann der Experte auch verschiedene Zugänge zum beispielgebundenen
Beweisen erproben.

Der Experte kann bei einer Neigung des Schülers zum (wiederholten) induk- Wahl von Beispielen
und Aufgabentiven Prüfen versuchen, mit großen, kleinen oder komplizierten Beispielzahlen

oder geometrischen Objekten zu intervenieren, so dass der Schüler sein Augen-
merk eher auf die strukturellen Aspekte der Aufgabenstellung richtet. Einen
ähnlichen Effekt bietet der eingeforderte Verzicht auf elementare Zählmetho-
den, den Taschenrechner oder Messwerkzeuge, letztlich auch die Herausforde-
rung, sich Beispiele bloß noch vorzustellen. Aufwändiger wäre es, während des
beispielgebundenen Beweisens zu den oben beschriebenen Alternativen zu grei-
fen, die die Anlage der Aufgabe vorab betreffen. Bei starker Verfestigung des
Schülers im induktiven Prüfen oder in schematisch anmutenden Kalkülen ist
dies jedoch angeraten.

An dialogischen Mitteln eignet sich bei fortgeschrittenen Schülern ein Heraus- Einsatz wechselnder
dialogischer Mittelfordern des Schülers durch verunsichernde Fragen. Der Experte kann die Rolle

eines advocatus diaboli einnehmen und den Schüler zur weiteren Manifestierung
des Beweises oder weitergehender Verallgemeinerungen provozieren. Ansonsten
bietet sich für den Experten auch die Rolle eines fiktiven Mitschülers an, mit
dem der befragte Schüler vorgeblich bekannt ist. Mit diesen Rollenwechseln wird
– wie auch bei Veränderung anderer Dialogmittel und -strukturen – eine leich-
te soziale Befremdung erreicht, die auch einen inhaltlichen Perspektivenwechsel
auf Seiten des Schülers zur Folge haben kann.

Welche der vielfältigen Interventionsmöglichkeiten des Experten jeweils geeignet Fazit
sind, um das weitere beispielgebundene Beweisen eines Schülers zu befördern,
dürfte der Lehrende situativ und schülergemäß entscheiden. Hierbei stellen sich
an den Lehrenden auch Fragen des eigenen Lehr- und Lernstils und der eigenen
Auffassung vom beispielgebundenen Beweisen. Der Lehrende kann jedoch am
changierenden Charakter beispielgebundenen Beweisens lernen, die Beweisver-
suche der Schüler differenziert zu erkennen (etwa ob der Beweis latent ist oder
subjektiv realisiert wurde oder manifest ist), und sie durch das beispielgebun-
dene Beweisen zum (selbst)kritischen Arbeiten befähigen.



4.6 Ausblick 358

4.6 Ausblick
Die vorliegende Arbeit liefert eine theoretische Fassung des beispielgebunde-Möglichkeiten und

Grenzen der Forschung nen Beweisens als Forschungsgegenstand und dessen empirische Untersuchung
in Form von Einzelfallstudien. Nicht erforscht werden sollte, wie Schüler im
Mathematikunterricht beispielgebunden beweisen. Dies ist und bleibt der weite-
ren Forschung vorbehalten. Denkbar wäre in diesem Zusammenhang zum einen,
das beispielgebundene Beweisen in Kleingruppen zu erforschen, oder situativ in
der Unterrichtswirklichkeit. Hierbei gehen weitere, insbesondere soziale Fakto-
ren ein – insofern gewinnen dabei mehr unterrichtspraktische Fragestellungen
an Bedeutung. Dieser Umstand ist letztlich auch ein Grund dafür gewesen, das
beispielgebundene Beweisen zunächst gleichsam im Labor mit einzelnen Schü-
lern zu untersuchen. Eine Beschränkung auf Grundschüler oder Sekundarstu-
fenschüler wurde dabei nicht vorgenommen, um den Facettenreichtum und die
Bandbreite beispielgebundenen Beweisens erfahrbar werden zu lassen.

Für weitere exemplarische Einzelfallstudien bieten sich die AufgabenstellungenWeitere Aufgabenstellungen
des Winkelsummensatzes für ein n-Eck und die Potenzfunktionen an. Diese wur-
den aus Umfangsgründen und zeitlichen Erwägungen nicht in die vorstehende
Forschungsarbeit aufgenommen. Letztere Aufgabenstellung ist für ältere Sekun-
darstufenschüler gedacht. Möglicherweise tendieren einige Schüler am Übergang
zur Sekundarstufe II schon zu einem mehr formalisierten Beweisverhalten, wäh-
rend andere Schüler noch sehr am Beispiel beweisen. Hier wäre zu untersuchen,
welchen Einfluss die Einführung der Schulalgebra auf das Beweisen der Schüler
haben kann. Mehr die praktische Didaktik betreffend können weitere Aufgaben-
stellungen ausgearbeitet werden, welche sich für das beispielgebundene Bewei-
sen in der jeweiligen Klassenstufe eignen. Ein allgemeinverständlicher Aufsatz
ist hierzu von Krumsdorf (2009b) erschienen (vgl. auch Krumsdorf (2009a)).

Als in der Theorie und praktischen Umsetzung anspruchsvoll haben sich in derSonderfälle beispiel-
gebundenen Beweisens vorliegenden Arbeit die Sonderfälle beispielgebundenen Beweisens gezeigt, d.h.

das operative Beweisen, visual proving, das Beweisen in Sachkontexten und un-
ter Einsatz von Darstellungsmitteln. Dies liegt daran, dass vom Schüler jeweils
eine Übertragung von Informationen zwischen den jeweiligen Kontexten und
dem mathematischen Kern der jeweiligen Aufgabenstellung abverlangt wird.
Der Schüler muss sich den jeweiligen Kontext und damit auch dessen differie-
rende Sprache erst erarbeiten. Dies macht das beispielgebundene Beweisen und
dessen Erforschung wesentlich komplizierter.

Von Interesse ist überdies, wie beispielgebundenes Beweisen Lehramtsstudie-beispielgebundenes Bewei-
sen in mathematikdidak-
tischen Veranstaltungen

renden und Bachelorstudenten der Mathematik nahegebracht werden kann, so
dass diese das beispielgebundene Beweisen neben dem formellen Beweisen als
didaktisch produktiv erfahren und ihre Erkenntnisse weitertragen können.

Damit schließt die vorliegende Forschungsarbeit. Manche der vorstehenden For-
schungsergebnisse dürften wohl auch auf andere Kontexte übertragbar sein. Dem
Verfasser bereitete es ein arbeitsreiches Vergnügen, ein so relevantes wie nützli-
ches Thema wie das beispielgebundene Beweisen zu erforschen.
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