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Einleitung ITI

Einleitung

In den 50er und 60er Jahren erlebte die sequentielle Statistik einen Boom. Sequen-
tielle Verfahren versprachen den Anwendern die Einsparung an Beobachtungszeit
und somit an Kosten gegeniiber den Einsatz von klassischen Verfahren beim
Testen von Hypothesen. Auflerdem ist es aus ethischen Griinden nicht vertret-
bar, dass z.B. ein neues wirksameres Verfahren zur Behandlung einer Krebsform
erst nach Ablauf der iiblichen 5 Jahren Testphase auf den Markt gebracht wer-
den darf, obwohl die Daten viel frither deutlich auf eine groflere Wirksamkeit
hinweisen. Auch hier versprach die sequentielle Statistik Abhilfe.

In der klassischen Statistik wird namlich der Beobachtungshorizont N vorher fest-
gelegt und eine Entscheidung fiir oder gegen die Nullhypothese H, wird erst nach
Ablauf aller N Experimente zu einem Irrtumsniveau « getroffen, ungeachtet wie
informativ die bereits erhaltenen Daten sind. Dagegen steht in der sequentiellen
Statistik das Bemiihen im Vordergrund, moglichst friihzeitig mit dem Beobachten
abzubrechen. Sequentielle Verfahren beriicksichtigen daher zwei Entscheidungs-
aspekte: einen der die Frage betrifft, wann frithest moglich gestoppt werden kann,
um eine signifkante Aussage zu treffen, und der andere betrifft die klassische Fra-
ge, ob H, abgelehnt werden kann oder nicht. Die wichtigsten sequentiellen Ver-
fahren liefern dabei Sequential Probability Ratio Tests (SPRTS).

Die Folklore in der sequentiellen Statistik besagt: ,,Es gibt keine gleichméflig be-
sten sequentiellen Tests.*

Diese These wurde allerdings nie bewiesen oder widerlegt. Sie wirkt nach wie vor
als ein Grundsatz in der sequentiellen Statistik weiter. Mir sind keine Arbeiten
iiber gleichmafig beste sequentielle Tests fiir zusammengesetzte Hypothesen be-
kannt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die genannte Aussage mathematisch zu iiber-
priifen. Dazu wird die Aussage an folgender konkreten Problemstellung unter-
sucht:

Es sollen bei unabhéngigen Versuchswiederholungen (X,,),en einseitige Hypothe-
sen des Typs Hy : 9 < 9y gegen H; : 9 > 19 mit ¥, > 1, getestet werden. Neben
der iiblichen Bedingung an die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art wird zusétzlich von
den zugelassenen sequentiellen Tests gefordert, dass unter einer Verteilung B,
der erwartete Stichprobenumfang eine vorgegebene Schranke ¢ nicht iiberschrei-
ten darf. Diese Bedingung ersetzt gewissermaflen den festen Stichprobenumfang
aus der klassischen Statistik. Unter den genannten Bedingungen soll dann die
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art auf H; minimiert werden bzw. die Giite auf H;
maximiert werden, d.h. es sind Losungen des Problems

Ey < sup VI > vy
E,g (0o <« Vi < 190 (001)
E, t<§
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gesucht. Dieses Problem ist eine naheliegende Verallgemeinerung der klassischen
Aufgabenstellung zur gleichméafligen Optimalitéat.

Dabei werden sequentielle Tests als Paare (¢, (¢5),cx) aufgefasst, bestehend aus
einer Stoppzeit ¢ und einer Folge von klassischen Tests (¢p),cx, dem Terminal-
entscheidungsverfahren (TV) (vgl. 1.1, 2.1).

Es wird zwischen zwei Arten von Randomisierungen unterschieden: Zum einen
Randomisierungen bei den Terminalentscheidungen, welche durch die Verfahren
©n als [0, 1]-wertige Funktionen realisiert werden. Und zum anderen Randomisie-
rungen bei den Stoppentscheidungen; diese werden durch stochastisch unabhéingi-
ge R(0, 1)-vereilte Zusatzexperimente (U, )nen ermdglicht, die auch unabhingig
von allen Beobachtungen sein sollen.

Die beiden Randomisierungsarten dienen dem Ausschopfen der vorgegeben Ni-
veaus: die Randomisierung bei den Terminalentscheidungen dem Ausschopfen
von o und die bei den Stoppentscheidungen dem Ausschopfen von 6.

Das obige Problem soll im wesentlichen fiir einparametrige Exponentialfamilien
untersucht werden.

Eines der Ergebnisse dieser Arbeit ist es, fiir das Problem (0.0.1) und verwandte
Teilprobleme eine ganze Reihe von Beispielen fiir gleichméflig beste sequentielle
Tests zu liefern. Damit wird die Folklore widerlegt.

Andererseits zeigt diese Arbeit, dass zufriedenstellende gleichméfige Optimaltats-
aussagen, wie man sie aus der klassischen Statistik kennt, fiir sequentielle Ver-
fahren nicht erhalten werden konnen. In diesem Sinne wird die Folklore der se-
quentiellen Statistik bestatigt.

Bei den Untersuchungen des Problems (0.0.1) wird zwischen endlichem und un-
endlichem Beobachtungshorizont unterschieden.

Dabei bedeutet endlicher Beobachtungshorizont fiir das Problem (0.0.1), dass
zu einem N € N nur sequentielle Tests zugelassen werden, die spatestens zum
Zeitpunkt N stoppen. Zusitzlich wird in dieser Situation von der Schranke §
gefordert, dass § < N gilt, um ein echtes sequentielles Problem zu erhalten, fiir
das triviale Losungen mit ¢* = N ausgeschlossen sind. Bei unendlichem Horizont
gibt es eine solche Einschrankung bzgl. dessen, wann spatestens gestoppt werden
muss, nicht.

In dieser Arbeit werden die Unterschiede zwischen endlichem und unendlichem
Beobachtungshorizont fiir das Problem (0.0.1) herausgearbeitet. Dazu erweist es
sich als zweckméflig, bei den zu testenden einseitigen Hypothesen zwischen an-
einander grenzenden, d.h. ¥, = ¥y im Problem (0.0.1), und nicht aneinander
grenzenden Hypothesen, d.h. 5 > ¥y zu unterscheiden. Fiir diese Probleme wer-
den folgende Ergebnisse erhalten. Dies ist Gegenstand von Kapitel 3:

- Fiir endlichen Horizont lassen sich gleichméafig beste sequentielle Tests fiir
aneinander grenzende Hypothesen angeben. Die wichtigsten Beispiele lie-
fern sequentielle Tests, die sich durch Verkiirzen eines besten Tests ¢x z.N.
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a bei festem Stichprobenumfang N ergeben: Dabei wird ausgehend vom
gleichmafig besten Test des klassischen Testproblems zum Horizont N

Eggpésup Vi > vy
E,,ggOSOZ Vﬁgﬁo

der Test ¢y - sofern dies moglich ist - durch fritheres Stoppen als bei N so
,verkiirzt“ dass die Giitefunktion des erhaltenen sequentiellen Tests (¢, *)
mit der von @y iibereinstimmt (vgl. 3.1.1). Unter den so verkiirzten sequen-
tiellen Tests haben die Curtailed Inspection Plans (CIPs) eine ausgezeich-
nete Rolle: es handelt sich hierbei um sequentielle Tests, die stoppen so friih
es geht und dabei pfadweise dieselbe Entscheidung treffen wie der Test ¢y
(vgl. 1.3). Damit werden eine Fiille von Beispielen fiir gleichmifiig beste
sequentielle Tests erhalten: Zum einen einseitige CIPs (vgl. 1.3.4) z.B. fiir
die Klasse der Poissonverteilungen, der Gammaverteilungen und der Recht-
eckverteilungen, und zum anderen zweiseitige CIPs (vgl. 1.3.5) z.B. fiir die
Klasse der Binomialverteilungen.

Einseitige CIPs bestehen aus Ersteintrittszeiten, die stoppen, sobald die
Priifgroe eine vorgegebene Schranke a iiberschreitet bzw. unterschreitet.
Bei den zweiseitigen CIPs stoppt die zugehorige Ersteintrittszeit, wenn die
PriifgroBe auflerhalb eines Intervalls [c;, co] liegt.

Dartiber hinaus zeigt ein Beispiel fiir die Klasse der Binomialverteilungen,
dass die ,,verkiirzten“ sequentiellen Tests nicht die einzigen gleichmafig be-
sten sequentiellen Tests ergeben (vgl. 3.1.3).

Und schliellich zeigt ein Beispiel fiir die Klasse der Normalverteilungen,
dass wenig Hoffnung dazu besteht, neben den CIPs noch ganze weitere Bei-
spielklassen fiir gleichméflig beste sequentielle Tests fiir endlichen Horizont
zu erhalten: Namlich selbst in den gutartigsten und einfachsten Fallen wie
fiir die Klasse der Normalverteilungen fiir Horizont N = 2 gibt es keine
gleichmifig besten sequentiellen Tests (vgl. 3.1.5).

- Fiir unendlichen Horizont ist Curtailed Inspection natiirlich nicht ausfiihr-
bar. Es besteht aber hier die Méglichkeit, gleichméiBig beste Tests (¢*, )
der Giite 1, d.h. mit Ey ¢}, = 1 VI > 19y, zu erhalten, die wegen der
Bedingung FEy,¢;. < a notwendig unter Py, offen sind, d.h. mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit unter Py, nicht stoppen. Solche optimalen Losungen
sind bei endlichem Horizont wegen der Aquivalenz einer einparametrigen
Exponentialfamilie nicht moglich.

Aufgrund der Stetigkeit der Giitefunktion optimaler sequentieller Tests,
kann es gleichmaflig beste Tests der Giite 1 nur fiir nicht aneinander gren-
zende Hypothesen geben. Geantwortet wird in diesem Zusammenhang auf

die Frage, wie klein ¥y > 1y gewihlt werden kann, damit das Problem
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(0.0.1) noch gleichméfig beste sequentielle Tests der Giite 1 zulédsst. Au-
Berdem werden alle Situationen charakterisiert, in denen Tests der Giite
1 fiir das Problem (0.0.1) auftreten kénnnen. Fiir diese Situationen wer-
den zu vorgegebenen Niveaus o € (0,1) und § € (1,00) Tests der Giite 1
konstruktiv bestimmt. Die ausgezeichneten Losungen der Giite 1 ergeben
randomisierte rechtsseitige SPRTSs.

Die Methoden und Hilfsmittel, um diese Ergebnisse zu zeigen, werden in Kapitel
1 und Kapitel 2 vorbereitet.

Nach dem Vorbild der klassischen Statistik wird das obige Optimierungsproblem
fiir zusammengesetzte Hypothesen dadurch gelost, dass fiir einfache Hypothesen
Hy = {9} und H; = {¢1} mit ¥; > 9, ein Neyman-Pearson-Lemma fiir sequen-
tielle Tests formuliert wird.

Das ist Gegenstand von Kapitel 2:

Der Weg fiir den Beweis eines sequentiellen Neyman-Pearson-Lemmas fiir das
Problem

Ey, o1 = sup
Egy 01 < (0.0.2)
E, t<¢

ist durch die Habilitationsschrift von Miiller-Funk [MF]| vorbereitet.

1) Die Existenz optimaler sequentieller Tests wird nach dem Vorbild der
Schwach*-Folgenkompaktheit der klassischen Tests mit Hilfe einer ent-
sprechenden Folgenkompaktheitsaussage fiir die Menge der sequentiellen
Tests erhalten. Dieser Existenzbeweis ist nicht konstruktiv.

Eine problematische Besonderheit tritt beim Neyman-Pearson-Problem mit
unendlichem Horizont auf. Hier konnen trotz der Bedingung an den erwar-
teten Stichprobenumfang optimale sequentielle Tests (¢*, ¢) auftreten, die
unter Py, oder Py, offen sind. Beispiele liefern dafiir Tests der Giite 1. Da-
her muss, um die Existenz von Losungen zu sichern, das Randomisieren im
Unendlichen zugelassen werden, d.h. es wird eine randomisierte Entschei-
dungsfunktion ¢, benotigt. Praktisch gesehen macht das Randomisieren
im ,,Unendlichen® natiirlich keinen Sinn. In 2.2.6 wird aber gezeigt, dass
im allgemeinen das sequentielle Neyman-Pearson-Problem unter allen ab-
geschlossenen sequentiellen Tests - dies sind sequentielle Tests (¢, ) mit
Py(t < 00) = 1 V¥ - keine Losung besitzt. -
Diese Probleme mit der Abgeschlossenheit der optimalen Losung treten bei
Miiller-Funk nicht auf, da er zusatzliche Bedingungen an den erwarteten
Stichprobenumfang unter Py, und Py, stellt.

2) Zur Formulierung hinreichender und notwendiger Bedingungen fiir Opti-
malitat wird das Ausgangsproblem mit Hilfe eines Dualitatssatzes in zwei
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Teilprobleme zerlegt. Zum einen in ein Problem des optimalen Stoppens
(S{Xc) (vgl. 2.4.1, 2.6) und zum anderen in ein Testproblem

Ey, o1 = sup
(P,) Egopr < (0.0.3)
o TV

~

unter einer festen Stoppzeit ¢. Hierbei kommen die Hilfsmittel aus der Theo-
rie der Optimierung unter , konvexen“ Nebenbedingungen zum Einsatz (vgl.
2.3).

Bei den Losungen des Problems (0.0.2) zeigt sich fiir endlichen und unendlichen
Horizont eine Analogie zu den Losungen des Neyman-Pearson-Problems aus der
klassischen Statistik: Die optimalen sequentiellen Tests . fiir endlichen und fiir
unendlichen Horizont besitzen dieselbe 1-0-Gestalt wie die optimalen Tests im
klassischen Fall.

Unterschiede treten auf im Zusammenhang mit der Frage, ob dhnlich wie beim
klassichen Neyman-Pearson-Lemma ein optimaler Test von Giite kleiner als 1 die
zur Verfiigung stehenden Ressourcen voll ausschopfen muss.

Fiir unendlichen Horizont bleibt diese Analogie bestehen.

Dagegen zeigt sich eine Abweichung bei endlichem Horizont. Bei endlichem Hori-
zont gibt es die Moglichkeit einen optimalen sequentiellen Test ¢}, zu verkiirzen,
ohne dass sich die Giitefunktion verédndert. Damit muss ein optimaler Test von
Giite kleiner 1 nicht notwendig das Niveau ¢ fiir den erwarteten Stichproben-
umfang ausschopfen. Beipiele hierfiir liefern CIPs (vgl. 2.4.5). Weitere Beispiele
werden durch die Antwort auf die folgende Frage gegeben:

Lasst sich die Giite eines besten Tests fiir festen Stichprobenumfang durch

eine weitere Beobachtung (bei unabhéngigen Versuchswiederholungen) verbes-
sern? Intuitiv zu erwarten ist, dass dies stets der Fall sein sollte. Fiir die Klasse
der Bernoulliverteilungen muss dies aber nicht zutreffen: es wird gezeigt, dass es
hierfiir Situtionen gibt, in denen eine weitere Beobachtung nichts weiter an Giite
einbringt.

Allgemeiner wird bewiesen, dass die Klasse der Bernoulli-Verteilungen sogar im
wesentlichen die einzige Verteilungsklasse mit dieser Eigenschaft liefert. Dazu
wird eine Charakterisierung aller Testsituationen angegeben, in denen durch eine
weitere Beobachtung nichts an Giite gewonnen wird. Da die obige Fragestellung
eher der klassischen Problemstellung zuzurechnen ist, wird die vollstindige Ant-
wort auf die Frage in den Anhang gestellt.

Abschlielend werden in Kapitel 2 die Losungen des Stopproblems (S{]vc) bestimmt
(vgl 2.6). Fiir endlichen Horizont sind die Losungen prinzipiell durch Riickwart-
sinduktion berechenbar.

Fiir unendlichen Horizont ist das auftretende (S(/IV;) Stopproblem von derselben
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Struktur, wie das Stopproblem, welches beim Losen des modifizierten Kiefer-
Weiss-Problems auftritt. Hier kommt die Theorie des optimalen Stoppens fiir
Markovsche Stoppsituationen zum Einsatz. Besonderes Interesse wird der
Konstruktion randomisierter Losungen des Stopproblems (ngc) gewidmet. Ran-
domisierte Stoppzeiten werden dafiir benotigt, um das Niveau fiir den erwarteten
Stichprobenumfang voll auszuschopfen. Dazu wird gezeigt, dass jede Konvexkom-
bination der friithesten optimalen Stoppzeit und der spatesten optimalen Stopp-
zeit wieder eine Losung des Stopproblems ergibt. Diese Konstruktionsidee liefert
den Schliissel zur Konstruktion von Tests der Giite 1 zu beliebig vorgegebenen
Niveaus.

Prinzipiell sind damit die Losungen des Stopproblems (Sévc) fiir endlichen und
unendlichen Horizont bestimmt. Leider lassen sich die Losungen des Stoppro-
blems bis auf in besonders einfachen Situationen nicht explizit angeben. Dadurch
sind der Anwendung des sequentiellen Neyman-Pearson-Lemmas fiir die Unter-
suchung zusammengesetzter Hypothesen Grenzen gesetzt.

Einen anderen Zugang fiir die Untersuchung zusammengesetzter Hypothesen lie-
fert das Teilproblem (P}), das mit Hilfe des Dualititéitssatzes aus dem Neyman-
Pearson-Problem herausgeschalt wurde: ein sequentielle Testproblem unter einer
festen Stoppzeit.

Dass dieser Zugang auch fruchtbar ist, wird in Kapitel 1 gezeigt.

In Kapitel 1 wird umfassend untersucht, welche Optimalitatsaussagen man unter
einer festen Stoppzeit erhalten kann: Zum einen wird untersucht, unter welchen
Typen von Stoppzeiten fiir zusammengesetzte Hypothesen der Gestalt

Hy: 9 <9 und Hy : 9 € (s, 19) mit ¥ > Y9 und 9 > Y, optimale sequen-

tielle Tests existieren. Hierbei wird wie beim Problem (0.0.1) zwischen aneinader
grenzende und nicht aneinander grenzende Hypothesen unterschieden. Auflerdem
werden fiir aneinander grenzende Hypothesen neben gleichméflig besten sequen-
tiellen Tests auch lokal gleichméBig beste Tests untersucht (vgl. 1.2.3, 1.7)

Zum anderen werden unter einer festen Stoppzeit Aussagen iiber lokal beste se-
quentielle Tests z.N. a gemacht. (vgl. 1.2.4, 1.8)

1) Fiir die Untersuchung (lokal) gleichméflig bester sequentieller Tests z.N.
a (fiir aneinander grenzende Hypothesen) wird fiir die Verteilungsklasse
als Mindestvoraussetzung gefordert, dass fiir jeden moglichen Stoppzeit-
punkt n ein isotoner Dichtequotient in einer Statistik S, vorliege (vgl. S.25).
Mit Hilfe eines sequentiellen Neyman-Pearson-Lemma fiir einfache Hypo-
thesen (vgl. 1.4.1) wird eine notwendige Bedingung fiir die Existenz lokal
gleichmaBig bester sequentieller Tests fiir einparametrige Exponentialfami-
lien bewiesen (vgl. 1.5.1). Diese notwendige Bedingung legt den Grundstein
fiir eine Reihe von Negativaussagen fiir Stoppzeiten, die fiir das obige Test-
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problem sinnvoll sind. Sinnvoll fiir das Testproblem

Eyp = sup V€ (95, 0)
Eypr<a Y9 <1, (0.0.4)
¢ TV

sind beschrankte und unbeschriankte Ersteintrittszeiten, die vorschreiben
mit dem Beobachten abzubrechen, sobald deutliche Werte der Priifgrofie
Sy fiur Hy : ¥ > 95 durch grole Werte der Prifgrofie S, sichtbar sind oder
fiir Hy : ¥ < 9y durch kleine Werte der Prifgrofie S,,.

Ahnlich wie bei den CIPs wird hierbei je nach Gestalt des Fortsetzungsge-
bietes noch zwischen einseitigen und zweiseitgen Ersteintrittszeiten unter-
schieden.

Es wird in 1.5 gezeigt, dass selbst unter der starken Voraussetzung, dass
eine einparametrige Exponentialfamilie vorliege, unter beschrinkten zwei-
seitigen Ersteintrittszeiten keine gleichmafig besten sequentiellen Tests fiir
Hy : 9 < vy gegen H; : ¥ > vy existieren. Und unter unbeschrankten
Ersteintritszeiten sogar keine lokal gleichmaflig besten Tests. Diese Nega-
tivaussagen liefern den Schliissel fiir den Beweis der Negativaussagen des
Ausgangsproblems (0.0.1) fiir endlichen und unendlichen Beobachtungsho-
rizont.

Weiter wird ausgehend von der notwendigen Bedingung 1.5.1 auf die Fra-
ge geantwortet, welche Randomisierungsmoglichkeiten beim TV eines lokal
gleichmdfig besten sequentiellen Tests bestehen. Es wird dabei gezeigt, dass
durch die Randomisierungsweisen, die beim TV eines lokal gleichmafig be-
sten Tests erlaubt sind, nicht jedes vorgebene Niveau o ausgeschopft wer-
den. Im Prinzip darf namlich wie bei den CIPs nur zum Endzeitpunkt
randomisiert werden. Dies alles ist Gegenstand von 1.5

Nach den Negativaussagen unter unbeschrankten Ersteintrittszeiten ist es
Ziel der Betrachtungen von 1.6 und 1.7, hinreichende Bedingungen fiir (lo-
kal) gleichméBige Optimalitit unter beschrinkten Ersteintrittszeiten zu for-
mulieren: zum einen in 1.6 fiir einseitige Ersteintrittszeiten und zum an-
deren in 1.7 fiir zweiseitige Ersteintrittszeiten. Hierbei kommt das einfa-
che Neyman-Pearson-Lemma zum Einsatz. Erste Beispiele fiir gleichmafig
beste sequentielle Tests unter beschriankten Ersteintrittszeiten liefern die
CIPs. Diese Beispiele werden verallgemeinert.

In 1.6 werden nach dem Vorbild aus der klassischen Statistik Isotoniebedin-
gungen fiir die Dichtequotienten der Verteilungsklasse formuliert, welche die
Existenz gleichméafig bester sequentieller Tests unter einseitigen beschrank-
ten Ersteintrittszeiten garantieren. Der sequentielle Aspekt wird dadurch
beriicksichtigt, dass die Isotoniebedingungen zusatzlich die Vertraglichkeit
der einzelnen Stufen n untereinander, zu denen unter ¢ gestoppt werden
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kann, mitberiicksichtigen.

Weiter werden zu beliebigem Niveau « unter geeigneten randomisierten
beschrankten Ersteintrittszeiten gleichméafig beste sequentielle Tests kon-
struktiv angegeben. Hierbei werden eine Reihe von Uberlegungen angestellt,
die sich mit dem Ausschopfen des Niveaus auseinandersetzen. Es werden ei-
ne Fiille von Beispielen fiir gleichmiaflig besten Tests gegeben, die von den
CIPs abweichen.

2) In 1.9 und 1.10 werden fiir den Fall einparametriger Exponentialfamilien
unter einer festen Stoppzeit Aussagen iiber gleichmiaflig beste sequentiel-
le Tests der Giite 1 fiir nicht aneinander grenzende Hypothesen gemacht.
Als feste Stoppzeiten werden dabei ausschliellich unbeschrinkte randomi-
sierte rechtsseitige Ersteintrittszeiten betrachtet. Diesen Ersteintrittszeiten
kommt namlich eine ausgezeichnete Rolle bei der Behandlung von Tests
der Giite 1 mit variierenden Stoppzeiten zu: In Kapitel 3 wird dazu gezeigt,
dass diese Stoppzeiten Losungen des zugehdrigen Stopproblems (S?) liefern
(vgl. 3.2). Es wird hier zu beliebigem Niveau « konstruktiv ein gleichmafig
bester Tests der Giite 1 angegeben. Die Optimalitatsaussagen unter rechts-
seitigen randomisierten Ersteintrittszeiten bereiten zudem den Beweis fiir
die gleichmaflige Optimalitat von randomisierten rechtsseitigen SPRT's un-
ter variierenden Stoppzeiten vor.

In 1.7 werden die Ideen zur Konstruktion gleichméfig bester sequentiel-
ler Tests aus 1.6 auf zweiseitige Ersteintrittszeiten iibertragen. Dabei zeigt
sich, dass nur noch lokal gleichméfiige Optimalitatsaussagen gemacht wer-
den konnen und stéirkere Forderungen an die Verteilungsklassen getroffen
werden miissen.

In 1.8 geht es um die Untersuchung lokal bester Test a-ahnlicher Tests. Hierbei
soll unter allen a-dhnlichen Tests die Ableitung der Giitefunktion in 9y maximiert
werden. Damit dieses Problem tiberhaupt sinnvoll wird, werden zunachst hinrei-
chende Bedingungen fir die Verteilungsklasse formuliert, damit die Giitefunk-
tion sequentieller Tests differenzierbar ist. Mit einem Neyman-Pearson-Lemma
fiir dieses Problem ist das Problem vollstandig gelost. Da es sich um ein einfa-
ches Testproblem handelt, sind fiir die Existenz keine Einschrankungen an die
Stoppzeit erforderlich.
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Kapitel 1

Optimale sequentielle Tests bei

fester Stoppzeit

A) PROBLEMSTELLUNG UND GRUNDLAGEN

Bei stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten Beobachtungen (X, ),en sol-

len zwei Hypothesen Hy und H; unter einer festen (randomisierten) Stoppzeit
t getestet werden. Dabei ermdglichen stochastisch unabhéngige R(0, 1)-verteilte
Zusatzexperimente (U, )nen, die auch unabhéngig von allen Beobachtungen sein
sollen, randomisierte Stoppentscheidungen. In diesem Kapitel soll untersucht wer-
den, unter welchen Typen von Stoppzeiten fiir zusammengesetzte Hypothesen H
und H; optimale sequentielle Tests existieren und wie die Gestalt dieser Tests aus-
sieht. Es erhebt sich dann die Frage, welche Aussagen iiber gleichméafig optimale
Tests aus der klassischen Testtheorie, d.h. bei festem Stichprobenumfang, sich
auf sequentielle Tests ilibertragen lassen. Wir werden dazu einseitige Testproble-
me behandeln. Den Grundstein zur Losung einseitiger Testprobleme liefert in der
klassischen Testtheorie bekanntlich das einfache Neyman-Pearson-Lemma. Ent-
prechend werden wir hier eine Version fiir das sequentielle Testen aufstellen.

Die oben beschriebene Situation realisieren wir in einem #id-Modell.
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1.1 Modellbildung

1.1.1 Das iid-Modell
Es sei @ = {Qy|?¥ € O} eine Familie von (nicht notwendig dquivalenten) W-
Maflen auf einem Borelschen Raum (X, B) mit Qy, # Qu, Y9 # U1 aus O.
Weiter setzen wir voraus, dass die Familie @ durch ein g-endliches Maf§ y domi-
niert werde, und fiir 9 € © bezeichne
fo: X —[0,00) eine p-Dichte von Qy.
Das #d-Modell ist dann gegeben durch das Tupel
M = (Q ; A: Q, /Nla (Pﬁ)ﬁee),
bestehend aus folgenden Gréfien
) Q=a"x(0,1)Y, A=B"®Bgy,",
i) Py =QY@R((0,1)N, 9e0,
111) XJ : Q) — X, X]((.’IZ',U)) =T fir z = (.’131,.%'2, .. ) € XN,
u= (uy,ug,...) € (0,1)N (j €N),
Up: Q= (0,1), Un((z,u)) :=u, fir z€ XN ue (01" (n €N),

iv) der Filtration C = (Cy,),,cy mit
Ch=0(X1,...,Xyn), Cox=0(X,|neN),

v) der Filtration A = (A,),cy mit
An:U(Xla---aXnaUla---aUn): .AOO=U(An|n€N)

1.1.2 Bemerkung

a) Die Filtration C gibt den Verlauf der Informationen an, den man aufgrund
der Beobachtungen erhalt und die Filtration .A den Verlauf der Informationen ,

welche die Beobachtungen und Zusatzexperimente zusammen liefern.

b) Fiir 9y # 9, aus O folgt aus dem Borelschen Gesetz der grofien Zahlen, selbst
fiir den Fall Qy, =~ Qy,, dass die unabhangigen Kopplungen P190|Coo und Pﬂl\coo

zueinander orthogonal sind, d.h.

AC € Cx : Py, (C) =1 und Py, (C) = 0.
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Wir legen der gesamten Arbeit das id-Modell zugrunde.

Fiir dieses Kapitel sei t : Q — N eine feste Stoppzeit bzgl A

(dh. {t=n} € A, VneN).

Dabei heifie eine Stoppzeit bzgl. A randomisiert und eine Stoppzeit bzgl C nicht-
randomisiert.

Wir wollen a priori auch zulassen, dass die Stoppzeit unter einer Verteilung Py
mit positiver Wahrscheinlichkeit nie zu stoppen braucht.

Hinsichtlich der Eigenschaft, wann eine Stoppzeit vorschreibt mit dem Beobach-
ten abzubrechen, ob nach endlicher Zeit oder sogar spitestens nach einer festen

Zeit N (N € N), werden wir folgende Bezeichnungen verwenden:

i) Die Stoppzeit ¢ heifle unter Py abgeschlossen, falls gilt Py(t < oo) = 1,
ansonsten offen unter Py.
Die Stoppzeit ¢ heifile abgeschlossen, wenn sie unter allen Py (9 € ©) abge-

schlossen ist.

ii) Die Stoppzeit ¢ heifle unter Py unbeschrankt, falls gilt:
Py(t = n) > 0 fiir unendlich viele n € N.

iii) Die Stoppzeit t heile beschrankt, falls gilt:
es gibt ein N € Nmit: Py(t < N) VI €0O.

Die Informationen, die man aufgrund der Stoppzeit erhalten kann, sind durch die

o-Algebra der t-Vergangenheit A; gegeben, definiert durch
Ai={AeA| An{t=n} e A, Vn e N}
Eine Folge ¢ = (¢n),cx heisst Terminalentscheidungsverfahren (TV), falls gilt:
¢n : 0 —[0,1] ist C, — messbar Vn € N,

d.h. jedes ¢, ist ein klassischer Test bei festem Stichprobenumfang n € N.
Dabei soll durch ¢, fiir den Fall, dass nie gestoppt wird, auch eine randomi-
sierte Entscheidung ermoglicht werden; es werde also a priori zugelassen, dass
Yoo € (0,1) mit positiver Wahrscheinlichkeit auftreten darf. Wir sprechen davon,
dass wir zulassen wollen im ,, Unendlichen zu randomisieren “.

Das Randomisieren im Unendlichen macht natiirlich aus praktisch statistischer

Sicht wenig Sinn, da der Statistiker nur jeweils iiber endlich viele Daten verfiigt.
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Uber die Rolle von Yoo s€l hier nur soviel angemerkt, dass wir diese Entschei-
dungsfunktion namlich fiir theoretische Hilfsaussagen im Rahmen von Existenz-
aussagen brauchen, bei denen es erlaubt ist, dass ,,Masse ins Unendliche
wandert “( vgl. 2.2).

Zu einem TV gist ein sequentieller Test (unter t) gegeben durch
2 Z Pn 1{t:n}-
neEN
Jeder sequentielle Test ¢, : Q — [0,1] ist natiirlich A;-messbar (vgl. Irle [I],

1.2.2).
Die Menge aller sequentiellen Tests mit fester Stoppzeit ¢ bezeichnen wir mit

P, = {p |SNOTV }-

Weiter werden wir zur Vereinfachung von Beweisschritten zu &, folgende Ober-

menge betrachten:
&, ={p|p:Q—1[0,1] A; — messbar}.

Die Elemente ¢ € ®; lassen sich in der Form ¢ = v; darstellen mit
tn 2 Q — [0,1] A,-messbar fiir alle n € N. Wegen C,, # A, ist ¢, aber nicht
notwendig C,-messbar. Beide Mengen sequentieller Tests sind konvex. O

In dem iid-Modell wollen wir folgende Typen von , einseitigen“ Optimierungspro-

blemen untersuchen.
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1.2 Einseitige Aufgaben

Wir legen eine einparametrige Verteilungsklasse @ = {Qy | 9 € ©},0 C R
zugrunde. Weiter seien ¢ : 0 — N eine feste Stoppzeit bzgl. A, o € (0,1) sowie
Y € O.

1.2.1 Einfache Neyman-Pearson-Aufgabe
Es sei ¢ € © mit ¥; # 9. Gesucht ist dann ein TV gwo* mit
i) Egpi<a

i) B¢ = sup  Eg .
905E190§0t§0¢

Fiir die Formulierung dieser Aufgabe werden wir folgende intuitivere Darstellung

verwenden, welche die Nebenbedingung explizit macht.

!
Ey, oy = sup
(Py) Eppr < o (1.2.1)
o1 € Pt
Ein sequentieller Test ¢, heifle zuldssig fiir die Aufgabe (P}), falls gilt
E’l?o(pt S Q.
Diese explizitere Darstellungsweise werden wir auch fiir die Formulierung aller
weiteren Probleme der Optimierung unter Nebenbedingungen benutzen, sie ist
dann entsprechend wie (P}) zu verstehen. Ebenso sprechen wir bei den folgenden

Problemen von einem zuldssigen sequentiellen Test, falls er die Nebenbedingun-

gen des Problems erfiillt.

1.2.2 Gleichméaflig beste Tests z.N. « fiir Hy : 9 < ¥y gegen H; : ¥ > v
Fiir 9y, 9 Eé mit ¥y < 99 betrachten wir das Problem
Ey o4 = sup V19 > 1y
E,g Dt S a Y S 190 (122)
P1 € Oy

Auflerdem werden wir folgende zwei Konzepte zur lokalen Optimalitét betrachten
(vgl. Witting [Wi], S.122):
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1.2.3 Lokal gleichmaflig beste Tests z.N. «

Es sei 9 Eé . Ein Test ¢} heisst lokal gleichmaflig bester z.N. o Test fiir
Hy : 9 =1y gegen Hy : 9 > 9, falls gilt:
es gibt ein ¥; > 9y aus O, so dass ¢} die folgende Aufgabe 16st
Ey ¢4 = sup Y9 € (Yg, 1)
Eoyt < a . (1.2.3)
o1 € ¢
Der Test ¢} heisst lokal gleichmaflig bester z.N. o Test fiir Hy : ¥ < 9,
gegen Hy : 9 > vy, falls zusatzlich gilt: Ey o, < a VI < 9.

Bei den Problemen (1.2.2) mit 9 = 1y und (1.2.3) sprechen wir von Testproble-

men mit aneinander grenzenden Hypothesen.

1.2.4 Lokal beste Tests z.N. «

Hier stellen wir an die Verteilungsklasse {Qy |9 € 0} zusitzliche Bedingungen
derart, dass die Giitefunktion ¥ — Ej ¢; eines sequentiellen Tests differenzierbar
ist. Fir 99 €6 bezeichne

d
VEspr = a9 Ey o1 |19:190

die Ableitung der Giitefunktion in ;.

a) Ein Test ¢} heisst lokal bester a-dhnlicher Test fiir
Hy : 9 =1y gegen Hy : 1 > 1, falls er folgende Aufgabe 16st

V Es,pt < sup
Ey, pr = (1.2.4)
o1 € ¢

b) Ein Test ¢} heisst lokal besser als jeder Vergleichstest z.N. « fiir

Hy : 9 =19y gegen Hy : ¥ > 1, falls gilt

VTV p Eﬁg@t <adt = 191(&?) VNS (190,191) By QD:: > Ey ¢y. (125)

Natiirlich ist im Falle der Differenzierbarkeit der Giitefunktion jeder lokal gleich-
méfig beste Test z.N. « (d.h. Lésung von (1.2.3)) auch eine optimale Lisung
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von (1.2.4) und jede Losung von (1.2.4) ist optimal fiir (1.2.5). Von den fiinf
betrachteten Aufgaben liefert (1.2.2) die starkste Optimalitatsaussage. O

Fiir die Herleitung und Beschreibung der Losungen von (1.2.1)-(1.2.5) spielen

Dichtequotienten eine entscheidende Rolle.

1.2.5 Dichtequotienten

Fiir eine endliche Teilmenge von W-Mafien {Py,, Py,,..., Py, } C {Py | ¥ € 6}
sei P ein zum SummenmaB Y 7" | Py, Aquivalentes W-MaB (z.B. P = —5 > | Py,).

In dieser Arbeit werden nur die beiden Spezialfille m = 1 und m = 2 auftreten.
Bzgl. P bilden wir Dichten

. dPy, |C,
MZ o—— 791 |

= 1 Q 1 =0,... .
. iP[C, —[0,m+1] (neNU{c},i=0,...,m)

Da fy eine p-Dichte von Pfl liefert, erhalten wir aufgrund der Definition des
iid-Modells und der Rechenregeln fiir Radon-Nikodym-Ableitungen

M}  dPy, 4 °r for
=" = —(X P, —fs. firalleneN, 1.2.6
M,g dP’l90|An krzll fﬁo( k) ‘Cn ( )

wobei % = o0 fiir a > 0.

Wegen der Orthogonalitiat von Poy e, und Poolc., gibt es eine Menge B € Cy
mit Py,(B) = 0 und Py, (B) =1, so dass:
a) ML(w)>0, M%(w)=0 VwEB
mit der obigen Konvention also X M—O = oo auf B;

b) ML(w)=0, M2(w)>0 Vwe B also %—%" =0 auf B“.

(Z.B. wihle man B = {M_ > 0} NC U {M2 =0} mit C € Cw, so dass
Py, (C) =0, Py, (C)=1.)

Fiir die unter ¢ gestoppten Dichten gilt:

dPy,
il A
E Ml{t n}_ P| ¢ P|At—f.S.

neN
Es.pr = Ep (¢ My), (1.2.7)
und die Gleichung (1.2.6) verallgemeinert sich zu
Mtl dPﬁl\At : f191

T = (X P, —fs auf {t < oo}.
Mto dPﬂO‘.At gf'ﬂo( k) |Ct { }
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Fiir die Untersuchungen in diesem Kapitel lassen wir auch zu, dass die feste dis-
kretwertige Stoppzeit ¢ : Q — N randomisiert sein kann. Gemif unserer Modell-
bildung steckt die Randomisierung im W-Raum in Form von R(0, 1)-verteilten
Zusatzexperimenten (U,)n,en. Wie bei den TVs, die sich als [0,1]-wertige Funk-
tionen als Ubergangskern auffassen lassen, der das Zusatzexperiment enthilt,
kénnen wir auch die Randomisierungen fiir die Stoppzeit ¢ durch einen Uber-
gangskern in die Entscheidungsfunktion bringen. Solche Entscheidungsfunktionen

bezeichnen wir in Anlehnung an Miiller-Funk [MF] als Abbruchregeln:
1.2.6 Abbruchregeln

Zu einer Stoppzeit ¢ bzgl. A kann man einen C-adaptierten Proze g = (¢n),cx
mit Werten in [0, 1] bilden, so dafi g, die (bedingte) Wahrscheinlichkeit angibt,
genau zum Zeitpunkt n aufzuhoren, unter Beriicksichtigung der ersten n Beob-
achtungen.

Allgemeiner bezeichnen wir jeden zu C adaptierten [0, 1]-wertigen Prozefl

9 = (9n)pen mit

Z gn=1 P-fs.

neN
als Abbruchregel.
Die Verwendung von Abbruchregeln hat einen wichtigen analytischen Vorteil: Die
Menge aller Abbruchregeln ist abgeschlossen gegeniiber Konvexkombinationen.
Davon werden wir im Kapitel 2 beim Beweis der schwach*-Folgenkompaktheit

und bei der Herleitung eines Dualitatssatzes fiir (]P’g{a) Gebrauch machen.

Das iid-Modell 1.1.1 erlaubt es, in dem nachfolgenden Sinne von Stoppzeiten

problemlos auf Abbruchregeln iiberzugehen und umgekehrt.
1.2.7 Satz (vgl. Irle Transactions, Prague Conference(1990) Vol.B p.13)
i) Fir jede Stoppzeit t bzgl. A gibt es eine Abbruchregel g mat

g9n = PJ(t=n]|C,), d.h. (1.2.8)
gn = Py(t=n|C,) Py|Cufs. YI€bO, neN

Die Abbruchregel g ust durch (1.2.8) Py-f.s. eindeutig bestimmt fir alle
¥ € 0.
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ii) Umgekehrt wird zu jeder Abbruchregel g durch

t=inf{neN|U, < —<—1} (2:=0, inf 0 := oo, leere Summe := 0),

1_2%

i<n

eine Stoppzeit definiert, fur die (1.2.8) gilt.

1.2.8 Bemerkung

Wegen (1.2.6) ist gemaf des Neyman-Kriteriums (vgl. Witting [Wi], Satz 3.19
auf S.344) fiir jedes n € N die o-Algebra C, suffizient fiir {Py| A, : ¥ € 6}.
Somit gibt es eine vom Parameter ¥ € 6 unabhingige Version der bedingten
Wahrscheinlichkeit g, = Py (t = n | C,), was wir im folgenden bei der Konstruktion
von randomisierten Stoppzeiten mitbenutzen werden.

1.2.9 Korollar

Seien t eine Stoppzeit und g eine Abruchregel, die iiber (1.2.8) miteinander in
Beziehung stehen, und R € {Py,, Py,, Py,, P}.

Dann gilt fiir jeden zu C adaptierten reellwertigen Prozel X = (X,),cx

der nicht negativ oder L, (R)-dominiert ist, d.h. sup, . |Xn| € L; (R)

ErXy=) Erp(Xolgny) =Y Er(Xnga).
neN neN
Begriindung:
Zunichst gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von (X,,) und (U,)

Py(t=n|C,) = Py(t =n|Csx) VI €H, neN,

so daf sich die Bedingung (1.2.8) wegen goo = 1 — ) .y9n P-f.s. und mo-
notoner Konvergenz fiir bedingte Erwartungswerte auch auf den Fall n = oo
ibertragt. Aulerdem gilt (1.2.8) auch fiir das W-Mafi P. Die Aussage folgt dann
aus monotoner bzw. majorisierter Konvergenz und der Glattungsregel fiir beding-
te Erwartungswerte. O
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Als néchstes stellt sich die Frage, ob fiir die Aufgaben (1.2.1) bis (1.2.5) Lésungen
existieren?

Diese Frage wird allgemein nicht mit ja beantwortet werden konnen :

Bereits fiir den trivialen Spezialfall, dass t eine konstante Stoppzeit definiert,
d.h. ¢ = N, benoétigt man i.a. noch zusitzliche Forderungen an die Struktur des
Dichtequotienten. Es ist aus der klassischen Testtheorie bekannt (vgl. Witting
[Wi], Satz 2.24 auf S.210), dass fiir die Existenz gleichméfig bester Tests z.N. «
ein isotoner Dichtequotient fiir die Verteilungsklasse Q hinreichend ist und nach
Pfanzagl [P], Theorem 4.5.4 auf Seite 140, auch im wesentlichen notwendig.
Wird diese Forderung auch fiir das Testen unter beliebigen nichtkonstanten Stopp-
zeiten ausreichend sein?

Auch diese Frage wird sich so allgemein nicht beantworten lassen, es wird zu
erwarten sein, dass wir Aussagen iiber gleichméaflige Optimalitat fiir beliebige
Stoppzeiten nicht werden erhalten konnen, selbst unter der starken Vorausset-
zung, dass @Q eine einparametrige Exponentialfamilie ist, denn die gewahlte feste
Stoppzeit sollte selbstverstandlich zum Problem passen. So wird beispielsweise
unter einer Stoppzeit, die fiir sehr kleine Werte des Dichtequotienten %"; -was fiir
H, spricht- mit hoher Wahrscheinlichkeit stoppt, eine Losung fiir (1.5.2) nicht
existieren, was in dieser Arbeit noch gezeigt wird.

Daher fragt sich: Welche Forderungen -neben denen an die Verteilungsklasse-
miissen wir zusatzlich an die Struktur der Stoppzeiten stellen, um Lésungen fiir
das Problem (1.2.2) zu erhalten?

Um zu erkennen, dass es lohnend ist , sich diesen Fragen zuzuwenden, notieren
wir zundchst einige Beispiele fiir gleichmaflig beste sequentielle Tests z.N. « bei
nicht konstanter Stoppzeit.

Eine solche Klasse von ersten Beispielen fiir die Existenz gleichmafig bester Tests
z.N. « (und somit auch Lésungen von (1.2.1),(1.2.2)-(1.2.5)) bei nichtkonstan-
ter Stoppzeit, liefern Curtailed Inspection Plans (CIPs). Die dabei auftretenden
Stoppzeiten sind die naheliegendsten, welche zum Problem passen: beschrank-
te Ersteintrittszeiten, die sich durch Verkiirzen des gleichmafig besten Tests bei
festem Stichprobenumfang ergeben. So einfach diese ersten Beispiele auch sind,
sie werden uns erste Einsichten iiber die allgemeinere Struktur von gleichmafig

besten sequentiellen Tests geben.
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1.3 Curtailed Inspection Plans (CIPs)

Fiir jedes n € N habe Q™ = {Q} | ¥ € O} einenisotonen Dichtequotienten in
S, X — R, d.h. fiir alle ¥y < 9; aus O gibt es eine isotone Funktion
Hg 4, R —[0,00], so dass gilt

Ml
wober S, = gn(Xl,...,Xn) Q=R

Unter dieser Voraussetzung wird bekanntlich zu einem festem Stichprobenumfang
N ein gleichmafig bester Test z.N. « fiir Hy : ¥ < 9y gegen H; : 9 > 19, gegeben
durch

1 >
0 <

v €[0,1], cn,0 € R derart, dass Py, (Sn > cno) + 7P (Sy = cna) = @
(vgl. Witting [Wi], Satz 2.24 auf S.210).

Dabei kann cy, als das kleinste a-Fraktil von PI;gON gewahlt werden, d.h.
CNo = inf{c € R| Py,(Sy > ¢) < a}

Zu @y unterscheiden wir zwischen verkirzten sequentiellen Tests und CIPs:

i) Ein sequentieller Test ¢; heifle zu @ verkiirzter Test, wenn gilt:
o=@y und t < N.

ii) Ein zu @y verkiirzter sequentieller Test . heifle CIP (Curtailed Inspection
Plan) zu @y, falls gilt t* < ¢ fiir jeden zu @y verkiirzten Test .

Damit erhalten wir:

1.3.1 Bemerkung

a) Ein zu @% verkiirzter Test ¢, kann nur zum Endzeitpunkt randomisieren, d.h.
auf der Menge {t = N}.

b) Jeder zu % verkiirzter Test ¢, liefert einen gleichméflig besten Test z.N. «

fiir Hy gegen H; im Sinne von (1.2.2).
¢) Ein CIP ¢}. zu ¢} ist offensichtlich P-f.s. eindeutig bestimmt, daher sprechen

wir im folgenden von dem CIP von ¢} .
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Als néchstes geben wir Verteilungsklassen an, die der Isotoniebedingung (1.3.1)
geniigen. Die wichtigsten liefern einparametrige Exponentialfamilien.

1.3.2 Einparametrige Exponentialfamilien:

Es sei Q eine einparametrige Exponentialfamilie tiber (X, B) mit p-Dichten der

Form
fo=C)-eSPT . b mit h(z) > 0Vz € X und 9 — ((9) streng isoton.

Fiir unsere Untersuchungen stellen wir die einparametrige Exponentialfammilie

in natiirlicher Parametrisierung {Q | ¢ € Z} dar mit py-Dichten der Gestalt
fe=eT7O . p, (1.3.3)

wobei Z = {¢ € R| [, e¢"hdp < co} den natiirlichen Parameterraum bezeichne.
Das Testproblem (1.2.2) schreibt sich in natiirlicher Parametrisierung um zu

Hoy : ¢ < Go, Hy : ¢ > G mit (o €2,

Im weiteren verwenden wir folgende bekannte analytische Eigenschaften einpara-

metriger Exponentialfamilien:

1.3.2.1 Satz (vgl. [Wi] S.152: Satz 1.164, S.214: Satz 2.28)

a) Der natiirliche Parameterraum Z ist ein nicht leeres Intervall < ¢ ¢ >.

b) Die Abbildung ¢ — b(() ist strikt konvex auf Z und liefert auf Z eine C-
Funktion mit

b(Q) = ET(X)
b'(C) = VT(Xy).

¢) Fiir jede beschrinkte messbare Funktion ¢ : (X, B) — (R,B) wird durch
¢ Beb(X) = [ weThdy
eine C*°-Funktion auf Z definiert mit der Ableitung
VEGU(%) = [ 69 log fo P (1.3.4)

d) Fiir jede beschrinkte messbare und QgT—f.s. isotone Funktion ¢ : R — R, die
nicht Q?—f.s. konstant ist, liefert ( — E1(X;) eine streng isotone Funktion.
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e) Bezeichne zu (g €Z und ¢ # (yaus Z

aol) = MM A =), 0= 200 - VG0,
do = iin%do(g),

dann gilt aufgrund der strikten Konvexitit von b:

< .. >
MOV i o
> . >
do(C)<0 tir C<Co,
¢ —do(C) ist streng isoton mit Supremum d.

1.3.2.2 Bemerkung

a) Fir jedes n € N besitzt Q" einen streng isotonen Dichtequotienten in

~

Sn(T1...,2,) = ZT(J:,-) — b (G), (1.3.5)

denn es gilt fiir alle {p < {; aus Z (PCo|cn + P€1|cn) —fs.:

Tn_ p(G1=00)Sn | p—n(G1—C0)do(C1) (1.3.6)

n

b) Natiirlich besitzt Q" auch einen streng isotonen Dichtequotienten in z
> i1 T(wi)-

Fiir das sequentielle Testen ist dies aber nicht die geeignete Folge von Priifgrofien.
An der Form des Dichtequotienten in (1.3.6) erkennt man némlich, dass aufgrund
des Neyman-Kriteriums die Statistik (3._, T'(X;),t) suffizient ist fiir

{P¢ 4, | ¢ € Z}, nicht aber die Statistik S T(X;) (bis auf die Ausnahmen
t=n).

Bei unseren Untersuchungen iiber optimale sequentielle Tests werden wir immer
wieder auf folgende wichtige Beispiele fiir einparametrige Exponentialfamilien

zuriickgreifen:
1.3.2.3 Beispiele
a) Binomialverteilungen: Fiir m € N sei Qy = B(m, 9), ¥ € (0,1), d.h.

1,

) = <m> P =9)me, X ={0,...,m}

X
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Natiirliche Parametrisierung:

v
(W) =log—y, 2Z=R
¢
b(¢) = m-log(1 +¢),  H(¢) =mi—z = mi,
d() = m(l —790),
T(x) = .

b) Negative Binomialverteilungen: Fiir £ € N sei Qy = NB(k,?), 9(0,1),
d.h.

dQy, . (r+k—1 - _
= (" s, xom

Natiirliche Parametrisierung:

() =log ==, Z=(0,00)
1 —<
b(¢) =k -log(;———), ¥(Q) =~k € (~o0,0),
1=,
do = k P
T(z) = —uz.

c¢) Poissonverteilungen: Qy = Poi(9), 9 € (0, 00), d.h.

1@y

,1958
—9
=e

dpx

(l‘)— X:No

!

Natiirliche Parametrisierung:

(W) =9, Z=(0,00)

b(() = eC’ bI(C) =¢ € (0,00),
d() = 00,

T(z)==z

d) Normalverteilungen mit bekannter Varianz:
Fiir 0? € (0,00) sei Qy = N(9,0?), 9 € R, d.h.

1 e—0)?
—dQﬁ = ef( 201;) X =R

ix = ot
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Natiirliche Parametrisierung:

)
W) = 50°¢ MO =0 R,
d() = o0,
T(x)==x

e) Gammaverteilungen mit festem Faltungsparameter :
Fiir u € (0,00) sei Q9 =T'(9, u), ¥ € (0,00), d.h.

%(m) = %x“leﬁ“, X = (0,00)

Natiirliche Parametrisierung:

(W) =9, Z=(0,00)
b(¢) = —plog(, H(C) = —% € (—00,0),

©
dy = )
TG
T(z) = —uz.
Der Spezialfall ;1 = 1 liefert die Exponentialverteilungen Exzp(?). O

Ein Beispiel fiir eine nichtidquivalente Verteilungsklasse, die der Isotoniebedingung
(1.3.1) geniigt, liefert die Klasse der

1.3.3 Rechteckverteilungen mit fester Unter-bzw. Obergrenze
a) Fir a € R sei Q, = {R(a,?) | 9 > a},

dann hat Q7 isotonen Dichtequotienten in

S(z1,...,2,) = max(zy, ..., T,). (1.3.7)

Denn es gilt fiir alle 91 > ¥ > a  (Pogc, + Poyjc,) — L.

M} 00 >
ﬁg_ {(H)"’ maX(Xl...,Xn)Sﬁo.

b) Fiir b € R sei Q° = {R(9,b) | 9 < b},
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dann hat (Q°)" hat isotonen Dichtequotienten in

A

S(x1,...,xn) =min(xy, ..., x,). (1.3.8)

Denn es gilt fiir alle 9o <91 <b  (Pyy¢, + Poyje,) — -
Ml
MY

0 <
= _oon s min(Xy..., X)) 9.

Hiermit bekommen wir Beispiele, um zu ¢% aus (1.3.1) CIPs anzugeben, wir
unterscheiden dabei zwischen ein- und zweiseitigen CIPs:

1.3.4 Einseitige CIPs

Geniigen die Priifgrofien S,,, n < N aus (1.3.1) der Bedingung

a) Sy > S, + (N —n)A, fiir ein A € R,

dann ist ein zu @y verkiirzter Test gegeben durch
th =inf{n < N | S, >cna— (N —n)A} (inf() := N) (1.3.9)

zusammen mit dem TV

1 >
o= yw fir S, = cenve— (N—n)A, (n<N).
0 <

Beispiele:
Der Test go;“ﬁ liefert einen zu ¢y verkiirzten Test fiir den Fall, dass
i) Q eine einparametrige Exponentialfamilie definiert mit
T(X) 2 A+H(G),
insb. liefert fiir Q9 = Poi(J) mit A = —b'(¢p) = —o der Test )y den CIP
A
Zu Pp;
ii) @y = R(a,?¥) mit A = 0. Auch hier liefert ¢}y den CIP zu @y.
A
b) Sy < S, — (N —n)B, fiir ein B € R,

dann wird ein zu @y verkiirzter Test definiert durch
gt i=inf{n < N | S, < cyao+ (N —n)B} (1.3.10)

zusammen mit dem TV
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1 >
or = yw fir S, = ¢no+(N—n)B, (n <N).
0 <

Beispiele:
Der Test ¢* v liefert einen zu @y verkiirzten Test fiir den Fall, dass

i) Q eine einparametrige Exponentialfamilie definiert mit 7'(X;) < ¥'({p) —
B,

insb. liefert fiir @y = ['(Y, u) mit B = b'() = 5 der Test ¢? v den CIP
zu @N-

ii) Q9 = R(J,b) mit B = 0. Auch hier liefert ¢* v den CIP zu @y.

1.3.5 Zweiseitige CIPs

Geniigen die Priifgrofien S,,, n < N aus (1.3.1) der Bedingung
Spn+(N—-nA<Sy<S,—(N—-n)B,
dann ist ein zu @y verkiirzter Test gegeben durch

thg: = min(t],t}) (1.3.11)

= inf{n<N|S,¢[ene+ (N—n)B,cng— (N —n)Al}

zusammen mit dem TV

1 > CN,a — (N — TL)A
o = YN fir Sn = CN,a
0 < CN,a + (N — n)B

Beispiele:
Der Test ¢}y liefert einen zu @y verkiirzten Test fiir den Fall, dass Q eine
A,B

einparametrige Exponentialfamilie definiert mit
V() + A <T(X;) <V (G) — B,

insb. liefert o fiir Q9 = B(m, ) mit A = —'(¢p) = —mJy und
B =m —V(¢) =m(1 —1) den CIP zu ¢y. O
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1.4 Einfaches Neyman-Pearson-Lemma bei

fester Stoppzeit

Den Grundstein zur Untersuchung der Aufgaben (1.2.2)-(1.2.5) legt die Losung
der Aufgabe (1.2.1), ein einfaches Neyman-Pearson-Lemma fiir sequentielle Tests

¢p. Zur Losung der Aufgabe (1.2.1) betrachten wir das modifizierte Problem:

Ey, ¢ = sup
(PY) Eg, 0 < a
¢ E P

Dieses Problem lasst sich 16sen, indem wir das klassische Neyman-Pearson-Lemma,
(vgl. Witting [Wi] Satz 2.5 auf S.193) auf das statistische Experiment

(€% Ay, {Poo| 4, Po:|4,}) anwenden.

Beh.: Die Optimalwerte der beiden Aufgaben (P}) und (P}) stimmen iiberein.

Begr.: Offensichtlich ist jeder fiir (P) zuldssige Test ¢, auch zuldssig fiir (15;)
und somit ist der Optimalwert von (P}) kleiner oder gleich dem von (P).

Umgekehrt wird eine optimale Lésungen ¢* von (P?) durch den Dichtequotienten
% bis auf Randomisierung eindeutig festgelegt. Da % Ci-messbar ist, lasst sich
immer ein TV ¢ finden, so dass gilt Ey, ¢, = Ey,¢* fiir i = 0, 1. O
Mit diesen Uberlegungen gewinnen wir eine Charakterisierung fiir die Losun-
gen von (P!), die ein vollstindiges Analagon zum klassischen Neyman-Pearson-
Lemma liefert. Natiirlich konnen wir hier auf die reellwertige Parametrisierung,
d.h. © C R, verzichten, welche bei der Formulierung der einseitigen Aufgaben ge-
fordert wurde. Ebenso werden keinerlei Forderungen an der Struktur der Stopp-

zeit ¢ benotigt.
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1.4.1 Satz

Es seien Qg, # Qv,, und es sei P ein zu Py,+ Py, dquivalentes W-Maf (vgl.1.2.5).
Weiter seien o € (0,1) und t : Q@ — N eine beliebige Stoppzeit bzgl A.

1) Hinreichendes Kriterium:

Es sei p= (@n)nen €in TV, fir das gilt:

a) Eg(piliico}) = .
b) Es gibt ein a € [0,00), so dass fir alle n € N gilt

1, M!>
On = {0 fir 270 < @ Pic, = f.s. auf {t =n}, (1.4.1)
Yoo =1 Py, — fs. auf {t =00}, (1.4.2)

Yoo =0 Py, — f.s. auf {t =o0}.
Dann liefert ; eine Losung von (PY).

2) Ezistenzaussage: Es sei C € Co, mit Py, (C) =1 und Py,(C) = 0.

1.Fall: Ist Py, (t < 00) < «, so liefert der sequentielle Test ¢; der Gestalt
or=1(neN), ¢ =1lc

als Test der Giite 1 (d.h. Eg,o; = 1) mit Eg,o; < « eine Lisung von
(Pa)-
2.Fall: Ist Py,(t < c0) > « so erfillt der sequentielle Test ¢ der Gestalt

1 >
. L M,
oy = vy fir 170 = a (neN),
0 <

s =1¢ mit
i) a:=inf{b >0 | Pgo(%—% > b,t < o0) < a} und
t
ii) v € [0,1] derart, dass
Py, (M} > aM,t < o00) + vPy, (M} = aM} ,t < 00) =a (1.4.3)

die hinreichenden Bedingungen a) und b) und ergibt somit eine

Lisung von (PJ).
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3) Notwendiges Kriterium:

Es sei o} eine Losung von (Pl). Dann gilt:

a) Es gibt ein a € [0,00), so dass ¢}, fir jeden mdglichen Stoppzeitpunkt
n € N die 1-0-Gestalt aus (1.4.1) auf {t = n} besitzt, und auferdem
qilt

Yoo =1 Py,-f.s. auf {t = oo},
a- Yoo =0 Py,-f.5. auf {t = co}.

b) Eg,0f > a.

¢) Eg,p; < a= Ey,@F = 1.
Insbesondere wird das Problem (PY) im Falle Py,(t < 00) < « nur

durch einen Test der Giite 1 geldst.

d) Ist i von Gite kleiner 1, d.h. Ey, ¢ < 1, dann besitzt jede weite-
re Losung @ von (P}) bis auf Randomisierung Pic,-f.s. dieselbe 1-0-
Gestalt wie ¢}, d.h. mit dem Multiplikator a aus a) erhalten wir

oy =@, auf {Mt1 + aMtO} Pic,-f-s.

e) Ey,0; =1 und Py,(t <oo)=1= dn€eN
Pﬂ0|An‘{t:n} K PﬁllAn\{t:n} (dh dA € -An|{t:n} : Pﬁl (A) = 0 und
Py, (A) > 0) und somit Qy, L Qu, -

f) Entweder es gilt a > 0 und Ey,p; = «
oder a = 0 und Ey, ¢} = 1.

Bewelis:

1) Hinreichende Bedingung
Sei o= (@n)nen ein TV mit Ey (¢;lfi<o)) = @ und der 1-0-Gestalt aus
(1.4.1). Dann gilt wegen ¢, =0 Py, — f.s. auf {t = 0o} :
Eﬁo% = Eﬁo(%l{t@o}) = Q.
Da a < oo folgt aus der 1-0-Gestalt von ¢, zusammen mit der Orthogona-
litdt von Py, ¢ und Py, ¢ (vgl. 1.2.4 a),b))

1
Voo = {O fir ML Z aM), P, —fs. auf {t =oc}.
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Daraus erhalten wir zusammen mit der 1-0-Gestalt der ¢, (n € N)

1 >

() w={y fir M7 aM? P -t
0 <

Da P, dquivalent ist zu Pﬂo‘ e T Pgl‘ c,» liefert der Test ¢, nach dem einfa-

chen Neyman-Pearson-Lemma eine Losung von (P!) und damit ist er auch

optimal fiir (P}).

Es bleibt der nichttriviale Fall Py, (¢ < 0o) > « zu betrachten:

Aufgrund der hinreichenden Bedingung ist fiir die Existenzaussage noch zu
zeigen, dass es ein v € [0, 1] gibt mit (1.4.3).

Hierfiir ist nur anzumerken, dass wegen der Definition von a gilt:

Py, (M} > aM?,t < o0) <a und Py, (M}! > aMP,t < ) > a.
Auflerdem erhalten wir zusammen mit der hinreichenden Bedingung 1),
dass (P}) denselben Optimalwert hat wie (P).

Notwendige Bedingung
Sei ¢} eine Losung von (Pf). Dann liefert sie gemaf 2) auch eine Losung
von (P!). Das einfache N-P-Lemma fiir das Problem (P!) ergibt:

L. >
Jda>0: gp::{o fiir Mt1<aMt0 Pog (e, + Poyjc, — L.

Damit erhalten wir, dass ¢}, fiir alle n € N die 1-0-Gestalt aus (1.4.1) auf
{t = n} besitzt. Auerdem gilt aufgrund der Orthogonalitit von Py, ¢
und Py, ¢ %—%.: =00 > a Py,-f.s (vgl.1.2.5 a)) und daher erhalten wir

Yoo =1 Py,-fs. auf {t = oo}.

Andererseits gilt Py,-f.s. = 0, so dass wir im Falle a > 0 erhalten:

MOO
Mg,
Yoo =0 Py,-fs. auf {t = co}. Das liefert die Teilaussagen in a).

Fiir die Aussagen b),c),f) verweisen wir auf Witting [Wi], Kor 2.6 auf S.195
und Satz 2.5 auf S.193, wobei nur zu bemerken bleibt, dass wegen Qy, # Q,

auch P,90| A F P191| 4, fur jede Stoppzeit ¢ folgt.

d) Da Ey,¢; < 1, folgt aus c¢) Ey,; = o und ebenso auch Ey,¢; = « fiir
jede weitere Losung @, von (P}). Mit dem Multiplikator a aus a) fiir ¢}

bekommen wir:

0= By (¢} — @) = / (¢t — @) (M} — aM?) dP.
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Aufgrund der 1-0-Gestalt von ¢} aus 3) , folgt schlielich die Behauptung
in d).

e) Aus Witting [Wi], Kor 2.6 auf S.195 folgt:

By, ot =1=3N € A,: Py (N) =0, Py,(N) > 0.

Da auflerdem Py, (t < o0) =1 und NN {t =n} € A, Vn € N nach Defini-
tion von A, gilt:

Y Py (NN{t=n})=0, Y Py (Nn{t=n})=Py(N)>0.

neN neN

Daraus folgt
VmeN Py (NN{t=m})=0und IneN Py (NNn{t=n}) >0

und somit gibt es n € N, A € A, y=p} mit Py (A) > 0 und Py, (A) = 0.
Da Py, die stochastisch unabhangige Kopplung der @y, ist, erhalten wir
schlieflich: 3B € B Qy,(B) > 0 und Qy, (B) = 0. O

1.4.2 Bemerkung zu den Lésungen ¢} von (P))

a) Es sei darauf hingewiesen, dass fiir eine Losung ¢} von (P)) nicht notwendig
ot = 0 Py,-fs. auf {t = oo} gelten muss. Hier erhalten wir eine Abweichung
vom hinreichenden Kriterium im N-P-Lemma 1.4.1.

7.B. liefert unter einer Stoppzeit ¢ mit
Py, (t < 00) =1 und Py, (t < 0) < «

der sequentielle Test ¢} mit

a — Py, (t < 00)
Pﬁo(t = OO)

eine Losung von (P}) als Test der Giite 1 mit Ey,¢; = a. Die Existenz einer

o (neN), ¢ =

unter Py, abgeschlossenen und unter Py, offenen Stoppzeit werden wir mit Hilfe

von einseitigen Ersteintrittszeiten in 1.9 angeben (vgl. 1.9.2, 1.9.4).

b) Die einparametrigen Exponentialfamilien werden fiir unsere Untersuchungen
die wichtigsten Verteilungsklassen liefern. Es sei deswegen ausdriicklich erwahnt,
dass wegen der Aquivalenz der Verteilungen einparametriger Exponentialfamilien,
Losungen der Giite 1 fiir das Problem (P}) (bei einparametrigen Exponential-

familein) nur dann auftreten konnen, wenn die Stoppzeit ¢t unter Py, offen ist



1.4 Einfaches Neyman-Pearson-Lemma bei fester Stoppzeit 23

(vgl. 1.4.1 3) d)). Ist dagegen t abgeschlossen unter Py,, so muss jede Losung
des Problems (P}) von Giite kleiner 1 sein. Bei der Untersuchung gleichméfig
bester Tests der Giite 1 (bei einparametrigen Exponentialfamilien) wird es des-
wegen zum einen darum gehen Stoppzeiten anzugeben, die unter bestimmten
Parameterwerten offen sind (vgl. 1.9) und zum anderen zu untersuchen, fiir wel-

che Parameterwerte sie abgeschlossen sind (vgl. 1.10).

c) Bei den Losungen ¢} des Problems (P}) sind die klassischen Tests ¥ selbst-
verstdndlich nur auf {¢ = n} bestimmt. Es stellt sich daher die Frage, ob das
Problem (P/}) auch gelost werden kann, indem wir es jeweils durch Bedingen un-
ter {¢ = n} in eine Folge klassischer Testprobleme (P1="),cy bei gleichem Niveau
a der Gestalt

Eg, (@it =n) = sup

(PS")
Eyo (@t =n) <o

iiberfithren und diese dann einzelnen 16sen, vorausgesetzt, dass

t abgeschlossen ist.

Diese Vorgehensweise hatte den Vorteil, dass wir damit alle Hilfsmittel aus der
klassischen Statistik zur Verfiigung hétten, so dass die Hoffnung bestiinde, die
Optimalitatsaussagen fiir zusammengesetzte Hypothesen aus der klassischen Sta-
tistik hiermit auf das sequentielle Testen (bei fester Stoppzeit) iibertragen zu
konnen.

Aber bereits das folgende Beispiel zeigt, dass die Losungen der bedingten Test-
probleme (Pc‘,t:") im allgemeinen keine Losung fiir das Problem (P/) liefern:

Es seien Qy =N (9,1) und ¢t =inf{n < 2| 37" | X; > 0}. Getestet werden sollen
Yo = 0 gegen ¥ = 1 zum Niveau o = 0.5 + Py, (X; < 0, X; + X5 > 0).
Gemafl des N-P-Lemmas 1.4.1 ist eine Losung des Problems gegeben durch den

sequentiellen Test
t
1 >
r = fii X; — 0,

i={y m yx
und da Pfl stetige Verteilungsfunktion besitzt, ist diese Losung P,90|Ct—f.s. ein-
deutig bestimmt.
Andererseits liefert das klassische N-P-Lemma fiir das Problem

(P Ey, (1| X1 > 0) = sup

(67

Ey, (11 X1 > 0) < «
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als Losung ¢, = {(1) fir X, z ¢ auf {X; >0}, mit ¢ € R derart, dass
PgO(Xl Z C) = PﬁO(Xl 2 0) - Q.

Da« € (0,1), muss gelten ¢ > 0, so dass Py, (¢ # 5, t = 1) > 0 und daher liefert
die Losung (¢),<2 von (P(Lt:")ngz keine Losung von (P}). Da auch die Losungen
von (P(‘f:n)ngg Py c,-t.s. eindeutig bestimmt sind, wird in der oberen Situation

das Problem (P}) nicht durch eine Losung von (P,Lt:n)nSQ gelost. O

Der Grund, warum dieser Ansatz im allgemeinen nicht erfolgreich ist, liegt darin,
dass bei der Zerlegung des Problems (P}) in eine Folge klassischer Testprobleme
i.a. nicht ein und dasselbe Niveau « fiir jede Stufe n verwendet werden darf.
Es muss zugelassen werden, dass das Niveau « auf die einzelnen Stufen durch
eine geeignete Folge von Niveaus (ay)nen aufgeteilt wird. Testen wir im oberen
Beispiel auf {t = 1} zum Niveau «; = 0.5 und auf {¢t = 2} zum Niveau oy =
Py, (X1 < 0,X; + Xy > 0), so liefern die Losungen von (P(‘ff")nsg auch wieder
Losungen von (PJ).

Leider wissen wir im allgemeinen a priori nicht wie das Niveau « fiir die einzelnen
Stufen n € N passend zu zerlegen ist, es sei denn wir kennten bereits eine Losung
von (P}), so dass dieser Ansatz keine Vereinfachung zur Bestimmung gleichméBig

bester sequentieller Tests an die Hand gibt.
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B) GLEICHMASSIG BESTE TESTS VON GUTE
KLEINER 1 BEI FESTER STOPPZEIT

Ziel der Betrachtungen der folgenden drei Abschnitte ist es, zu untersuchen,
ob sich ahnlich wie in der klassischen Statistik allgemeine Bedingungen fiir die
Verteilungsklasse Q angeben lassen, so dass gleichméaflig beste sequentielle Tests
fiir aneinander angrenzende einseitige Hypothesen der Gestalt Hy : ¥ < 19y und
Hy : 9 € (¥y,1) existieren unter Stoppzeiten, die fiir dieses einseitige Problem
sinnvoll sind.

Fiir die Verteilungsklasse Q stellen wir wie in 1.3 als Mindestforderung, dass fiir
jedes n € N ein isotoner Dichtequotient fiir { Py|c, | ¥ € ©} in einer Statistik S,
vorliege. Diese Forderung ist aus folgenden zwei Griinden sinnvoll:

Zum einen ist bei festem Stichprobenumfang n ein isotoner Dichtequotient fur
{Py|c, | ¥ € ©} nicht nur hinreichend fiir die Existenz gleichméfig bester Tests
fiir aneinander angrenzende einseitige Hypothesen, sondern nach Pfanzagl [P],
Theorem 4.5.4 auf Seite 140, im wesentlichen notwendig. Zum anderen wollen
wir auch unbeschrinkte Stoppzeiten untersuchen, fiir die zu jedem n € N mit
positiver Wahrscheinlichkeit gestoppt werden kann.

Von den Stoppzeiten, die fiir das obige Problem sinnvoll sind, kommen im wesent-
lichen Ersteintrittszeiten in Frage, die vorschreiben mit dem Beobachten abzu-
brechen, sobald deutliche Informationen fiir Hy durch kleine Werte der Priifgrofie
Sy, oder fiir H; durch grofle Werte der Priifgrofie S, sichtbar sind. Dabei unter-
scheiden wir zwischen beschrankten und unbeschrankten Ersteintrittszeiten.

Mit Hilfe einer notwendigen Bedingung fiir lokal gleichmaflige Optimalitat in 1.5
werden wir in 1.5 eine Reihe von Negativaussagen fiir Ersteintrittszeiten beweisen,
die fiir das obige Problem sinnvoll sind: selbst unter der Vorraussetzung, dass ei-
ne einparametrige Exponentialfamilie vorliegt, gibt es fiir unbeschriankte Erstein-
trittszeiten keine lokal gleichméfig besten sequentiellen Tests und fiir beschrénkte

Ersteintrittszeiten keine gleichmafiig besten sequentiellen fiir Hy : ¥ < 9y gegen
Hl 9 > 190.

Notwendig fir die Optimalitat eines sequentiellen Tests von Giite kleiner 1 ist
-gemaf des einfachen Neyman-Pearson-Lemmas 1.4.1- das Ausschopfen des Nive-
aus « auf dem gemeinsamen Rand {0y} der aneinander grenzenden Hypothesen.
Beim Testen einfacher Hypothesen ldsst sich das Niveau o durch geeignete Rando-
misierung bei einem fiir eine Losung in Frage kommenden TV immer ausschopfen

(vgl. 1.4.1): randomisiert werden darf hier noch zu jedem méglichen Stoppzeit-
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punkt. Es stellt sich die Frage, welche Randomisierungsmoglichkeiten fiir lokal
gleichmafBig beste Tests noch bestehen. Darf hier immer noch zu jedem moglichen
Stoppzeitpunkt bei dem fiir eine Losung in Frage kommenden TV randomisiert
werden? Und lasst sich durch die Randomisierungsweisen, die erlaubt sind, jedes
vorgegebene Niveau o« ausschopfen? Auch diesen Fragen gehen wir in 1.5 nach
mit Hilfe einer notwendigen Bedingung fiir die Existenz (lokal) gleichméBig bester
Tests.

Die CIPs gaben erste Beispiele fiir gleichméaflig beste sequentielle Tests. Diese
Beispiele sollen im folgenden verallgemeinert werden. Dabei stellt sich die Frage,
ob die klassische Isontoniebedingung 1.3.1 an die Dichtequotienten der Vertei-
lungsklasse, welche wir oben gefordert haben, ausreicht, um auch fiir andere Er-
steintrittszeiten ¢, als die, welche bei den CIPs auftreten, gleichmafig beste Tests
zu erhalten? Wir werden sehen, dass diese Bedingung allein nicht ausreichen
wird und dass wir zusatzliche Forderungen an die Struktur der Verteilungsklasse
stellen miissen, die dem sequentiellen Aspekt mehr Rechnung tragen. Eine erste
Begriindung gibt folgende Uberlegung:

Ahnlich wie beim Beweis des Neyman-Pearson-Lemmas (vgl. Seite 18), kann das
sequentielle Problem in ein Problem der klassischen Statistik iiberfiihrt werden,
indem als Verteilungsklasse {Py| 4, | ¥ € O} gewihlt wird. Besitzt diese Vertei-
lungsklasse einen isotonen Dichtequotienten in einer Statistik Sy, so gibt es einen
gleichméBig besten Test fiir Hy : ¥ < 9y gegen Hy : 9 > 9y (vgl. Witting [Wi],
Satz 2.24 auf Seite 210). Diese Bedingung enthélt eine Isotononiebedingung, wel-
che auf die zugehorige Stoppzeit zugeschnitten ist und eine Vertraglichkeit der
einzelnen Stufen, zu denen unter ¢ gestoppt wird beriicksichtigt, was in der obigen
Isotonieforderung noch nicht der Fall ist. Allerdings ist diese hinreichende Isoto-
niebedingung so stark, dass sie selbst bei einparametrigen Exponentialfamilien
unter beschrankten Ersteintrittszeiten nicht erfiillt wird. Auflerdem bekommen
wir so nur in Abhéngigkeit von der speziell gewéhlten Stoppzeit hinreichende Be-
dingungen fiir gleichmafige Optimalitat. Wir werden daher diese Vorgehensweise
unter der Klasse der einseitigen beschrankten Ersteintrittszeiten dahingehend mo-
difizieren, dass wir in 1.6 eine geeignete Isotoniebedingung fiir die Verteilungsklas-
se @ formulieren, welche die Vertraglichkeit der einzelnen Stufen untereinander

mitberiicksichtigt.
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1.5 Negativaussagen fur einparametrige

Exponentialfamilien

In diesem Abschnitt sei @ = {Q¢ | ( € Z} eine einparametrige Exponential-
familie in natiirlicher Parametrisierung mit p-Dichten der Gestalt (1.3.3) und
natiirlichem Parameterraum Z =< (,{ > (vgl. (1.3.2)).

Es seien ( 62,%’ und ¢ € (¢o,€]- Zu einer Stoppzeit ¢ : © — N (bzgl. A) und zu
vorgegebenem Irrtumsniveau « € (0, 1) soll untersucht werden, ob das Problem

Eq o Zsup VG € (6o, 0)

ECo(pt <o

(1.5.1)

eine Losung besitzt. Dabei werden wir uns in diesem Abschnitt auf Probleme
beschranken, die nur Losungen ¢; der Giite kleiner 1 ( d.h. B, ¢} <1 V( €

(Co, €)) zulassen; den gleichméfig besten Tests der Giite 1 wenden wir uns spéter
in den Abschnitten 1.9 und 1.10 zu.

Diese Untersuchung entspricht im Falle ¢ < C der Frage, ob gleichmiflig beste
Tests fiir Ho : ¢ = (o gegen Hy : ¢ € ((o, {) existieren ( vgl. (1.2.3)), wir sprechen
hier auch von lokal gleichmifBig besten Tests fiir Hy : ( = (y gegen H; : ( >
¢o. Und im Falle { = ¢ entspricht die Untersuchung der Ausgangsfrage, ob es
gleichmiBig beste Tests fiir Hy : ( = (o gegen H; : ¢ > (; gibt (vgl. (1.2.2)).

In der klassischen Testtheorie (d. h. fiir ¢ = n, n € N) bekommen wir unter
den obigen Voraussetzungen - es geniigt sogar, dass {Qf | ¢ € Z} nur isotonen
Dichtequotienten besitzt - die Existenz eines gleichmafiig besten Tests fur Hj :
¢ < (o gegen Hy : ¢ > (p, der zusatzlich auch noch unter allen a-ahnlichen Tests
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art minimiert, d.h. gleichzeitig folgende Aufgabe
16st:

Eq o =inf V¢ € (¢ G)
ECOSOt =«

(1.5.2)

Eine entsprechende Aussage fiir nichtkonstante Stoppzeiten werden wir i.a. nicht
erhalten, selbst unter der starken obigen Voraussetzung, dass Q eine einparamet-
rige Exponentialfamilie definiert.

Zur Untersuchung der Aufgabe (1.5.2) betrachten wir zusétzlich das folgende zu
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(1.5.1) verwandte Problem:

E¢ o = sup VG € (¢, Go)

ECOQDt <a

(1.5.3)

Wir beginnen mit Aussagen iiber die notwendige Gestalt von lokal gleichmafig
besten Tests der Giite kleiner 1:

1.5.1 Lemma: Notwendige Bedingung fiir (lokal) gleichméafige
Optimalitat
Es sei ¢} eine Losung von (1.5.1) mit

~

E¢ o7 <1 VG € (6o, 6)- (1.5.4)

Weiter bezeichne wie in (1.3.5) Sy := Sp(X1,...,Xn) = Y20 T(X;) — nb'({)-
Dann gilt:

a) Eq0; = a.

~

b) V¢ € (¢o,¢) Ja(¢y) € R, so dass Vn € N gilt:
oy = {(1] fir S, Z a(C1) + ndo(Gr) Peye, = f-s. auf {t =n}.

¢) Jag € R, so dass Vn € N gilt

. L. >
oy = {0 fir S, _ fo Pee, — fs. auf {t =n}. (1.5.5)

d) Es kann nur zu hochstens einem Stoppzeitpunkt randomisiert werden, d.h.
es gibt hochstens ein n € N mit P (¢}, € (0,1), t =n) > 0.

Hinreichend dafir, dass eine Losung ©f von (1.5.1) auf Hy : ¢ € ((o,{) Giite
kleiner als 1 besitzt, d.h. der Bedingung (1.5.4) gentgt, ist, dass t abgeschlossen

unter P, ist.

Beweis:

~

Es sei ¢} eine Losung von (1.5.1) mit Eg,¢f <1 V(¢ € (o, €).

a) Aufgrund (1.5.4) folgt aus (1.4.1) 3)c) E¢, ¢} = a.
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b)

Auflerdem liefert die notwendige Bedingung (1.4.1)3e),a), dass fiir

V¢ € (Co,C¢) ein a(¢y) > 0 gibt, so dass zusammen mit (1.3.6) fiir jedes
n € N notwendig gilt:

1 >
o = {o fir G (Sn-ndo(cr)) _ a(G1) Py, —ts. auf {t =n}. (1.5.6)
Logarithmieren auf beiden Seiten der Ungleichung und Division durch

(1 = Go) liefert b) mit a(¢y) = 22,

Wir wiéhlen @ := limsup,, |¢, @(¢1)-
Seien n € N, C,, € C, mit P (Cp) =1 und w € {t =n}NC,.

1) Ist Sp(w) > g = Je > 0 S,(w) > @y + €.
Auflerdem gibt es aufgrund der Definition von g ein {(n) € ((p, ¢) mit
i) ao —€/2 < @(¢1) < o +¢/2 fiir unendlich viele ¢ € ((o,¢(n)),
ii) —€/2 < ndo(¢1) < €/2 fiir alle ¢ € ((o,¢(n)).
Aus i) und ii) folgt schliefllich S, (w) > a(¢1) + ndo(¢;) fiir unendlich
viele (1 > G 2 ¢ (w) = 1.
2) Ist Sp(w) < @p = Je >0 Sp(w) < ag — e
LY Sp(w) < @((1) +ndo(¢y)  fiir unendlich viele ¢ € ((o, €)
2 g(w) =0.

Damit besitzt ¢} die in (1.5.5) geforderte 1-0-Gestalt, wobei Gy € R gelten
muss: Wiire némlich do = oo, so wiirde ¢} = 0 Py, ,-f.s. auf { = oo} gelten
und folglich keine Losung von (1.5.1) liefern; anderseits wire ¢; im Falle
ap = —oo von Glite 1.

Sei n € N mit P, (¢} € (0,1), ¢ =n) > 0. Dann liefern b) und c¢)

Vi € (G0,¢) + Sn = @(G) + ndo(G1) = G0 Prye, — b auf {t = n}.
Damit ist aber a((;) eindeutig festgelegt und wegen do(¢;) > 0 kann es kein
weiteres m € N geben mit Py, (¢}, € (0,1), t =m) > 0.

Hieraus erhalten wir unmittelbar folgendes niitzliche
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1.5.2 Korollar: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir
(lokal) gleichméafiige Optimalitit

~

a) Sei ¢ eine Losung von (1.5.1) mit Ec o < 1V(¢ € ((o, (). Dann folgt:

~

dag : VG € (o, <€) Fal(h), so dass fir alle n € N auf {t = n} Peoje, =15
notwendig gilt:

0-1.1  Sp > adg = Sy > a(¢1) + ndo(&)
0-1.2 S, < g = Sy < a(C) +ndy((r)

und der Test besitzt die 1-0-Gestalt (1.5.5).

b) Es sei ¢ ein TV mit der 1-0-Gestalt (1.5.5) fir ein Gy € R sowie ¢}, = 1¢
mat
C€Cx: Py(C) =0 und P, (C) =1. Auflerdem gelte :

Z) ECO (Qp;tkl{t<oo}) = q,

it) VG € (Go,€) Fa(G1), so dass fir alle n € N auf {t = n} Py ~f.s. die
folgenden Bedingungen erfullt sind:
0-2.2 S, < a(<1) + ndo(Cl) = QOZ = 0.

(Insbesondere sind O-2.1 und O-2.2 erfillt, wenn gilt

0-2.1° Sy > &(Cl) + ’I’Ldo(gl) = S, > ag
0-2.2° Sy < &(Cl) + ’I’Ldo(gl) =5, < C~L0)

Dann liefert ¢} eine Lésung von (1.5.1). O

Die in 1.5.1 und 1.5.2 auftretende Grofie do(¢;) ldsst sich interpretieren als die
Abweichung des Wertes der Priifgroe 7°(X;) nach einer Beobachtung, der erwar-
tet wird, wenn ¢ = (p vorliegt, von dem Wert der Priifgrofie, der erwartet wird,
wenn ¢ = (3 vorliegt (vgl. 1.3.2.1 b),e)). Die Grole dy beschreibt die maximale
Abweichung des Wertes der Priifgroe 7'(X;) nach einer Beobachtung, der erwar-
tet wird, wenn ¢ € Hy = ((o,¢), von dem Wert, der unter ¢ = (, zu erwarten ist.

Eine zu Lemma 1.5.1 bzw. zu Korollar 1.5.2 vollig entsprechende Aussage erhalten

wir fiir die Probleme (1.5.3), welche nur Losungen der Giite kleiner 1 erlauben:
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1.5.3 Bemerkung

Es sei ¢} eine Losung von (1.5.3) mit

Eqpp <1 V¢ € (¢ o) (1.5.7)
Dann gilt:

a) E¢; = o und damit mininiert ¢; auch die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art
unter allen (1 — a)-dhnlichen Tests, d.h. ¢} 16st die Aufgabe (1.5.2)
z.N. 1—-q.

b) Jay € R, so dass ¢} notwendig folgende 1-0-Gestalt besitzt:

* L. <
Y = {0 fur St > Ao PCO|Ct — f.S.,

und V¢, € (¢, ¢o) Fa(¢1), so dass fiir n € Nauf {t = n} Py, —fs. notwendig
die Bedingungen O-1.1 und O-1.2 erfiillt werden miissen.

Hinreichend dafiir, dass eine Losung ¢; von (1.5.3) auf H, : ( € (¢, (o) die Giite
kleiner als 1 besitzt, d.h. der Bedingung (1.5.7) geniigt, ist, dass ¢ abgeschlossen
unter P, ist.

Fiir die Begriindung dieser Aussagen bleibt nur anzumerken, dass im Beweis von
Lemma 1.5.1 bei der Umformung des TV’s aus (1.5.5) die Ungleichheitszeichen
sich wegen (; — (p < 0 umdrehen. O

Die notwendige 1-0-Gestalt in (1.5.1)c) fiir einen (lokal) gleichm#Big besten Test
¢} ist aus praktischer statistischer Sicht auch sehr naheliegend: Deutliche Infor-
mationen durch , grofie “ Werte der Priifgrofie S, (groer als ein ag) sprechen fiir
H : ¢ € ((,¢) und deutliche Informationen durch ,kleine “Werte der PriifgrofBe
(kleiner als ein ag) sprechen fiir Hy : ¢ < (p. Daher spricht dies dafiir, Stopp-
zeiten zu betrachten, die mit dem Beobachten abbrechen, sobald deutliche Infor-
mationen fiir Hy oder fiir H; sichtbar sind. Solche Stoppzeiten liefern folgende

Ersteintrittszeiten:

1.5.4 Ersteintrittszeiten

Esseien N € N, a € R, ¢1,¢; € R, ¢; < cp. Weiter sei S, (n € N) eine Folge von
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Priifgrofien, in welcher die Verteilungsklassen {Pyj¢, | ¥ € ©} (n € N) jeweils
isotonen Dichtequotienten habe. Dann definieren wir

tY(c1,c2)  := min (inf{n <N|S,¢ (01,02)},]\7)
tN(@) = tY(~o0,a)=inf{n < N|S, >a}.

a) Fiir N € N bezeichnen wir die Stoppzeit t" (cy, ¢3) als zweiseitige, beschrinkte
Ersteintrittszeit und die Stoppzeit ¢ (a) als einseitige, beschrankte Erstein-
trittszeit.

b) Fiir N = oo bezeichnen wir die Stoppzeit t(c;, co) := tV (c1, o) als zweiseitige
(unbeschrinkte) Ersteintrittszeit und die Stoppzeit t(a) := " (a) als einseitige
(unbeschriankte) Ersteintrittszeit.

O

Im Hinblick auf die Randomisierung bei gleichmaflig besten sequentiellen Tests
fir Hy : ¢ = (; gegen H; : ( > (;, macht das Lemma 1.5.1 die Aussage, dass
hochstens zu einem Zeitpunkt randomisiert werden darf, dagegen keine Aussagen
dariiber, wann dies zu geschehen hat. Bei den ersten Beispielen fiir gleichméflige
Optimalitat, den CIP’s, erfolgte die Randomisierung nur zum Endzeitpunkt. Es
dréngt sich daher die Frage auf, ob auch unter allen beschriankten Erstein-
trittszeiten nur zum Endzeitpunkt randomisiert werden darf?

Da der Wertebereich der Priifgrofien S, mit wachsenden n € N immer weiter
auffichert, wird fiir festes (; > (o der Multiplikator a(¢;) aus 1.5.1 b) zum End-
zeitpunkt die meisten Anforderungen erfahren, so dass es naheliegend wird, ihn
zum Endzeitpunkt durch a(¢;) = @o + Ndo(¢1) festzulegen. Damit kann nur noch
zum Endzeitpunkt randomisiert werden (vgl. Beweis 1.5.1 d)).

Dagegen konnen wir im Falle diskreter Verteilungen Q Beispiele angeben, fiir die
zu einem friitheren Zeitpunkt als N randomisiert werden darf, wie die folgenden

Beispiele fiir Bernoulliverteilungen zeigen:

1.5.5 Beispiel

Es seien Q@ = {Qy = B(1,9) | 9 € (0,1)}, 99 € (0,1) und zu a € Rund n € N
sei die einseitige, beschrinkte Ersteintrittszeit ¢ = inf{n < N | S, > a} gegeben,
wobei wie in 1.3.2.2 S, = Y " | X; — nd,.

Zum < N und G > a mit G € {s —mdo | s =0,...,m} und vy € (0,1) sei ¢
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das Terminalentscheidungsverfahren der Gestalt:

1 >
Vn<m ¢, = {0 fir S, ; ao , (1.5.8)
1 >
o = {4 fir S, = a . (159
0 <
L. >
Vn>m ¢ = {0 fir S, < do - (1.5.10)

Dann liefert der sequentielle Test ¢} in den folgenden speziellen Situationen eine
gleichméflig optimale Losung fiir
Hy: 9 =19 gegen H, : 9 > ¥y zum Niveau o = Ey,;:

a) N:3,m=1unda:&0:1—190,1902%.

b) N=3,m=2und a=ay=1-— 29.

¢) N=5m=2und a=ay=2—20, ¥ > 3.

d) N=6,m=3und a=1—1p, do=2— 30 mit Jp < 1.

Begriindung:
Es bleibt geméf Korollar 1.5.2b) noch zu zeigen, dass es fiir alle 9, € (9, 1) ein
a(d1) € R gibt, so dass ¢ folgende 1-0-Gestalt Py, ¢,-f.s. besitzt:

1 >
ot = {0 fiir S, a(dy) + tdo(t)

Beh.: a(¥h) = ag — mdo(v1) liefert in allen 4 Féllen fiir ¢} die erforderte 1-0-
Gestalt, denn es gilt wegen a(1) +ndy(91) = Go + (n —m)dy () fiir alle 91 > Jy:
a)

Auf {t =1} ={X; =1} : 51 = ay,
{t = 2} 2@, (da 1-— 2’[90 <1-— ’190),
auf {t = 3} :{Xl = 0} : 53 <2-— 3’[90 < ag+ 2d0(’l91),

1
(da2—3190§1—190fur1902§)
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b)
Auf {t = 1} :{Xl = 1} ST =1—-19y>1—-209) > a9+ (1 — 2)d0(191),
an{tZQ} :{Xl = O,XQ = 1} SQ =1 —2’!90,
auf {t = 3} :{Xl = O,XQ = 0} : Sg S 1-— 300 < &0 + (3 — 2)d0(’l91)
c)
{t=1}=(2) (da1—190 <2—2’l90),
auf {t: 2} :{X1 = 1,X2 = 2} SQ :2—2790,
{t:4} =0 (da3—4190 < 2—2’[90 fﬁl"l90 > %),
auf {t = 5} ={X1 = 1,X2 = 0} . S5 S 4 — 5’!90 < CNL() + (5 - 2)d0(191)
d)

auf {t =1} ={X;=1}: S1=1—-19 <2 — 39y — 2dp(?1)

(da1l—19y<2—50 fiir190<%),
{t =2} =0 (dal—295 <1— 1),

auf {t =3} ={X;=0,Xo=X3=1}: S5 =2 — 30,

auf {t =4} ={X1 =0,Xy=1,X3=0,X, = 1}(da 2 — 49y > 1 — ¥, fiir ¥y < %)
Sy =2— 49y < 2 — 39 + dy(y),

auf {t =5} ={X, =0, X, =1,X3 =0, Xy = 0, X5 = 1}
(da 2 — 59 >1—19 fiir190<%):
S5 =2 — 5y < 2 — 39 + 2dy(V1),

auf {t =6} ={X; =0, X, =1, X3 =0, Xs = 0, X5 = 0} :
Se < 2— 60y <2— 30+ 3do (V1) = a(V1) + 6do(V).

Aus diesen Beispielen konnen wir noch einiges mehr ablesen:
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1.5.6 Bemerkung

1) Das Beispiel d) zeigt, dass i.a der Multiplikator ao des gleichméfig be-

sten Tests nicht mit der Eintrittsschwelle a der vorgelegten Ersteintrittszeit
t¥(a) iibereinstimmen muss. Es fragt sich, ob man ein anderes TV ¢ mit
do = o finden kann , welches auch das Problem (1.5.1) 16st?
Da ein gleichmafig bester Test, was die 1-0 Gestalt betrifft, bis auf Ran-
domisierung eindeutig festgelegt ist und da ohne Einschrinkung a,ay €
UN_ Bild(S,), ist offensichtlich, dass der Multiplikator do > a nicht mehr
kleiner gewahlt werden kann, ohne dabei die Giitefunktion zu verdndern.

2) Das Beispiel d) zeigt auflerdem eine weitere Abweichung von der Struktur
der einseitigen CIPs: Im Falle gy > a darf auch vor dem Randomisierungs-

zeitpunkt fiir Hy entschieden werden, wenn gestoppt wird.

3) Bei allen 4 Beispielen kénnen wir beobachten, dass nach dem Randomi-
sierungszeitpunkt mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht mehr fiir H; ent-
schieden wird. Daher erhebt sich die Frage, ob sogar allgemeiner gezeigt
werden kann, dass, wenn ein gleichmafig bester sequentieller Test zu einem
fritheren Zeitpunkt als N mit positiver Wahrscheinlichkeit randomisiert, er
fiir die nachfolgenden Zeitpunkte bei Hy bleiben muss?

Das folgende Lemma gibt auf die letzte Frage fiir den Fall einseitiger Ersteintritt-

szeiten eine positive Antwort:

1.5.7 Lemma: Randomisierung bei gleichmaflig besten sequentiellen
Tests

Zu N € NU {oo} und a € R sei t = t"(a) eine einseitige, beschrinkte bzw.
unbeschrankte Ersteintrittszeit mit den Prifgréfien S, :=Y p_, T(Xy) — nb' ()
wie in 1.8.2.2. Auferdem gelte

do = rglea;(T(x) — (o).

Sei ¢} eine Losung von (1.5.1), die zu einem friheren Zeitpunkt als N randomi-
stert, d.h.

In<N: Py, €(0,1),t=m)>0. (1.5.11)
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Dann gilt
Vn>m Ple;, >0,t=n)=0 V(e Z.

Beweis:

Wegen (1.5.11) erhalten wir aus dem Beweis von Lemma 1.5.1 d):

‘v’{l € (C(), C) Sm = &(él) + mdo(Cl) = &0 auf {t = m} Pco‘cm —fs.

Da{t=m}={S1<a,...,S,1<a,S, > a} folgt daraus

(%) do > a und a(¢) = do — mdo(¢1) VG € (o, €)-

Sei nun n > m, dann folgt aus der notwendigen Bedingung 1.5.1 b), dass auf

t =n} Py, . -f.s. fiir alle (; € (o, () die Implikation gilt:
G|Cp

Sn < a(C1) + ndo(C1) 2 o + (n — m)do(C1) = ¢ =0
und der Grenziibergang (; — ( liefert dann
Sn < g+ (n—m)dy = ¢, =0.
Da auf {t =n} gilt S, 1 < a < dg, und dy = maxgex T'(z) — b'((o), folgt:
Sn = Sp1 4+ (T(Xn) = V(o)) < Go+do < Go+ (n—m)do auf {t =n}P . —fs.

Damit erhalten wir aufgrund der Aquivalenz von {Pc, | ¢ € Z} die Behauptung.
O

1.5.8 Bemerkungen: Randomisierung bei gleichmiflig besten

sequentiellen Tests

a) Die Aussage von Lemma 1.5.7 trifft fiir alle in 1.3.2.3 angegebenen Beispiele
einparametriger Exponentialfamilien zu, da in diesen Féillen jeweils
do = maxgex T'(z) — V' (o) gilt.

b) Der Beweis des Lemmas 1.5.7 gibt eine negative Antwort auf die Frage, ob
unter rechtsseitigen Ersteintrittszeiten der Multiplikator @, einer Losung ¢}
von (1.5.1) auch kleiner als die Schwelle a der vorgelegten Stoppzeit ¢tV (a)
sein darf, wenn der Test randomisiert. In diesem Fall muss gelten aq > a.
Allerdings bleibt die Frage fiir nichtrandomisierte Losungen von (1.5.1) noch

offen.
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c)

Ist in Lemma 1.5.7 der Multiplikator aq gleich a wahlbar, so erhalten wir
zudem, dass der Test ¢} sich vor dem Randomisierungszeitpunkt m nur fur
H; entscheiden darf, d.h. es gilt

Vn<m P, <l,t=n)=0 V(e Z.

Begr.: Sei n < m. Dann bekommen wir aus der notwendigen Bedingung
1.5.1 b), dass auf {t = n} = {S1 < o,...,Sn—1 < Go, S = Go} Py 5.

fiir alle ¢; € ((o, ¢) gilt:

Sn > @(C1) + ndo(¢) E o — (m — n)do(C) = ¢ = 1.

Haben wir in der Situation von 1.5.7 zusatzlich dy = oo, d.h. der Trager
von PCT )
t = t"(a) mit P (S1,...,Sv-1 < a) > 0, dass eine Losung ¢} von (1.5.1),

nur zum Endzeitpunkt randomisieren darf, d.h.:

ist unendlich , so gilt unter den rechtsseitigen Ersteintrittszeiten

Vm < N Py (¢, € (0,1),t =m) = 0.

Begr.: A: 3m < N : P (¢f, € (0,1),t =m) > 0. Dann folgt aus
Lemma 1.5.7

P (¢ >0,t=N)=0.

Da dy = maxzex T(x) — b'({y) = 0o, erhalten wir
PCO(SD .. -aSN—l <a, SN—I + T(XN) > 61,0) > O,

woraus aber der Widerspruch P, (¢} > 0,t = N) > 0 entsteht. a
Dabei stellt die Forderung P, (S1,. .., Sv—1 < a) > 0 keine Einschrénkung
an die Stoppzeit t"(a) dar. Wire namlich P, (S, ...,Sy-1 < a) = 0, so
wihlte man das kleinste M > 1 mit P, (S, ..., Su—1 < a) > 0 und erhielte
tM(a) = tV(a) P-Ls.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Einschrankung, zu welchem Zeitpunkt
randomisiert werden darf, die das Lemma 1.5.7 macht, sich im allgemei-
nen nicht auf lokal gleichméBig beste Tests, d.h. Lsungen von (1.5.1) mit
CA < (, iibertragen lisst. Am Beipiel 1.5.5 a) konnen wir sehen, dass lokal

gleichmaBig beste Tests sich i.a. nach dem Randomisierungszeitpunkt nicht
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mehr fir Hy zu entscheiden brauchen und somit im Falle dy = oo eine Ran-
domisierung zum Endzeitpunkt nicht mehr zwingend wird, was die folgende
Modifikation von Beispiel 1.5.5 a) illustriert:
Man wihle Jy < 1/2 und wie in 1.5.5 a) seien N = 3, a = o = (1 — 1),
dann gilt fiir ein hinreichend kleines A > 0:

auf{t:3}ﬂ{X1 :0,X2=1,X3=1}2 5322—3’190 >&0+2d0(191)
1
fur alle 9, € (190,190+A), da2—3% >1-—19 fur Jy < 5

Auflerdem gilt auf {t =3} N{X; =0, X, + X3 < 1}:
S3<1—3% < ag+ 2d0(191) Vi > 190( dal—39%<1-— 190)

Geméfl Lemma 1.5.2 b) liefert damit der Test ¢; zu seinem Niveau eine
Losung von Hy : 9 = ¥y gegen Hy : 9 € (9, g + A). O

Die Einschrankungen, welche wir bei der Randomisierung des TV’s einer Losung
von (1.5.1) unter einseitigen Ersteintrittszeiten ¢V (a) erhalten, weisen darauf hin,
dass wir im Falle diskreter Verteilungsklassen Q nicht jedes Niveau a werden
ausschopfen konnen mit den Kandidaten fir gleichmafiig beste Tests, die gemaf
Lemma 1.5.1 in Frage kommen. Damit kann es zu solchen Niveaus o« einen
gleichmiBig besten Test fiir Hy : ( = (o gegen H; : ( > (, unter einer ein-
seitigen beschrankten Ersteintrittszeit nicht geben. Ein Beispiel hierfiir werden

wir in 1.6 liefern.
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Wir wenden uns jetzt den Negativaussagen zur gleichmafligen Optimalitat zu:
Mit Hilfe von Korollar (1.5.2) lassen sich fiir zweiseitige beschrinkte Erstein-
trittszeiten und fiir unbeschrankte Ersteintrittszeiten Situationen angeben, in
denen (lokal) gleichméBig beste Tests nicht existieren, trotz der starken Voraus-
setzung, dass einparametrige Exponentialfamilien vorliegen.

Als erstes Beispiel betrachten wir zweiseitige, beschrinkte Ersteintrittszeiten bei

Normalverteilungen fiir den Horizont N = 2.

1.5.9 Beispiel

Es seien Qy = N (9,0?), c1,¢2 € R, ¢; < ¢ und ¢t := t?(¢y, c2) eine zweiseitige,
beschrankte Ersteintrittszeit.

Seien o € (0,1), Yy € Rund (p := %. Dann gibt es keine Losung fiir das Problem
(1.5.1).

Um den Schreibaufwand bei diesem Beweis und den nachkommenden Beweisen

zu reduzieren, fithren wir folgende Bezeichnung ein:

1.5.10 Definition

Es seien S, : (2,4) — (R,B) (n € N) messbare Funktionen, ¢ : 2 — N eine
Stoppzeit und ap € R,,m € N,U C R.

Dann sprechen wir davon, dass

1) S; auf {t = m} unter Py, beliebig nahe von links an Gy herankommt, falls
gilt:
Ve >0 PﬁO(StE(&O—G,&O),t:m)>O;

2) S; auf {t = m} unter Py, beliebig nahe von rechts an G, herankommt, falls
gilt:
Ve >0 Pﬁo(StE(&o,&0+e),t:m)>0;

3) S; nimmt auf {¢ = m} unter Py, jeden Wert aus U an, falls gilt:

Vep,e0 €ERep < eyt (e1,00) CU Py, (Si € (e1,¢2),t =m) > 0.

Wird aus dem Zusammenhang ersichtlich, unter welchem W-Maf eine der oberen

Aussagen verstanden werden soll, so lassen wir den Zusatz unter Py, einfach fort.
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Beweis der Aussage in 1.5.9:

A: Es gibt eine Losung ¢; von (1.5.1). Dann folgt aus dem Korollar 1.5.2:

Jag : VG > Co Fa(Cr), so dass fiir n € {1,2} auf {t =n} P o —fs. notwendig
die Bedingungen O-1.1 und O-1.2 erfiillt sein miisen.

Wegen der Normalverteilungsannahme kann der Multiplikator aq je nach der Wahl
von «, ¥, ¢1, c2 jeden Wert aus R annehmen.

Da zum Endstoppzeitpunkt N = 2 auf {¢ = N} die ZufallsgroBe Xy — v'({p)

keiner Beschrankung unterliegt und somit jeden Wert aus R annehmen kann,
bekommen wir mit S; jeden Wert aus R auf {t = N}, so dass der Multiplikator
a(¢y) auf {t = N} festgelegt werden muss:

a) Auf {t =2} = {51 € (¢1,¢2)} gilt fiir jede Wahl von ag € R,
dass S; beliebig nahe von links und von rechts an Gy € R herankommt.
Mit den Bedingungen O-1.1 und O-1.2 auf {¢t = 2} folgt daraus :

(*) a(G) = ao — 2do(C1)

Begr. A: ay< &(Cl) + 2d0(€1) =de>0: ag<ag+e< &(C1) + 2d0(C1)
Da S; auf {t = 2} beliebig nahe von rechts an gy herankommt, gilt:

PCO(St € (C~L0,C~L0 + 6),t = 2) > 0.

Dies liefert aber einen Widerspruch zu O-1.1.
Analog fiihrt die Annahme ag > @(¢;) + 2do(¢1) zu einem Widerspruch zur
Bedingung O-1.2 aufgrund der Eigenschaft, dass S; auf {¢ = 2} beliebig

nahe von links an @y herankommt = (x).

b) Die Festlegung von a(¢;) gemaf (%) vertrdgt sich aber nicht mit O-1.1 und
O-12 auf {t =1} = {S1 ¢ (c1,¢2) }:

1. Fall Ist ag ¢ [c1, c2], so kommen wir mit S; auf {¢ = 1} beliebig nahe von
links und rechts an @y heran, so dass aufgrund von O-1.1 und O-1.2

gelten muss (vgl.a)):

a(C1) = ao — do(C1)-

Aber wegen dy((1) > 0 liefert dies einen Widerspruch zu (x).

Daher muss notwendig der andere Fall vorliegen:
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2. Fall ap € [01, CQ]
Aufgrund der Festlegung von @ in (x) formuliert sich die Bedingung
O-1.2 auf {t = 1} um zu:

0-1.2’ Sn < 61,0 = Sn S ELO — (N — n)do(cl) auf {t = 7'L} PCO\Cn_f'S' mit

n = 1.

Da S, auf {t = 1} beliebig nahe von links an ¢; herankommt, muss

wegen O-1.27 gelten:
VG > G e <ap— (N =1)do(1) < e,
und nach Grenziibergang ¢; — ( = 00 :
¢ <ag— (N —1)dy <ty < ca. (1.5.12)

Da aber dy = oo (vgl. 1.3.2.1 d)), kann diese Forderung nicht erfiillt
werden, was den Widerspruch zur Ausgangsannahme liefert. a

Der wesentliche Grund, warum in der Situation von Beispiel 1.5.9 keine gleichmafig
besten Tests existieren konnen, liegt im Zusammenwirken folgender beiden Effek-
te: Zum einen, dass die Stoppzeit ¢t auch mit positiver Wahrscheinlichkeit stoppt,

wenn die Priifgrofle die Schwelle ¢; unterschreitet und zum anderen, dass die

Grofle do(¢1) unbeschrankt ist fiir ¢; € (o, €):
Ist namlich der ,wahre® Parameter (; > (p sehr grof}, so wird der Test ¢} durch
das Stoppen, sobald die Priifgrofle die Schwelle ¢; unterschreitet, an Giite verlie-

ren im Vergleich zu einem besten Test fiir {(y} gegen {(1}.

Der Beweis zeigt uns, wie sich das Beispiel 1.5.9 leicht verallgemeinern lasst.

Der folgende Satz stellt die allgemeine Struktur heraus, die zum einen von den
zweiseitigen beschrinkten Ersteintrittszeiten und zum anderen von der Vertei-
lungsklasse bendétigt wird, damit keine gleichméaflig besten sequentiellen Tests
existieren konnen. Das anschlielende Korollar liefert konkrete Beispiele, worauf

sich der Satz anwenden lasst.

1.5.11 Satz

Es seien ¢i,co € R mit ¢; < ¢y und I,m € N mit | < m. Weiter seit : @ — N
eine Stoppzeit mit P, (t =14, St ¢ (c1,¢2)) > 0 fiiri € {I,m}, wobei wie in 1.3.2.2
Sp =Y T(Xg) — nb ().

Daberi gelte
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1) zum Zeitpunkt m:
Yao € R mit PCO(St > &0) >0

komme Sy auf {t = m} beliebig nahe von links und von rechts an ao heran;
2) zum Zeitpunkt 1:

21) Yao ¢ [01,62] mat PCO(St > &0) >0
komme S; auf {t = 1} beliebig nahe von links und von rechts an @

heran;

2.2) Sy komme auf {t = 1} beliebig nahe von links an ¢, heran;
3) (m —1)dy > ¢y — 1, mit dy aus 1.3.2.1 e).

Sei a € (0,1). Dann gibt es fir das Problem (1.5.1) keine Lésung & mit

Ecp; < 1 V¢ € (Co,€). Insbesondere besitzt das Problem (1.5.1) keine Lisung,

wenn t unter Py, abgeschlossen ist.

Beweis:

1) A: Es gibt eine Losung ¢; von (1.5.1). Dann folgt aus dem Korollar 1.5.2:
dag : V¢ > (o Ja(¢y), so dass fiir alle n € N auf {t = n} P ¢, —L.s. notwendig
die Bedingungen O-1.1 und O-1.2 erfiillt sein miissen.

Da ¢} notwendig die 1-0-Gestalt (1.5.5) besitzt, muss fiir do gelten

P, (S¢ > @o) > 0, sonst hétte der Test ¢; die Giite 0.

a) Laut Voraussetzung 1) kommt S; auf {t = m} beliebig nahe von links und
von rechts an @y heran, daher muss aufgrund der Bedingungen O-1.1 und
0O-1.2 der Multiplikator @(¢;) folgendermafien festgelegt werden:

(x) a(G1) = do — mdo(G)-
(zur Begriindung vgl. Beweis von Bsp. 1.5.9)

b) Diese Festlegung von a((;) vertriagt sich wegen der Bedingung an die Stopp-
zeit auf {t = [} nicht mit O-1.1 und O-1.2:

1.Fall Ist ao ¢ [01,62],
so kommen wir laut Voraussetzung 2.1) mit S; auf {¢t = [} beliebig
nahe von rechts und von links an @g heran, so dass aufgrund von O-1.1

und O-1.2 gelten muss

a(C1) = o — ldo(C1)-
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Aber wegen dy(¢1) > 0 liefert dies einen Widerspruch zu (x) .
Daher muss notwendig vorliegen:
2.Fall C~L0 S [Cl, 02].
Aufgrund der Festlegung von ag in (x) formuliert sich die Bedingung

0-1.2 um zu:
0-1.27 S <ay= S <ag— (m—1)do((y) auf {t =1} P<0|Cl-f.s..

Da laut Voraussetzung 2.2) S; auf {¢ = [} beliebig nahe von links an
c1 herankommt, muss wegen O-1.2” gelten:

V(> G ¢ <dg— (m—1)do(C1) < e
und nach Grenziibergang ¢; — ¢ = oo :
c < ag— (m - l)do < ag < co. (1513)

Da aber g € [c1, ¢o], liefert diese Aussage einen Widerspruch zur Vor-

aussetzung 3).

2) Ist ¢ sogar abgeschlossen unter P, dann gilt gemif Lemma 1.5.1, dass jede
Losung von (1.5.1) auf H; Giite kleiner als 1 besitzt. Wegen 1) kann es aber dann
keine Losungen von (1.5.1) geben.

O

Die in 1.5.11 angegebenen Voraussetzungen werden fiir zweiseitige, beschrankte
Ersteintrittszeiten z.B. von den Klassen der Normalverteilungen und der Gam-

maverteilungen erfiillt:

1.5.12 Beispiele: Negativaussagen fiir zweiseitige beschrankte
Ersteintrittszeiten

Es seit =tV (c1,co) eine zweiseitige, beschrinkte Ersteintrittszeit mit
c1,02 €ER) ¢1 <oy N € N\ {1} . Dann gilt:

a) Es seien Q@ = {N'(9,0%) |9 € R}, 0,99 € R und { := 2% und o € (0,1).
Dann gibt es keine Losung fir das Problem (1.5.1).

b) Es seien Q@ = {T'(0,p) | ¥ € (0,00)}, p, 99 € (0,00) und (p := Yo und
a€ (0,1),N > 3.
Weiter sei co < (N — 2)dy und c3 — ¢1 < dy, wobei dy = % (vgl. 1.3.2.3 ¢).
Dann gibt es keine Lésung fiir das Problem (1.5.1).
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Bewelis:

Wir wenden Satz 1.5.11 an auf den Fallm =N und [ = N — 1.
Es bleibt zu zeigen, dass die Voraussetzungen 1)-3) in den Situationen a) und b)
erfiillt werden.

Laut Definition von t gilt:

{t:N} = {SkE(Cl,CQ)Vk<N, SNER}
{t=N-1} = {Sp€(c1,ca)VE <N =1, Sy_1 ¢ (c1,¢2)}-

a) Die Zufallsgrofien X, ..., Xy sind unter Py stochastisch unabhéngig und
N (9, o?)-verteilt.

i) Dazum Endzeitpunkt N die letzte Beobachtung X y keiner Beschrinkung
unterliegt, erhalten wir, dass Xy — 0'((p) auf {t = N} jeden Wert aus
R annimmt.

Damit ist die Bedingung 1) erfiillt.

ii) Da S; auf {t = N —1} jeden Wert auerhalb von [ci, ¢o] annimmt, sind
auch die Bedingungen 2) erfiillt.

iii) Wegen dg = oo ist 3) fiir alle ¢, ¢co € R erfiillt.

b) Die Zufallsgrofien X, ..., Xy sind unter Py stochastisch unabhingig und
['(9, p)-verteilt.
Sel dp € R mit PCO(St > &0) > (. Dann gllt ag € (—OO, Co + do)

Begr.: Fiir jedes n < N gilt dy — X, < dj PCo|cn — f.s..
Wegen S, = 37 (T(X;) —'(Co)) = Sn—1 + (do — Xi)(vgl.1.3.2.3 ¢)),
erhalten wir fiir n < N auf {t =n} : S, <cz+do Py e, — f-s-
Ware ag > co + dy, so wiirde aufgrund der notwendigen 1-0 Gestalt
(1.5.5) der Losungen von (1.5.1) die Aufgabe (1.5.1) durch einen Test
der Giite 0 gelost werden. = ay < ¢o + dp.

i) Dacy < (N—1)do und dy—X; (i < N) jeden Wert aus (—oo, dy) annimmt,
erhalten wir auf {t = N}, dass Sy_; jeden Wert aus (¢, ¢2) annimmt.
Somit kénnen wir mit S; auf {t = N} jeden Wert aus (—oo, c3 + dy) anneh-
men. Daraus folgt die Bedingung 1).

ii) Wegen ¢; < (N — 2)dy, kann Sy_o auf {t = N — 1} jeden Wert aus

(¢1,¢2) annehmen und somit S; auf {t = N — 1} jeden Wert aus
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(—00, ¢y +do) \ (c1, c2). Daraus erhalten wir die Bedingungen 2).

iii) Laut Voraussetzung ist die Bedingung 3) erfiillt. a
Eine zu Korollar 1.5.12 entprechende Negativaussage lasst sich fiir das Testen
unter beschrinkten einseitigen Ersteintrittszeiten fiir das Problem (1.5.3) ma-
chen, wenn das Stoppen der Ersteintrittszeit gegenldufig zum Problem (1.5.3)

erfolgt. Dazu modifizieren wir den Satz 1.5.11 auf die Struktur einer einseitigen

beschrankten Ertseintrittszeit:

1.5.13 Satz

Es seien ¢ € R und I,m € N mit | < m. Weiter seit: Q — N eine Stoppzeit mit
Pr(t =1, 5, >¢) >0 firie {l,m}, wobei wie in 1.3.2.2
Sn = p_1 T(Xg) —nb' (). Dabei gelte

1) zum Zeitpunkt m:
Yag € R mit PCO(St < &0) >0

komme Sy auf {t = m} beliebig nahe von links und von rechts an ao heran;
2) zum Zeitpunkt 1:

21) Vay > ¢ mit PCO(St < &0) >0
komme Sy auf {t = 1} beliebig nahe von links und von rechts an ag

heran,

2.2) Sy komme auf {t =1} beliebig nahe von rechts an c heran;

3) 11m§1_>£ dO(Cl) = —0OQ.

Sei a € (0,1). Dann gibt es fir das Problem (1.5.3) keine Lisung ¢ mit
Eepp < 1V(¢ € (¢, o). Insbesondere besitzt das Problem (1.5.8) keine Lisung,

wenn t abgeschlossen unter P, ist.

Beweis:
A: Es gibt eine Losung ¢} von (1.5.3). Dann folgt aus der Bemerkung 1.5.3:

1 <
Jdap € R mit ¢; = {0 fur S S ao PC0|ct —fs., (1.5.14)

und V¢ < o Ja(C1), so dass fiir n € N auf {¢ = n} P . —fs. notwendig die
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Bedingungen O-1.1 und O-1.2 erfiillt werden miissen.
Wegen der 1-0-Gestalt von ¢ muss P, (S; < ag) > 0 gelten, weil sonst der Test
¢y die Giite 0 hatte.

a) Laut Voraussetzung 1) kommt S; auf {t = m} beliebig nahe von links und
von rechts an ag heran, so dass wegen den Bedingungen O-1.1 und O-1.2
folgt

(*) a(C) = ao —mdo(C1)-

b) Diese Festlegung von a((;) vertrigt sich aufgrund der Bedingungen an die
Stoppzeit auf {¢t = [} nicht mit O-1.1 und O-1.2:

1.Fall Ist ay > c,
so kommen wir laut Voraussetzung 2.1) mit S; auf {¢ = [} beliebig
nahe von rechts und von links an ay heran, so dass aufgrund von O-1.1

und O-1.2 gelten muss

a(¢1) = ao — ldo(C1).

Wegen dy(¢1) < 0 liefert dies aber einen Widerspruch zu (%) .

Daher muss notwendig vorliegen:

2.Fall ag <ec.
Dann gilt a(¢;) — ldo(¢1) < ¢, da es sonst ein € > 0 gidbe mit
c<c+e<a(lr)+1dy(¢r). Aufgrund der Bedingung 2.2) wiirde dann
P, (Si € (¢,c+€),t =1) > 0 gelten, was aber einen Widerspruch zu
O-1.1 ergibt.
Mit der Festlegung von a(¢;) in () erhalten wir

o — (m — 1)do(¢1) < ¢ VG < o

Die Voraussetzung lim¢_,¢ do((1) = —oo liefert schliefilich den Wider-

spruch.

2) Ist ¢ sogar abgeschlossen unter P, dann gilt gemafl Lemma 1.5.3, dass jede
Losung von (1.5.3) auf H; Giite kleiner als 1 besitzt. Wegen 1) kann es aber dann
keine Losungen von (1.5.1) geben.

O

Die Aussage von Satz 1.5.13 formuliert genau das, was man von der Anschauung
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ohnehin erwarten wiirde:

Sofern ein gleichméfBig bester sequentieller Test o fiir das Problem Hy : ¢ = (,
gegen H, : ( < (p existiert, muss er die 1-0-Gestalt (1.5.14) besitzen. D.h. er
muss sich bei kleinen Werten der Priifgroe S,, (n € N), in welcher isotoner Dich-
tequotient vorliegt, fiir H, entscheiden, dagegen bei groflen Werten der Priifgrofie
bei Hy : ¢ = (; bleiben. Unter einer Stoppzeit ¢, die vorschreibt nur bei grofien
Werten der Priifgrofie zu stoppen, sich also gegenlaufig zum TV Napverhiilt, verliert
das TV ¢ offensichtlich an Giite und wird daher nicht gleichmafig optimal sein
konnen. )

Der Satz 1.5.13 hat aber weiter reichende Konsequenzen:

Zunachst folgt daraus, dass unter den Voraussetzungen aus 1.5.13 ein gleichméafig
bester sequentieller Test fiir Hy : ( < (y gegen H; : ( > (p, falls er existiert, i.a.
nicht die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art unter allen a-dhnlichen Tests minimieren
wird, so wie wir es aus der klassischen Testtheorie her kennen. Zum anderen hat
der Satz 1.5.13 Auswirkungen auf die Anforderungen an die Verteilungsklasse,
um gleichmafiig beste Tests fiir Hy : ( < (p gegen H; : ( > (, zu garantieren,
worauf wir im Abschnitt 1.6 zu sprechen kommen.

Es folgen zwei Beispiele, auf die sich der Satz 1.5.13 anwenden lasst.

1.5.14 Beispiele: Negativaussagen fiir einseitige beschrankte

Ersteintrittszeiten

Es seit =tN(c) mit c € R, N € N\ {1,2} eine einseitige beschrinkte Erstein-
trittszeit. Dann gilt:

a) Es seien Q = {N(9,0%) | 9 € R} und 9y € R, o € (0,1). Dann gibt es
keine Losung fiir das Problem (1.5.3) Léosung und somit auch keine Lésung
fir das Problem (1.5.2).

b) Seien Q ={T'(J, ) | ¥ € (0,00)}, Uo € (0,00), do := £ und
¢ < (N —1)dy. Weiter sei a(0,1). Dann gibt es keine Lésung fir die Pro-

bleme (1.5.3) und (1.5.2).

Bewelis:

Wir wenden Satz 1.5.13 auf den Fall m = N und [ = N — 1 an und zeigen dazu,

dass die Voraussetzungen 1)-3) in den Situationen a) und b) erfiillt werden.

a) Da zum Endzeitpunkt N die letzte Beobachtung Xy keiner Beschrinkung
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unterliegt und diese alle Werte aus R annehmen kann, gilt:

VaeR, keN: P, (Sy € (a,a+1/k),S1,...,8v-1<¢) >0
und PCO(SN € (a,a—1/k),S1,...,5v 1 < c) > 0.

Damit wird die Bedingung 1) in 1.5.14 erfiillt. Aufgrund der Definition von
t werden auch die Bedingungen 2) fiir [ = N — 1 erfiillt, da S; jeden Wert
grofler oder gleich ¢ annehmen kann.

SchlieBlich haben wir do((1) = Do(G) — 0 (Go) = (G + Co) — 02 = 02(y,
so dass fiir (; — —oo auch 3) erfiillt wird.

Sei ap € R mit P, (S; < @g) > 0, dann gilt @y € (—oo,c+ dp) :

Denn fiir jedes n < N gilt dy — X,, < dy PCo\cn_f-S--

Da S, = Y0 (T(Xi) = V(o)) = Sn-1 + (do — X,,), erhalten wir fiir
n< Nauf {t=n}: S, <c+dp Pge,—ts.

Wire dg > c+dp, so wiirde aufgrund der notwendigen Gestalt (1.5.14)
der Losungen von (1.5.3) das Problem (1.5.3) durch einen Test der
Giite 1 gelost werden . Ein solcher Test kann aber wegen der Ab-
geschlossenheit von ¢ unter P, aufgrund der Aquivalenz der einge-
schrankten Mafle hier nicht auftreten (vgl. Bemerkung 1.5.3).

Zum Endzeitpunkt /N unterliegt die Beobachtung Xy keiner Beschrankung,
daher kommt Sy beliebig nahe von links und rechts an a heran, d.h. die
Bedingung 1) wird erfiillt.

Da ¢ < (N — 1)dy, gilt wegen Sy_1 € ( — oo, (N — 1)d) Pgiey ,-Ls. und
der Definition von t: P (Sy_1 >¢c,t=N—1)>0.

Demnach kann Sy_1 auf {t = N — 1} jeden Wert aus (c, ¢ + dy) annehmen
und es folgen die Bedingungen 2).

SchlieBlich haben wir mit

_ o WG) —b(G) o log(Go) —log(Ci) |
0= TeTe o T et T
—r — f'llI' Cl \l, 0
auch 3) erfiillt. =

Abschlieflend wollen wir Negativaussagen fiir unbeschriankte Ersteintrittszeiten

beweisen.
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Zunachst konnen wir die Negativaussagen, welche Korollar 1.5.12 fiir Normal-
verteilungen und Gammaverteilungen unter zweiseitigen beschrankten Erstein-
trittszeiten macht, auch unter unbeschrankten, zweiseitigen Ersteintrittszeiten

beweisen. Zur Vorbereitung modifizieren wir den Satz 1.5.11 zu

1.5.15 Satz

Es seien ¢1,co € R mit ¢; < ¢y und I,m € N mit | < m. Weiter seit : @ — N
eine Stoppzeit mit P, (t =1, St ¢ (c1,c¢2)) > 0 firi € {I,m}, wobei wie in 1.3.2.2
Sp =31 1 T(Xg) — nb' (o). Dabei gelte fir i € {l,m}

1) Yao ¢ [01,62] : PCO(St > a,()) >0

komme S; auf {t =i} beliebig nahe von links und von rechts an ao;

2) Sy komme auf {t = i} beliebig nahe von links an ¢, heran und von rechts

an cs.
3) (m—1)dy > ¢y — ¢y, mit dy aus 1.3.2.1 e).

Sei a € (0,1). Dann gibt es fiir das Problem (1.5.1) keine Lisung ¢ mit

Eco; < 1Y(¢ € ((o,¢). Insbesondere besitzt das Problem (1.5.1) keine Lisung,

wenn t abgeschlossen unter P, ist.

Beweis:

~

1) A: Es gibt eine Losung ¢} von (1.5.1) mit E; ¢; < 1V¢ € ((p, (). Dann folgt
aus dem Korollar 1.5.2:

dag : V¢ > (o da(¢), so dass fiir n € N auf {t = n} P ¢, —L.s. notwendig die
Bedingungen O-1.1 und O-1.2 erfiillt sein miissen.

Da ¢} notwendig die 1-0-Gestalt (1.5.5) besitzt muss fiir @, gelten

P, (Sy > @g) > 0, sonst hitte der Test ¢} die Giite 0.

1.Fall Ist @y ¢ [c1, co], so folgt aus 1) zusammen mit O-1.1 und O-1.2

a(Cl) = ao—mdo(C)
= Gy — ldo(¢h),

was einen Widerspruch zu dy(¢;) > 0 liefert.

Daher muss notwendig vorliegen:
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2.Fall ag € [c1, co]. Dann folgt aus 2) zusammen mit O-1.1 und O-1.2

d(CI) + de(Cl) € [61,02] V<1 > C(), 1 € {l,m}
= (m — l)d() S Co — C1,

was den gewiinschten Widerspruch liefert.

2) Die Negativaussage fiir den Fall, dass ¢ abgeschlossen unter P, ist, folgt ent-
sprechend zum Beweis von 1.5.11.
O

Damit erhalten wir unmittelbar:

1.5.16 Beispiele: Negativaussagen fiir zweiseitige unbeschrankte

Ersteintrittszeiten

Es sei t = t(c1, co) eine zweiseitige, unbeschrinkte Ersteintrittszeit mit

c1,c2 € R, ¢y < cy . Dann gilt:

a) Es seien Q= {N(9,0%) |9 € R}, 0,9y € R und {, := % und o € (0,1).
Dann gibt es keine Losung fiir das Problem (1.5.1).

b) Es seien Q@ = {I'(W,p) | 9 € (0,00)}, p,99 € (0,00) und (o := ¥y und
a€(0,1).
Dann gibt es keine Losung fir das Problem (1.5.1).

Bewelis:

Dazu verweisen wir auf den Beweis von Korollar 1.5.12. Anzumerken ist zum

einen nur, dass die Stoppzeit t(c1, c2) im iid-Modell abgeschlossen unter P, ist:

Dies folgt z.B. aus dem Satz von Stein (vgl. Schmitz [Sch], S.380), da gilt:
Sn = >y D; mit ZufallsgroBen D; = T(X;) — b'({o), die unter P, sto-
chastisch unabhéngig und identisch verteilt sind, wobei E;D; = 0 und
Py (D > 0) > 0.

Und zum anderen ist in b) zu bemerken, dass fiir den Multiplikator G aus (1.5.5)
gilt ag € (—00, ca+dyp), da sonst (1.5.1) durch einen Test der Giite 0 gel6st werden
wiirde (vgl. Beweis von (1.5.12) ). Wegen S, € (= c0,ndo) Py, ¢, -£:s., gibt es ein
hinreichend grofies I € N mit P (S; > ¢o,t =1 — 1) > 0. Damit kénnen wir mit
Sy auf {t =1} jeden Wert a € [cq, 2 + dy) U (—00, ¢1] annehmen. Es werden also

die Bedingungen 1) und 2) fiir [ und somit auch fiir jeden spéteren Zeitpunkt
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m > [ erfiillt. Wir wahlen schliefilich m so grof3, dass m — [ > ¢y — ¢1, so dass der
Satz 1.5.8 greifen kann. a

Fiir einseitige unbeschrankte Ersteintrittszeiten konnen wir die Negativaussage
sogar auf beliebige einparametrige Exponentialfamilien Q, ausgenommen Bernoulli-

Gleichberteilungen, ausdehnen.

1.5.17 Satz: Negativaussage fiir einseitige unbeschriankte
Ersteintrittszeiten

Es seien ( E% und Q eine einparametrige Exponentialfamilie, fir die Qg) keine
Laplace-Verteilung iber {—u,u} fir ein u > 0 ist.

Weiter sei t = t(c) = inf{n € N | S, > ¢} eine einseitige Ersteintrittszeit mit
c € R derart, dass t # 1, wobei wie in 1.3.2.2 S, = >, _ T(Xy) — nb'({o)-

Sei a € (0,1), dann gibt es fiir das Problem (1.5.1) keine Losung ¢

Beweis:

~

A: Es gibt eine Losung ¢; von (1.5.1) mit E. ¢f < 1V( € (¢, ¢).

Dann folgt aus dem Lemma 1.5.1: Jay € R, so dass ¢} = {(1) Stzao P40|Ct—f.s. auf
{t < o0}.

Es sei ¢, € (Co,¢). Dann erhalten wir aus Korollar 1.5.2 a): es gibt ein a((;) € R,
so dass fiir alle n € N auf {t = n} Py e, -ts. gilt:

O-1.1 S, > ap = Sp > a(C1) + ndo((1)-

Beh.1: Es gibt eine Teilfolge (n;);en mit lim;_, o, 1; = 00, so dass:

PCl(Snl >C~L0,t:nl) >0 VieN

Begr.: Da E¢, ¢ > 0, gibt es ein ng € N mit
PCl (Sno > &O,t = no) > 0,

und wegen ¢ #Z 1 kann ng > 1 gewéhlt werden.
Daher gibt es A > € > 0 derart, dass

(x) Pry(t=mng, c— A < Spy_1 <c—¢€, Spy > ag) > 0.
Wir zeigen, dass es unendlich viele A > € > 0 und [ = [(A,€) € N gibt mit

(**) PCI (t =T + l; Cc— A S Sno+l—1 S C—E€, S’no—H > &0) > 0.
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1. Fall:

2. Fall:

Da S, = Y i, D; mit Zufallsgréflen D; = T(X;) — ¥'({o), die unter P,
stochastisch unabhangig und identisch verteilt sind, konnen wir den Prozess

(Sp)nen als Random-Walk auffassen. Fiir seine Zuwéchse haben wir
Pr,(D; > 0) >0 und P, (D; <0) >0,

weil gemaf} 1.3.2.1 gilt E,,D; = 0.
Wir fiihren den Nachweis von (x*) zundchst fir den Fall aus, dass (Sp)nen
eine einfache Irrfahrt ist mit P, (D1 = u) = 1— P, (D; =d) mitu < 0 < d.

ap < ¢
Dann gilt {t =n} C {S, > ao} Vn € N und () erhélt die Gestalt

Pr(t=mng, c= A< Sp—1 <c—¢€ Spy >¢) >0,

wobei A > € so gewihlt werden kann, dass ¢ — A +u > c.
Da u < 0 < d, gibt es zu €/2 natiirliche Zahlen m,n mit

(x*x%) 0<md+nu<e/2.

Somit konnen wir den Pfad bis ng — 1 mit ¢ — A < S,,,—1 < ¢ — € derart
verlangern, dass zunachst m-mal hintereinander der Random-Walk um je-
weils d absteigt und danach n-mal in Folge um jeweils u aufsteigt, so dass

wir erhalten:

Po(S1<¢,...,8,2<¢c—A< S, 1<c—¢€ Sy <¢,...,
Sn0+m+n72 <¢, c— A S Sno+m+n71 S Cc— 6/2, Sn0+m+n Z C) > 0.
Auf diese Weise konnen wir bei gegeigneter Wahl von A > € > 0 beliebig

lange Endstiicke nach ny anhéngen, so dass wir (xx) fiir unendlich viele
[ € N erfiillt haben.

ZLO 2 C.
Dann bekommen wir analog zum 1. Fall , dass fiir unendlich viele [ € N gilt

PCl (t =ng+1, Sno-H > &0) > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass sogar Pr,(t = ng + 1, Sposs > Go) > 0 gilt.
Hierfiir brauchen wir zusatzlich die Voraussetzung, dass QZ; keine Laplace-
Verteilung iiber {u, —u} mit u > 0 liefert. Fiir die einfache Irrfahrt bedeutet
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Beh.2:

Begr.:

dies, dass u # |d|. Damit kénnen wir (* * %) noch etwas verschérfen zu:
VO<A<edmneN: A/2<md+nu<e/2
Daraus erhalten wir mit der Konstruktion aus dem ersten Fall
Pr(S1<¢,...,S,2<¢c—A< S 1<c—¢€ Sy <¢,...,
Snotman-—2 <€ ¢ — N2 < Spiimin-1 < €—€/2,Sngtmin > Go) > 0,

wobei A > 0 derart, dass ¢ — A 4+ u > ag, woraus wir schliellich Beh.1 fiir
den Fall der einfachen Irrfahrt bekommen.

Da fiir die vorherigen Uberlegungen von der Struktur der einfachen Irrfahrt
nur bendtigt wurde, dass Pr,(Dy > 0) > 0 und P, (D; < 0) > 0 gilt, ist
(x%) und die Beh.1 auch fiir den allgemeinen Fall bewiesen.

FEs gibt ein E > 0, so dass fiir die Teilfolge (n;);en aus Beh.1 gilt
PCl(Snl > Qg +E, t= nl) < PC1(Sn1 > ag, t = nl) Vie N

Da aufgrund von Beh.1 fir jedes | € N ein A > 0 g¢ibt, so dass
PCl(Sl <e¢ ...,c— A< Snl—l <e¢c, Snl—l +Dn1 > CNL()) > 0,

bekommen wir wegen der Unabhangigkeit und wegen der identischen Ver-
teilung der Dy, zundchst: Pr, (D1 > max(A, ao — A)) > 0.
Aufgrund P, (D; < 00) gibt es dann ein E > 0, so dass

PCI (Dl > maX(A, &0 - A) + E) < PCI (Dl > maX(A, a,o - A)),
woraus wir zusammen mit der Unabhangigkeit und identischen Verteilung

der Dy, die Beh. 2 erhalten.

Da dy(¢1) > 0, kénnen wir ein hinreichend grofles | € N finden mit
a(C1) + mdo(C1) > ao + E.

Doch hiermit bekommen wir auf {t = n} gemdfs O-1.1, dass Py,|c, -f-s. gilt
{Sn, > a0} C {Sn, > a0+ E}, was einen Widerspruch zu Beh.2 liefert.

~

Folglich gibt es keine Lisung ¢ von (1.5.1) mit Ecp; <1 V¢ € ((1,().

Schliefllich bleibt noch zu erwahnen, dass ¢ unter P, abgeschlossen ist, so dass

wir fiir (1.5.1) auch keine Losungen von Giite 1 erhalten kénnen:

Da wir (S,)nen als Random-Walk auffassen kénnen mit Zuwéchsen
D; =T(X;) = V(¢) # 0 Pre,—f.s., fiir die nach 1.3.2 gilt E,,D; = 0, folgt aus
dem Satz von Chung-Fuchs: P (t(c) < o0) = 1. O
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1.5.18 Bemerkung

a) In Satz 1.5.17 haben wir den Fall herausgenommen, dass QZ; eine Laplace-
Verteilung iiber {u, —u} fiir ein u > 0 definiere. Es fragt sich, ob es fiir diesen
Spezialfall Beispiele gibt, so dass wir unter ¢(c) eine Lésung von (1.5.1) erhalten.
Wir konnen fiir den Fall @ = {B(1,9) | 9 € (0,1)} und ¥y = 1/2 ein Beispiel

angeben :

Fiir die Zuwéchse D; der einfachen Irrfahrt (S, ),en haben wir
D;=X,—1/2€{1/2,-1/2}. Essei c=1—9y =1/2 und ¢ = t(c), dann gilt fir
neN n>1

{t=n}={S1<1/2,...,8,.1<1/2,D, =1/2}.

Der sequentielle Test ¢F mit ¢f = 1 auf {¢ = 1} und ¢} = 0 auf {¢t > 1} liefert
einen gleichmiBig besten sequentiellen Test fiir Hy : ¥ = 9 gegen H; : ¥ > VY,

zum eigenen Niveau o = 1/2.

Begr.: Fiir 9, > 99 = 1/2 werden durch a(?;) = 1/2 — do(¥1) die Bedingun-
gen O-2.1 und O-2.2 aus Korollar 1.5.2 erfiillt, denn fiir n > 2 gilt auf {t = n}
Sn < 1/2 <1/2+(n—1)dy(¥1), was mit ¢} = 0 zusammenpasst. Die Behauptung
folgt damit aus Korollar 1.5.2.

Da jede Laplace-Verteilung tiber {u, —u}, u > 0 durch Skalentransformation aus
einer Bernoulli-Gleichverteilung hervorgeht, liefert das obige Beispiel die einzi-
ge Situation, in der unter einer einseitigen unbeschrankten Stoppzeit ein lokal
gleichmaBig bester Test existiert. O

Hiermit schliefen wir die Negativaussagen.

Das Beispiel 1.5.9 und der Satz 1.5.11 liefern neben den Negativaussagen, die
sie machen, auch Hinweise dariiber, was fiir eine Struktur feste beschrankte Er-
steintrittszeiten ¢V (cy,cy) besitzen miissen, damit gleichmiBig beste Tests bei
einparametrigen Exponentialfamlien auftreten konnen. Die Struktur der Stopp-
zeit muss natiirlich die der TV’s aus 1.5.1 respektieren. Weiter muss fiir stetige
Verteilungsklassen gelten:

ag € [c1,¢), 2 —c1 > dy.

Die ersten Beispiele fiir gleichméaflig beste Tests, die einseitigen und zweiseitigen
CIP’s, geniigen dieser Strukturforderung. Daher liegt es nahe, allgemeinere Aus-

sagen iiber gleichméfiige Optimalitat fiir einseitige und zweiseitige beschriankte



1.6 GleichmaBig beste Tests bei fester beschrankter einseitiger Stoppzeit 55

Ersteintrittszeiten zu formulieren.
Im folgenden Abschnitt untersuchen wir zunéchst, welche hinreichenden Bedin-
gungen an die Verteilungsklassen gefordert werden miissen, damit unter einseiti-

gen, beschrankten Ersteintrittszeiten gleichmaflig beste Tests existieren konnen.

1.6 Gleichmaflig beste Tests bei fester

beschrankter einseitiger Stoppzeit

In diesem Abschnitt sei @ = {Qy | ¥ € O} eine einparametrige Verteilungsklasse,
derart, dass {Py|c, | ¥ € O} fiir jedes n € N einen isotonen Dichtequotienten in
einer Statistik .S,, besitzt.

Weiter seien ¥y €0 sowie a € (0,1). Zum Horizont N € N betrachten wir eine
beschrénkte Stoppzeit ¢ : Q2 — {1,..., N} (bzgl. A). Dabei fordern wir, dass fiir
die Stoppzeit ¢ zusatzlich gelte: es gibt Schwellen a,, mit

Vn < N: {t=n} C{Sy >a,} Pyc,-fs. VIeO. (1.6.1)

Eine Stoppzeit ¢, welche der Bedingung (1.6.1) geniigt, bezeichnen wir im fol-
genden als rechtsseitige Stoppzeit. Fiir unsere Untersuchungen ist nach geeigneter
Skalierung der Priifgroflen der Fall a,, = aqVn € N von besonderer Bedeutung.
Es sollen im folgenden hinreichende Bedingungen dafiir hergeleitet werden, wann
unter ¢ gleichméfiig beste Tests z.N. « fiir Hy : ¥ < ¥y gegen Hy : 9 > 9y (d.h.
Losungen von (1.2.2) mit 95 = o) existieren bzw. wann es gleichméBig beste
Tests z.N. « gibt fiir Hy : 9 = 9 gegen H, : 9 < ¥y, (d.h. Losungen fiir das
Problem (1.5.3)).

Wir werden im weiteren bei der Benennung der Testprobleme diese suggestive
Sprechweise beibehalten: allgemeiner verstehen wir unter gleichmaflig optimalen
Losungen fiur Hy gegen H; z.N. o unter ¢, Losungen des Problems

Eypy < sup V9 € H;
Eﬁth <« V9 e H,

(1.6.2)

Wird aus dem Zusammenhang ersichtlich, unter welcher Stoppzeit ¢t das obige

Problem betrachtet werden soll, so lassen wir den Zusatz unter t einfach fort.

In Beispiel 1.5.9 sahen wir, dass fiir die Klasse der Normalverteilungen unter

Ersteintrittszeiten mit 2-seitigem Stoppgebiet aufgrund der Unbeschranktheit
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von do((1) fiir ¢ > (o keine (lokal) gleichmafig besten Tests existieren konnen.
Diese Schwierigkeiten entstanden aus der Bedingung (1.5.12) durch die untere
Stoppgrenze c;. Lassen wir die untere Stoppgrenze fort, betrachten also einsei-

tige, beschriankte Ersteintrittszeiten ¢ = t¥(cy), so liefert der Beweis von 1.5.9,

dass
« .. >
©; :{0 fir S, - ag
eine gleichméfig beste Losung von (1.5.1) zum Niveau o := E¢, ¢} ergibt mit
G = g—g. Aus diesen Voriiberlegungen bekommen wir ein erstes Beispiel fiir

gleichméaflige Optimalitit, was vom Curtailing Inspection wegriickt.

1.6.1 Beispiel
Es seien Qy = N (9,0?), a € (0,1), N € Nund 9y € R, 0 > 0 fest. Ferner sei

N
dp = inf{a € R | ZPﬂo(Sk <aVk<n,S,>a)<a}

n=1

Hierzu betrachten wir die einseitige Ersteintrittszeit ¢ = t"(ag), dann liefert der

sequentielle Test
D R
o) = 0 ur S, < o

eine gleichméiBig optimale Losung fiir Hy : 9 = 9y gegen H; : 9 > J.

Beweis:

Fiir den Beweis betrachten wir das Problem in natiirlicher Parametrisierung
¢(9) = %, wobei (o := ((d). Hinreichend fiir die gleichméfige Optimalitit von
o; fiir Hy : ¢ = (o gegen H; : ¢ > (o ist gemaB Korollar 1.5.2 b)

i) E¢, ¢f = a und

ii) V¢ > G Ja(C1), so dass fiir alle n € {1,...,N} auf {t = n} Py -Ls. die
Bedingungen O-2.1 und O-2.2 erfiillt sind.

Zu ii) Es sei (; > (p. Dann gilt:

1) Auf {t = N} miissen wir @y wegen der Bedingungen O-1.1 und O-1.2 fol-
gendermaflen festlegen (vgl. Satz 1.5.11)

a(C1) = Go — Ndo(Gr).- (1.6.3)
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2) Diese Festlegung vertrdgt sich auch mit den hinreichenden Bedingungen
0O-2.1 und O-2.2 fur n < N auf {t = ’I’L} = {51, ey Spo1 < ag, Sp > &0},

denn

- da @, eine stetige Verteilungsfunktion besitzt, gilt
P, (Sn, = ap) = 0Vn € N und somit ist O-2.1 trivialerweise erfiillt,

-aus S, < ag — (N —n)do(¢1), folgt S, < ay.

Zu i) Da P, (Sp, = Go) = 0VYn < N, gilt P, (S: = @) = 0. Aus dem nachfolgenden
Lemma erhalten wir daraus zusammen mit der Definition von ag, dass der Test

¢y unter Py, das Niveau a voll ausschopft, d.h. es gilt F. ¢ = o a

1.6.2 Lemma: Ausschopfen von «

Es sei Q eine beliebige einparametrige Verteilungsklasse. Weiter seiten N € N
und Sy, : (2, A) = (R,B) beliebige messbare Abbildungen (n < N).
Weiter betrachten wir zu a € R die rechtsseitigen, beschrankten Ersteintrittszeiten

tN(a) :=inf{n < N | S, > a}.
Zu o € (0,1) sei ag = inf{a € R | Py,(Syv(q) > a) < a}. Dann gilt:

Py (Syv(ag) > o) < a und Py, (Sinae) > Go) >

Bewelis:

Die Aussagen folgen aus der Defintion von ag unter Benutzung der Stetigkeit des
W-Mafles Py,. O

Der Beweis von Beispiel 1.6.1 weist darauf hin, dass die Optimalitatsaussage sich
fiir diejenigen einparametrigen Exponentialfamilien verallgemeinern lassen wird,
fiir die QgT eine stetige Verteilungsfunktion besitzt. Fur solche Verteilungsklassen
hat ndmlich aufgrund des iid-Modells auch PCS“ eine stetige Verteilungsfunktion.
Dabher ist die Frage naheliegend, ob sich die Aussage auf weitere Verteilungsklas-
sen ausdehnen lasst.

In der klassischen Testtheorie (d.h. bei festen Stichprobenumfang) geniigt es be-
kanntermaflen, dass Q" einen isotonen Dichtequotienten in einer Statistik S'n be-
sitzt. In dieser Situation minimiert ein gleichmiBig bester Test ¥ fiir Hy : 9 = 9
gegen H; : 19 > 19y auch die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art unter allen a-ahn-
lichen Tests. Dagegen zeigt das Korollar 1.5.14, dass sich unter rechtsseitigen
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beschrénkten Ersteintrittszeiten ¢VV(c) selbst fiir Normalverteilungen oder fiir
Gammaverteilungen die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art sich nicht durch einen
sequentiellen Test minimieren lasst. Auflerdem zeigt folgendes Beispiel, dass die
Isotonieforderung an den Dichtequotienten aus der klassischen Statistik i.a. nicht
ausreichen wird, um gleichmiBig beste sequentielle Tests fiir Hy : ¥ = ¥y gegen

Hy : 9 > 9y unter einseitigen, beschrankten Stoppzeiten zu erhalten.

1.6.3 Beispiel

Es seien @ = {R(J,1) [0 <1}, N=2, g =0und o = .
Gemaf} 1.3.3 hat Q" einen isotonen Dichtequotienten in S, = min(Xq,...,X,)
auf ganz 0 = (—oo,1). Aber unter ¢ = t*(a) = inf{n < 2 | min(X},...,X,) > a}
mit @ = % gibt es keinen gleichmifig besten sequentiellen Test fiir Hy : ¥ = 0
gegen Hy : ¥ € (0,1) zum Niveau a.
Beweis:
A: Es gibt einen gleichmiBig besten Test ¢} fiir H, gegen Hy z.N. a = %. Dann
liefert o} auch Lésungen von (P?) fiir Hy : 9 = 0 gegen H; : ) = i und fiir H,
gegen Hy : Uy = 3.
Da ¥, < a, gilt fiir die Dichtequotienten (vgl. 1.3.3):

M 1

4
=——=—auf {t=1}={X; >1/2

M 0
2 :{ U fir min(Xy,Xs) 9

My | ()’ >
0 . min(Xy, X5) < 1/4
_ f £{t=2}={X; <1/2}.
{19—6 Iy x> MIUET =S

M2 0
%0 = 1 fur X1 < 192
M 1 1—9o >

()

My 0
= fur min(Xy, X
Mgo {( 1 ( 1 2)

AVARVAN

= 0 auf {X; < 1/2}.
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Eine Losung von (P}) fiir Hy gegen H; : 9, = 1/4 ist gegeben durch den sequen-
tiellen Test

@1 :0 auf {X1 Z 1/2}
1 >
@2 :{0 falls mln(Xl,XQ);]_/Ll auf {Xl < 1/2}
Zum einen haben wir namlich

Eﬁogﬁt =P190(X1,X2 > 1/4, X; < 1/4)
Py (1/4 < X1 < 1/2)- Pyy(Xa > 1/4) = (1/2 = 1/4)(1 — 1/4) = a

15
9

1 M >

Gy = {0 fiir Mt <a(191) ,

so dass ¢; die in 1.4.1 geforderte 1-0-Gestalt besitzt.

Dadurch bekommen wir Ey, ¢f = Ey, ¢ = ﬁ(l/Q —1/4) = 3 < 1, so dass
gemif der Teilaussage d) des N-P-Lemmas 1.4.1 f auf {M;* # a(d9;)M°} = Q

Pﬂo‘ct + P,91|Ct-f.s. mit @; libereinstimmen muss.

und zum anderen erhalten wir mit a(d;) =

Da Py, = R(0,1) und Py, = R(},1), muss notwendig gelten ¢; = @; Py, ¢,-f:5.
Es ergibt sich damit:

QDT =0 auf {X1 > 1/2} Pg0|cl —fs.

o =1 auf {1/4 < X; <1/2, X, > 1/4} Py, — fs. (1.6.4)
Dies steht aber im Widerspruch zur notwendigen 1-0-Gestalt einer Losung von
(P!) fiir Hy gegen Hy : ¥ = 3/4:

Fiir dieses Problem haben wir namlich eine Losung gegeben durch
@1 :3/4 auf {Xl 23/4}, @220
Einerseits gilt namlich Ey,@; = 2Py (X1 > 3/4) = «, andererseits erhalten wir

mit a(dy) = =5; = 4

X 1 .. M»2>

@y = {0 fiir A <a(192) ,
so dass ¢; die in 1.4.1 geforderte 1-0-Gestalt besitzt.

Da Ey, ¢ = 3/4Py,(X; > 3/4) < 1, folgt wieder aus der Teilaussage d) des

N-P-Lemmas 1.4.1:

o=@ auf (M # a(0) M} = {1/2 < X, < 3/4)+{X, < 1/2} Pyojq,~1s.,
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also insbesondere @3 = 0 auf {X; < 1/2} Py ¢,-f.s. Dies liefert jedoch wegen
Pt =R(0,1) einen Widerspruch zu (1.6.4). O

Damit drangt sich die Frage auf, welche zusitzlichen Strukturaussagen wir fiir
die einparametrigen Exponentialfamilien benotigen, um Optimalitatsausagen un-
ter einseitigen, beschrankten Ersteintrittszeiten zu erhalten. Bei einparametrigen
Exponentialfamilien, fiir die Q? eine stetige Verteilungsfunktion besitzt, haben
wir im Beweis der Negativaussgen 1.5.11 und 1.5.15 gesehen, dass der Multiplika-
tor a(¢y) (fiir ¢ > o) im letzten Stoppzeitpunkt durch (1.6.3) festgelegt werden
muss. Damit die Bedingungen O-2.1 und O-2.2 (vgl. S.30) auch fiir die fritheren
Stoppzeitpunkte erfiillt werden, benotigen wir dy(¢1) > 0.

Dies bedeutet fiir den Dichtequotienten

% = (617609 . e7n(C1=C0)do(C1) " dass n > %(w) eine antitone Abbildung liefert.

n

Wir benotigen demnach fir die Verteilungsklasse Q zwei Monotonieeigenschaften
- eine bei fester Stufe n in den Werten der suffizienten Statistik S,,,

- eine bei festern Wert der suffizienten Statistik fiir variierendes n, um Ver-

traglichkeit der einzelnen Stufen zu erreichen.
Dies fiihrt zu folgender

1.6.4 Definition

a) Eine einparametrige Verteilungsklasse Q hat sequentiell-antitonen isotonen
Dichtequotienten in § = (S,)neny mit messbaren Abbildungen
Snt (©2,C,) = (R,B) (n € N) auf ©y C O, falls gilt:

Vﬁo,ﬁl € @0, Yo < Y 3{]190,191 = (Hgo,ﬂl) mit folgenden Eigenschaften

neN
M1 n
(1) M—E = H190ﬂ91 (Sn) (Pﬂ0|cn + Pﬁl\cn) — f.s.VneN,
(2) Hy, 5, : R — [0,00] ist isoton,
(3) n— Hy 4 (s) ist antiton Vs € R.
Sind die Abbildungen Hj , , n € N, zudem samtlich streng isoton, so

sprechen wir von einer Verteilungsklasse mit sequentiell-antitonen streng

isotonen Dichtequotienten in S.
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b)

Sind in (3) fiir jedes s € R die Abbildungen n — Hg , (s) isoton, so
sprechen wir von einer Verteilungsklasse mit sequentiell-isotonen isotonen

Dichtequotienten in S.

Die einparametrigen Exponentialfamilien liefern erste Beispiele fiir Verteilungs-

klassen mit sequentiell-antitonen isotonen Dichtequotienten bzw. mit sequentiell-

isotonen isotonen Dichtequotienten, weitere haben wir in 1.3 bereits kennenge-

lernt: die Rechteckverteilungen. Daher notieren wir:

1.6.5 Beispiele

a) Es seien Q eine einparametrige Exponentialfamilie und (, €2 .

i)

ii)

Dann folgt aus der strikten Konvexitét von ¢ — b(¢) und aus 1.3.2.2, dass Q

einen sequentiell-antitonen streng isotonen Dichtequotienten auf Z N[y, 0o)

besitzt in
n
Sp =Y _T(X;) = nb/({) mit
=1
b(¢2)—b(C1) 4/
Hgy@ (s) = elG2—C1)s . e_n(@_Cl)(#_b (CO)) fiir ¢, < Co.

Man beachte, dass aber fiir (; < (o < (; wegen (% — V() < 0 die

Abbildung n — H{, . (s) streng isoton ist fiir jedes s € R.

Somit besitzt Q auf Z N(—o0, (o] sequentiell-isotonen streng isotonen Dich-
tequotienten in S, (n € N).

Dieser Tatbestand passt auch zusammen mit der Negativaussage aus Korol-
lar 1.5.14, dass bei einparametrigen Exponentialfamilien keine gleichmafig

besten sequentiellen Tests fiir Hy : 9 = 9y gegen H, : 9 < ¥, existieren.

b) Fiir Rechteckverteilungen liefert 1.3.3:

i)

ii)

Q, = {R(a,9) | ¥ > a} (a € R) besitzt sequentiell-antitonen isotonen
Dichtequotienten in

R 00 >
Sy = max(Xy, ..., X,) auf © = (@, 00) mit Hy, 4 (s) = { (foza)n’ 5<190.

Dagegen hat die Verteilungsklasse Q° = {R(9,b) | ¥ < b} (b € R)

sequentiell-isotonen isotonen Dichtequotienten in

Sp =min(Xy, ..., X,) auf © = (—o0,b) mit Hy 4 (s) = {
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Denn wegen y=9¢ > 1 fiir ¥y < ¥y < b, ist die Abbildung n — H} 4 (s)
streng isoton fiir jedes s > ;.

Wir erinnern uns, Q° lieferte ein Beispiel dafiir, dass die Isotonieforderung
an den Dichtequotienten aus der klassischen Statistik i.a. nicht ausreicht,
um fiir das Problem (1.2.2) Losungen zu erhalten; jetzt konnen wir den

tieferen Grund in der gegenldufigen Isotonie-Bedingung finden.

Unter der Bedingung, dass die Verteilungsklasse Q einen sequentiell-antitonen
isotonen Dichtequotienten hat, erhalten wir fiir die rechtsseitigen, beschrank-
ten Stoppzeiten tY(c) eine zur klassischen Testtheorie analoge Aussage iiber
gleichmiBig beste Tests fiir Hy : ¥ = ¥y gegen H; : 9 > ¥y bzw. fiir Hy : 9 < Y,
gegen Hy : 9 > 9.

1.6.6 Satz: Hinreichende Bedingung fiir gleichmaflige Optimalitat
bei einseitigen beschrankten Stoppzeiten

Es seien Q eine einparametrige Verteilungsklasse, die einen sequentiell-antitonen
isotonen Dichtequotienten in §= (S, )nen auf © N [Jy, 00) hat und « € (0, 1).
Zu N € Nund ay € Rseien t: Q — {1,..., N} eine beschrinkte, rechtsseitige
Stoppzeit (d.h. sie geniigt der Bedingung (1.6.1) mit G, = do Vn € N) und ¢ ein
TV mit

1) Eﬁo 90;; = aQ,

2) oy ={) fiir S, Zao auf {t < N} Py, —fs. V0 €0,
or={, fir S, 2d auf {t=N} Py —fs. V9 € 0.

Dann gilt:

a) ¢} ist gleichméBig optimal fiir Hy : 9 = ¥y gegen H; : 9 > ¥ (insb. wegen
1) ein gleichméBig bester a-dhnlicher Test).

b) ¢F besitzt streng isotone Giitefunktion auf {# € © |9y < 9 A Ey i < 1}

c) Hat Q sequentiell-antitonen isotonen Dichtequotienten in S auf ganz ©, so
gilt zusatzlich

i) ¢; 16st das Problem (1.5.2), d.h. minimiert die Fehlerwahrscheinlich-
keit 1.Art unter allen o-ahnlichen Tests.

ii) ¢} ist gleichméaBig optimal fiir Hy : 9 < 9y gegen Hy : 9 > 9.
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iii) ¢} besitzt streng isotone Giitefunktion auf {¢ € © | 0 < Ey ¢} < 1}.

Beweis:
a) Es sei 97 > 9.
Da Ey,¢; = a, miissen wir gemaf} Satz 1.4.1 ein a(9;) > 0 finden, so dass Vn < N
auf {t = n} (Pyo|c, + Poyjc,)-Ls. gilt
. 1 .. M, >
Op = {0 fur m <U/('l91)
Wir wihlen a(d:) := Hy 4, (ao). Hiermit bekommen wir

1) Auf {t = N} (Pyyjcy + Py, jcy)-f.5 aufgrund der Isotonie von Hy 4

1

My _
- 0

> > "
M]% Hé\;,ﬁl(SN) <CL(191):>SN <a0:><pN: {

2) Sei n < N. Dann gilt (Py, ¢, + P, |¢,)-fs auf {Sp > Go} : ¢, =1 und
aufgrund der Monotoniebedingungen an (n, s) — Hg 4 (5)

My _ g " _
MO0 T Hy, 9,(Sn) 2 Hg, 4, (G0) = Hqﬁ,ﬁl(%) = a(dh).

Folglich kann % < a(¥) auf {t = n} nicht mit positiver Wahrscheinlichkeit
auftreten: der Test ¢} hat also die geforderte 1-0-Gestalt.

b) Es seien 91,9, € © mit 9y < 91 < 95 und oy := Ey,p; < 1. Dann liefert ¢}

gemif a) eine Losung fiir das Problem

Ey, 01 = sup
Eﬁl Yr =«
Da gemafl der Modellannahme Qy, # Qg, (vgl. 1.1) , folgt aus 1.4.1 3)b) schlieB-
lich E192 Y > Q.
c)
i) Nach dem Vorbild aus der klassischen Testtheorie vertauschen wir die Hy-
pothesen und zeigen, dass fiir ¥, < ¥y der Test 1 — ¢} folgende Aufgabe
16st

Eotpu = sup (1.6.5)

E,gogpt =1—«
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Hierfiir wihlen wir a(v,) := Hy, 4 (do)-
Gemaf} Satz 1.4.1 miissen wir zeigen, dass Vn < N auf {t = n}

. 1 .. M <
1—g0n={0 fur ﬁ%>a(192).

1) Auf {t = N} ist diese Bedingung nach Definition von a(?;) erfiillt.

2) Sei nun n < N. Dann gilt (Py,¢, + Py, )-f:s auf {S, > do}
1—¢;, = 0 und wegen der Monotoniebedingungen an (n, s) — Hy, 4 (s)

M’I(z n n s e

272 = Hon00(5n) 2 Hy, 5,(G0) 2 Hy, 5,(a0) = a(¥s).

Damit kann %’3 < a(¥,) auf {t = n} nicht mit positiver Wahrschein-
lichkeit auftreten, der Test 1 — ¢; hat demnach die geforderte 1-0-
Gestalt und liefert eine Losung von (1.6.5).

Wir erhalten die Behauptung in i).
ii) Diese Aussage gewinnen wir aus a) und c) i) durch Vergleich mit ¢; = a.

iii) wird analog zu b) gezeigt.

1.6.7 Bemerkung

a) Die sequentiellen Tests aus 1.6.6 dhneln von der Struktur her den rechtssei-
tigen CIPs ¢}y, unsere ersten Beispiele fiir gleichméfig beste sequentielle Tests
fuir Hy : 9 < aﬁo gegen Hy : 9 > 9¥y. Wird frither als zum Endzeitpunkt N ge-
stoppt, so entscheiden sie sich fiir H;, und nur zum Endzeitpunkt N haben sie die
Moglichkeit bzgl. der Terminalentscheidungen zu randomisieren. Geméafl Lemma
1.5.1 darf im Falle einparametriger Exponentialfamilien ein gleichmafig bester
sequentieller Test fiir Hy gegen H; (von Giite kleiner 1) héchstens zu einem Zeit-
punkt eine randomisierte Entscheidung treffen.

Die Beispiele aus 1.5.5 zeigen aber, dass unter rechtsseitigen, beschriankten Er-
steintrittszeiten ¢V(a) - im Gegensatz zu den CIPs - ein gleichmaBig bester se-
quentieller Test auch zu einem friitheren Zeitpunkt randomisieren darf, wenn der
Trager von QT™™1) beschriinkt ist (d.h. dy < oo), wofiir aber ein Preis gezahlt
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wird: Nach Lemma 1.5.7 muss dann im Falle einparametriger Exponentialfamili-
en bei allen nachfolgenden Entscheidungen bei Hy geblieben werden.

b) Die Forderung der Antitonie-Bedingung in der Definition des ,sequentiellen
Dichtequotienten ist fiir die Giiltigkeit der Optimalitdtsaussage 1.6.6 a) von der
Anschauung her auch offensichtlich:

Liefert zu einem Stoppzeitpunkt ¢t = n der Wert der Priifgrofie S; = s eine deut-
liche Information fiir das Vorliegen von H;, so wird fiir einen spateren Stoppzeit-
punkt m > n derselbe Wert s der Prufgrofie S; selbstverstandlich nicht mehr so
klar auf H; hinweisen, wie der Wert s es zum Zeitpunkt n getan hat:

Nach den ersten n deutlichen Informationen fiir H;, miissen m — n Werte der
Priifgrofe S; folgen, die nicht mehr so klar auf H; hinweisen, damit wir auf
denselben Wert s auskommen, und im ungiingstigsten Falle sprechen diese Werte
sogar fiir Hy. Folglich wurden die ersten n Informationen durch die nachkommen-
den aufgeweicht. Dieser Sachverhalt driickt sich formal darin aus, dass sich der
Dichtequotient %—’é@(w) = Hg 4, (s) fiir w € {S; = s} N {t = m} nicht vergroBert
hat verglichen mi7jcz dem zum Zeitpunkt ¢ = n. Das liefert gerade die Antitonie-
Forderung fiir die Abbildung n — Hg 4 (s).

c) Es lasst sich eine zu Satz 1.6.6 entsprechende Aussage fiir das se-
quentielle Testen von H; : ¥ = 9, gegen H, : 9 < ¥y formulieren : Hierbei
weisen kleine Werte der Priifgrofie S,, in welcher ein isotoner Dichtequotient vor-
liegt, auf H; hin. Deshalb ist es naheliegend fiir dieses Problem eine Stoppzeit
zu verwenden, die stoppt, sobald die Priifgrofie einen Schwellenwert ay unter-
schritten hat, und als zusatzliche Forderung an die Verteilungsklasse zu stellen,
dass fiir jeden moglichen Wert der Priifgrofie S; die Abbildung n — Hy 4, (s)
(fiir ¥4 < 1J2) monoton schwach wichst, da derselbe Wert s zu einem spéteren
Zeitpunkt nicht mehr so deutlich fiir H; spricht.

Demnach erhalten wir analog zum Satz 1.6.6 fiir das Testen von Hg : 9 = 9
gegen H, : 9 <y :

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsklasse mit sequentiell-isotonen isotonen
Dichtequotienten in § = (S,)neny auf © N (—o00,9y). Zu N € N und ag € R sei
t:Q — {1,..., N} eine beschrinkte, linksseitige Stoppzeit, d.h. sie geniigt der
Bedingung

Vn < N: {t=n} C{Sy <ao} Pyc,-fs.VIe€O. (1.6.6)

Dann liefert jedes TV ¢ mit
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1) Eﬂo QD;: = q,

2) gy ={) fiir S, Sao auf {t <N} Py —fs. V€0,
o; ={8 fiix S, 2d auf {t=N} Py —fs. V9 e€O.

einen gleichmiflig besten sequentiellen Test o} fiir Hy : 9 = 9 gegen H, : 9 < 9.
O

Das folgende Korollar zeigt, wie sich zu vorgegebenem Niveau o € (0,1) aus
der Klasse der rechtsseitigen beschrinkten Ersteintrittszeiten {t"(a) | a € R}
ein sequentieller Test ¢}, konstruktiv bestimmen lasst, der den Bedingungen aus
1.6.1 geniigt. Anschlieflend werden Beispiele von Verteilungsklassen notiert, fiir

die das Korollar anwendbar ist.

1.6.8 Korollar: Gleichmaflig beste sequentielle Tests unter einseitigen

beschrankten Ersteintrittszeiten

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsfamilie mit sequentiell-antitonen isotonen
Dichtequotienten in § = (S, )nen auf © N [y, 00).
Zua € (0,1) und N € N sei

Qg 1= inf{a eR ‘ P'ﬂo(StN(a) > CL) < 01} mit PﬁO(Sn = &0) =0Vn < N.
Es bezeichne t := t¥(ao) = inf{n < N | S, > ao}.
a) Dann liefert

« .. > « ; -
@n:{o fir Sy <GO (n<N), ¢y= v fur Sy = ao

mit y € [0,1] derart, dass Fy,¢; = a,
eine gleichmiBig optimale Losung fiir Hy : 9 = 9y gegen
H1 ), > ﬁo.

b) Es gibt ein TV ¢ mit der Gestalt aus a) und Ey,¢0; = a.

c) Besitzt Q einen sequentiell isotonen Dichtequotienten in S auf ganz ©, so
gilt zusatzlich Ey¢; < a Vi <19 und somit liefert ¢} einen gleichmaflig
besten Test fiir Hy : 9 < 9y gegn H; : ¥ > 9. Aulerdem minimiert ¢} die
Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art unter allen a-dhnlichen Tests, d.h. liefert

eine Losung von (1.5.2).
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Bewelis:

Da die Ersteintrittszeit ¢V (ag) offensichtlich die Bedingung (1.6.1) erfiillt, bleibt
nur noch anzumerken: es gibt ein y € [0, 1] , so dass fiir das TV ¢ mit der Gestalt
aus a) gilt By, ¢; = a.

Zunachst folgt aufgrund der Festlegung von @y mit Hilfe des Lemmas 1.6.2:

Py, (S > ap) < awund Py, (S; > dg) > .
Auflerdem gilt wegen der Voraussetzung Py, (S, = G9) = 0 Vn < N:
Pfgo(St Z ao) - Pﬁo(St > CNI()) + PﬁO(St - ao,t == N)

Ist Py, (S = ap,t = N) > 0, so liefert offenkundig

das Gewiinschte.

o a— PgO(St > Zlo)
7T Py (S: = g, t = N)

Andererseits, im trivialen Fall Py (S; = ag,t = N) = 0, wird nicht randomisiert
und es kann z.B. v = 1 gewdhlt werden, so dass der sequentielle Test aus a) die
Gestalt ¢} = {(1) fur S z&o bekommt. O

1.6.9 Beispiele

a) Die rechtsseitigen CIPs (vgl. 1.3.4) liefern erste Beispiele fiir sequentielle Tests
mit der Gestalt aus Korollar 1.6.8. Der Multiplikator ay ist dabei das kleinste
a-Fraktil von Py

b) Zugeschnitten auf das Korollar 1.6.8 sind Verteilungsklassen Q mit sequentiell-
antitonen isotonen Dichtequotienten, fiir die zusdtzlich Py~ (n € N,9 € O)
stetige Verteilungsfunktionen besitzen. In dieser Situation lasst sich zu jedem
Niveau « € (0, 1) und Stichprobenumfang N € N durch den nicht randomisierten

sequentiellen Test
. L. > oo
Pivao) =\ g fir  Sivay) _ o mit dg := inf{a € R | Py, (S > a) < a}

eine gleichmiBig optimale Losung fiir Hy : ¥ = 9y gegen H; : ¥ > 1 angeben.
Beispiele fiir solche Verteilungsklassen liefern

i) einparametrige Exponentialfamilien Q, fiir die Qg stetige Verteilungsfunk-
tion besitzt, also z.B. Qy = N(9,0?) oder Qy = T'(V, p).
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ii) die Klasse der Rechteckverteilungen Q, = {R(a,?) | ¥ > a}, (a € R).
Da Q, in S, = max(X; ..., X,) sequentiell-antitonen isotonen Dichtequo-
tienten auf ganz © = (a,00) besitzt, minimiert ¢} sogar die Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1.Art unter allen a-dhnlichen Tests und ist damit optimal fiir
Hy : 9 <19y gegen Hy : 19 > 1.

c) Bei einparametrigen Exponentialfamilien Q, fiir die Qg’ keine stetige Vertei-
lungsfunktion besitzt, (z.B. die Klasse der Binomialverteilungen, der negativen
Binomialverteilungen, der Poissonverteilungen) werden wir durch den sequenti-
ellen Test ¢} aus 1.6.8 nur fiir solche Niveaus a € (0, 1) gleichméBig beste Tests
erhalten, die unter Py, von ¢} fiir ein geeignetes v € [0, 1] ausgeschopft werden
konnen.

Randomisieren kann der sequentielle Test ¢; aus 1.6.8 nur zum Endzeitpunkt,
daher liegt es nahe, dass nicht zu jedem Niveau « ein sequentieller Test ¢} aus
1.6.8 konstruiert werden kann, der a ausschopft. Auf dieses Problem kommen wir

noch zu zuriick. O

Zuvor notieren wir:

1.6.10 Bemerkung: Gleichmaflig beste sequentielle Tests fiir
Hy:9 =19, gegen H, : 9 < Y,

Es lisst sich eine analoge Aussage zu Korollar 1.6.8 fiir das Testen von

Hy: ¢ = (ogegen H, : ¥ < 9 machen, wenn wir eine einparametrige Verteilungs-
klasse Q@ mit sequentiell-isotonen isotonen Dichtequotienten auf © N (—oo, Y]
zugrunde legen. Dabei werden wir linksseitige, beschrankte Ersteintrittszeiten
t(a) := inf{n < N | S, < a} verwenden mit dazu passendem TV (vgl. Be-
merkung 1.6.7 ¢)). Besitzt die Verteilungsklasse zudem fiir qugon (n € N) stetige
Verteilungsfunktion, so wird zu jedem Niveau « € (0,1) und Stichprobenumfang
N € N durch den nicht randomisierten Test

. . <. - .
Pva) =9 fir  Sao) >a0 mit do := inf{a € R | Py,(Sya) < a) < a}

eine gleichmiflig optimale Losung fiir Hy : 9 = 9y gegen H, : ¥ < ¥y gegeben,
d.h. eine Losung fiir das Problem (1.5.3).

Beispiele fiir solche Verteilungsklassen werden gemafl 1.6.5 wieder geliefert zum
einen durch einparametrige Exponentialfamilien, fiir die Qg stetige Verteilungs-
funktion besitzt und zum anderen durch die Klasse der Rechteckverteilungen

Qb = {R(¥,b) | ¥ < b}. O
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Zum Schluss wollen wir uns in diesem Abschnitt noch zwei Fragen zuwenden, die

durch die bisherigen Untersuchungen aufgeworfen wurden:

F1) In Beispiel 1.6.9 ¢) haben wir darauf hingewiesen, dass nicht jedes Niveau
a € (0,1) durch einen sequentiellen Test aus Korollar 1.6.8 unter Py, wird
ausgeschopft werden konnen. Somit wird bei dquivalenten Verteilungsklas-
sen Q ein solcher Test nicht mehr gleichm#Big optimal fiir Hy : ¥ = 9y gegen
Hy : 9 > 4, sein. Es stellt sich die Frage, ob die prinzipielle Konstruktions-
idee aus 1.6.8 (zur Bestimmung der zum Problem passenden Ertseintritt-
szeit " (Gg)) beibehalten werden kann, indem man durch eine andere Wahl

des TVs, das vorgegebene Niveau « versucht auszuschopfen.

F2) Weiterhin sahen wir im Beispiel 1.6.9, dass fiir die Klasse der Rechteck-
verteilungen Q, der sequentielle Test “OZN(aO) sogar gleichmafig optimal fiir
Hy : 9 < 9y gegen Hy : 9 > v ist. Kénnen wir eine solche Aussage auch
fiir einparametrige Exponentialfamilien herleiten?

Wir wenden uns zunachst der Frage F1 zu:

Da das TV ¢ eines gleichméflig besten Tests aufgrund des Neyman-Pearson-
Lemmas 1.4.1 in seiner 1-0-Gestalt iiber eine Konstante fiir alle Stufen notwendig
festliegt, bieten sich nur zwei Moglichkeiten das TV zu modifizieren, einerseits zu
einem fritheren Zeitpunkt als N beim TV zu randomisieren und andererseits den
Multiplikator fiir das TV verschieden von der Schwelle @y der Ersteintrittszeit
zu wahlen. Allerdings geht bei der letzten Moglichkeit der Konstruktionsgedanke
aus 1.6.8 verloren.

Hinsichtlich des Randomisierens beim TV eines gleichmaflig besten Tests haben
wir im Falle einparametriger Exponentialfamilien mit 1.5.7 und 1.5.8 bereits Ant-
worten gegeben. Zunachst ist klar, dass das Problem des Randomisierens sich nur
fiir diskrete Exponentialfamilien stellt. Fiir solche mit unendlichem Trager, so z.B.
die Familie der Poissonverteilungen, darf unter einer einseitigen beschrankten Er-
steintrittszeit beim optimalen TV nur im Endzeitpunkt randomisiert werden, so
dass sich in diesen Fallen nicht jedes Niveau a wird ausschépfen lassen.

Fiir die diskreten Exponentialfamilien mit endlichem Trager ist es wohl erlaubt,
zu einem fritheren Zeitpunkt beim TV zu randomisieren, aber mit dem Preis,
dass nachfolgend das optimale TV bei Hy bleiben muss. Das folgende Beispiel

fiir Bernoulliverteilungen zeigt, dass sich durch diese Randomisierungsmoglich-
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keit nicht jedes Niveau o ausschopfen lisst unter der Ersteintrittszeit ¢V (ag) aus
1.6.8, wenn ag auch als Multiplikator fiir das TV verwandt wird.

1.6.11 Beispiel
Es seien Qy = B(1,9), N =3, 99 < 1/2 und o € (9% + 2(1 — )92, o).

Weiter sei

o € R mit Py, (Sivae) > Go) < o und Py (Syv(a) > o) > . (1.6.7)
Dann gibt es unter ¢V (@) keine Losung fiir Hy : 9 = 9 gegen H; : 9 > ¥.
Beweis:

Beh. 1: Fiir jedes a9 € R, dass (1.6.7) geniigt, gilt o = 1 — 9.

Begr.: Zu a € R bezeichnen

g(a) = Pp(Sive > a)
= Py, (S1 > a) + Py, (S1 < a, Sa > a) + Py,(S1 < a, Sy < a, S3 > a),
Ti(a) = Py (S =a),
Yaola) = Py(Si <a, S =a),
w(a) = Py(S <a, Sy <a,S;=na),
3
gt(@) = Py, (Siv@ > a) = g(a) + Z%’(a)-

i=1
Wir bestimmen g(a) und g*(a) fiir alle a € R.
Fiir die Zufallsgroflen S, gilt:
Sh € {_7907 1- 190}7
Sy € {—=299,1— 20,2 — 20}
Sy € {—=399,1—30,2— 39,3 — 30}
Da ¥y < 1/2, lassen sich die méglichen Werte von S, folgendermaflen anordnen:
3y < 29 < 9y <1—-30g<1—-20<1—-9<2-30 <220 < 3—3190,
und wir kénnen entsprechend dieser Anordnung die Werte von ¢(a) bestimmen.
1) Fiir a > 2 — 29, gilt S1, Sz < a, somit
0 a>3— 39
g(a) = Py, (S35 > a) = 95 fiir 2—-20y <a<3-— 3%
0 a=2— 2’(90
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2) Firl—1vy <a<2-— 29 gilt S; < a, somit

gla) = Py,(S1 <a,S>a)+ Py,(S1 <a,S <a,S; > a)
A 2 -3 <a<2-—29
= 93 4+2(1— )93 fir 1—95<a<2-—3d
(1 — )02 a=1-—1

3) Fir -y <a<1—1, gilt

gla) = Py, (X1=1)+ Py, (S1 < a,S5 >a)+ Py,(S1 < a,S2 <a,S; > a)
9o + (1 — 0o) 2 1- 200 <a<1-—1d,
_ Y fiir a=1-— 20
a Bo + (1 — 90)0 1-30 <a<1-—209
Do + (1 — D)o + (1 — o) —p < a<1-—3dp

4) Fiir a < —dg gilt S; > a, somit

190 a = —190
g(a) = Py,(S1 > a) = fiir
1 a < —190

Es sind nur diejenigen 7, (a) interessant mit
a € {—190, 1-— 3190, 1-— 2190, 1-— ’19(), 2 — 3’(9(), 2 — 2’(9(), 3— 3’(9()},

fiir alle anderen a gilt ,(a) = 0.
Dabher liefern diese Werte von a alle moglichen verschiedenen Werte von g(a) und
g7 (a). Dies stellt die folgende Tabelle dar:

a g(a) 71(a) 72(a) 73(a)

3 — 30, 0 0 0 93
2 — 20, 0 0 2 0
2 — 30, 2 0 0 202(1 — )
1— 9 (1 — )92 g 0 0
1— 20, 9 0 9o(1 = o) 0
1—39 | ¥+ (1 — 1) 0 0 Do(1 — o)

—d, s 1— 9, 0 0
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Da o € (19% +2(1 —190)19%, 190) C (19%(1 —190), 19%(1 —190) +190), liefert &0 =1- ’1902
g(dy) < o und g*(ag) > a.

Weiter gilt fiir jedes a < Gg : g*(a) < 9%+ 2(1 — 9y)d < « und fiir jedes
a > Qg : g(a) > ¥y > «; damit erhalten wir die Beh 1.

Ubrigens ist in dieser Situation @y = inf{a € R | Py, (Spv(q) > a) < a}. Aber wie
wir der Tabelle entnehmen kénnen, ist g(a) = Py,(S;v(4) > a) nicht monoton in
a.

Beh. 2: Unter ¢ = t"(ag) gibt es z.N. a keine gleichméBig optimale Losung fiir
(P}) fiir Hy : 9 = 9 gegen H; : 9 > .

Begr.: Fiir den Beweis betrachten wir die Aufgabe in natiirlicher Parametrisie-
rung. Es gilt {t =1} = {X; =1}, {t =2} =0, {t =3} = {X; =0}
Zu v € (0,1) mit g(ag) + yv1(@o) = « betrachten wir den sequentiellen Test

1 >
QO: = Y fiuzr St = &0 5 d.h.
0 <

fir X1:0,X2:X3:1

1= auf {X; =1}, y =
pr=vauf {X; =1}, @3 { X, =0, X, 4+ Xo < 1

Beh.2.1 ¢} 16st nicht das Problem (1.5.1).
A : ¢} ist Losung von (1.5.1). Da Py, (¢; € (0,1),t = 1) > 0, muss dann
nach dem Lemma 1.5.7 fiir alle n > 1 gelten: Py,(¢; > 0, t = n) = 0, was
offenkundig im Widerspruch zu Py, (¢} = 1, t = 3) > 0 steht.

Beh.2.2: 39, > 9y mit ¢} 16st die Aufgabe (P}) fiir Hy : 9 = Yy gegen H; : 9 = 9.
Begr.: Da do(((91)) = Ao(C(91)) —0'(¢(Yy)) 4 0 fiir 94 | 9o, konnen wir ein
;1 > Yy finden mit
2d0(€(191)) < (2 - 3190) —ag = 1 — 29,.

Wegen E, ¢; = a, geniigt gem&f 1.5.1 b) zu zeigen, dass ein a();) existiert,
so dass fiir alle n < N auf {t = n} gilt:
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Beh.2.3:

Aufgrund der Randomisierung zum Zeitpunkt ¢ = 1 muss a(9;) wie folgt
festgelegt werden: a(d¥;) = (1 — ¥) — do(¢(¥1)). Damit ist die obige Be-
dingung fiir n = 1 trivialerweise erfiillt, und da {t = 2} = 0, bleibt die
Bedingung fiir n = 3 zu zeigen.

Auf {t =3} = {X; =0} gilt S5 € {—vy,1 — 30,2 — 30}

und somit bekommen wir aufgrund der Wahl von 9,

> >
53<(1 — 190) + 2d0(<(191)) —— 53<1 — .

Wir erhalten Beh.2.2; wir haben sogar noch mehr gezeigt:

Aufgrund der Isotonie von ¥ — dy(¢(¥9)) fiir ¥ > g ist ¢} lokal gleichméBig
optimal fiir (P}) fiir Hy : 9 = 9y gegen H, :9¢ (Fo, V1]

Es gibt keinen gleichmiBig besten Test ¢, fiir die Aufgabe (P}) fiir Hy :
¥ =9 gegen Hy : 9 > 9.

A: Es gibt doch ein TV N<,?7, das die obere Aufgabe 16st. Dann ist f’? auch eine
Losung von (P}) fiir Hy gegen Hi. Da der sequentielle Test o} unter Py,
Gite kleiner als 1 besitzt, folgt aus der Teilaussage d) des N-P-Lemmas
1.4.1, dass ¢ bis auf Randomisierung Py, ,-f.s. mit ¢ ibereinstimmen

muss, d.h. es gilt
¢ =; auf {M] # a M} P, Ls.

Damit kann aber aufgrund Beh. 2.1 ¢; nicht gleichméafig optimal sein fiir
die Aufgabe (P}) fiir Hy : 9 = 9 gegen H; : 9 > 1.

1.6.12 Bemerkung zur unterschiedlichen Wahl der Schwelle bei

Stoppzeit und TV

In der Situation von Beispiel 1.6.11 konnen wir allerdings unter rechtsseitigen,

beschriankten Ersteintrittszeit ¢V (a) einen gleichmafig besten sequentiellen Test

fir Hy : ¥ = Yy gegen H; : ¥ > 1 angeben, wenn wir zulassen, dass der

Multiplikator ag fiir das TV verschieden von der Schwelle a der Ersteintrittszeit

gewahlt werden darf, was in 1.6.8 bei der Konstruktion eines gleichméafig besten
Tests nicht der Fall war.
So liefert beispielsweise fiir Qy = B(1,9), N = 3,9, < 1/2 zu a € (0,%) unter
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der Ersteintrittszeit t°(1 — 20) das TV ¢ der Gestalt:

1 >
pi=4q v fir S = 1-9 , ¢;=p3=0,
0 <

mit y € (0,1) derart, dass Yy = « eine Lésung von (1.5.1).
Fiir den Beweis verweisen wir auf das Beispiel 1.5.5 a). a

Wir konnen aber die Konstruktionsidee aus 1.6.8 beibehalten und auf anderem
Wege Abhilfe beschaffen, indem wir statt bei den Terminalentscheidungen zu
randomisieren, dies bei den Stoppentscheidungen ausfithren: Wir verwenden fiir
die Ersteintrittszeit ¢V (a), welche stoppt, sobald die Priifgréfie S, die Schwelle
a liberschreitet, eine geeignete randomisierte Stoppzeit, indem wir ¢V (a) konvex-
kombinieren mit der Ersteintrittszeit, ¥ *(a) welche stoppt, sobald die Priifgofe
S, grofler ist als die Schwelle a, folglich also ,spater® stoppt als t" (a), dann den
Multiplikator Gy ahnlich wie in 1.6.8 passend zum Niveau « wahlen und unter
dieser randomisierten Stoppzeit Hy : 9 = 9y gegen H; : 9 > ¥, testen. Praktisch
bedeutet dies, dass wir vor dem Beobachten ein Zusatzexperiment durchfiihren
(z.B. das Werfen einer nicht notwendig fairen Miinze), aufgrund dessen Ausganges
wir entscheiden, welche der beiden Stoppzeiten wir zum Auswerten im weiteren
verwenden. Auf diese Weise kénnen wir auch in den Situationen, in denen Py
keine stetige Verteilungsfunktion besitzt, zu jedem Niveau o € (0, 1) gleichméfig
beste Tests fiir Hy : 9 = 9y gegen H; : 9 > 1, angeben:

1.6.13 Lemma

Es ser Q eine einparametrige Verteilungsfamilie mit sequentiell-antitonen isoto-
nen Dichtequotienten in S= (Sp)nen auf © N [y, 00).
Zu a € (0,1) und N € N sei

ag = inf{a € R | Py,(Syv() > a) < a}.

Zu vy € [0,1] bezeichne tfyv(&o) die randomisierte Stoppzeit, welche durch folgende
Abbruchregel g (vgl.1.2.7) gegeben ist

gn :=yPua (t"F (a9) = n[C,) + (1 — 7) P (t" (o) = n|Cn) (n < N)
wobei tN 1 (d) :=inf{n < N | S, > do}.
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a) Dann liefert

Pix (a0) = {(1) far iy @) (o
mit v € [0, 1] derart, dass
YPyo (Siv+(ag) > G0) + (1 = 7) Py (Sivag) > o) = (1.6.8)
eine gleichmdfig optimale Lésung fiir Hy : 9 =19y gegen
Hy =19 > 9y unter 1) (do).

b) Besitzt Q sequentiell isotonen Dichtequotienten in S auf ganz O, so liefert
(pIN(do) einen gleichmdafig besten Test fiir Hy : 9 < g gegen
Y
H, : 9 > 1, der die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art unter allen a-dhnlichen

Tests minimaiert.

Bewelis:

Wir wollen Satz 1.6.6 anwenden. Die randomisierte Stoppzeit tfyv (Gg) erfiillt of-
fensichtlich die Bedingung (1.6.1), und der sequentielle Test QDZZYV (a) Desitzt die in
Satz 1.6.6 geforderte 1-0-Gestalt. Auflerdem erhalten wir aufgrund der Definition
der randomisierten Stoppzeit (o) mit 1.2.7 und 1.2.9

B0y @) = VP (Sev+ (@) > o) + (1 = ) Pyy (Sev(ag) > o)

Daher bleibt nur noch zu zeigen, dass es ein v € [0, 1] mit (1.6.8) gibt:

Zunachst liefert Lemma 1.6.2 wegen der Festlegung von ag
Py (St (ae) = Go) > a.

Desweiteren gilt Py, (Siv+g,) > Go) < «, denn wegen (dg,00) = Ugsg,(a,00),
erhalten wir aufgrund der Stetigkeit des W-Mafies Py, und der Definition von ag

und von tV 7 (ay):

N
Pﬂo(StN“‘(z'zo) > ELO) = ZP@O(S]C <agVk <n, S, > ELO)

n=1

N
— Ii Py (S, < ag Vk < S, >
ﬁfﬁ; 90 (Sk < g n, a)

IN

N
li Py, (S <aVk <n, S, >
alira%nz_:l 90 (Sk < a n a)

(da {S < do} C {Sk < a} fiir a > ay)
= li[n PﬁO(StN(a) > a) < .
aldg
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Damit bekommen wir die Existenz eines 7 € [0, 1] mit (1.6.8). O

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass das Lemma 1.6.13 nur bedingt eine
Losung fiir das Ausschépfen von « bietet. Das Ausschopfen von « ist eigentlich die
Aufgabe des TVs und nicht der Stoppzeit ¢: Das Randomisieren bei den Stoppent-
scheidungen ist namlich dafiir vorgesehen, im Hinblick auf optimale sequentielle
Tests bei variierenden Stoppzeiten (vgl. Kapitel 2 und 3), wo zusitzlich noch eine
Bedingung an den erwarteten Stichprobenumfang gestellt wird, die vorgegebene
Schranke ¢ fiir den erwarteten Stichprobenumfang auszuschopfen. Dies wird aber
offensichtlich i.a. nicht mehr moglich sein, wenn die Randomisierungsmoglichkeit

bei den Stoppentscheidungen fiir das Ausschopfen von « verbraucht wird.

Abschlieflend wenden wir uns der Frage F2 zu:

Die Aussage, dass der sequentielle Test ¢}y (a0) das Niveau « auf ganz Hy : 9 <
einhalt, bekamen wir im Falle der Rechteckverteilungen dadurch, dass der Test
Oy (o) auch die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art unter allen a-ahnlichen Tests mi-
nimiert. Diese Argumentation werden wir wegen 1.5.14 auf einparametrige Ex-
ponentialfamilien nicht iibertragen konnen.

Daher fragt sich, ob wenigstens die Giitefunktion von ¢y, \ auf Z N (—o0, Col
monoton wachst, woraus wir schliellich auch erhielten, dass der Test auf ganz
Hy : 9 < 4y das Niveau « einhalt?

Das folgende Lemma gibt hierauf eine positive Antwort. Der Beweis geht auf
Ghosh zuriick (vgl. [Gh] S.100ff.). Er hat dort eine solche Isotonieaussage fiir
SPRTs gezeigt. Wir iibertragen den Beweis auf die besten Tests unter beschrank-

ten einseitigen Ersteintrittszeiten.

1.6.14 Lemma: Isotonie der Gutefunktion

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsklasse mit streng isotonen Dichtequoti-
enten in S = (Sp)nen. Weiter seien a € R, N € N und v € [0, 1].
Dann ist folgende Abbildung isoton

N-1
gy :© = [0,1], gn(¥) =) Py(Sk<aVk<n, S,>a)

n=1

+’}/P,9(Sk <aVk< N, Sy > a).

Beweis: (vgl. Ghosh [G], S.100 ff.)
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Sei t = t(a) = inf{n € N | S, > a}. Dann gilt

Seien Yy < 1, aus O. Wir beweisen zunachst durch Induktion nach N € N, dass
gilt
Beh.1:

Sn := Py, (t < N)— Py,(t < N) > 0.

Dazu zeigen wir

Beh.2:
Py (t=n+1)-Py,(t >n)> Py, (t>n)-Py,(t=n+1) Vn e N,.

Begr.: Da Q streng isotonen Dichtequotienten in S besitzt, gilt:

Vn € N3Hg , : R — [0, 00] streng isoton mit

My
Mo Hﬁo,ﬁl(sn) (Pﬂo\cn + Pﬂ1|cn) — f.s..

Daraus folgt mit a, := Hy , (a), dass (Py, ¢, + Po,|c,) — f-s. gilt:

Ml

S, >0+ —=

und somit erhalten wir £ = inf{n € N | % > a,}-
Auf {t =n+1} gilt Pe,,, — f.s. My, > apy1- MY, und

auf {t >n+1} gilt Pe,,, — f.s. My <api1- M.

n

Integration beider Ungleichungen bzgl. P, ., liefert
(1) Pﬁl(t =n-+ 1) > Ap41 ° Pﬂo(t =n-+ 1);

(2) Py, (t > n) — Py, (t = n+ 1) < apy1(Pyy(t > n) — Pyo(t = n+ 1)), falls
Py, (t>n+1)>0.

1.Fall: Ist Py, (t =n+ 1) =0, so folgt aus (1) auch Py,(t =n+ 1) = 0 und Beh.2

gilt trivialerweise.

2.Fall: Ist Py, (t =n+1) = Py,(t > n), dann bekommen wir
Pgl(t:n+1)-P190(t>n) ZPﬂl(t>n)-P,90(t:n+1).
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3.Fall: Ist 0 < Py,(t =n+1) < Py, (t > n), dann liefert (2):

Pgl(t>n+1) Zan+1-Pﬁ0(t>n+1)
P,go(t>n+1)
an_|_1 Pﬂl(t>n+1)

=  Gp+1 > 0 und

so dass insgesamt gilt

Aus (1) erhalten wir - 1+1 > izogzizig’
n L (t=

Py,(t=n+1) Py(t>n+1)
Pgl(t:n—f—l) Pgl(t>n+1)
= Py(t=n+1)-(Py,(t>n)—Py(t=n+1)) <

(Pyo(t >n) — Pyy(t =n+1)) - Py, (t =n+1).

Demnach ist Beh.2 bewiesen.

Den Induktionsanfang bekommen wir aus Beh.2 mit n=0:
Py, (t =1)- Py,(t > 0) > Py,(t >0) - Py,(t =1). Daraus folgt auch die Isotonie

von gi.

Induktionsschritt: Laut Induktionsvoraussetzung gilt 5 > 0.
Wir haben 5N—|—1 = 5N + (Pgl(t = N+ 1) — Pﬁo(t = N+ 1))

1.Fall: Ist Py,(t > N) =0, so gilt trivialerweise o1 > 0.
2.Fall: Ist Py (t > N) > 0, so liefert Beh.2

Pﬁl(t:N+1) —Pgo(t:N—{—l)
P,gl(t > N) —Pgo(t> N)

> Py,(t=N+1) Py (> N)
_ Py,(t =N +1)
T Py(t>N+1) N

Py, (t =N +1)

> 0.
Py, (t > N+1)) -

= dny1 > 0N (1 -

Damit haben wir Beh.1 gezeigt.

Fiir die Isotonieaussage ist nur noch anzumerken, dass wegen Beh.2 gilt:

gn+1(01) —gn (Do) = In+y(Po,(t=N+1) = Py,(t=N+1)
Pﬁo(t:N-i-l)) >0
Py, (t>N+1)" =

= 5N(1—’Y
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1.6.15 Bemerkung: Isotonie der Giitefunktion des besten Tests bei

randomisierten beschrankten Ersteintrittszeiten

Eine zu 1.6.14 entsprechende Aussage iiber die Isotonie der Giitefunktion be-

kommen wir fiir den sequentiellen Test ¢}y (a) AUS 1.6.13: Die Giitefunktion hat
Y

namlich die Gestalt:

Eoin = VP (Sev+(ao) > o) + (1 = ) Po (S (ae) > o)

Der zweite Summand ist aufgrund des vorherigen Lemmas isoton in 9.
Der erste Summand lasst sich mit Hilfe der unbeschrankten Ersteintrittszeit
t*(a) :=inf{n € N| S, > a} folgendermafien umschreiben

N
Py(Siv+ag) > o) = Y Py(Sk < a¥k < n, S, > a) = Py(t*(a) < N).
n=1
Die Isotonie von ¥ — Py(t*(a) < N) bekommen wir dann vollig analog zum
Beweis von Lemma 1.6.14.
Insgesamt erhalten wir, dass die sequentiellen Tests aus 1.6.8 und 1.6.13 im Falle
einparametriger Exponentialfamilien das Niveau a auf ganz Hy : { < (; einhalten

und somit gleichméfBig optimal fiir Hy : ( < (p gegen Hy : ¢ > (p sind.
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1.7 Gleichmaflig beste Tests bei fester

beschrankter zweiseitiger Stoppzeit

Wir wollen jetzt der Frage nachgehen, ob die Ergebnisse iiber gleichméafig beste
Tests unter einseitigen, beschréinkten Ersteintrittszeiten ¢V (a) auch auf die Exi-
stenz gleichmaflig bester Tests unter zweiseitigen, beschrankten Erstein-
trittszeiten ¢V (ci, cp) sich iibertragen lassen? Es liegt die Vermutung nahe, dass
durch die zusatzliche untere Schranke beim Stoppen, weitere Einschrankungen
an die Verteilungsklasse Q gemacht werden miissen, um noch Aussagen iiber
gleichméflige Optimalitit zu erhalten. Fiir die Klasse der Normalverteilungen und
der Gammaverteilungen wurde in 1.5.12 gezeigt, dass gleichméflig beste sequenti-
elle Tests unter zweiseitigen beschrénkten Ersteintrittszeiten nicht existieren. Bei
Gammaverteilung ist es immerhin moglich, eine gleichmafiige Optimalitats-
aussage unter tVV(cy, cy) zu erhalten, wenn das Fortsetzungsintervall (c;, c;) nur
grofl genug gewahlt wird. Dass dies bei Gammaverteilungen tiberhaupt moglich
ist und bei Normalverteilungen aber nicht, liegt an der Grofle dy. Sie gibt die
Abweichung des Erwartungswertes der Priifgrofle 7" unter dem ,,groBtmaoglichem
Parameter” (; aus H; vom Erwartungswert der Priifgrofie unter der Nullhypo-
these Hy = {(o} an (vgl. 1.5.2 ¢)). Bei der Klasse der Normalverteilungen ist
dy = 0o, und somit kann es unter zweiseitigen Stoppzeiten keine gleichméflig op-
timale Losung geben fiir Hy gegen ganz H; = ({y, o). Schrinken wir H; ein auf
z.B. H; = (¢, ¢) mit { < oo, so erhalten wir als maximale Abweichung des Er-
wartungswertes der Priifgrofie T' die Grofle do = dO(QA' ), welche endlich ist. Damit
waren selbst fiir normalverteilte Hypothesen immerhin lokal gleichmaflig beste
Tests unter zweiseitigen, beschriankten Ersteintrittszeiten denkbar.

Unser Ziel wird es daher sein, hinreichende Bedingungen fiir lokal gleichmafi-
ge Optimalitdt unter zweiseitigen, beschrankten Ersteintrittszeiten zu formulie-
ren, wobei wir uns am Vorbild der Untersuchungen der einseitigen, beschrankten
Ersteintrittszeiten orientieren. Die gleichmaflige Optimalitatsaussage ergibt sich
dann als Spezialfall, namlich fiir ¢ = ¢, wobei ¢ das Supremum des natiirlichen
Parameterraums Z bezeichne (vgl. 1.3.1).

Wir formulieren zunéchst eine hinreichende Bedingung fiir lokal gleichméfige Op-

timalitat fir einparametrige Exponentialfamilien:
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1.7.1 Satz: Hinreichende Bedingungen fiir lokal gleichmaflige
Optimalitat bei beschrankten, zweiseitigen Stoppzeiten

Es sei Q eine einparametrige Exponentialfamilie in natirlicher Parametrisierung
(vgl. 1.8.1). Zu (y €Z, (e€Z, (o<Cundac (0,1) sollen folgende Hypothesen
getestet werden:

Ho: (=G, Hi:¢ € (G,0).
Es bezeichne dy == do(C) (wobei do(C) := dy). Ferner seien N € N\ {1}
und dy, dy € {0,do} mit dy + dy > 0.
Zudg € R seit:Q— {1,..., N} eine beschrinkte Stoppzeit, fir die gelte:

Vn < N: {t=n} C{S, ¢ [ao— (N —n)di,a0+ (N — n)dz]}PC(J'Cn—f.S. (1.7.1)
FEs ses gf* ein TV mit
1) ECO sz =q,

2)

1 . > g+ (N —t)dy
r= P, — f.s..
v {0 Jir Se o~ (v —1)d, Tore 718
Dann ist ©f gleichmdfig optimal fiir Hy : ¢ = o gegen H : (€ (Co,f), d.h. eine
Lésung der Aufgabe

Ecpr = sup V¢ € (¢o,¢)
ECo(Pt <a

Bewelis:

a) Es sei ¢; € (o, €). Dann gilt gemiB 1.3.2.1 dy(¢1) < dy.
Da E¢, ¢; = «, miissen wir nach dem N-P-Lemma 1.4.1 noch ein a(¢;) > 0 finden,
so dass Vn < N auf {t = n} Py e, L5 gilt

* ]' . M,’}' n >
Son = {0 fur W = HCO:CI (Sn) <a(<-1) ,

wobei hier

Hg),CI (S) :e(CI*CO)S . efn(gl—co)do(gl)

:e(Cl —Co) (5*"‘10(41)) (Vgl. 1.3.1.2) .

Wie bei den einseitigen Stoppzeiten (vgl. 1.6.6) wihlen wir a(v,) := H[ ., (o).
Dann folgt:
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1) Auf {t = N} Pg,jc,-f:s aufgrund der Isotonie von Hy 4

My

_ N > > . 1
M—R]—Hgo,gl(SN) <a(191):>SN <00:>S0N—{0

2) Sei mun n < N. Dann gilt Py, -f.s auf
{Sn ¢ [&0 — (N — n)dl,&o + (N — n)dg]} .

2.1) Ist S, > @p + (N —n)dy = ¢} = 1 und aufgrund der Isotonie von
s+ H( . (s) und der Antitonie von n — H[ . (s) gilt:

MT% n n ~ ~
W = HCO:CI (Sn) > HCO:CI (ao) > Hégagl (ao) = a(gl)-
Damit kann % < a(¢) auf {t = n}N{S, > @o+ (N —n)ds} nicht mit
positiver Wahrscheinlichkeit auftreten, der Test ¢; hat also in dieser
Situation die geforderte 1-0-Gestalt.
und %’é > a(¢1) kann auf {t = n} N {S, < @y — (N — n)d;} nicht mit
positiver Wahrscheinlichkeit auftreten, da:
M .
MO < HCO,Q (CLO - (N - n)dl)

— e(€1=60) (@0 —(N—n)d1—ndo(¢1))

< H[ (@), denn
1.Fall: Ist d; = 0, dann folgt die Ungleichung aus der Antitonie von
n— HE - (s).
2.Fall: Ist d; = CZO, dann gilt d; — dy(¢1) > 0 und daher

o — Ndo(¢1) — (N —n)(dy — do((1)) =g — Ndg + n(do — do(¢1))

<y — Ndo + N(do — do((1))
:&O — cho

1.7.2 Bemerkung

a) Satz 1.7.1 liefert fiir einparametrige Exponentialfamilien mit dy = oo eine Ver-

allgemeinerung von Satz 1.6.6: so z.B. fiir die Klasse der Normalverteilungen und
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fiir die der Poissonverteilungen.

b) Im Gegensatz zu Satz 1.6.6 reicht es hier im allgemeinen nicht mehr aus, fiir
die Verteilungsklasse Q sequentiell-antitonen isotonen Dichtequotienten zu for-
dern, wir bendtigen die volle Struktur der einparametrigen Exponentialfamilien.
Die untere Grenze des Fortsetzungsintervalls der Stoppzeit ¢t mit d; = czo < o0
bereitet ndmlich Schwierigkeiten:

Hier geniigt die Antitoniebedingung an n — H(, (s) nicht, um die notwendige 1-
0 Gestalt des Tests zu erhalten, wenn aufgrund der Bedingung S,, < ao— (N —n)d,
fiir n < N gestoppt wird.

Ein Beispiel fiir eine Verteilungsklasse mit sequentiell-antitonen isotonen Dich-
tequotienten, fiir die es unter zweiseitigen beschrinkten Ersteintrittszeiten keine
lokal gleichméfig besten Tests gibt, liefert @ = {R(0,9) | ¥ > 0} (vgl. 1.6.5).
Z.B. gibt es fir N = 2 und « € (0,1) fiir alle ¢; < ¢y aus (0, 2) keine gleichméBig
besten Tests fiir H : 9 = 1 gegen H : 9 € (1,1 + A) mit A > 0 z.N. o unter
t(cr, )N =inf{n < N | max(Xy,..., X,) € (c1,c2)}-

c¢) Fiir den Fall, dass die Grole dy der Exponentialfamilie Q endlich ist, liefert
der Satz 1.7.1 eine hinreichende Bedingung fiir die gleichmafige Optimalitat von
Hy: ¢ = (y gegen H; : ¢ > (; unter zweiseitigen beschriinkten Ersteintrittszeiten;
man wahle é = (. So bekommen wir diese Aussage z.B. fiir die Klasse der Binomi-
alverteilungen, der negativen Binomialverteilungen und der Gammaverteilungen.
O

Als néchstes wollen wir mit Hilfe von Satz 1.7.1 fiir jedes vorgegebene a-Niveau
einen lokal gleichméfig besten Test konstruktiv angeben. Dazu miissen wir uns
noch iiberlegen, wie sich das a-Niveau ausschopfen lasst. Hierfiir verallgemeinern

wir das Lemma 1.6.2 fiir zweiseitige, beschrinkte Ersteintrittszeiten.

1.7.3 Lemma: Ausschopfen von «

Es sei Q eine beliebige einparametrige Verteilungsklasse. Weiter seien N € N
und Sy, : (2, A) = (R, B) beliebige messbare Abbildungen (n < N).
Zua € R, by, ¢, >0(n < N) mitb, +c¢, >0 fiir einn < N betrachten wir
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die zweiseitige beschrankte Stoppzeit

ta=1Y, . ==inf{n < N|S, ¢ (a—by,a+c,)},

a,b,c
und zu « € (0,1) sei
ap =inf{a € R | Py,(S;, > a) < o} mit (1.7.2)

S, =S, —cp. (1.7.3)

Dann gilt

PﬂO(St&O > CNL()) <«

Haben wir zusdtzlich Py, (S, = @y — b,) =0 Vn < N, so gilt

Beweis:

Pﬂo(‘s_’tao Z Z’]’0) >

1) Da (g, b) = Ugsa,(a, b) fiir b > o, gilt aufgrund der Stetigkeit des W-Mafles

Py, und der Definition von ay:

IN

N

Py, (Siao) > o) = Y _ Py, (Sk € (o — b, o + &) Yk < n, Sy > dig + n)
n=1
N
lim ) ~ Py, (Sk € (a — by, do + cx) Yk < n, S > a+cy)
alao n=1

aldo

N
limZPﬂO(Sk €(a—bg,a+cy)Vk<n, Sy & (a—by,a+c,), Sy > a)
n=1

(weil {Sy < Gg + cx} C {Sk < a-+cx} fiir a > a)
li¢r~n Py, (S, > a) < a.
alag

2) Jetzt gelte zusétzlich Py, (S = ao —bx) =0 VkE < N (x).

Da [61,0, b) =

Na<ao (@, b) fiir b > @y, gilt aufgrund der Stetigkeit des W-Mafles Py,
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und der Definition von ag:

N
Pﬁo(gtdo > &0) = ZPW‘}O(S/C c (C~L0 - bk, aop + Ck) Vk < n, Sn > ag + Cn)
n=1
N
S ST Py (Sk € [fio — by o + ci) Yk <, Sy > g + cn)
n=1
N
= lm  Py,(Sk € (a— by, o+ cx) Yk < n, Sp>a+cy)
atao —

v

N
limZPﬁo(Sk €(a—by,a+cy)Vk<n, S, ¢ (a—by,a+c,),S, > a)
n=1

atao
(Weﬂ {Sk < ag+ Ck} D) {Sk <a-+ Ck} fir a < do)
= liTm Py, (S;, > a) > a.
atéo

Damit erhalten wir:

1.7.4 Korollar: Gleichmaflig beste sequentielle Tests unter
zweiseitigen beschrankten Ersteintrittszeiten

Es sei Q eine einparametrige Exponentialfamilie in natirlicher Parametrisierung.
Zu (o €2, € Z, (o < C und a € (0,1) sollen folgende Hypothesen getestet
werden:

Hy: ¢ =, Hi:C€ (¢, Q)

Wie in Satz 1.7.1 bezeichne dy := do(C1), und es seien N € N\ {1} sowie
dl, dy € {O,CZ()} mit di + dy > 0.
Es bezeichnen S, := S, — (N — n)dy, mit S,, = Zi]il(T(Xi) —b'(¢)) und

tag :=tng4 4 =nf{n <N |S, ¢ (a—(N—n)di,a+ (N —n)ds)}.
Weiter ses

ag := inf{a € R | P, (S;, , > a) < a}
mit Pey(Sp = do — (N — n)dy) = 0Vn < N, (1.7.4)
PCO(S'fl =ag+ (N — Tb)dQ) =0Vn < N. (175)

SchliefSlich bezeichne t := 15, 4.
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a) Dann liefert das TV

> o + (N — n)d;

o= {é‘mnﬁkﬁyﬂN—M@ (n <N),
1 >

On = Y fur SN = agp
0 <

mit v € [0,1] derart, dass E¢, ¢} = c,
eine gleichmdfig optimale Lisung fir Hy gegen H; unter t.

b) Es gibt ein TV ¢ mit der Gestalt aus a) und Ey, 0] = .

Beweis:

Da die Ersteintrittszeit ¢ = ¢, 4 offenkundig die Bedingung 1.7.1 erfiillt, bleibt
noch anzumerken: es gibt ein 7y € [0, 1] derart, dass fiir das TV ¢" mit der Gestalt
aus a) gilt Ey,¢; = a. Aufgrund der Festlegung von Gy bekommen wir mit Hilfe
des Lemmas 1.7.3 und mit der Bedingung 1.7.4:

P (S > ag) < a und Py (S; > @) > o

Wegen der Bedingungen 1.7.5 gilt:

PCO(St Z &0) - PCO(S',: > &0) + P(o(gt — &O,t - N),

so dass wir wie im Beweis von 1.6.8 mit einem « € [0, 1] das Niveau « ausschépfen

konnen. O

1.7.5 Bemerkung

a) Fiir den Spezialfall f = ( liefert gpjgdo , einen gleichméfig besten Test fiir H, :
¢ = (o gegen Hy : ¢ > (p, d.h. eine Losung von (1.5.1).

b) Ist dy = oo, so gilt fiir den Spezialfall 5 =(und d; = CZQ, dy =0

N
tﬁo,dhdz

=  inf{n <N |8, ¢ (@ — (N —n)dy,ao}

= tV(a).

Damit liefert Korollar 1.7.4 fiir einparametrige Exponentialfamilien eine Verall-

gemeinerung von Korollar 1.6.8.
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1.7.6 Beispiele

Es liege die Situation aus Korollar 1.7.4 vor.

a) Die Verteilungen der einparametrigen Exponentialsfamilie Q haben stetige
Verteilungsfunktionen. Aufgrund des iid-Modells sind dann auch die Ver-
teilungsfunktionen von PCS" (¢ € Z) stetig. Damit liefert fiir d; = dy,
dy € {0,dy}, N € N der sequentielle Test v aus Korollar 1.7.4 einen

dg,dy,da N
lokal gleichmiBig besten Test fiir Hy : ¢ = (y gegen H, : ¢ € ((o, ).
Insbesondere erhalten wir damit Losungen in folgenden Situationen:

i) Q= (D00, ) | 9 € (0,00)}, € (0,00).
Dann gilt fiir ( = ¢ = oo: d0=d0=€%<oo.

Der sequentielle Test ¢}y liefert einen zweiseitigen, beschrinkten
dg,dy,da

SPRT, der gleichmifig optimal fiir Hy : ¢ = (, gegen H; : > (p ist.
ii) @ ={N(®,0?) |9 €R}, 0% € (0,0).
Dann liefert fiir jedes ¢ € (o, 00) der sequentielle Test @7y einen
ag,dy.da

zweiseitigen, beschrankten SPRT, der lokal gleichmafiig optimal fiir
H, gegen H; ist.

b) Die zweiseitigen CIP’s, unsere ersten Beispiele fiir gleichmé#Big optimale
Tests, besitzen die Struktur der sequentiellen Tests aus Korollar 1.7.4 mit

di =dy = cio, und fiigen sich somit auch in 1.7.4 ein.

Schlielich konnen wir nach dem Vorbild fiir gleichmaflig beste Tests fiir be-
schrankte einseitige Ersteintrittszeiten zeigen, dass die sequentiellen Tests aus
1.7.4 sogar gleichméafig optimal fiir Hy : ( < (p gegen H; : ( > (p sind, indem
wir zeigen, dass die Giitefunktion ¢ — P¢(t), < N) + P (T}, = N) isoton ist.

Aufgrund des zweiseitigen Stoppgebietes wird fiir die Isotonieaussage nicht wie
in 1.6.14 die Bedingung geniigen, dass die Verteilungsklasse Q streng isotonen
Dichtequotienten in einer Folge S = (Sn)nen von Priifgréfien habe.

Wir brauchen eine starkere Isotonieforderung, welche bei einparametrigen Expo-

nentialfamilien Q im iid-Modell gegeben ist:
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1.7.7 Hilfsaussage: Verteilungsgleiche Ersetzung

Es sei (X,)nen eine Folge stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-
groflen, deren Randverteilungen PCX1 eine einparametrige Exponentialfamilie mit
pu-Dichten der Gestalt

fe= T cez

bildet.

Zu ¢ < ¢ aus Z gibt es auf einem gegeigneten W-Raum (Q,S’, ]5) zwei Folgen
von stochastisch unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgrofien (Y;,),en und
(Zn)neN mit

P = PCT(XI) und P% = Pg(xl), (1.7.6)
so dass gilt:
Y, < Z, P-fs.V¥neN (1.7.7)

Begriindung:

Es seien ¢ < ¢’ und FCT ) die Verteilungsfuntion von PCT ),

Da {PCX1 | ( € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie mit isotonem Dichte-
quotienten in T bildet, folgt aus Satz 1.3.2.1d) angewandt auf i) = 1(, o) (z € R),
dass gilt:

T(X1) T(X1)
F, ! EFC, Y.

Es seien
Q = (Oa 1)N7 3 = (]B\(O,l))Na p = ®R(07 1)

neN

sowie U, : Q) — (0,1) die Projektion auf die n-te Komponente, dann liefern die

Zufallsgrofien

Y, = (FgT(Xl))—l olU, und Z,:= (FZ;(XI))_I olU, (n €N)

das Gewiinschte. O

Mit diesem Hilfsmittel der verteilungsgleichen Ersetzung folgt die Isotonie der

Gitefunktion sequentieller Tests der Gestalt

N
Eco; =Y Pc(Sk € (ar, bk) VE <, Sy > by).

n=1
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Begriindung:

Es seien ¢ < (. Dazu seien (Yy)nen und (7Z,)nen zwei Folgen von Zufallsgréfen
wie in 1.7.7. Ferner seien V,, := 22:1 Y, und W, := ZZ:1 Z;, und

A = UV Vi € (ar,br) VE < n, V, > b},

!

A = U W, € (an,b,) Vk <n, W, >b,}.

Dann gilt A € A" P-f.s. und somit Ecpy < Eyo}.
Die Inklusion der Mengen sieht man folgendermafen:

Zunichst gibt es fiir P-fast alle w € A jeweils ein n < N mit
Vi(w) € (ak, br) Yk < n, Vi(w) > by.
Wegen V, < W, P-fs. folgt daraus
Wi(w) > ax Yk < n, Wy(w) > by.

Jetzt sei ny das kleinste k£ < n mit Wy(w) > by.
Dann gilt a;, < Wi (w) < bx Yk < ng und Wy, (w) > by,.
Daraus folgt schlieflich w € A'. O
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C) LOKAL BESTE TESTS BEI FESTER STOPPZEIT

1.8 Lokal beste Tests

In diesem Abschnitt wollen wir die Probleme (1.2.3), (1.2.4) untersuchen, auch
wieder im Hinblick auf die Frage, fiir welche Typen von Verteilungsklassen und
Stoppzeiten wir Losungen werden angeben konnen, und wie die Struktur dieser
Losungen aussieht? In den Satzen 1.6.6 bzw. 1.7.1 hatten wir bereits fiir be-
schrankte, einseitige bzw. zweiseitige Stoppzeiten bei einparametrigen Exponen-
tialfamilien fiir das Problem (1.2.3) hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
lokal gleichméafig bester Tests formuliert. Im wesentlichen soll damit die Unter-
suchung dieses Problems abgeschlossen sein. Wir werden noch eine Erganzung
anfithren fiir beliebige beschrinkte Stoppzeiten, die nichtrandomisiert sind, und
zwar fiir den Fall, dass die Verteilungsklasse Q endlichen Stichprobenraum X
besitzt.

Unser Hauptinteresse gilt dem Problem (1.2.4), der Untersuchung lokal bester
a-ahnlicher Tests. In 1.2.4 hatten wir bereits angemerkt, dass die einparametrige
Verteilungsklasse Q gewissen Differentationsanforderungen geniigen muss, damit
die Giitefunktion eines sequentiellen Tests ; differenzierbar wird und somit das
Problem (1.2.4) iiberhaupt formuliert werden kann. Wir beginnen mit einem Dif-

ferentationsbegriff, der aus der klassischen Statistik wohlbekannt ist.

1.8.1 Definition: L, (¢,)-differenzierbar (vgl. Witting [Wi], S.164)

Es seien Q@ = {Qy | ¥ € O} eine einparametrige Verteilungsklasse, ¥ Eé und
ly,s, der verallgemeinerte Dichtequotient von @y nach Qy,,

d.h. Iy 4, ist eine messbare numerische Funktion von (X, B) nach ([0, oc], B|jg,))
mit

Qs(B) = /Blﬂ,ﬁonﬂo +Qu(BN{lyg, =0}) VBeB

und ng (lﬁ’ﬁo < OO) =1.
Die Verteilungsklasse Q heisst L, (9)-differenzierbar mit Ableitung fy,, falls
gilt:

1) Die messbare Abbildung fy,: X — R ist integrierbar bzgl. Qy,.
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2) Es gibt eine Umgebung Uy, C © von ¥y und eine Funktion

. N (V)
r: Uy, = R mit ,915?0 9= gy

=0, so dass gilt:
[ 0000 =1 = (2= 80) foy |d0Qu, = r(9) V9 € Uy,

Die L, (¢y)-Differenzierbarkeit der Verteilungsklasse Q bedeutet, dass der Dich-
tequotient 9 — ly y, differenzierbar ist in der ||.|[;-Norm von L, ().

Aus dieser Definition erhalten wir zunéchst, dass zu jedem festem Stichproben-
umfang n € N die Giitefunktion klassischer Tests differenzierbar ist.

1.8.2 Satz (vgl. Witting [Wi], Satz 1.179, S.164, Satz 1.182, S.168)

Es sei Q eine L (9y)-differenzierbare Verteilungsklasse mit Ableitung f:go.

Dann gilt: Fiir jedes n € N und fiir jede messbare und beschrankte Funktion
h : X" — R ist die Abbildung 9 — Eyh(Xy,...,X,) differenzierbar in ¥y mit
Ableitung:

d Gy
%(/h(Xl,...,Xn)dPﬁ)ﬂ_% :/h(Xl,...,Xn)Zfﬂo (X;)dPy,.
Q Q i=1

Insb. gilt also: Fiir festen Stichprobenumfang n € N ist die Giitefunktion 9 +—
Ey Y (Xy, ..., X,) eines jeden Tests 1, : X™ +— [0, 1] in 9 differenzierbar.

Bewelis:

Es bleibt nur anzumerken, dass wegen des zugrundeliegenden iid-Modells die Zu-

fallsgrofien X3, ..., X, unter Py, unabhangig und identisch verteilt sind. a

Bekanntlich lasst sich die Ableitung fy, besonders leicht bestimmen, wenn Diffe-

rentation und Integration fiir die Verteilungsklasse Q vertauschbar sind.
1.8.3 Bemerkung (vgl. Witting [Wi], Satz 1.183, S.170)

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsklasse, die durch ein o-endliches Maf} y
dominiert wird mit p-Dichten fy > 0, die in ¥y differenzierbar sind und fur die
Differentation und Integration vertauschbar sind.

Dann ist Q eine L (9y)-differenzierbare Verteilungsklasse mit der Ableitung:

_ Vf15’0 (JC)
a f’l90 (l‘)
Fiir Naheres zu den Regularitatsbedingungen an die pu-Dichten fy verweisen wir
auf Witting I Satz 1.183.

foo (2) = Vlog fo, ()

fiir Qy,-fast alle z € X (1.8.1)
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Hiermit bekommen wir folgende ersten Beispiele an die Hand:

1.8.4 Beispiele (vgl. Witting [Wi], S.171, S.181)

a) Es sei @ = {Q, | ( € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie in natiirlicher

Parametrisierung mit p-Dichten der Form
fe= eST=b(C) . h,

wobei h(z) > 0Vz € X.
Dann ist Q fiir jedes (y € Z eine L (¥y)-differenzierbare Verteilungsklasse mit der
Ableitung

foo=Vlog feo =T =V (Co)- (1.8.2)

b) Lokationsmodell:

Es sei @ eine Klasse von W-Verteilungen iiber (R, B) mit N\'-Dichte f, fiir die
gelte: f > 0 und stetig differenzierbar mit Ableitung f' sowie [ |f'|[dA' < occ.
Es bezeichne dann Q = {Qy | ¥ € R} die Verteilungsklasse mit den M\'-Dichten
folx) = f(x =),z eR

Dann ist Q fiir jedes ¥y € R eine L; (¢Jg)-differenzierbare Verteilungsklasse mit
der Ableitung

f’(l’ - 79())
f(.I — 19())

Mit Satz 1.6.2 erhalten wir fur beschrdankte Stoppzeiten, dass die Giuitefunktion

f;o () = Vlog fy,(x) = — fiir Qy,-fast alle x € R. (1.8.3)

sequentieller Tests differenzierbar ist:

1.8.5 Korollar

Es sei Q eine Ly (9)-differenzierbare Verteilungsklasse mit Ableitung f:so.
Weiter sei t : Q) — {1,..., N} eine beschrdankte Stoppzeit.

Dann st fiir jedes TV ¢= (¢n)n<n die Gitefunktion ¥ — Ey ¢, differenzierbar
in 9y mit Ableitung

t
VEs e = Eoopr Y foo (X0). (1.8.4)
=1
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Insb. haben wir diese Aussage fiir die Beispiele aus 1.6.4.

Beweis:

Gemif Satz 1.6.2 gilt fiir jedes n < N und fiir jede C,-messbare, beschrinkte
Funktion h, : 2 - R

Ey hp(X) — Egyhn(X)

9n (V) = | Y —

—Eﬂo Zfﬁo ‘—)0 fur19—>190,

wobei X = (X3,...,X,) bezeichne.
Damit bekommen wir fiir o, (X) = @5 1{=n)

Eyo;— E bLoe
‘M _ Eﬁo(ﬂotz Fou (Xz))
v — 1 —

E Qpnl n E (pnl =n - )
< Z‘ U {t= g ﬁo’% {t=n} _ Ey, (@nl{t—n}; oo (Xl))

:Zgn(ﬁ)—m fiir 9 — ¥, O

Wir wollen die Aussage in 1.8.5 auf nicht beschrdnkte Stoppzeiten ausdehnen.
Dabei ist es sinnvoll Stoppzeiten zu betrachten, die zumindest unter Py, der
Stelle an der die Giitefunktion abgeleitet werden soll, abgeschlossen sind. Fiir
solche Stoppzeiten fiihren wir einen geeigneten Differentationsbegriff ein:

1.8.6 Definition: Sequentielle Differenzierbarkeit

Es sei Q eine L (0 )-differenzierbare Klasse von W-Verteilungen iiber (X, B), und
es sei t : Q — N eine unter Py, abgeschlossene Stoppzeit.

Q heisst sequentiell differenzierbar in ¥, unter ¢ mit Ableitung Ly,, falls

gilt:
1) Die Abbildung Ly,: 2 — R ist bzgl. Py, 4, integrierbar.

2) Fiir jedes TV ¢ ist die Giitefunktion ¥ — FEy ¢, differenzierbar in 9y mit
Ableitung

VEﬂOQOt = EﬂOQDt L'l90 . (185)

Mit Korollar 1.8.5 erhalten wir sofort, dass unter beschrankten Stoppzeiten jede

L, (¥y)-differenzierbare Verteilungsklasse sequentiell differenzierbar in 9y ist:
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1.8.7 Bemerkung

Es sei Q eine L (¢)-differenzierbare Verteilungsklasse mit Ableitung fy,. Weiter
seit:Q — {1,..., N} eine beschrinkte Stoppzeit. Dann ist Q in ¥y sequentiell

differenzierbar unter ¢ mit Ableitung

t
Lao=Y_ fo, (Xi) (1.8.6)

i=1
Insb. erhalten wir diese Aussage fiir die Beispiele aus 1.8.4 a

Diese Aussage lasst sich auch fiir nicht beschrinkte Stoppzeiten verallgemeinern,
wenn wir zusatzlich eine Forderung an die 2. Momente der Dichtequotienten der
Verteilungen stellen.

1.8.8 Lemma (vgl. Irle [I1], 4.14 auf S. 118)

Essei @ = {Qy | ¥ € ©} eine dquivalente Verteilungsklasse, die L; (9 )-differenzierbar
ist. Weiter bezeichne

1(190,19) = Alog(lﬁo,ﬁ)dQﬂo

die Kullback-Leibner-Information von @)y, nach Q.
Es gelte
. 1(190a 19)
limsup ——= < o0.
it (9 — Vo)
Dann ist fiir jede Stoppzeit ¢t : @ — N mit Ey ¢t < oo und fiir jedes TV ¢ die

Giitefunktion ¥ — Ey ¢, differenzierbar in 9y mit Ableitung

t
VEﬁo(pt = Eﬂoﬁpt Z fﬁo (XZ)

i=1
Die einparametrigen Exponentialfamilien liefern fiir die Anwendung des Lemmas
das wichtigste Beispiel: hier lasst sich die Bedingung an die Dichtequotienten
besonders schon interpretieren als Bedingung an die Varianz der Beobachtungen

unter ty:
1.8.9 Beispiel (vgl. Irle [I1], 4.1.8 auf S.128)

Es sei @ = {Q. | ( € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie in natiirlicher
Parametrisierung. Weiter sei (; €2, und es sei ¢ : Q& — N eine Stoppzeit mit
E¢t < oo. Dann gilt

. 1(1901 19)
limsup ———— = Varyg, (X
19—>190p (9 — )2 0 (X1)
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und somit ist Q in (p sequentiell differenzierbar unter ¢ mit Ableitung
Loo=Si, wobei S, =3 T(X;) = n¥(Go), Soc 1= 0. (1.8.7)
i=1

Man beachte, dass S; die PriifgéBe fiir das einseitige Testen H : ( = (y gegen
Hy : ¢ € (¢,¢) aus 1.5.1 liefert.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir das Problem (1.2.4)
VEs,pr = sup
E,,90 Yr =

16sen. Analog zur Losung des Problems (PY) betrachten wir das statistische Ex-

periment

(QaAtv {Pﬁ\At ‘ (S 6})
und erhalten mit einer Argumentation entsprechend wie in 1.4:
1.8.10 Satz: Neyman-Pearson-Lemma fiir lokal beste Tests

Es seient : Q — N eine unter Py, abgeschlossene Stoppzeit und Q eine sequentiell

in Yy E(S) unter t differenzierbare Verteilungsklasse mit Ableitung Ly, .

1) Hinreichendes Kriterium.:

Es sei o= (¢n)nen ein TV, fir das gilt:
a) Ey, 01 = .
b) Es gibt ein c € R, so dass gilt

>

.. .
Y = {0 f’U,’)" Lﬁ‘o < & P790|.At —f.S.. (188)

Dann liefert ¢, einen lokal besten a-dhnlichen Test, d.h. eine Ldosung von
(1.3).

2) Emistenzaussage:

Der sequentielle Test ¢f der Gestalt

1 >

©i:=<S ~ fir Ly, = ¢ ,mil (1.8.9)

0

0 <
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i) ¢:= inf{b € R | Pyy(Ly,> b) < a} und
ii) v € [0,1] derart, dass

Py (Log> ¢) +7Pyo(Lgy=¢) =

gentigt den hinreichenden Bedingungen a) und b) und liefert somit eine
Lésung von (1.2.4).

3) Notwendiges Kriterium:

Es sei of ein lokal bester a-dhnlicher Test. Dann gilt:
Es gibt ein c € R, so dass ¢} die 1-0-Gestalt aus (1.8.9) besitzt.
Beweis:

Da Q sequentiell in ) unter ¢ differenzierbar ist mit Ableitung Ly,, gilt:

V/gOthgoAt = /(pt Lﬂo dP'ﬂ0|At'

Das Neyman-Pearson Lemma fiir a-dhnliche Tests (vgl. Witting T S.196 Satz
2.7) angewandt auf das Problem (1.2.4) mit ¢o = 1 und ¢, =Ly, liefert die
Behauptung. O

Wie in der klassischen Statistik bekommen wir fiir lokal beste a-ahnliche Tests

¢} eine weitere Optimalitatsaussage, wenn ¢; nicht-randomisiert ist:
1.8.11 Satz

Es liege die Situation wie in 1.8.10 vor, wobei zusdtzlich Q@ dquivalent sei.
Ist der lokal beste a-dhnliche Test ¢} aus 1.8.10 nicht randomisiert, d.h. von der
Gestalt

=L Loy

so0 ist ¢} lokal besser als jeder a-dhnliche Vergleichstest (vgl.(1.2.4)).

Beweis:

Wir verweisen hierfiir auf Witting [Wi] S.223/224 Satz 2.44. Es ist nur anzumer-
ken, dass der Beweis auf das Experiment

(Q’ 'At’ {P’l?\At | v e 9})

ibertragen wird. O

Fiir L, (¢)-differenzierbare Verteilungsklassen kénnen wir unter beschrdnkten

Stoppzeiten lokal beste a-dhnliche Tests explizit angeben:
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1.8.12 Korollar

Esseient: Q — {1,..., N} eine beschrankte Stoppzeit und Q eine 1Ly (¥y)-differenzierbare

Verteilungsklasse mit Ableitung fg,. Dann liefert der sequentielle Test

1 >
bii= 0y fir o Y fe (Xi) = ¢ it
0 <

c:=inf{beR | PﬁO(L;O> b) < a} und vy € [0,1] derart, dass Ey,p; = «

einen in Yo lokal besten a-ahnlichen Test.
Fiir den Fall, dass v € {0,1}, ist @; sogar lokal besser als jeder a-dhnliche Ver-

gleichstest. Insb. erhalten wir diese Aussagen fiir die Beispiele aus 1.8.4.

SchlieBlich liefert Beispiel 1.8.9, dass fiir einparametrige Exponetialfamilien auch
unter unbeschrankten Stoppzeiten lokal beste a-ahnliche Tests angeben werden

koénnen:
1.8.13 Korollar

Es sei Q ={Q¢ | ¢ € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie in natirlicher
Parametrisierung.

Weiter sei ( E%, und es seit: Q — N eine Stoppzeit mit E¢t < 00, und es sei
S, =30 T(X;) — th'((o)). Dann ergibt der sequentielle Test

1 >
o; = vy fir Sy = ¢ ,nmut
0 <

c:=inf{b € R | P, (S; > b) < a} und vy €0, 1] derart, dass E¢,p; = o

einen in (o lokal besten a-dhnlichen Test.
Fiir den Fall, dass v € {0,1}, ist ¢} auch lokal besser als jeder ca-dhnliche Ver-
gleichstest.

1.8.14 Bemerkung

Ist in 1.8.13 ¢ = ¢V (b) eine beschrankte einseitige Ersteintrittszeit, so liefert der
sequentielle Test aus 1.8.13 den Test aus 1.6.8 und daher einen gleichméafig besten
sequentiellen Test fiir Hy : ¢ < (p gegen Hy : ¢ > (p- O
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Abschlieflend ergianzen wir die Untersuchungen tiber lokal gleichméfig beste Tests,
die wir in 1.6 bzw. 1.7 fiir nicht randomisierte einseitige bzw. zweiseitige Erstein-
trittszeiten durchgefiihrt haben, indem wir sie auf beliebige beschrankte nicht ran-
domisierte Stoppzeiten ausdehnen. Selbstverstindlich bendtigen wir dann starke-
re Forderungen an die Struktur der Verteilungsklasse, um fiir diese grofiere Klasse
von Stoppzeiten noch Aussagen iiber lokal gleichmafige Optimalitdt machen zu
konnen. Daher betrachten wir jetzt L (g )-differenzierbare Verteilungsklassen Q
mit endlichem Stichprobenraum X und konnen nach dem Vorbild der klassischen
Statistik lokal gleichmafig beste Tests angeben, wenn zuséitzlich der Dichtequo-
tient ¥ > Iy g, (x) fiir jedes x € X eine analytische Funktion liefert:

1.8.15 Lemma

Es sei @ = {Qy | 9 € [¥y,00)} eine dquivalente Verteilungsklasse iiber einer
endlichen Menge X mit

Qo,({z}) >0 Vz € X.

Auflerdem ist jedes x € X die Abbildung ¥ — Qy({z}) in eine Potenzreihe um
¥y entwickelbar.

Es seit: Q — {1,..., N} eine beschriankte nicht randomisierte Stoppzeit ( d.h.
eine Stoppzeit bzgl. C), dann gilt:

Es gibt ein ¥J; > o und eine Losung ¢ des Problems (1.5.1)

Ey ¢y . sup Y9 € (Y, 1)

Eﬂogot S (07
Beweis:
Seien 9 > 19y und
1 >
% - . tw
Gro@:=1 v fir [O& @) = a,
0 <

mit Ey,p;y = a der gemif des N-P-Lemmas 1.4.1 beste Test fiir {tJo} gegen
{¥1}. Dieser Test ist durch die Priifgroie

%)

Liy(Z H Qﬁ
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eindeutig festgelegt. L, 4(Z) liefert als endliches Produkt von Potenzreihen um o,
wieder eine Potenzreihe um ;.

Fiir feste 7,7 € X" gilt nach dem Identitétssatzes fiir Potenzreihen entweder

Lig(%) = Ly p(Z) V9 € (9,9 + )

hor 4

oder es gibt einen Parameter ¢ = 9(Z,2") > ¥y derart, dass aus Stetigkeits-
griinden folgt

Lt,g(.’f) > Lt,g(.’zﬂ) Vi € (190,79,) oder Ltjg(f) < Lt’,g(ii'") Vi € (190, 19,)

Bezeichnet 1J; den kleinsten dieser endlich vielen Werte ¥(Z, '), so sind alle Ord-
nungsrelationen unabhéngig von ¥ € (g, 1) und damit auch ¢; .

Folglich liefert der Test ¢} := ¢} , eine Losung von (1.5.1). O
Den wichtigsten Spezialfall bringt die Anwendung des Lemmas auf Binomialver-

teilungen:

1.8.16 Korollar

FEs seien @ = {B(1,9) | ¥ € (0,1)} und t : Q — {1,..., N} eine beschrinkte
nicht randomisierte Stoppzeit, ¥y € (0,1) und S, =Y ;| X; — ndy.
Dann ergibt der Test

1 >
;=< v fir S = ¢ ,mit (1.8.10)
0 <

c:=inf{b e R | Py,(S; > b) < a} und vy € [0,1] derart, dass Eg,¢0; = ,

einen lokal gleichmdfig besten besten Test fiur Hy : 9 = ¥y gegen Hy : 9 > 1y z.N.
.

Bewelis:

Zunachst garantiert uns Lemma 1.8.15 die Existenz eines lokal gleichméfig besten
Tests ¢; z.N. a.. Es bleibt daher zu zeigen, dass ¢; die Gestalt aus (1.8.10) besitzt:
Da {B(1,9) | ¥ € (0,1)} eine L; (9Jy)-differenzierbare Verteilungsklasse ist, liefert
¢; auch einen lokal besten Test z.N. o und er muss somit gemafl 1.8.10 und 1.8.9
die Gestalt

. 1 . >
th:{o fir St<c Png'ct

besitzen. 0
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D) GLEICHMASSIG BESTE TESTS DER GUTE 1

Tests der Giite 1 liefern gewiss artifizielle Beispiele fiir beste Tests. Und doch sind
sie theoretisch so interessant, dass sie in der Literatur zur sequentiellen Statistik
viel Beachtung gefunden haben. Ausgiebig untersucht wurden dabei rechtsseitige
SPRTSs bei iid-Versuchswiederholungen fiir das Testen einfacher Hypothesen

Hy : 9 =19y gegen Hy : 9 =9 (vgl. Pollak [Po], S.1012f.; Siegmund [Si], Beispiel
4.1 auf Seite 70f.; Lerche [Le], S.1030f.); dies sind in der angegebenen Literatur
sequentielle Tests (¢, ) der Gestalt

~

t=1inf{n € N| L(¥1,%) > a}, oo, =1(Mn€EN), g =0.

Dabei wurden Optimalitatsaussagen nur fiir den Spezialfall gemacht, dass als
Irrtumsniveau der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art das eigene Niveau des SPRTs
zugrunde gelegt werde: Dieses Vorgehen ist in der sequentiellen Statistik iiblich,
denn i.a. lasst sich zu beliebig vorgegebenem Niveau « ein bester sequentieller
Test nicht mehr konstruktiv angeben, wenn bei der Problemstellung auch die

Stoppzeiten mitvarieren diirfen (vgl. 2.4.3).

Ziel der folgenden Untersuchungen ist es, einerseits zu beliebigem Niveau o Stopp-
zeiten zu konstruieren, so dass das Problem (P}) (fiir einfache Hypothesen) durch
einen Test der Giite 1 gelost wird. Das fiihrt zu randomisierten rechtsseitigen un-
beschriankten Ersteintrittszeiten und bei den Tests von Giite 1 entsprechend auf
randomisierte rechtsseitige SPRT's. Diese Ersteintrittszeit wird nach dem Vorbild

von 1.6.13 konstruiert werden, was Gegenstand von 1.9 ist.

Zum anderen werden wir in 1.10 unter den randomisierten rechtsseitigen un-
beschrankten Ersteintrittszeiten ¢ im Falle einparametriger Exponentialfamili-
en untersuchen, fiir welche maximale Teilklasse H; := ((y,sup Z) C ((o,sup Z)
gleichmaflig beste sequentielle Tests der Giite 1 existieren, d.h. fiir das Problem
(1.2.2)

Ecpr = sup Y¢> G
Ecpr <a V(< (.

Aufgrund der Stetigkeit der Giitefunktion sequentieller Tests bei einparametri-
gen Exponetialfamilien (vgl. 1.10.4) - eine solche Aussage ist fiir Tests bei festem
Stichprobenumfang bekannt- konnen gleichméaflig beste Tests der Giite 1 nur fur

nicht aneinander grenzende Hypothesen auftreten, d.h. {, > (. Demnach kann
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es fur Hy : ¢ < (p gegen Hy : ¢ > (o keine gleichmafig besten Tests der Gute 1
geben, und mit Satz 1.5.17 schlie8lich iiberhaupt keine gleichmafig besten Tests
fiir Hy : ( < (o gegen H; : ( > (o, also fiir aneinander grenzende Hypothesen,
unter unbeschrankten randomisierten einseitigen Ersteintrittszeiten.

Dass wir bei der Behandlung von Problemen (P}), die eine Losung von Giite
1 zulassen, ausschlieBlich unbeschrinkte randomisierte rechtsseitige Ersteintritt-
szeiten als feste Stoppzeit wahlen, liegt an der ausgezeichneten Rolle, welche
diesen Ersteintrittszeiten bei der Behandlung von Problemen mit varrierenden
Stoppzeiten zukommt: Lésst ein solches Problem eine Losung von Giite 1 zu, so
kann die Losung immer als randomisierter rechtsseitiger SPRT gewahlt werden.
Diese Aussage ist unter anderem Gegenstand von Kapitel 3.

1.9 Problemstellung und Voruntersuchungen

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsklasse, und es seien 9, Eé sowie

o € (0,1) und ¢ : Q — N eine beliebige feste Stoppzeit bzgl. A.

Es soll hier fiir 9 # 9 untersucht werden, wann das einfache Neyman-Pearson-
Problem (P!) durch einen Test der Giite 1 gelost wird.

Dazu bringen wir das Problem zunéchst in eine andere Gestalt:

Aufgrund der Orthogonalitat von Py, und Py, konnen wir ¢, stets so festgelegen,
dass durch das Entscheiden im ,,Unendlichen“ kein Fehler 1. und 2. Art begangen

wird, namlich gemaf
Yoo = 1¢ mit C € C 1 Py,(C) =0 und Py, (C) =1. (1.9.1)

Denn bei Vorliegen aller im Modell verfiigbaren Daten lasst sich formal immer
eine richtige Entscheidung fiir Hy, bzw. fiir H; fillen, was praktisch natiirlich
nicht ausfithrbar ist; auf dieses Problem kommen wir an spaterer Stelle noch zu
sprechen.

Fiir sequentielle Tests ¢; mit ¢y wie in (1.9.1) erhédlt die Giite und die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1.Art folgende Form:

Ey, 01 = Ey, 01l 1<o0} + Py, (t = 00) (1.9.2)
Epyp1 = Egopil f1<co}-

In der gangigen Literatur zur Sequentialanalyse werden auf diese Weise a priori
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. und 2. Art festgelegt (vgl. z.B. Irle [I], S.14).



1.9 Problemstellung und Voruntersuchungen 103

Damit modifiziert sich das Problem (P.) zur Aufgabe

(pt) E’ﬂlgptl{t<oo} + P’l91 (t = OO) = sup
Eﬁogptl{t<oo} < «q,

welche im folgenden Sinne dieselben Losungen besitzt wie die Aufgabe (P)):
Bei den Lésungen von (P}) werde fiir ¢o, die Darstellung (1.9.1) gewéhlt, und

umgekehrt ergeben Lésungen von (P}) natiirlich auch eine Lésung von (P1).

Die Losungen von (P}) werden folglich vollstindig durch das Neyman-Pearson-
Lemma von (P}) charakterisiert, wobei die Entscheidungsfunktion ¢, aufgrund
der Definition der Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art und der Giite entfillt. Diese
Darstellung erweist sich im Hinblick auf eine Charakterisierung der Tests von
Giite 1 bei variierenden Stoppzeiten in Kapitel 3 als die geeignetere. Wir verwen-
den im folgenden diese Darstellung des Neyman-Pearson-Problems.

Fiir die Verteilungsklasse Q lassen sich zwei Falle unterscheiden:

1) Q ist dquivalent:
Dann ist jede Losung ¢} der Aufgabe (P}) von Giite 1 notwendig unter Py,
offen, d.h. es gilt Py,(t = o0) > 0.

Begr.: Da Ey,¢; = 1, folgt ¢f =1 Pﬂ1|ct—f.s. und wegen der Aquivalenz
der eingeschrinkten W-Mafe (Py|¢, )sco, bekommen wir Py -f.s. of =1 auf
{t < 0o} und erhalten Py (t < 00) = Ey,¢; < .

2) Q ist nicht dquivalent:
Hier sei ohne Einschrankung v¥; # ¥y mit Qy, » Qg,. Folglich gibt es
ein N € B mit Qy, (V) = 1 und Qy,(N) < 1 und somit ein n € N mit
Quv,(N)" < «, so dass wir in dieser Situation Tests der Giite 1 bekommen
konnen unter Stoppzeiten ¢, die beschrankt sind., was im aquivalenten Fall
nicht moglich ist. Z.B. erhalten wir eine solche Aussage fiir die Klasse der
Rechteckverteilungen {R(9,b) | ¥ < b}.

Hinsichtlich der Untersuchungen iiber gleichméfiige Optimaltitat sind einpara-
metrige Exponentialfamilien vom besonderen Interesse, daher beschrinken wir
uns im folgenden auf dquivalente Verteilungsklassen Q.

Mit der Aquivalenz von Q haben wir, dass auch zu jedem Zeitpunkt n € N alle
eingeschrankten W-MafBle Py ¢, bzw. Py 4,, ¥ € O édquivalent sind, so dass wir

unter diesen Verteilungen Dichten bilden konnen.
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Aufgrund der Aquivalenz von Q lisst das Problem (P}) nur unter festen Stopp-
zeiten ¢, die unter Py, offen sind, Losungen von Giite 1 zu.
Dabei sind auch noch Sonderfille zugelassen, wie ¢ = oo oder allgemeiner die

Stoppzeiten
€

¢
wobei N € N, Cy € Cy mit Py, (X1,...,Xy € Cy) <1 und
tN :Q — {1,..., N} eine beschrinkte Stoppzeit sei. Diese Stoppzeiten sind nicht

tN
t:{ falls (Xl,...,XN) CN,
oo

nur unter Py, offen, sondern aufgrund der Aquivalenz der eingeschrankten W-
Verteilungen (P ¢, )sco, auch unter allen anderen Py. Solche Stoppzeiten sind
praktisch nicht ausfiihrbar.

Daher stellen wir fiir die weiteren Untersuchungen an die feste Stoppzeit ¢ zusatz-

lich die Forderung, dass unter einer dritten Verteilung P, gelte
E,t < oo.

Dann ist ¢ zumindest unter P, abgeschlossen. Um Tests der Giite 1 fiir das Pro-

blem (P}) erhalten zu konnen, miissen wir selbstverstandlich noch fordern, dass
P, # Py,.
Der andere Fall P, = Py, sei dagegen erlaubt, er ist fiir die Praxis sogar sinnvoll,

was das folgende praktische Beispiel fiir einen Test der Giite 1 illustrieren soll:
1.9.1 Beispiel:

Ein bereits etabliertes Verfahren A zur Behandlung einer Krankheit soll er-
setzt werden durch ein gerade neu entwickeltes Verfahren B, dass die Krankheit
anscheinend effektiver beseitigt. Dazu wird eine Testreihe durchgefiihrt und es
soll ein Entscheidungsverfahren eingesetzt werden, dass sofern das Verfahren A
tatsachlich wirkungsvoller ist, nach endlicher Zeit sich fiir die Hypothese H; : ,,B
ist wirkungsvoller als A.“ entscheidet.

Dass sich das Verfahren nach endlicher Zeit fiir H; entscheidet, wenn H; vor-
liegt, entspricht dann der obigen Bedingung E,t < oo fiir P, = Py,. Sollte das
Entscheidungsverfahren vorschreiben mit dem Beobachten nicht abzubrechen, so
spreche dies dafiir, dass die Hypothese Hj : ,B ist nicht wirkungsvoller als A.“
vorliegt und man bleibt bei H.

Der offenbare Nachteil dieses Entscheidungsverfahrens besteht darin, dass im all-

gemeinen nicht bekannt ist nach welcher ,,Zeit* spatestens das Verfahren H; als
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wahr erkennt (wenn H; vorliegt). Hier konnte man sich damit abhelfen, dass eine
obere Schranke ¢ fiir die ,,Zeit “ festgelegt werde, dafiir, wann sich das Verfahren
im Mittel spatestens fiir H; entschieden haben muss -das entpricht der Bedingung
E,t < §; wenn dies nicht innerhalb dieser Zeitspanne geschieht, so bleibt man bei
H,. O

Es stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt Stoppzeiten ¢ gibt mit F,t < oo, die
unter Py, mit positiver Wahrscheinlichkeit nie stoppen. Erzwingt die Bedingung
E,t < oo nicht automatisch auch die Abgeschlossenheit unter Py,?

Dass dem nicht so ist, es also Stoppzeiten mit E,t < oo und Py, (t = co) > 0 gibt,
liefert das elementare Erneuerungstheorem (vgl. Chow-Teicher [CT], Theorem 5

auf Seite 148), fiir dessen Anwendung wir Dichtequotienten von P,

nicn nach Py, |Cn

einfiihren:
Die Aquivalenz der eingeschriinkten W-Mafe {Pyc, | ¥ € ©} (n € N) gestattet
uns, Dichten bzgl. dieser Verteilungen zu bilden:

_dpy|C,

L, (9,9) := iP;|C
91 bn

(neN, 9,0 €9), (1.9.3)

Mit den Rechenregeln fiir Radon-Nikodym-Ableitungen bekommen wir eine Dar-
stellung der Dichten analog zu (1.2.6)

o APy A, 1y fo

L (9,9) = ar; 14, ~ 1 f—g(Xk) € (0,00) Py s (1.9.4)

Die wichtigsten Beispiele fiir obige Stoppzeiten geben rechtsseitige Ersteintritt-
szeite, d.h. Stoppzeiten, welche zum ersten Zeitpunkt n stoppen, zu dem der
Dichtequotient L, (n,¥,) eine vorgegebene Schranke a iiberschritten hat; fiir die-

se gilt namlich:

1.9.2 Lemma

Fur a > 0 definieren wir

t(a,n) :=inf{n € N | L,(n, %) > a},
t*(a,n) :=inf{n € N| L, (n,9) > a}.

Dann gilt

i) t(a,n) <t¥(a,n) <tla+em) Ve>0.
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i) Eptt(a,n) < .

iii) Py, (t(a, n) < oo) <

ISE L

w) Fir ¢, L a mit ¢y, > a gilt:
Jim #(cn,m) 4=t (a,m),
insb. erhalten wir |, cn{t(cm,n) < 00} = {t*(a,n) < oo}.
v) Fir by, T a mit 0 < b, < a gilt:
Jim_ #(b, ) 1= t(a,n) P[5,
insb. bekommen wir (), cn1t(bm,n) < 00} = {t(a,n) < 0o} Py,-f.s.

Beweis: Abkiirzend bezeichnen wir hier t*(a) := t*(a,n), t(a) := t(a,n) und es
sei Ly, := L, (90,7).

i) gilt offensichtlich.

ii) folgt zunéchst fiir @ > 1 aus der Version des elementaren Erneuerungstheo-
rems von Chow-Teicher Seite 148 angewandt auf die iid-Summen

Zy=logL, =) log J{—”(Xi).
i=1 o

Da E,log L, gerade die Kullback-Leibner Information I(n,J,) bezeichnet
(vgl.(1.8.8)), und da wegen P, # Py, gilt I(n,¥y) > 0 (vgl. Irle [I], S.17),
bekommen wir E, inf{n € N | Z, > loga} < co. Aufgrund der Monotonie

von t*(a,n) in a, erhalten wir die Aussage natiirlich auch fiir alle a > 0.
iil) Wegen L, < i auf {t(a) =n} (n€N) gilt

Pay(t(a) < 00) = 3 / L dP,|Cy < éPn(t(a) < 00) < é

neN (1(a)=n}
iv) Sei w € Q.

1.Fall t*(a)(w)=neN<&
L,(w) > aund Ly(w) <a Vk <n.
Damit gibt es wegen ¢, | a ein M € N, so dass Vm > M:
L,(w) > ey > ¢ > a und trivialerweise gilt Ly (w) < ¢, VEk < n.

Wir erhalten also lim,, , t(cim)(w) = n.
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2.Fall t7(a)(w) = o0 &

Liy(w) <a VkeN
Dann gilt erst recht Li(w) < ¢, Vm,k € N und wir bekommen

lim,,, 00 t(¢1) (w) = 00 und folglich die Konvergenzaussage in iv).

Insbesondere liefert der 1.Fall, dass gilt {t*(a) < co} C |, ,en{t(cm) < o0}
Die umgekehrte Inklusion folgt aus der Kontraposition des 2. Falls.

v) Zunéchst folgt wegen Py, # P,, dass es ein A € Cy, gibt mit Py (A) =1,
so dass fiir alle w € A gilt

Sei also w € A.

1.Fall

2.Fall

t(a)(w)=neN&

L,(w) > aund Ly(w) <a Vk<n.

Damit gibt es wegen b,, T a ein M € N, so dass Vm > M:

Li(w) < by < by, <a Yk < nund trivialerweise gilt L,(w) > a >
b

Wir erhalten demnach lim,, o (¢, )(w) = n.

t(a)(w) =00 &

Ly(w)<a VkeN

Wegen () bekommen wir damit supycy Lg(w) < a. Demnach gibt es
ein M € Nmit Ly(w) < by <a VkeN

Wir erhalten also lim,;,_,o t(b,,)(w) = oo und folglich die Konvergenz-

aussage in v).

Insbesondere folgt aus t(b,,) < t(a), dass gilt
{t(a) < 0o} C (,enit(bm) < oo}. Die umgekehrte Inklusion folgt Py, -f.s.
aus der Kontraposition des 2.Falls. O
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1.9.3 Bemerkung:

Die Konvergenzaussagen iv) und v) sind fiir die Beantwortung der Frage nicht
erforderlich. Sie werden in dem Lemma mitaufgenommen, um etwas spéter ran-
domisierte Ersteintrittszeiten zu konstruieren, die ein vorgegebenes Niveau «

ausschopfen sollen. O

Hiermit konnen wir in der Situation n = ¥; ein erstes Beipiel notieren fiir eine
Losung des Problems (P}) von Giite 1, was in der Literatur zur sequentiellen
Statistik wohlbekannt ist.

1.9.4 Beispiel (Test der Giite 1)(vgl. Khan [Kh]|,S.253f.)

Es seien n =9, und zu a > 1
a(a) := Pyy(t(a,n) < o0), 6(a) := Eyt(a,n).

Dann liefert Lemma 1.9.2: a(a) € (0,1) und §(a) € (1, 00).
Der sequentielle Test oy, mit

(pn:LTLEN, 900020

liefert also eine Losung der Giite 1 fiir das Problem (P}) mit ¢ = ¢(a,n) zu seinem
eigenen Niveau a = a(a).

Den sequentiellen Test ¢y, bezeichnen wir im folgenden als rechtsseitigen (nicht-
randomisierten) Sequential Probability Ratio Test (SPRT), wobei sich das Attri-
but nichtrandomisiert auf die Stoppzeit t(a,n) bezieht. O

Im obigen Beispiel liefert ¢, eine Losung von (Pf) mit ¢t = ¢,(a,n) der Giite
1 zu seinem eigenen Niveau a(a).

Um zu beliebig vorgegebenem Niveau « € (0, 1) eine Losung der Giite 1 fiir (P))
zu finden, werden wir nach dem Vorbild der einseitigen beschrankten Ersteintritt-
szeiten t" (a) in 1.6.13 das Niveau « durch randomisierte Stoppzeiten ausschopfen,
indem wir zunéchst den Multiplikator a so wéhlen, dass gilt Py, (t(a, n) < oo) <a
und Py, (t*(a,n) < 00) > « und dann die fritheste Ersteintrittszeit ¢(a, ) mit der
spitesten Ersteintrittszeit ¢*(a,n) geeignet so konvexkombinieren und schliefilich
unter dieser randomisierten Stoppzeit testen.

Es sei hier angemerkt, dass die Tests der Giite 1, welche auf solche Weise konstru-
iert werden, eine besondere Rolle in Kapitel 2 spielen bei der Charakterisierung
der Tests von Giite 1 fiir das Problem (IF*Q[,J) unter variierenden Stoppzeiten. Wir

fithren die Konstruktion hier aus. Zunachst definieren wir dafir:
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1.9.5 Definition: Randomisierte rechtsseitige Ersteintrittszeiten

Es seien ¢ > 0 und v € [0, 1], dann bezeichnen wir die Stoppzeit, welche durch
die Abbruchregel g mit

Gn = VP, (t+(a, n) = n\Cn) +(1—7)P, (t(a, n) = n\Cn) (n € N)

definiert ist mit ¢,(a,n) und sprechen dabei von einer randomisierten einseitigen

Ersteintrittszeit.
Hiermit bekommen wir:
1.9.6 Satz: Ausschopfen von a
FEs seien o € (0,1) und dazu

ao := inf{a > 0| Py, (t(a,n) < o) < a}. (1.9.5)
Dann ist ag > 0 und es gilt:

Fyo € [0, 1] mit Py (tye (a0, 1) < 00) = cv. (1.9.6)
Insb. liefert fur n = 01 der sequentielle Test or, (aq,n) il

on=1nelN ¢,o=0

eine Losung der Gite 1 fir das Problem (P}) mit t = t.,(ao, 7).

Den sequentiellen Test ¢t (ao,m) bezeichnen wir als rechisseitigen randomisierten
SPRT.

Beweis:

Zunichst folgt aus Lemma 1.9.2 iii) und der a definierenden Bedingung, dass
a € (0,00) gelten muss.

Aufgrund des Konvergenzverhaltens der Ersteintrittszeiten (vgl. Lemma 1.9.2 iv)
und v)) ergibt sich aus der Stetigkeit des W-Mafles Py, und der Definition von a:

i) Fir ¢, § a: Py, (t1(a,n) < 00) = limy,—y00 Py, (t(Cim, ) < 00) < .
ii) Fir by, T a: Py, (t(a,n) < 00) = limy, 0 Py, (t(bm,n) < 00) > .
Daher gibt es ein v, € [0, 1] mit

a= Y0P (t"(ao,n) < 00) + (1 = 70)Py,(t(ao,n) < c0)
= Pﬁo (t"ro (0’07 77) < OO),
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wobei letztere Gleichheit mit 1.2.7 und 1.2.9 aus der Definition von t,,(ao,7n)
folgt.

Aus 1.9.2 i) und ii) bekommen wir schliefllich
E,ty,(ag,n) < oo und Ey, Dt (a0,m) = 1-

|

Wir wollen an dieser Stelle etwas zur Rolle von ¢ : © — [0, 1] anmerken. Bei
der Formulierung der Aufgabe (P}) haben wir apriori auch zugelassen,

dass @, > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit unter Py, sein darf. Das Neyman-
Pearson-Lemma 1.4.1 liefert, dass fiir jede Losung ¢; von (P}) notwendig gelten

muss:

or=1 auf {t = oo} Py,-f.s. und
a-@r=0 auf {t = oo} Py,-f.s filr ein a > 0

Aufgrund der Orthogonalitat von Py, und Py, lasst sich dies auch immer erfiillen.
Ein Anwender wiirde uns berechtigterweise daraufthinweisen, dass ein solches Ent-
scheidungsverfahren ¢; sofern es unter Py, und Py, mit positiver Wahrscheinlich-
keit nie stoppt, praktisch nicht ausfiihrbar ist z.B. in dem Sinne von Beispiel
1.9.1.

In Beispiel 1.9.4 konnte fiir den besten Test ¢; die Entscheidungsfunktion ¢, = 0
gewahlt werden. Damit ist ¢, ausfiihrbar im Sinne von 1.9.1.

Es fragt sich, ob im allgemeinen fiir das Problem (P}) eine Losung ¢, der Giite
1, - falls sie existiert - in dieser Form angegeben werden kann, d.h. mit ¢, = 0.
Das fithrt zur Frage, ob es unter Py, offene Tests der Giite 1 gibt.

1) Im Falle n = ¢; haben wir notwendigerweise, dass ¢ unter Py, abgeschlossen
ist, und daher ist ., = 0 wahlbar.

2) Dagegen lasst sich in der Situation ¥; # 7 eine Losung ¢; von (P}) der
Giite 1 angeben die auch unter Py, offen ist, was das anschliefende Beispiel
zeigt.

Der Fall ¥; # 7 ist in Hinblick auf unser urspriingliches Vorhaben, Aussa-
gen iiber gleichmafiige Optimalitdt von Tests der Giiter 1 zu treffen auch

wesentlich.
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1.9.7 Beispiel (Test der Giite 1)
In der Situation n ¢ {¥y, 91} sei zu a > 1

ti:=inf{n e N| L,(n,%) >a} i=0,1.

Aus Lemma 1.9.2 folgt E,t; < oo und Py, (t; < 00) <

Damit liefert der sequentielle Test ; mit

Q=

t:=ty+tiund g, =1,n €N, poo = lg mit C € Cy : Py,(C) =0, Py, (C) =1.

eine Losung der Giite 1 fiir das Problem (P}) zu seinem eigenen Niveau
a = Py,(t < 00), die unter Py, offen ist. O

Damit miissen wir nochmal auf die Festlegung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art
und der Giite in (1.9.2) zuriickkommen: In Hinblick auf dieses Beispiel erscheint

sie nicht sinnvoll.

1.9.8 Bemerkung

Der Test aus 1.9.7 hat eigentlich den Namen Giite 1 nicht verdient, denn praktisch
gesehen verliert ein sequentieller Test an Giite, der mit positiver Wahrscheinlich-
keit nie stoppt, wenn H; vorliegt: die einzig sinnvolle Entscheidung fiir den Fall,

dass das Verfahren nie stoppt, ist bei Hy zu bleiben, was wir mit dem Beispiel
1.9.1 begriindet haben.

Es stellt sich daher die Frage, warum wir das Randomisieren im Unendlichen
iiberhaupt zugelassen haben, wenn es auf Losungen hinauslauft, die mit positiver
Wahrscheinlichkeit nicht durchfithrbar sind, und warum wir uns nicht von vorn-
herein auf sequentielle Tests ; mit ¢, = 0 beschriankt haben? Fiir das Problem
(P}) hétten wir das in der Tat so ausfithren konnen. Dagegen verhilt es sich mit
dem Problem (]P’Qf(;) im Kapitel 2 und 3 leider anders, wozu die Untersuchungen
des Problems (P.) zur Vorbereitung dienen: dort brauchen wir das Randomisie-
ren im Unendlichen, um die Existenz von optimalen Tests zu garantieren (vgl.

2.2).

Wir lassen daher weiterhin fiir ¢, alle Werte aus [0, 1] zu und bleiben bei der
Festlegung der Giite in (1.9.2) und behelfen uns in Hinblick auf das obige artifizi-

elle Beispiel eines Testes von Giite 1, indem wir eine neue Bezeichnung einfiihren:
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1.9.9 Definition

Ein sequentieller Test ¢; heifle auf H; ausfuhrbarer Test von Giite 1, falls gilt:
Ey,pr=1und Py, (t <o0)=1 Vi € Hy.

|

Nach diesen Voruntersuchungen kehren wir zum eigentlichen Problem zuriick,
Aussagen iiber gleichméflig beste Tests der Giite 1 zu machen fiir nicht aneinan-
der grenzende Hypothesen:

Zu vorgegenem Niveau « liefern die rechtsseitigen randomisierten Ersteintritt-
szeiten ¢t = t.,,(ao,n) mit

aop > 0,7 € [0, 1] wie in Satz 1.9.6 Stoppzeiten mit Py, (t < 00) = avund Ejt < 00
Unter solchen Stoppzeiten ¢ liefern die sequentiellen Tests ¢, mit ¢, =1, n € N

Losungen des Problems
Ey, 011l {t<oo} + Py, (t = 00) = sup V9, €0
Eﬁo@tl{t<oo} < a.

Mit Blick auf die Ausfiihrbarkeit des Entscheidungsverfahrens sind dann die Pa-

rameter 1J; > 19 von Interesse, fiir die ¢ abgeschlossen ist.

Daher werden wir im folgenden Abschnitt, bei einparametrigen Exponentialfami-
lien untersuchen, fiir welche Parameter 9; # 1, die Stoppzeiten ., (ag,n) abge-

schlossen sind.
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1.10 Gleichmaflig beste Test der Giite 1

Fiir diesen Abschnitt sei {Q¢ | ( € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie in
natiirlicher Parametrisierung.

Weiter gegeben (g, 7 € Z mit (o < m sowie a € (0,1). Dazu seien wie in 1.9.5
ap =inf{a > 0 | P (t(a,n) < o0) < a}
und 7o € [0, 1] wie in 1.9.6 derart, dass

0P, (£ (a0, m) < 50) + (1 = 70) Py, (t{ao,m) < 00) = cv

Dann gilt gemafl Satz 1.9.6: ay > 0 und alle randomisierten rechtsseitigen Er-

steintrittszeiten ¢ =t (ag,n) mit v* > 7, erfiillen die Bedingungen
Pr(t < 00) < v und Ejt < o0.

Gegenstand diesen Abschnittes ist es, zu klaren fiir welche (; € Z die Stoppzeit
ty+(ao,n) abgeschlossen sind und damit der sequentielle Test Pt +(aomm) aUS 1.9.5
gleichm#Big optimal fiir Hy : ¢ < (, gegen H; fiir (P}) ist, wobei H; die Menge
aller obigen Parameter (; bezeichne.

Allgemeiner untersuchen wir dies fiir alle randomisierten rechtsseitigen Erstein-
trittszeiten ¢,(a,n) mit beliebigen ¢ > 0 und 7 € [0, 1] und kommen immer dann
auf die Ersteintrittszeiten t,-(ag,n) zu sprechen, wenn wir Schlussfolgerungen

iiber gleichméfig beste Tests der Giite 1 ziehen wollen.

Wegen E,t,(a,n) < oo haben wir, dass t,(a,7n) unter P, abgeschlossen ist. Mit
einer Aussage iiber die Isotonie der Giitefunktion ¢ — P¢(t,(a,n) < oo) des
sequentiellen Tests

*

gﬁtv(a’n) mit QO:L = ]., n e N,

erhalten wir dann, dass t,(a,n) auch abgeschlossen ist fiir alle Parameter ¢ > 7.
Die Isotonie der Giitefunktion ¢ — P (¢,(a,n) < 0o0) bekommen wir mit Hilfe von
Lemma 1.6.14 und Bemerkung 1.6.15. Dort erhielten wir unter der Voraussetzung,
dass die zugrundeliegende Verteilungsklasse Q streng isotonen Dichtequotienten
in §= (Sn)nen besitzt, dass die Funktionen

9 > YPy(t(a) < N) + (1= )Py (t(a) < N)
fiir alle N € N isoton sind und folglich auch ihr Limes

9 = yPy(t(a) < 00) 4+ (1 — )Py (t"(a) < o0)
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isoton ist. Um dieses Resultat auf unsere Situation anzuwenden, wahlen wir fiir
ty(a,n) eine andere Darstellung: Da geméf (1.3.3) gilt:

Lo (n,G) = e(ﬂ*(o)(2?:1(T(X¢)*A0(77))’ (1.10.1)

erhalten wir wegen a > 0 und 1 — (p > 0, dass gilt

Ha,n) —inf{n € N | ¢ > 1289} mit (1.10.2)
n—Co
Sp = Z (T(X;) — Ag(n)), wobei gemiB 1.3.2.1e) Ay(n) = 4b(777)7 _ z(go)_
i=1 — %

1.10.1 Bemerkung

Die einseitigen unbeschrinkten Ersteintrittszeiten t(c) aus 1.5 (vgl. 1.5.17) erge-
ben sich als Spezialfall aus der Darstellung (1.10.2), wenn 7 | (p, denn es gilt
limpye, Ao(n) = ¥/ (o)-

In Satz 1.5.17 haben wir gezeigt, dass im Falle einparametriger Exponentialfa-
milien wegen P, (t(c) < oo) = 1 unter diesen Stoppzeiten keine Losungen fiir
Hy : ¢ = (o gegen Hy : ¢ € (¢, €) existieren kénnen, insb. damit auch keine Tests
der Giite 1.

Aufgrund der Verwandtschaft der Ersteintrittszeit ¢(c) mit ¢(a,n) liegt die Ver-
mutung nahe, dass unter ¢(c) Tests der Giite 1 mdoglich sind, wenn die Nullhy-
pothese ein geeignetes Stiick nach links verschoben wird, d.h. fiir das Testen von
Hy: (¢ < (1 gegen Hy : ¢ > (p fiir ein (_; mit (_; < (p 7 Einen Beweis hierfur
geben wir zum Ende des Kapitels. O

An der Darstellung (1.10.1) lesen wir ab, dass wegen n — (o > 0 fiir Q streng
isotoner Dichtequotient in (S}),cn vorliegt und wir bekommen schlie§lich:
1.10.2 Lemma: Isotonie der Giitefunktion

Fir alle a > 0, v € [0,1] ist ¢ — P(t,(a,n) < 00) isoton.
Hiermit konnen wir eine erste Optimalititsaussage festhalten:

1.10.3 Korollar

Der sequentielle Test ¢} « (a0.m) liefert einen gleichmafsig besten Test der Gite 1
0% ’

fir Hy: ¢ < (o gegen Hy : ( > 1 2z.N. a unter ty«(ag,n).
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Es fragt sich jetzt, ob dieses Ergebnis noch weiter verbessert werden kann, in dem
Sinne, dass wir die Abgeschlossenheit der Ersteintrittszeiten ¢, (ao,7) sogar fiir
Parameter ( < 7 erhalten konnen?

Dazu stecken wir die Grenzen dafiir ab, was maximal erreicht werden kann, und
geben eine Antwort auf die Frage, iiber welchen Parameterbereich maximal Giite
1 gehalten werden kann.

Hierauf liefert die Stetigkeit der Giitefunktion ¢ — P (tv* (ag,m) < oo) eine

Antwort, wir notieren zunéachst:

1.10.4 Bemerkung: Stetigkeit der Giitefunktion

Es sei Q eine einparametrige Exponentialfamilie, fiir die Q? stetige Verteilungs-
funktion besitzte. Dann lisst sich leicht nachweisen, dass fiir jedes a > 0, v € [0, 1]
die Giitefunktion

¢ Pc(ty(a,m) < oo) stetig ist.

|

Daher muss in der oberen Situation wegen Py, (t,«(ag,n) < o0) < a die Giite
irgendwann zwischen (y und n unterhalb von 1 sinken. Aufgrund der Isotonie der
Giitefunktion erfolgt das von genau einer kritischen Stelle (* an. Nach dem Satz
von Chung-Fuchs (vgl. Chow-Teicher [CT], Korollar 2 auf S.145f) wird es jene

Stelle ¢* € ({o,n) sein, unter welcher die Zuwéchse
D; =T(X;) — Ao(n) (1.10.3)

des Random-Walks (S}),en den Erwartungswert 0 besitzen. Nun ist geméf§ 1.3.2.2.1
fur ( ez

E¢D; =b'(¢) — Ao(n). (1.10.4)

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert dann die Existenz einer sol-
chen Stelle ¢* € ((p,n) mit

b(n) — b
b'(¢7) = o) = bla) (1.10.5)

n—Co
welche aufgrund der strikten Konvexitdt von ¢ +— b(() eindeutig bestimmt ist.
Mit diesen Uberlegungen bekommen wir eine Charakterisierung fiir die Abge-

schlossenheit der rechtsseitigen Ersteitrittszeiten t(a,n) durch folgenden:
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1.10.5 Satz: Charakterisierung der Abgeschlossenheit
Es sei C* € (Co,n) mit (1.10.5), und es sei

. In
a = essinf —(X7).
a 3 fCo( 1)

Dann qilt fir alle a > a:

a) Fir ¢ > C*

Ect(a,n) < oo, insb. P(t(a,n) < oo) = 1.
b) Fir ¢ = C*

P(t(a,n) < 00) =1, und Ect(a,n) = oc.
¢) Fir ¢ < (*

P(t(a,n) < o0) < 1, insb. Ect(a,n) = oo
Beweis:

Zunéchst haben wir wegen a > a, dass gilt P¢(t(a,n) =1) < 1V( € Z.

Geméf (1.10.2) kann t(a,n) als rechtsseitge Ersteintrittszeit des Random-Walks
(S¥)nen aufgefasst werden. Die Zuwéchse D; des Random-Walks (S}),en sind
stochastisch unabhangig und identisch verteilt unter P, ( € Z, und sie erhalten
wegen (1.10.5) die Gestalt

D; = T(X;) — b'(CY). (1.10.6)
Hieraus bekommen wir aufgrund (1.10.4) und 1.3.2.1.2, dass fiir ¢ €z gilt:

< <
E:D, = 0, falls ¢ = ("
> >

Damit erhalten wir folgende 3 Falle:

a) Fir ¢ > ¢* ist E,D; > 0, und aus dem elementaren Erneuerungstheorem
(vgl. Chow-Teicher [CT], S.148) folgt

Ect(a,n) < oo Va > 1,

so dass aufgrund der Isotonie von t(a,7) in a dies auch fiir jedes a > 0 gilt.
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b) Fiir ¢ = ¢*ist E,Dy = 0. Da E¢|D;| > 0. liefert der Satz von Chung-Fuchs
(vgl. Chow-Teicher [CT], Cor.2 auf S.145)

limsup S, = oo und liminfS, = —oc0  FPe-fs.,
n—00 n—00

insb. ergibt sich P (¢(a,n) < 0o) = 1. AuBerdem liefert Chow-Teicher [CT],
Cor.1 auf S.145 E¢t(a,n) = oo.

¢) Fir ¢ < ¢*ist E;D; < 0, und mit dem 2. Kolmogoroffschen Gesetz der
groflen Zahlen erhalten wir

lim S, = —oo0 P-fs..

n—oQ

Wegen Chow-Teicher [CT| Theorem 1 auf S.141f folgt daraus dann
P(t(a,n) < o0) < 1.

Da fir alle a > 0 gilt
t(a,n) <t,(a,n) <tla+e€mn) Ve>D0,

erhalten wir mit Satz 1.10.5 auch eine Charakterisierung der Abgeschlossenheit
fir ¢,(a,n). Mit ¢* aus (1.10.5) sind wir an die Grenze dafiir gestoflen, wo wir
gerade noch Tests der Giite 1 fiir das Problem (1.2.2) erhalten konnen.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen: da aufgrund der Definition von ay gilt

ay > a, bekommen wir

1.10.6 Korollar
Es sei ¢* € (Co,m) mit (1.10.5).

Dann liefern die sequentiellen Tests goa* (a0.m) mit v* > 7y gleichmdfsig beste Tests
der Giite 1 fiir Hy : ¢ < (o gegen Hy : ( > (*.
Und fiir ¢ < (* gilt Edp;* (a0 < 1- O

1.10.7 Bemerkung

Der Satz 1.10.5 gibt uns auch eine positive Antwort auf die Frage, ob unter
t(c) =inf{n e N| 30, (T(X;) — ¥'(¢)) > ¢} aus 1.5 gleichméBig beste Tests
der Giite 1 auftreten konnen, wenn die Nullhypothese ein geeignetes Stiick nach

links verschoben wird. Ersetzen wir namlich im Beweis von 1.10.5 {* durch (o,
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so bekommen wir, dass fiir < (p gilt: P;(t(c) < o0) < 1 fiir ¢ € R derart, dass
t(c) # 1.

Damit lésst sich fiir jedes o € (0,1) und (1 < {p ein ¢ = ¢(a, (1) € R finden mit
Pr(t(c) < 00) < o (vgl. 1.9.6), so dass wir aufgrund der Isotonie der Giitefunktion
¢ — P(t(c) < o0) folgende Optimaltidtsaussage festhalten kénnen:

D) mit ¢; = 1,n € N liefert einen gleichmafiig besten Test der Giite 1 fiir
Hy: ¢ < (-1 gegen Hy : ¢ 2> Cp.

Abschlieflend drangt sich die Frage auf, ob der sequentielle Test ¢} + (ao,m)> Wenn
‘Y )

er auch nicht die Giite 1 auf ({p, (*) besitzt, dort vielleicht die Giite maximiert

unter allen TV’s ¢, die unter ¢, (ag,m) auf Hy : ¢ < (, das Niveau « einhalten?

Der Satz 1.5.17 liefert hierauf eine negative Antwort:

1.10.8 Satz

Es sei Q eine einparametrige Exponetialfamilie und ( E%, so dass QZ; keine
Laplaceverteilung tber {—u,u} fir ein u > 0 definiert. Weiter sei t = t.+(ag,n)
mit v* > . Dann gibt es fur (Pof) keine gleichmdpig besten Tests o, fiir Hy : ( =
Co gegen Hy : ¢ > Co.

Bewelis:

A: Es gibt ein TV ¢ derart, dass ¢} das Problem

ECl thl{t<oo} + PC1 (t = OO) = sup VCI > CO
Eopiljcoy < .

16st. Gemafl Satz 1.5.17 wissen wir, dass unter den rechtsseitig beschrankten Er-
steintrittszeiten ¢ = t(c) keine Losung fiir das obige Problem gibt, sofern Qg} keine
Laplaceverteilung tiber {—u, u} fiir ein u > 0 definiert. Diese Aussage libertragt
sich auf die Ersteintrittszeiten ¢,«(ag,n) , wie man am Beweis von 1.5.17 leicht
sieht. Das ergibt den Widerspruch zur Annahme. a

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass die Stelle (* nicht nur die Gren-
ze zur Giite 1 angibt, sondern iiberhaupt zur gleichmafligen Optimalitat, eine
Feststellung, die wir in Kapitel 2 fiir die Behandlung des Problems (]Plgf,g) noch
gebrauchen werden.



2 Optimale sequentielle Tests fiir einfache Hypothesen 119

Kapitel 2

Optimale sequentielle Tests fur

einfache Hypothesen

Wie in Kapitel 1 sollen bei stochastisch unabhingigen, identisch verteilten Beob-
achtungen (X,,),en zwei Hypothesen Hy und H; getestet werden, aber jetzt unter
variierenden randomisierten Stoppzeiten. Daher werden wir von den sequentiel-
len Tests zusatzlich neben der Bedingung an die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
fordern, dass der erwartete Stichprobenumfang unter einer dritten Verteilung P,
eine vorgegebene Schranke § € (1,00) nicht iiberschreiten darf, diese Bedingung
ersetzt gewissermaflen den festen Stichprobenumfang im klassischen Fall bzw. die
Forderung bei der Aufgabe (P}), dass unter einer festen Stoppzeit getestet wird.
Damit werden auch die artifiziellen Sonderfille wie z.B. Tests der Giite 1 mit
t = oo von vornherein ausgeschlossen (vgl. auch 1.9 S.104f). Unter diesen Ne-
benbedingungen soll die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art minimiert werden. Das
Problem soll in diesem Kapitel zunéchst nur fiir einfache Hypothesen Hy = {1}
H, = {9} gelost werden. Bei den zuldssigen sequentiellen Tests unterscheiden wir
im wesentlichen zwischen zwei Klassen: zum einen sequentielle Tests mit unendli-
chem Beobachtungshorizont und zum anderen solche mit endlichem Horizont. Wir
behandeln die Neyman-Pearson Aufgabe fiir beide Klassen gleichzeitig, indem wir
ein einfaches Neyman-Pearson-Lemma fur sequentielle Tests formulieren. Es wird
sich zeigen, dass dieses Vorgehen (der gleichzeitigen Behandlung) auch berech-
tigt ist, denn fiir beide Klassen liefert das Neyman-Pearson-Lemma Losungen
von gleicher Struktur. Und dennoch zeigen sich auch Unterschiede zwischen den
Problemen mit endlichem und unendlichem Beobachtungshorizont, die a priori

nicht zu erwarten sind: Bei unendlichem Horizont konnen trotz der Bedingung an
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den erwarteten Stichprobenumfang offene Losungen auftreten, so dass Randomi-
sieren im Unendlichen zugelassen werden muss, um die Existenz von Losungen zu
sichern, und bei endlichem Horizont braucht ein optimaler Test von Giite kleiner
1 die zur Verfiigung stehenden Ressourcen fiir den erwarteten Stichprobenumfang
nicht immer voll auszunutzen.

Die Losung des Neyman-Pearson- Problems wird im Vergleich zum Problem (P})
aus Kapitel 1 erheblich schwieriger: da die Stoppzeiten hier mitvariieren, wird
zusatzlich ein Problem des optimalen Stoppens zu losen sein. Deswegen wer-
den wir die Untersuchungen aus Kapitel 1 durch geeignete Hilfsmittel ergdnzen

miisssen, die es erlauben das Problem des optimalen Stoppens mitzubehandeln:

1) Die Existenz optimaler Lisungen werden wir nicht mehr konstruktiv nach-
weisen konnen, wie es noch beim Problem (P}) moglich war. Wir werden
uns am Vorbild der Schwach*-Folgenkompaktheit der Menge der klassi-
schen Tests orientieren und die Menge der sequentiellen Tests mit einer
geeigneten topologischen Struktur - der schwach-*-Topologie - ausstatten
(vgl. Miiller-Funk [MF]), die uns die Existenz extremaler Elemente liefert.
In dieser Topologie gilt bekanntlich eine Folgenkompaktheitsaussage fiir die
Menge der sequentiellen Tests: die schwach*-Folgenkompaktheit der Menge

aller sequentiellen Tests.

2) Zur Formulierung hinreichender und notwendiger Bedingungen fiir Optima-
litat werden wir Hilfsmittel aus der Theorie der Optimierung unter , konve-
xen“ Nebenbedingungen bereitstellen. Mit Hilfe eines Dualitatssatzes kon-
nen wir das Ausgangsproblem in zwei Teilprobleme zerlegen: zum einen in
ein Problem des optimalen Stoppens unter Nebenbedingungen und zum an-
deren in ein Testproblem (P}) unter fester Stoppzeit ¢, das wir in Kapitel
1 bereits vollstandig behandelt haben.

Wir legen unseren Untersuchungen das iid-Modell 1.1.1 zugrunde. Demgemafl
bezeiche auch in diesem Kapitel @ = {Qy | ¥ € O} eine einparametrige Familie
von beliebigen W-Maflen sofern nichts anderes ausdriicklich gesagt wurde.
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2.1 Modellbildung und Grundlagen

In 1.1, wo die Stoppzeit festlag, haben wir einen sequentiellen Test durch das
»gestoppte “ TV ¢, angegeben. Fiir die Untersuchungen in diesem Kapitel bei
variierenden Stoppzeiten erweist es sich als niitzlich Stoppentscheidungen und
Terminalentscheidungen als ein Paar zu ,,trennen“. Dabei wollen wir sequentielle
Tests mit endlichem und unendlichem Beobachtungshorizont in einem Formalis-

mus gemeinsam behandeln. Dies fiihrt zu folgender Definition:

2.1.1 Definition

Essei N € {N,N,{1,...,N} | N € N} eine Indexmenge von natiirlichen Zahlen.
Ein sequentieller Test ist ein paar T = (t, @), bestehend aus

i) einer Stoppzeit ¢ : Q — N bzgl. (A,)nen-

ii) einem TV ¢ = (¢n),cx, d-h. einem zu C adaptierten Prozel mit Werten in
0, 1].

Da bei einem sequentiellen Test 7" das TV ¢ nur auf den Mengen der moglichen
Stoppzeitpunkte {¢ = n}, n € N ,gesehen“ werden kann, verwenden wir im
folgenden den Begriff sequentieller Test in doppelter Bedeutung, ndmlich sowohl

fiir das Paar T = (t, ) als auch fiir das gestoppte TV ;. Fiir das getoppte TV

~

gilt: o1 = e Pnlit=n)-
Weiter bezeichnen wir die Menge aller Stoppzeiten bzgl. (Ap)nen mit SV und die
Menge aller sequentiellen Tests mit TV

Wir verwenden fiir die drei Klassen von sequentiellen Tests folgende Sprechweisen:
- T e TN} heife beschrinkter sequentieller Test,
- T € TN heie abgeschlossener sequentieller Test,

- T € TN heile unbeschrinkter sequentieller Test.

Im iid-Modell 1.1.1 soll folgende Aufgabe untersucht werden.
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2.1.2 Sequentielles Neyman-Pearson-Problem (IP‘Q{J)

Es seien ¥g,91,m € © mit 9y # 91, N € {NN,{1,...,N} | N € N} sowie
a € (0,1),d € (1,00) mit § < sup N und dazu

TN(,8) :={T = (t,¢) € TV | Ep, 00 < o, Byt <6}

Bei einem sequentiellen Neyman-Pearson-Problem (]P’gf,g) wird ein sequentieller
Test T* = (t*, ¢*) gesucht mit

~

i) T ist zuldssig fiir (IP‘Q[,J), d.h. T* € TV (o, 6)
ii) Ey ;. = sup FEy ¢
TETN (a,0)
Wie in 1.2 werden wir im weiteren folgende explizite Darstellung des obigen
Problems benutzen: '
Eg, ¢y = sup
(MJ) Ey, 01 < «
E,t <
O

Die Forderung 6 < sup N an die Schranke fiir den erwarteten Stichprobenum-
fang wird gestellt, damit es sich bei (]P*gf,(s) um ein echtes sequentielles Problem
handelt, ansonsten wére ¢t = oo bzw. ¢t = N als Losung moglich, im letzteren Fall
liefle sich als Losung immer der beste Test z.N. « bei festem Stichprobenumfang
N wahlen.

Aufgrund der Moglichkeit bei den Terminalentscheidungen und Stoppentschei-
dungen zu randomisieren, ist fir N' € {N,N,{1,...,N} | N € N} die Aufgabe
(]P’Q/’J) fir jedes @ € (0,1) und § € (1,supN) sinnvoll: z.B. schopft der Test
T = (t, ) mit
on=a (ne€N) und t=[6]+ ly,<q (2.1.1)
(c=0d—[0],P)° =R(0,1) vgl. 1.1)

beide Niveaus voll aus, und ist somit zulissig fiir (IPQ%).

Wegen der Nebenbedingung an den erwarteten Stichprobenumfang kommen in
(P4';) auch fiir unendlichen Beobachtungshorizont, d.h. N'€ {N,N | N € N} nur
Stoppzeiten ¢ in Frage mit E, ¢t < oo.

Daher kénnen wir uns auf die Mengen

SN ={teSV|E,t<oo}und TN ={T = (t,9) | Byt < oo}
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beschranken.

Fiir die Losung des Problems (]P*gf,(s) spielen natiirlich wieder Dichtequotienten

eine wichtige Rolle.

Wie in 1.2.5 bezeichne im ganzen weiteren Kapitel 2 P ein W-Ma#8, das zu Py, +
Py, + P, aquivalent sei, wobei in 1.2.5 Py, := P, sei. Wir verfiigen damit fiir
n € NU{oo} iiber die P-Dichten M?, i = 0, 1,2, wobei gemif unserer Konvention
My die P-Dichte von P,
Die Erwartungswerte in (IP’Q[’J) lassen sich geméf (1.2.7) dann folgendermafien

iiber die Dichten darstellen : Sei T = (¢, ¢) € TN und i = 0,1, so gilt

bezeichne.

Eg, 01 = Ep(ps M}), E,t= Ep(tM}). (2.1.2)

Wir verfiigen mit den Dichten bzgl. P auch tiber einen Likelihoodprozess, namlich
(M), cx dessen Konvergenzverhalten im Hinblick auf den Existenznachweis fiir
Lésungen von (ng,(;) eine wesentliche Rolle zukommt.

Der Prozess bildet bekanntlich ein Martingal bzgl. P und C, das L;-dominiert
ist, d.h. sup, .5y M} € L (P).

Daher konvergiert der Likelihoodprozesse aufgrund des Martingalkonvergenzsatz'
und wegen E(M! |C,) = M! P-fs., P-fast-sicher gegen M" .

Wir wollen uns hier noch dem Problem der Abgeschlossenheit von Losungen der
Aufgabe (P} ;) zuwenden:

Zunachst haben wir aufgrund der Bedingung an den erwarteten Stichproben-
umfang, dass Losungen 7™ = (t*, ") von (PN ;) - falls sie existieren - unter P,
abgeschlossen sind, d.h.P,(t* < c0) = 1.

Im Hinblick auf das Randomisieren im Unendlichen stellt sich dann die Frage, ob
trotz der Bedingung an den erwarteten Stichprobenumfang, Losungen von (IP‘Q[J)
auftreten konnen, welche unter Py, oder Py, mit positiver Wahrscheinlichkeit nie
stoppen? Eine Antwort hierauf haben wir bereits in 1.9 (vgl. S.106ff) gegeben:

11

sie lautet leider ,,Ja “. Wichtige Beispiele fiir offene optimale Losungen liefern
namlich Tests der Giite 1 fiir dquivalente Verteilungsklassen Q. Aufgrund der
Aquivalenz der eingeschriinkten W-Mafe ist jede Losung von (]P‘g{(;) der Giite
1 wegen der Bedingung an die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art notwendig unter
Py, offen (vgl. auch 1.9 S.104). Ein erstes Beispiel fiir Tests der Giite 1 in der

Situation n = ¥ liefert ein rechtsseitiger nichtrandomisierter SPRT (vgl. 1.9.4):

lvgl. [Sch 1] Satz 11.32
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2.1.3 Beispiel (Test der Giite 1)

Es sei Q eine aquivalente einparametrige Verteilungsklasse. Es seien n = ¢; und
zu a > 1 gegeben der sequentielle Test T'(a) = (¢(a,n), N(p) mit

t(a,n) =inf{n € N| L,(n,%) > a}, ¢@n=1,n€N, ¢ =0.
Dann liefert Lemma 1.9.2:

a(a) = Py, (t(a,n) < 00) € (0,1) und §(a) = Eyt(a,n) € (1,00).

Damit ergibt der rechtsseitige nichtrandomisierte Test T'(a) eine Losung der Giite

1 fiir das Problem (Pfa‘[a) zu seinen eigenen Niveausa = «(a) und 6 = §(a).

Wir konnen dieses Beispiel noch weiter verscharfen und Beispiele in der Situation
7 # v fiir Losungen von (Pg/’(;) angeben, die unter Py, und Py, offen sind, so dass
auf die Entscheidungsfunktion ¢, i.a. nicht verzichtet werden kann (vgl. 1.9.7):

2.1.4 Beispiel (Test der Giite 1)

Es sei Q eine dquivalente einparametrige Verteilungsklasse. In der Situation n ¢
{o, U1} seien zu a > 1

ti:==inf{n e N| L,(n,¥;) > a} i=0,1.

Aus Lemma 1.9.2 folgt E,t; < oo und Py, (t; < o0) <
Damit ist die Stoppzeit

ISRl

t := max{ty, t1} offen unter Py, und Py,

und der sequentielle Test 7' = (¢, ) mit

~

on=1,n€eN, po=1cmit C € Cy : Py,(C) =1, Py,(C) =0,

liefert eine Losung der Giite 1 fiir das Problem (]P‘Q{J) zu seinen eigenen Niveaus
a = Py, (t <oo)und 6 = E,t. O
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2.2 [Existenzaussagen:
Schwach*- Folgenkompaktheit

der Menge der sequentiellen Tests

Wir wollen in diesem Abschnitt der Frage nachgehen, ob fiir die Probleme (]P*gf,&),
N € {N,N,{1,...,N} | N € N} Lésungen existieren und zwar fiir jede Wahl
von Yy, 91,7 mit ¥ # ¥, und fir jedes a € (0,1) sowie § € (1,supN)? Dass
die Antwort auf diese Frage vielleicht nicht so selbstverstandlich ja lautet, diesen
Hinweis haben bereits die Beispiele 2.1.3 und 2.1.4 von Losungen der Giite 1
geliefert: Fiir das Problem (IF’&) kénnen auch offene Lésungen auftreten. Daher
stellt sich die Frage, ob dies Auswirkungen auf die Existenz von Losungen von
(P} s) haben wird. Aufierdem gibt das einen Hinweis darauf, dass auf die Rolle

des Entscheidungsverfahren ¢, im allgemeinen nicht verzichtet werden kann.

Der Existenznachweis einer Losung von (]PQ[J) wird im allgemeinen nicht mehr

konstruktiv ausgefiihrt werden kénnen, da hier auch noch die Stoppzeiten mitva-

rileren.
Aber wegen TV (o, ) # () existiert immerhin s := sup Ey, ¢; € [0,1] und
TETN (a,d)
dazu eine Folge (T(k))keN C TV mit :
(T(k)) e € TV (e, 6) und By, o(k)yr) — s- (2.2.1)

Nach dem Vorbild der schwach*-Folgenkompaktheit der Menge der klassischen
Tests &y = {¢ : Q@ — [0,1] | ¢ ist Cy — B-messbar} versuchen wir dann die
Existenz eines sequentiellen Tests 7 € 7" sowie einer Teilfolge (T'(k;)),., zu

beweisen, so dass gilt

By (o)) =  Bo(e) (i=0,1), (2.2.2)
Ent(kl) — Ent.

Da (T(kl))leN C TV(a, ), folgt damit T € TV (e, §) und somit die Optimalitit
von T bzgl. (PY;).

Es sei hier angemerkt, dass wir statt der Konvergenz E,t(k;) — E,t zeigen wer-
den, dass aus E,t(k;) < 6, folgt E,t < ¢, woraus wir auch die Zuldssigkeit von t
fiir das Problem (]P’gf,(s) erhalten.

Fiir dieses Vorhaben schreiben wir die Erwartungswerte unter Py, (i=0,1,2) um
mit Hilfe der Dichten (M}), .5 (vgl. 2.1.2) bzgl. eines zu Py, + Py, + P, dquiva-
lenten W-Mafles P.
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Im folgenden kiirzen wir den Erwartungswert unter P mit E ab.
Wir bekommen wegen 1.2.9 und (2.1.2) die fiir funktionalanalytische Betrachtun-

gen geeignetere Darstellung:

Z E(pn(k) Lighy=ny M;) = Z E(¢pn Lzny M}) (2.2.3)

neN neN
Z E(?’L 1{t(k1):n} Mz) S ) = Z E(n 1{t:n} Mz) S 0. (2.2.4)
neN neEN

Bei festem Stichprobenumfang N ist ¢(k) = N und die Aussage (2.2.3) ergibt sich
daraus, dass die Menge der klassischen Tests ®5 bekanntlich folgenkompakt ist
in der schwach™-Topologie des Lebesgue-Raums L, (2,Cn, Pc, ), dem topologi-
schen Dualraum von L (2,Cy, Pc,) (vgl. Witting [Wi], Satz 2.14 auf S.205{f und
Kor.2.15 auf S. 207), da die Dichten M}, Elemente von L; (2, Cy, Pc,) liefern.
Es gilt fiir die Menge der sequentiellen Tests 7/ eine entsprechende Folgenkom-
paktheitsaussage anzugeben, die passend zur Struktur von 7% aus zwei Teilaus-
sagen bestehen wird, einer Folgenkompaktheitsaussage fiir die Menge der Stopp-
zeiten SV und einer fiir die gestoppten TV’s {¢; | (¢, 9 € TN},

Die Grundideen entstammen der Habilitationsschrift von Miiller-Funk: ,Mathe-
matical Programming and Optimal Stopping in Sequential Testing Theorie“. Wir
treffen fiir diesen Abschnitt die Konvention, dass alle auftretenden Gleichungen
bzw. Ungleichungen P-f.s zu lesen sind. Wie iiblich identifizieren wir P¢, -f.s.
iibereinstimmende reellwertige C,-meflbare Funktionen, sofern nicht ausdriick-

lich etwas anderes gesagt wird.

Aufgrund der Aquivalenz zwischen randomisierten Stoppzeiten und Abbruchre-
geln im Sinne von Lemma 1.2.7 und Satz 1.2.9 geniigt es eine schwach*-
Folgenkompaktheit fiir die beiden folgenden Mengen von C-adaptierten stocha-
stischen Prozessen anzugeben:

2.2.1 Definition (vgl. Miiller-Funk [MF], Seite 2.3)

G< = G<(€)={9= n)new | gn : 2 —=1[0,1] C, — meBbar ¥n € N mit
> gn <1},
neN
G- = G-(€)={g€G<(Q) ] Xgn=1}.
neN

G- bezeichnet die Menge aller Abbruchregeln, und G< enthalt offensichtlich die
komponentenweise gebildeten Produkte g - ¢ := (gn ¢n),e von Abbruchregeln g
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und TV’s ¢, beschreibt daher die Menge aller gestoppten TV’s {¢, | T' € TN}
und liefert eine sequentielle Entsprechung zu der Menge der klassischen Tests.

Um die Menge G< - und damit natiirlich auch die Menge G_ als Teilmenge von G<
- mit einer schwach*-Topologie zu versehen, ben6tigt man ein topologisch duales
Paar von Banachrdumen (L,LL*) derart, dafl G< als Teilraum des Dualraums L*
aufgefaflit werden kann. Und auflerdem bendétigt man fiir die Konvergenzaussage
(2.2.3), dass der Raum L die Folgen der Dichten (M}), . enthélt.

Es seien
Li(c) = {X=(Xn)en reellwertiger Proze auf (Q,Cs) |
lim X,, = X und sup |X,| € L (P|Cx)},
n—oo TLEN
Lo (k) = {Z= (Z),en reellwertiger Proze auf (€2, Coo) |
D 1Za] € Lo (P|Coo) }
neN
und dazu die Normen
X = Esup | X0 ()N(G Ly (c)), bzw.
neN
1Zle = 1D 1Zal oo (Z€ Lo(l)),
neN

(wobei rechts die Supremumsnorm von Ly, (P|Cs) steht).

Bekannterweise (vgl. Neveu [Ne|, Seite 201f.) ist der Banachraum L, (;) isome-

trisch isomorph zum topologischen Dualraum L, (¢)* von L, (¢) unter dem Pro-
dukt

2. X]:=) | E(Z,Xn). (2.2.5)
nEN
In natiirlicherweise bietet sich dann als duales Paar fiir G< an das Paar
Li(C,c) = {XeL(c)|X, ist C,-messbar Vn € N}
Ly (C,li) = {Z€Ly(l)|Z, ist C,-messbar Vn € N},

~—~

von C-adaptierten Prozessen unter dem obigen Produkt [, |.
Aber der Banachraum L, (C, ;) ist nur ein echter Teilraum des Dualraumes von
L, (C,¢) (vgl. Miiller-Funk [MF], Beispiel 2.3 auf Seite 2.2), den Dualraum erhélt

man vielmehr aus Ly, (/) durch Bedingen seiner Elemente unter der Filtration C:
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2.2.2 Satz (vgl. Miiller-Funk [MF], Korollar 2.2 auf Seite 2.2 )

Versieht man den linearen Raum

(¢, 1) = {E€(2) = (E(Zn| Cn)) 5| Z € Lo (ln) }

mit der Norm  ||Y]|x := inf {|| Zlleo | Z € Lo (1) mit E£(Z) =Y} (Y € TI(C, 1)),
dann gilt:

i) TI(C, 11) ist isometrisch isomorph zu Ly (C,c)* unter dem Produkt | , | aus
2.2.5.

i) Fir Xe€ L, (C,c) und Y = ES(Z) mit Z € Lo (L) gilt

VXD BV Xa)=[ZX = E(D ZuXa).

neN neN
Wir erhalten folgende Inklusionen
g: g gg g ]LOO(Q: ll) g H(Qall)

die alle sogar echt sind.

Damit bekommt man, dass in der schwach*-Topologie auf II(C,[;) die Mengen
G- und G< folgenkompakt sind:

Diese Aussage ergibt sich wie iiblich bei der Herleitung von schwach*-
Folgenkompaktheitsaussagen aus dem Satz von Alaoglu, demgeméaf die in der
Normtopologie abgeschlossenen Einheitskugel von I1(C, /1) schwach*-kompakt ist
und mit einem Separabilitdtsargument fiir I; (C, ¢) kommt man schlielich zur
schwach*-Folgenkompaktheit von G_ , G< (fiir eine genaue Ausfiihrung der Schrit-
te vgl. Miiller-Funk [MF], 2.4-2.6).

Damit erhalten wir die schwach*-Folgenkompaktheit fiir die unbeschrankten se-
quentiellen Tests und die schwach*-Folgenkompaktheit fiir die beschrankten se-

quentiellen Tests:

2.2.3 Theorem
Es sei N € {N,{1,...,N} | N € N}. Dann ist die Menge der sequentiellen Tests
TN schwach*-folgenkompakt im folgenden Sinne

V Folge (T(k))keN C TV 3 Teilfolge (T(kl))leN und T € TV, so dass gilt
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VXeli(C,c):
(1) EXt(k:l) — EXt
(2) E(‘P(kl)t(kl) Xt(kl)) — E(py X3).

Beweis:

a) Die schwach*-Folgenkompaktheit von 7N erhiilt man aus der Folgenkom-
paktheitsaussage der Mengen G< und G_, indem man zu einer Folge T'(k) =
(9(k), ¢(k)) (k € N) von sequentiellen Tests die schwach*-Limiten g € G—
einer Teilfolge (g(k1))ien von (g(k))ren und h € G< einer Teilfolge von
(9 (k1) @(ki) )ien hernimmt und hieraus in naheliegenderweise den ,,schwach*-

Limes® der TVs herausrechnet gemaf:

hun, —
Pn = g— 1{gn>0} (TL S N).

n

Fiir eine detailliertere Ausfithrung der Schritte vgl. Miiller-Funk [MF], Seite
2.9.

Folgenkompaktheit von 7N eine Teilfolge (T'(ky)) Jen 1 obigen Sinne gemaf

(1) und (2) gegen einen Test T = (t,¢) € T™.

~

Beh.: T e T{lv--’N}’ d.h. t € S{N}
Begr.: Wir betrachten die Folge X € L; (C, ¢) mit

00n<N
Xn: T 3
{1,n>N

dann folgt EX; = P(t > N), und wegen t(k;) € ST} gilt EXyq,) = 0.

Die schwach*-Konvergenz liefert damit :
0= llim EXt(kl) = P(t > N)
—00

und wegen P ~ Py, + Py, + P, folgt daraus die Behauptung.

2.2.4 Bemerkung

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Menge der abgeschlossenen se-

quentiellen Tests 7™ nicht schwach*-folgenkompakt ist:
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Es kann namlich auftreten auf, dass fiir den schwach*-Limes (¢, ¢) von einer Fol-
ge abgeschlossener sequentieller Tests (T'(k))gen gilt P(p; > 0, = o0) > 0.
Zum Beispiel konvergieren die sequentiellen Tests (t(k), f(k))keN mit t(k) = k,
¢n(k) = 3 in der schwach*-Topologie gegen den offenen sequentiellen Test (¢, %)

mit ¢ = co und ¢, = %, denn aufgrund majorisierter Konvergenz gilt

vXeli(C,c) [(5nk)neNa‘Z<] = E(Xy) = E(Xx) = [(5nm)neﬁa%{]-

Dieses Phianomen, dass beim schwach*-Limes Masse im ,,Unendlichen*
verschwinden kann entspricht der Existenz offener optimaler Losungen. Aufler-
dem zeigt das obige Beispiel, dass auf das Randomisieren im Unendlichen mit
Hilfe der Entscheidungsfunktion ¢, im allgemeinen nicht verzichtet werden kann.
O

Mit Hilfe der schwach*-Folgenkompaktheitsaussage 2.2.3 koénnen wir Existenz-
aussagen machen fiir die Probleme (]P’g/,&) bei beschrankten und unbeschrankten

sequentiellen Tests.

2.2.5 Satz

Es seien N € {N,{1,...,N} | N € N} und a € (0,1) und § € (1,supN).
Dann gibt es einen optimalen Test T € TV (a, 6) fiir das Problem (Pg{(;).

Bewelis:

Es sei (T(k))ren C TV (e, 6) eine Folge sequentieller Test mit 2.2.1.
Da M} < 3 P-f.s. und M} — M, P-fs., folgt (M}),cx € L1 (C,c). Aufgrund der
schwach*-Folgenkompaktheit von 7 gibt es einen sequentiellen Test 7V, so dass
wir die Konvergenzaussage (2.2.3) erhalten. Daher bleibt fiir den Existenznach-
weis nur noch (2.2.4) zu zeigen. Dies folgt aus der Teilaussage bei Miiller-Funk
[MF] auf Seite 2.6 mit der Wahl &,(k) = gn(k) und Y = M ? , wobei (gn(k))ren
die zu t(k) gehorige Abbruchregel bezeichne.

O
Offen bleibt noch die Frage nach der Existenz von Losungen fiir das Problem
(PL 5)- Gemé$ 2.2.4 wissen wir, dass 7™ nicht schwach*-folgenkompakt ist und
wir somit diese funktionalanalytischen Hilfmittel fiir einen Existenzbeweis nicht
benutzen konnen. Das folgende Beispiel zeigt sogar, dass diese Beweisschwierig-
keiten von grundlegenderer Natur sind, das Problem (]P’Iid) besitzt namlich nicht

in jeder Situation eine Losung:
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2.2.6 Beispiel

Es sei in diesem Beispiel Q eine dquivalente Verteilungsklasse.

Dann muss notwendig jede Losung ¢} der Probleme (IP’Q{J) von Giite 1 unter
Py, offen sein (vgl. 1.9 S.102). Daher kann es fiir die Probleme (I[’il,g"’N}) und
(IF’IE,J) keine Losungen von Giite 1 geben. Tests der Giite 1 konnen (im Falle der
Aquivalenz der Verteilungsklasse) also nur fiir das Problem (1P’§,5) existieren.
Beh.: In allen Situationen, fiir die das Problem (P§,5) durch einen Test der Giite
1 gel6st wird, besitzt das Problem (P ;) keine Lésung.

Beweis: Es sei n # 9. Weiter seien « € (0,1), 6 € (1,00), derart, dass (IF’E;)
durch einen Test von Giite 1 gelost wird.

Wir zeigen, dass (]P’Iid) dann ebenfalls den Optimalwert 1 besitzt, woraus die
Behauptung folgt, da dieser Wert durch keinen fiir (]P’Iié) zuléssigen Test ange-
nommen werden kann.

Gemaf der Satze 3.2.2 und 3.2.6 aus Kapitel 3 ldsst sich das Problem (IP’EJ)
l6sen durch einen geeigneten rechtsseitigen randomisierten SPRT der Gestalt
T = (t4(a,n), ) mit ¢, = 1, n € N, poo = 1g, C € Coo mit P, (C) = 1
und Py, (C) = 0, wobei t,(a,n) eine randomisierte rechtsseitige Ersteintrittszeit
aus 1.9.5 definiert mit a > 1.

Zu jedem solchen Test gibt es eine Folge von abgeschlossenen zulassigen Tests

(t(k)’f(k))keN C T, §) mit
tx T ty(a,m) P-fs, (2.2.6)
Eﬁlgo(k)tk T Eﬂigot,y(a,n) (’L = 0’ 1) (227)
Fiir die nichtrandomisierten rechtsseitigen SPRT’s (d.h. v = 0) liefern eine solche
Folge die SPRT’s (t(bx,a), ¢(a)) mit
t(bg,a) = inf{n € N| L,(n,%) > a oder L,(n,9) < b;}
pn(@) = Lamoe)>a)
und b | 0, by < «a.
Fiir randomisierte rechtsseitige SPRT’s miissen die SPRT’s (¢(by, a), io(a)) noch

geeignet konvexkombiniert werden im Sinne von 1.9.5 mit den SPRT’s
(t+(bk,a),g(a)) mit

tT(bg,a) :==inf{n € N | L,(n,9) > a oder L,(n,9) < bi}.
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2.3 Ein Dualitatssatz

Hier sollen die Hilfsmittel bereitgestellt werden, die wir bendtigen, um Aussagen
iiber die Gestalt der Losungen von (ngé), N e {NN,{1,...,N} | N € N} ma-
chen zu konnen. Bei der sequentiellen Neyman-Pearson-Aufgabe (]P’g{d) handelt
es sich - wie beim klassischen Neyman-Pearson-Problem - um eine Optimierung
unter Nebenbedingungen: es soll die Zielfunktion F(T') := Ey,¢; auf der Menge
aller sequentiellen Tests 7# minimiert werden unter den Nebenbedingungen, die
durch folgende Ungleichungen gegeben sind: A(T) := (Egg 2 < (%)
Probleme dieser Gestalt, fiir die Zielfunktion und Definitionsbereich noch geg-

eignete Konvexitatsbedingungen erfiillen, werden in der Literatur iiblicherwei-
se durch die Methode der Lagrange-Multipikatoren gelost. Dabei wird das pri-

male Optimierungsproblem (P%,), das Problem mit Nebenbedingungen, in ein

a,6
Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen iiberfiihrt, der dualen Optimie-
rungsaufgabe (]D)g{(;), indem jede der Nebenbedingungen durch einen Lagrang-
schen Multiplikator als ,,Strafterm® in eine neue Zielfunktion eingebunden wird.
Das duale Problem als Optimierungsproblem ohne Nebenbedindungen lésst sich
im allgemeinen leichter 16sen als das Ausgangsproblem. Der wesentliche Schritt
besteht dann darin von den Losungen des dualen Problems wieder zuriick zu
den Losungen des Ausgangsproblems zu kommen. Dazu formulieren wir einen
Dualitatssatz. Wir verwenden in Anlehnung an Witting [Wi] folgende Bezeich-

nugsweise: Wir sprechen von der Giiltigkeit eines

- schwachen Dualitdtssatzes, wenn die Optimalwerte beider Probleme tiber-

einstimmen,

- starken Dualitdtssatzes, falls es sogar Punkte gibt, in denen die primale und

duale Zielfunktion iibereinstimmen.

Bei den Optimierungsproblemen aus der sequentiellen Statistik erfiillen gewohn-
lich Zielfunktion und Nebenbedingungen nicht die Konvexitatsbedingungen, die
bendtigt werden, um die klassische Lagrange-Methode anwenden zu konnen. Eine
Verallgemeinerung der Lagrange-Methode fir Optimierungssituationen aus der
sequentiellen Statistik hat Miiller-Funk in seiner Habilitationsschrift [MF] aus-
gefithrt. Wir werden die Resultate von Miiller-Funk in der Form aufbereiten, wie
wir sie fiir unsere Arbeit brauchen werden.

Da die verallgemeinerte Methode der Lagrange Multiplikatoren auch zur Losung

des Stopproblems (S,), einem Stopproblem unter Nebenbedingungen (vgl. 3.2)
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eingesetzt werden soll, werden wir die benotigten Hilsmittel fiir die allgemeinere
Situation entwickeln, dass eine Zielfunktion F' unter n Nebenbedingungen mini-

miert werden soll. Fiir uns treten dann die beiden Falle n = 1 und n = 2 auf.

Wir treffen in diesem Abschnitt folgende Konventionen: Mit « bzw. a werden
n-Tupel (a4, ...,a,) bzw. (a1,...,a,) von reellen Zahlen bezeichnet. Weiter be-
zeichne <, > das kanonische Skalarprodukt auf R, auflerdem sind Gleichungen

und Ungleichungen von n-Tupeln komponentenweise aufzufassen.

Im folgenden seien R eine nichtleere Menge, n € Nund FF: R—-R A: R - R"
Abbildungen mit

D1: Vz,y € R, A€ (0,1) 3z € R, so dass gilt
F(z) > AF(z) + (1= N F(y),
A(z) < AA(z) + (1 — M) A(y),

D2: Vz € R A(z) € [0,00)" und 3z € R A(xg) =0,
D3: Jag € [0,00)"  sup,ep (F(z)— < A(z),a0 > ) < o0.
Ausgehend von dieser Situation betrachten wir die Aufgaben:

2.3.1 Definition: Primale und duale Aufgabe (vgl. Witting [Wi],
auf Seite 671f.)

Es seien o € [0,00)" und R(«) := {z € R | A(z) < a}, dann definiert

F(z) = sup
(Pa) A(.’L’ S «
r € R

die primale Aufgabe und

F(a) := 51};%)) F(z) bezeichnet den zugehérigen Optimalwert.
zeR(a

Zur Zielfunktion F' bilden wir die duale Funktion H* : R* — R U {+oc} geméf
H*(a) := sup (F(:r)— < A(z) —a,a > )
T€R

Damit definiert

D,) { H*(a) = inf }

a € [0,00)"
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die zu (P,) gehorige duale Aufgabe und

H (a) ::ae[i()nofo )nH" (a) bezeichnet den zugehoérigen Optimalwert.

Auflerhalb [0, 00)" setzten wir die Wertefunktionen F und H durch —oc fort und
erhalten damit Abbildungen von R" nach RU {—oc}.

Sei a € [0, 00)", dann folgt aus der Definition von F und H:
F(z) < F(a) < H(a) < H(a) Vz € R(a), a € [0,00)",

d.h. es gilt ein Vergleichssatz zwischen (P,) und (D,).

Die Forderungen D1 — D3 an Zielfunktion und Nebenbedingungen sind wesent-
lich fiir die Giiltigkeit eines Dualitatssatzes:

Die Bedingung D3 liefert, dass die Wertefunktionen F und H durch F(z,) nach
unten beschriinkt sind. Zusammen mit D2 folgt daraus, dass F und H auf [0, 0o)"
nur endliche Werte annehmen. Und die Bedingung D1 liefert die Konkavitat der
Zielfunktionen F und H. Als konkave Funktionen sind dann F und H auf dem

Inneren ihres Definitionsbereiches, also auf (0, 00)™ stetig.

Fiir die Probleme in 2.3.1 erhalten wir aus Theorem 1.6 bei Miiller-Funk [MF]

folgenden Dualitatssatz:

2.3.2 Satz

Es sei o € (0,00)", dann gilt:
a) Schwacher Dualititssatz:  F(a) = H (a),

b) Starker Dualititssatz: Y x* € R(a) optimal fir (Py)
Jda* € [0,00)":  F(z*) = H*(a").

Bewelis:

a) Der schwache Dualitdtssatz folgt unmittelbar aus Theorem 1.6 bei Miiller-
Funk [MF]| mit g = F und 7, = A und abgeschlossenem Kegel
K =[0,00)".
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b) Seien z* € R(«a) eine Losung von (P,) und a¢* € R* mit

F(a) < Fla)+ <a*,a—a> Vac€l0,00)", (2.3.1)

(d.h. a* ist die Steigung einer Hyperebenen durch den Punkt (o, F(c)), die
nicht in den Graphen von F hineinschneidet.)
Dann liefert Theorem 1.6 von Miiller-Funk [MF] die Giiltigkeit von

F(z*) = H*(a").

Da F : R* — RU{—o0} eine konkave Funktion definiert, die wegen R(a) C
R(d') fir @ < o aus [0,00)" monoton wéchst separat in jeder einzelnen
Komponente, folgt (vgl. Rockarfeller [R], Seite 215, 217):

- es gilt a* € [0, 00)"

- und es gibt auch eine Stelle ¢* mit (2.3.1).
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2.4 Ein sequentielles Neyman-Pearson-Lemma

fur (M(s)
Das Theorem 2.2.3 iiber die sequentielle schwach*-Folgenkompaktheit liefert uns
die Existenz optimaler Losungen der sequentiellen Neyman-Pearson-Aufgabe (]P"gf,(;)
fir M = Nund N = {1,..., N}, d.h. zum einen fiir unbeschrinkte nicht not-
wendig abgeschlossene Stoppzeiten und zum anderen fiir beschrankte Stoppzeiten
(vgl. 2.2.5). Es macht aber keine Aussagen iiber die Gestalt optimaler Tests. Um
auch hieriiber Auskunkt zu bekommen, werden wir mit Hilfe des Dualitdtssat-
zes aus 2.3.2 hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir formulieren, wann
ein sequentieller Test das Problem (]PQ{J) 16st. Dabei werden wir endlichen und
unendlichen Horizont gemeinsam behandeln konnen: es zeigt sich namlich, dass
die Losungen der Probleme (PY;) fir ' = Nund N = {1,..., N} dieselbe Ge-
stalt besitzen. Diese Losung steht in enger Analogie zur Losung des klassischen
Neyman-Pearson-Problems bei festem Stichprobenumfang.
Unterschiede treten erst dann auf, wenn es um folgende Frage geht:
Muss ein optimaler sequentieller Test von Giite kleiner 1 die zur Verfiigung ste-
henden Ressourcen immer voll ausnutzen?
Was das Niveau « fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art betrifft, hat das N-P-
Lemma 1.4.1 fiir festes ¢ bereits eine positive Antwort gegeben. Fiir die Frage
im Hinblick auf das Ausschopfens von §, also der Schranke fiir den erwarteten

Stichprobenumfang, werden wir hier noch eine Antwort liefern.

Zur Formulierung hinreichender und notwendiger Bedingungen fiir Optimaltitat

wenden wir den Dualititssatz 2.3.2 an auf den Spezialfall n = 2 mit

E
nt—

Dazu bleibt noch zu iiberpriifen, dass die Abbildungen F' und A den Bedingungen
D1 — D3 geniigen:

i) Seien Ty = (t1, V), Ty = (ta, 4?) € 7;’/\[ sowie g die zu t; gehdrigen
Abbruchregeln und A € (0,1), dann definiert

g = AgP+(1-Nagp,
A 7(11) %1) 1 -\ g2 %2) 0 o
On = gn_n’ +( )90 ? , (Wobeiazzo,nEN)
gn
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einen sequentiellen Test 17" = (¢, ¢) € TN, fiir den gilt:
F(T) = MFT)+(1-)NF(Ty),
A(T) = XMAT)+ (1 —-)NA(Ty).
Dies liefert uns D1.

ii) Aufgrund der Randomisierungen fiir Terminal- und Stoppentscheidungen
(vgl.(2.1.1)) gilt:  A(TM) = [0,1] x [0,sup '), woraus D2, D3 folgt.

Wie in 2.2 treffen wir die Konvention den Erwartungswert unter dem zu Py, +
Py, + P, aquivalenten W-Mafl P mit E abzukiirzen.

Damit bekommen wir fiir sequentielle Tests mit moglichen Stoppzeitpunkten in
{1,...,N} bzw. N :

2.4.1 Sequentielles Neyman-Pearson-Lemma

Es sei N € {N, {1,...,N} | N € N}. Und es seien a € (0,1) und 6 € (1,00)
mit § < sup N.

1) Egzistenzaussage:

Es gibt einen optimalen sequentiellen Test T* fir (]P’Q{J).

2) Hinreichendes Kriterium:

Es sei T* = (t*, ") ein sequentieller Test, fir den gilt:

~

a) Eyp,0; = und E t* =90.

b) Es existieren Multiplikatoren a,c € [0,00), so dass fir alle n € N gilt

1
oF = {0 fir M} Z aMg} Pic,-f-5. auf {t*=n}, (2.4.2)
ot = 1 Py,-fs. auf {t'=o0}, (2.4.3)
aps, = 0 Py,-fs. auf {t*"=o0}.

t* 1st optimale Losung des Stoppproblems

E((min(a M), M} + cth)l{Koo}) = inf

(S2)
tesy

Dann liefert T* eine Lésung von (IF’Qfé).
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3) Notwendiges Kriterium:
Es sei T* = (t*, ") eine Lisung von (ngﬁ). Dann gilt:

a) Es gibt Multiplikatoren a,c € [0,00), so dass gilt:
i) (o — BEgypp)a=0= (0 — E,t")c
it) ¢ = (¢n)pen hat die 0-1-Gestalt aus (2.4.2) und (2.4.3).
i4i) t* ist optimale Lisung von (Sévc)
b) Ey, g5 > .

¢) Egypp < a= Ey ¢f = 1.
Insbesondere wird das Problem (Pg{(;) im Falle Py, (t* < 00) < o nur
durch einen Test der Gite 1 gelost.

d) Eg, 05 =1 und Py,(t* < o0)=1=
In € N Py|Anjqpr=n} K Py, | An ==n} und somit Qg, L Qu, .

e) Entweder es gilt a > 0 und Ey,p} = «
oder a = 0 und Ey, ¢;. = 1.

Bewelis:

Seien T' € TV (o, 6) und a, ¢ € [0, 00), dann gilt wegen des Vergleichssatzes
F(T) < H*(a,c).

Betrachten wir die Hilfsfunktionen

{ M!—aM® | neN }
vn(a) := ,

0 , n=o

dann zerlegt sich die obere Ungleichung mit Hilfe der Eigenschaften von Dichten

2.1.2 in folgende Ungleichungskette:
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=
3
[

Eﬂl Yt = E(@t Mtll{t<oo}) + Eﬁ1 ((Poo 1{t:oo})

E(Ut(a') th]-{t<oo}) +a Eﬁo Pt —a Eﬁo ((1000 ]-{t:oo}) + Eﬂ1 (9000 ]-{t:oo})

—~
—
~

< E(Ut(a) (‘Otl{t<oo}) +aa—a Eﬂo (‘poo 1{t:oo}) + E191 (9000 1{t:oo})

(2.1) .

< E(Ut(a') 1{t<oo}) —a Eﬁo (ono 1{t:oo}) + Eﬁl ((poo 1{t:oo})

(2.2) .

< E(vi(a) 1jtcoo}) + va + Py, (t = 00)

= E((w(a)* — e M (t — 1)) 1cooy) + Ele M7 (= 1)11coo))
+aa+ Py, (t = 00)

(3) + 2 o a

< E((Ut(a) —c Mg (t - 1))1{t<<>0}) + Py, (t =00) + <(571)= (c)>

(4)

< sup [E((ve(a)" — e Mp(t' = 1))1w<ooy) + Poy (' = 00)] +((5%1), (2))

t'esy

o sup [E((ve(a)t @) — e M7 (' — 1)1 <oo}) + Fo, (0l Tipr=c0})
T'eTN

—
=

—a Eﬁo(sof,o 1{t’:oo})] + <(Jg1)’ (Z)>

—~
=)
=~

sup [F(T’) — <A(T’), (“)>] = H>%(a,c).

, C
T eTN

Zur Begriindung der Ungleichungskette merken wir an:

(1) @ > 0und Ey, ¢ < «a, (3) c>0und E,t <4,

1 >
(5) Man betrachte ¢!, = {0 fir wv,(a) - 0} (n €N)

ol =1cmit C € Cor : Py, (C)=1und Py, (C) =0,
(6) Gleiche Umformung wie zu Beginn.
Zusammen mit dem starken Dualitatssatz 2.3.2 folgt dann:
(%) T* optimal fiir (]ngd) < Fa,c€[0,00): F(T*) = H*(a,c).

Dabei ist F(T*) = H**(a, ¢) dazu dquivalent, da§ Gleichheit in den
Ungleichungen (1)—(4) auftritt:
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i) Gleichheit in (1) und (3) ist dquivalent zu
(0= Egypp)a=0= (5 — E,t") c.

Gleichheit in (2.1) ist aufgrund monotoner Konvergenz dquivalent zu

Z/t }gpnvn dP—O—Z/ (1—¢2)vp(a)tdP =0

neN neN Y {t*=n}

1
& ‘v’nEN:go;:{O

wobei C,, € C,, mit P(C,) = 1.

fir M} z aMg} auf{t* =n}NC,,

Gleichheit in (2.2) ist dquivalent zu
/ (1—¢i)dPy, =0=a / i dPy,
{t*=o0} {t*=o0}
& s, =1 auf {t* =oc0} Py,-fs,
aps, =0auf {t* =00} Py,fs..

ii) Gleichheit in (4) ist 4quivalent dazu, daf ¢* eine Lésung des
folgenden Stopproblems liefert

{ E((Ut(a')+ - CMtQt)l{KOO}) + Py, (t = 00) = SUP} (2.4.4)

te sy
Da max(A—B,0)—A = max(—B,—A) und Py, (t < 00) = E(M] 1iico0}),
lasst sich die Zielfunktion von (2.4.4) folgendermafien umformen:

E((vt(a)+ . cht)l{Koo}) Y 1— Py (t < o0) =
—E((min(a M, M}) + ¢ M{t)11co0) + 1.

Dabher ist das Stoppproblem (2.4.4) dquivalent zu (Sévc)

Folglich liefert in () die Richtung ,< “ das hinreichende Kriterium, und die
Richtung ,= “ Teilaussage a) des notwendigen Kriteriums fiir optimale Lésun-
gen von (]P’Qf 5)-

Die Aussagen b)-e) des notwendigen Kriteriums folgen unmittelbar aus den Teil-
aussagen b)-e) des notwendigen Kriteriums von Satz 1.4.1, denn ¢} ist als Losung
von (IP’Q/,(;) (bei variierenden Stoppzeiten) natiirlich auch eine Lésung von (P!")

(unter seiner eigenen Stoppzeit). O



2.4 Ein sequentielles Neyman-Pearson-Lemma fiir (IF*Q[’J) 141

2.4.2 Bemerkung

Eine zu 2.4.1 2) und 3) entsprechende Aussage iiber die Gestalt optimaler sequen-
tieller Tests bekommen wir fiir das Problem (P} ;), denn die Vorraussetzungen
D1-D3 fiir die Anwendung des Dualtitatssatzes zur Formulierung hinreichender
und notwendiger Bedingungen sind auch fiir die Indexmenge N' = N erfiillt.
Dagegen problematisch bleibt die Existenzaussage (vgl. 2.2.6), die miissen wir
vorsichtiger formulieren: Wird das Problem (P§,5) durch einen unter Py, und Py,
abgeschlossenen sequentiellen Test (¢, ¢*) geldst, so liefert (*, ¢*) dann auch eine
Losung fiir das Problem (P} ;).

2.4.3 Bemerkung

a) Das Problem (ng,(s) zerlegt sich in ein Problem des optimalen Stoppens (Sévc)

und in ein Testproblem (P)) bei fester Stoppzeit ¢, welche das Problem (Sévc)
16st.

b) Die auftretenden Parameter a und ¢ lassen sich folgendermaflen interpretieren:
Der Parameter a entspricht dem kleinsten a-Fraktil aus der klassischen Statistik,
und der Parameter ¢ modelliert die Beobachtungskosten.

Mit 2.4.1 haben wir eine vollstindige Losung des Problems (Pg/,(;), aber im Ge-
gensatz zum klassischen Neyman-Pearson-Lemma lassen sich die Multiplikatoren
a und c im allgemeinen nicht explizit angeben. Zur Bestimmung optimaler se-
quentieller Tests wird daher in der sequentiellen Statistik die Vorgehensweise aus
der klassischen Statistik umgedreht: anstatt zu den Niveaus o und § die passen-
den Mutilplikatoren zu bestimmen, wird umgekehrt zu vorgegebenen Multipli-
katoren a und ¢ der optimale Test ¢, bestimmt, indem das Stopproblems (S2)
gelést wird. Dieser Test optimiert die Aufgabe (PY5) zu seinen eigenen Niveaus
a = Ey,p, 6 = E,t, die natiirlich von a und c abhéngen. Dann wird unter-
sucht wie o und ¢ von a und ¢ abhingen, um aus dem Zusammenhang schliellich
zu beliebig vorgegebenen Niveaus «,0 die zugehorigen Multiplikatoren a,c zu

bestimmen. O

AbschlieBend wenden wir uns der Frage zu, ob wir in fortgefithrter/erweiteter
Analogie zum klassischen Neyman-Pearson-Lemma die Aussage bekommen kénnen,
dass ein sequentieller Test von Giite kleiner als der bestmogliche Wert 1 nur dann
eine Losung von (IF’Q[’(;) liefert, wenn er die zur Verfiigung stehenden Ressour-

cen voll ausschopft. Fiir das Niveau der Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art hat das
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sequentielle Neyman-Pearson-Lemma gezeigt, dass dies der Fall ist. Zu Behan-
deln bleibt daher die Frage fiir die Schranke des erwarteten Stichprobenumfangs.
Zu erwarten ist, dass auch die Schranke fiir den erwarteten Stichprobenumfang
ausgeschopft werden muss, damit ein sequentieller Test von Giite kleiner 1 opti-
mal fiir (]P’Qfé) wird. Das legt folgende Uberlegung nahe: es wire nimlich sonst
noch Platz im Budget fiir zusétzliche Beobachtungen, welche die Giite verbessern

konnen, da Py, # Py, und die Experimente unabhangig ausgefiihrt werden.

Fiir unendlichen Horizont kénnen wir diese Uberlegungen auch bestitigen:

2.4.4 Lemma

Es sei N € {N, N}. Weiter seien o € (0,1) und 6 € (1,sup ).
Fiir einen bzgl. (IPQ{(;) optimalen Test T = (t,¢) € TN (a, ) gilt:

~

E,t<é = Ey =1

Beweis:

Es sei T eine Losung von (]P’Q{(;) mit E,t < 6:

Aus 2.4.1.3)a) i) folgt ¢ = 0. Damit erhilt man wegen der Aquivalenz der Stopp-
probleme (Sévc) und (2.4.4) mit 2.4.13)a) iii), dass t eine Losung liefert von

(s { B(0n(0) 1 cny) + Pt = o) £ sup }

tes,

Dabei kann ohne Einschrédnkung a > 0 angenommen werden kann, denn fiir a = 0
folgt bereits aus 2.4.13)f), dass Fy,¢; = 1.

A:FEy o <1.

Wegen o, = 1 Py,-f.s. auf {t = oo}, wird Giite durch die Entscheidung fiir Hy
zu einem endlichen Stoppzeitpunkt n € N verloren, d.h. es gilt

Py, (pn <1,t=m)>0.

Dann lésst sich durch spiteres Stoppen der Wert E (v¢(a)t1{i<oo}) + P, (t = 00)
vergroflern, was gleichbedeutend damit ist, dass die Giite von 7" verbessert werden
kann. Die Idee zur Verbesserung der Giite ist folgende: Da auf {t = n} der se-
quentielle Test T durch die Pfade, welche zu einer Entscheidung fiir Hy fithren, an

Giite verliert, diese Pfade nach n Beobachtungen abbrechen und alle zusammen
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positive Wahrscheinlichkeit unter Py, besitzen, werden wir dahingehen und diese
Pfade geeignet verldngern durch Beobachtungen, die fiir H; sprechen und zwar
soweit verlangern, dass zu diesem spateren Zeitpunkt, bezeichnen wir den mal
mit m, gilt v,,(a)* > 0, d.h. der Dichtequotient ist grofier als ein kritischer Wert
a und der Test entscheidet sich daher fiir H;. Dass es iiberhaupt einen solchen
Zeitpunkt m gibt, liegt am Konvergenzverhalten des Dichtequotienten M} /M?
bei unabhéngigen Versuchswiederholungen. Dies Idee fiihren wir im folgenden
aus:

Da ¢, = 1 fiir v,(a)* > 0 auf {t = n} Pp 4, -fs., folgt aus Py, (o, <1,t=n) >
0 wegen P >> Py, dass gilt

P(A,) >0 mit A, :={v,(a)" =0, t=n}.

Beh.: Zu a > 0 gibt es ein m > n aus N, so daB gilt: P(v,(a)* >0, A,) > 0.
Begr.: Aus der Orthogonalitat von Py, und Py, folgt
1

M
nhﬁrgc> VTQ =00 Py,-f:s. (vgl. Neveu [Ne|, Korollar ITI-2-7 auf Seite ),

und insbesondere
lim,, o0 Py, (%}5 > a) = 1, so dass Py, (vm(a)™ > 0, A,) > 0, woraus wir wegen
P >> Py, die Behauptung erhalten.

Damit 148t sich eine neue Stoppzeit ¢ definieren gemif

{t=k} = {t=k} firk#nm,
{t=n} = Hw(a)t>0,t=n},
{t=m} = {t=m}U{v,(a)" =0,t=n}.

Da nach Definition gilt

Z{f:k}:Q, sowie {t =k} € A (k€ N),
keN

liefert £ eine Stoppzeit bzgl. (A,)pen-

Wegen E,t < E,t+m P,(A,) < 0o, ist dann £ € S,J;[.

Auferdem gilt {f < co} = {t < co}. Wir erhalten hiermit

E(vi(a)+1{,g<oo}) + Py (t=00) = E(vi(a)"lj<o}) + Py, (t = 00)
= E(u(a) 1jco}) + E(vm(a)t 14,) + Py, (t = o0)
> E(v(a) licoo}) + P, (t = 00),
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woraus sich ein Widerspruch zur Optimalitdt von ¢ fiir das Stoppproblems (k)
ergibt. O

Dieses Vorgehen, die Giite eines sequentiellen Tests von Giite kleiner 1, der den

erwarteten Stichprobenumfang nicht ausschopft, durch spateres Stoppen zu ver-

bessern, ist im allgemeinen nicht auf endlichem Beobachtungshorizont iibertrag-

bar:

Bei endlichem Beobachtungshorizont N besteht die Moglichkeit einen fiir (IP’E(}'"’N})
besten Test ¢j. zu ,verkiirzen“. Eine Moglichkeit der Verkiirzung haben wir be-

reits in Kapitel 1 mit dem Curtailing Inspection (vgl. 1.3) kennengelernt:

2.4.5 Beispiel: Curtailed Inspection

Es liege die Situation aus 1.3 vor, d.h. es sei Q eine einparametrige Verteilungs-
klasse, mit der Eigenschaft, dass fiir jedes n € N Q" = {Q} | ¥ € ©} isoto-
nen Dichtequotienten in einer Statistik S, : X™ — R habe. Weiter bezeichne
S, = gn(Xl, ..., Xp). Zu einem vorgegebenen festen Stichprobenumfang N € N,
Jo E(Z) und « € (0, 1) sei der sequentielle Test

mit ¢t = N und
1 >
Oy = v fir Sy =k , mit (2.4.5)
0 <

yn € [0,1], k € R derart, dass Py, (Sy > k) + vn Py, (Sy = k) = . Weiter sei
Y1 > Yy mit Ey, & < 1. (Aufgrund der Stetigkeit der Giitefunktion 9 — Ey, ¢l
gibt es auch immer einen solchen Parameter.) Dann liefert (¢, ") eine Losung

von
Ey, ¢4 = sup
(L") Epy 1 <
t< N

Fir den CIP ¢} von ¢] gelte E,t* < N. (Dies haben wir zum Beispiel in den
Situationen 1.3.4 und 1.3.5).

SchlieBlich sei § < N mit E,,f < 0, dann liefert der CIP ¢}. eine Losung von
(]P’({;g“"N}), welche die Schranke § nicht voll ausnutzt von Giite kleiner 1. O

Es sei hier bereits erwahnt, dass die Verkiirzung eines besten Tests zum fe-
sten Stichprobenumfang N auch erste Beispiele fiir gleichmafig beste sequentielle
Tests fiir das Problem (]P’Eg“’N}) fiir Hy : 9 < 9y gegen Hy : 9 > 1, ergibt. Das
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CI liefert nicht die einzige Moglichkeit beste sequentielle Tests so zu ,,verkiirzen®,
dass immer noch eine Lésung von (IF’E(’S'“’N}) erhalten wird. Beim CI wird der beste
Test zu festem Stichprobenumfang verkiirzt ohne, dass die Entscheidungsfunk-
tion sich verdndert, gebraucht wird im Beispiel aber nur, dass die Giitefunktion
gleich bleibt. Daher werden auch solche ,, Verkiirzungen®“ Beispiele dafiir bieten,
dass die Schranke ¢ nicht notwendig ausgeschopft werden muss.

Im Hinblick auf den Beweis von Lemma 2.4.4 liegt die Frage nahe ob man den
Zeitpunkt m > n, zu dem die Giite verbessert wird, nicht i.a. durch m = n+1
wahlen kann. Diese Frage steht eng im Zusammenhang mit der folgenden Frage:
Lasst sich die Giite eines besten Tests zu festem Stichprobenumfang N durch ei-
ne weitere Beobachtung (bei unabhéngigen Versuchswiederholungen) verbessern?
Verbliiffend ist, dass dies in der Tat nicht immer der Fall sein muss, es gibt Si-
tuationen in denen man durch einer weiteren Beobachtung nichts weiter an Giite
gewinnt. Eine vollstindige Charakterisierung aller solcher Testsituationen haben
wir in den Anhang gestellt.

2.4.6 Lemma

Es seien Q = {B(1,9) | 9 € (0,1)} und ¥, > 9y. Weiter seien
NeN\{1},a€ Ay ;= {kz: (D% T =0y [k =1,...,N -1}
und 6 € (N —1,N), dann giljf_fﬁr die Tests der Gestalt 2.4.5:

a) Ey oy 1 =Egpy VI €(0,1).

b) Der sequentielle Test (t,¢) mit t = N — 1 und on—1 = ¢y_; liefert eine
Lésung von (IP’E(}""N}) mit Byt < 6 und Ey, ¢ < 1.

Fiir den Beweis verweisen wir auf das Korollar 1.8 im Anhang. Die Kernidee fiir
den Beweis der Aussage a) liegt darin, dass durch die spezielle Wahl des Niveaus
a der beste Test ¢},_, fiir den Horizont N —1 nichtrandomisiert ist und der beste

Test Test fiir den Horizont N randomisiert ist.

Schlielich gibt es noch eine dritte Art der Verkiirzung, die sich von den beiden
erstgenannten unterscheidet, bei der die Giitefunktion des besten Tests sich eben-
falls nicht dndert: Der fiir (]P’Eg"’N}) optimale sequentielle Test (t = N, %) aus
2.4.5 lasst sich fiir den Fall, dass er (mit positver Wahrscheinlichkeit) randomisiert
ist, durch Umschichtung des Randomisierungsbereiches {Sy = k} verkiirzen: ei-

nige Pfade {Sy = k}, die besonders deutlich auf H, hinweisen in dem Sinne, dass
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z.B. nacheinander moglichst viele Beobachtungen auftreten, die fiir Hy sprechen
werden aus dem Randomisierungsbereich herausgenommen und es wird sich hier-
auf fiir Hy entschieden, so z.B. der Pfad, bei dem nacheinander N — k-mal die
Beobachtungen fiir Hy sprechen. Damit sich aber bei solchen Umschichtungen die
Giitefunktion des Tests nicht verdndert, wird die Randomisierungskonstsante v
des Tests entsprechend vergrofiert.

Wir fiihren diese Umschichtungsidee am Beispiel von Bernoulliverteilungen vor:
Es seien @ = {B(1,9) | ¥ € (0,1)} und ¥ > 9, N € N\ {1}.

Weiter sei % der Test aus (2.4.5) mit 7(X;) = X; und vy € (0,1).

Auflerdem fordern wir Ey ¢y ¢ An_1, so dass geméf Korollar 1.8 im Anhang
gilt By py_1 < Ey o) VU > 9 und daher eine Verkiirzung wie in Lemma 2.4.6
nicht moglich wird. AuBlerdem sei ohne Einschrinkung k£ € {0,..., N}.

Der Randomisierungsbereich
N
Ry :={Z € {0, 1}V [ Y a; =k}
i=1

des Tests ¢} besteht dann aus (IZ ) verschiedenen Elementen. Davon gibt es genau

ein Element mit N — k£ Nullen zu Beginn, (k + 1) Elemente mit N —k —1 Nullen

k+2
2

werde der Randomisierungsbereich aufgezéahlt.

zu Beginn, ( ) Elemnte mit N — k — 2 Nullen zu Beginn usw. Auf diese Weise

Weiter sei m die grofite ganze Zahl mit

1= Xm: (k JZ“ 1) < (]1::7—_11> und 7y = (713’)(?)[ <1 (2.4.6)

=1

Und dazu sei
Rfc ={%,..., 7}

die Menge der ersten [ Elemente aus der obigen Aufzéhlung von Rj.
Hierzu betrachten wir die Stoppzeit

tho=inf{ln <N | (1-X;)=N-kund (Xy,...,X,,1,...,1) € R, }.
=1

Der CIP ¢} zu ¢y ist gegeben durch

fe=infiln <N | Y Xi=k+1loder » (1—-X;)=N—(k—1)}

i=1 =1
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Die Stoppzeit ¢ lisst sich weiter verkiirzen zu
t := min{f, .}
Wir erhalten hiermit:

2.4.7 Lemma

Es gilt fiir den sequentiellen Test (t , @) mit

~

1 >
7 ]. . > ]. ! ! .
Op = 0 fur S, <0 (n< N), ¢y:= YN fiir Sy = k
0 <

a) By, = Eygy V9 €(0,1),
b) Byt < Egt V09 € (0,1).

¢) Fiirn e (0,1) sei § := E,t.
Dann liefert der sequentielle Test (t,¢) eine Ldsung von (IE”;{VI,(}'"’N}) mit
E,t < & von Giite kleiner 1.

Beweis:

Es sei ¢ € (0, 1), dann gilt aufgrund der Definition von (p;, und von @;:
a)
Eygy = Py(En<NY Xi=k+1)+yyPy((X1,...,Xn) € R\ R})
i=1

=1

= Pg(ﬂnSNZX,-:k—}-l)—i—ny(]Z)q?k(l—q?)N—k
i=1

=  Eyp = Eyoy.

b) folgt aus

t <tauf {n<N|> (1-X;)=N—kund (Xy,...,X,,1,...,1) € Ri}.

i=1



148 2 Optimale sequentielle Tests fiir einfache Hypothesen

2.4.8 Beispiele

a) Fir N = 3, k = 1y = 1/9 ist der Randomisierungsbereich von % gegeben
durch
R, ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.

Es ist hier m = 0 und [ = 1 , folglich R, = {(0,0,1)}.
Die Stoppzeit t* des CIP’s zu ¢}, ist gegeben durch

t'={n<3| ) X;=2}.
=1

Diese Stoppzeit lasst sich durch Umschichten des Randomisierungsbereiches verkiirzen

zu
n n
t =inf{n <3| Y X;=2oder Y (1-X;)=2}
i=1 i=1
Der sequentielle Test (t,¢) hat als neue Randomisierungskonstante vy = %.

Auflerdem gilt fiir ¥y = 0.4 Ey, 0% = 0.4 ¢ Ay = {0.16,0.64}.

b) Fiir N =4, k =2, vy = 1/2 ist der Randomisierungsbereich von ¢% gegeben
durch

Ry, = {(0,0,1,1),(0,1,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0), (1,1,0,0)}.
Es ist hier m = 1 und [ = 3, folglich
R, ={(0,0,1),(0,1,0,1),(0,1,1,0)}.

Die Stoppzeit t* des CIP’s zu ¢}, ist gegeben durch

n

t'={n<4]) X;=3oder Y (1-X;)=3}.
i=1 i=1
Diese Stoppzeit lasst sich durch Umschichten des Randomisierungsbereiches verkiirzen

zu
n

n
t =inf{n <3| ZXi = 3 oder Z(l - X;) =2}
i=1 i=1
Der sequentielle Test (¢, ¢ ) hat als neue Randomisierungskonstante v, = 1.

~

|
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2.5  Struktur der Losungen des Stopproblems
(Sa)

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Losungen der Stopprobleme (S/I"/c), die
sich beim Neyman-Pearson-Lemma 2.4.1 herausgeschilt haben. Die Struktur der
Losungen bendétigen wir, um in Kapitel 3 Aussagen iiber gleichméafig beste se-
quentielle Tests fiir zusammengesetzte Hypothesen machen zu kénnen. Da wir
die Untersuchungen in Kapitel 3 zur gleichmafligen Optimalitat im Kontext ein-
parametriger Exponentialfamlien durchfithren, beschrianken wir uns in diesem

Abschnitt auf eine dquivalente Verteilungsklasse Q.

Zur Losung der Stopprobleme (Sflv;) miissen wir die Probleme (S{l"[c), was Ziel-
funktion und Nebenbedingung betreffen, unter einem W-Mafl behandeln. Die
Nebenbedingung, welche an die in Frage kommenden Stoppzeiten gestellt wird,
ist gegeben durch E,t < oo. Daher schreiben wir mit Hilfe von Dichten bzgl. des
W-Mafles P, die Probleme (Sé\fc) um unter P,, und zwar in Maximierungsproble-
me, weil dies die gangige Darstellung in der Literatur ist.

Dazu bezeichne fiir 7 = 0, 1:

. APy,
Li = L,(9;,n) = =2, (2.5.1)
dpP,

Aufgrund der Aquivalenz der Verteilungsklasse existieren auch diese Dichten (vel.
auch 1.9.3).
Damit bekommen die Stopprobleme (S{l\[c) die Gestalt:

SV ) { E,(— min(a LY,bL}) — ct) = sup } Cmitac>0undb=1.
" te Sy

Fiir die Losungen des Stopproblems (Sé‘/c) interessieren wir uns im Hinblick dar-
auf, mit Hilfe der hinreichenden Bedingung des sequentiellen Neyman-Pearson-
Lemmas 2.4.1 Losungen von (ng,é) zu bestimmen.

Dabher ist das Ziel, eine Losung ¢ von (Sévc) zu finden, welche das Niveau ¢ voll
ausschopft, d.h. fiir die gilt Enf = ¢. Dafiir brauchen wir randomisierte Stoppzei-
ten.

Es stellt sich die Frage, wie sich mit Hilfe randomisierter Stoppzeiten das Niveau
a ausschopfen lasst. Eine mogliche mogliche Antwort hierauf haben wir in Kapi-
tel 1 (vgl.1.6.13 auf S.78 und 1.9.6 auf S.109) gegeben:
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Wir finden fiir die Aufgabe (SJ') neben der friihesten Lésung ¢* die spétest
mogliche Stoppzeit ¢+ als Losung, welche ebenfalls von den Multiplikatoren a, ¢
abhangt, werden dann die Multiplikatoren a und c so wahlen, dass gilt E,t* <§
und E,t* > §, und bilden schlielich eine geeignete Konvexkombination zwischen
diesen Stoppzeiten derart, dass 0 ausgeschopft wird.

Allerdings sei darauf hingewiesen, dass das Ausschopfen von ¢ sich im allgemei-
nen nicht so konstruktiv ausfithren lassen wird wie z.B. in 1.9.6, da die optimale
Stoppzeit hier von zwei Multiplikatoren abhangt. Wir belassen es daher in diesem
Kapitel mit dem Erwahnen der Konstruktionsidee, anwenden werden wir sie in
Kapitel 3 fiir besonders einfache Situationen, so z.B. bei der Bestimmung von
Tests der Giite 1 unter varierenden Stoppzeiten.

Bei den Problemen (S{Xl,c) unterscheiden wir zwischen endlichem und unendli-
chem Horizont:

) fiir endlichen Horizont (d.h. "= {1,...,N})
erfolgt bekanntlich {iber Riickwartsinduktion und ist daher im Prinzip bestimm-
bar. Wir verweisen hierfiir auf z.B. Irle [I1], Satz 2.1.3 auf S. 46.

Praktisch sind die Losungen im allgemeinen nur iterativ ausrechenbar und das

- Die Losung des Stopproblems (S

a,l,c

ist meist sehr aufwendig: dieses unerfreuliche Problem liegt an der rekursiven
Darstellung der Losung iiber eine Kette ineinander verschachtelter bedingter Er-
wartungswerte.

Zur Losung dieses Stopproblems verwenden wir die Darstellung (2.4.4). Mit Dich-
ten bzgl. P, bekommt das Stopproblem (S .) dann die Gestalt:

a,l,c

{ E,(max(L} — aL{,0) — ct) = sup } _ (2.5.2)

t<N

- Fir unendlichen Horizont ist das Stopproblem (S{XLC) von derselben Struk-
tur, wie das Stopproblem, welches beim Losen des modifizierten Kiefer-Weiss-
Problems heraustritt (vgl. Irle [I1], Seite 131); das modifizierte Kiefer-Weiss-
Problem ist ein Stopproblem (SGN,,,,C) mit a,b > 0 und ¢ = 1.

Eine Losung fiir dieses Stopproblem ist daher allgemein bekannt:

Sie wird - wie iiblich bei Stopproblemen mit unendlichem Beobachtungshorizont-

mit Hilfe des kleinsten den Auszahlungsprozess

Z, = —min(all bL}) 4+ ct), n € N
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dominierenden Supermartingals

Uy, := esssup E,(Z;| Ay)

N
teSy
t>n

(vgl. Chow-Robbins-Siegmund [CSR], S.62f.) beschrieben, in dem man die ,,Aus-
zahlungen® Z,, zu jedem moglichen Zeitpunkt n vergleicht mit dem, was bei op-
timaler Fortsetzung erwartet wird (aufgrund der Informationen zum Zeitpunkt n
), d.h. mit

Ey(Unt1 | An).

So wird in der géngigen Literatur zum optimalen Stoppen (vgl.Chow-Robbins-
Siegmund [CRS], Shiryayef [Shir]) die ,friihest“ mdogliche Ersteintrittszeit

t*:=inf{n € N| Z, > By (Upns1|An)}

als Losung genannt, sofern natiirlich diese Stoppzeit abgeschlossen unter P, ist.
Da der Auszahlungsprozess (Z,)nen bzgl. C adaptiert ist, handelt es sich bei ¢*
um eine nichtrandomisierte Stoppzeit.

In einer Markovschen Stoppsituation, d.h. der Auszahlungsprozess ist eine Verar-

beitung einer stationare Markovfolge, was bei unserem Stopproblem (SN ) auch

a,l,c
vorliegt, lassen sich die bedingten Erwartungswerte E, (Un+1\An) in der Definti-
on von t* explizit bestimmen (vgl. Irle [I1], Satz 2.3.7 auf S. 66f. ).

Und schliefilich lasst sich das bei dieser Vereinfachung auftretende Stoppgebiet
durch eine auf Lorden zuriickgehenden Darstellung mit Hilfe konkaver Funktio-
nen explizit beschreiben(vgl. [Lo]). Der einzige Nachteil an dieser Dartellung liegt

darin, dass die konkaven Funktionen nur implizit gegeben sind.

Um randomisierte Stoppzeiten zu konstruieren, die (S§,1,c) 16sen, werden wir die-
sen allgemein bekannten Resultaten als eine weitere Losung die ,,spatest” mogli-
che Stoppzeit

tt:=inf{n € N| Z, > E;(Ups1|A4,)}

hinzufiigen. Fin Beweis befindet sich hierfiir im Rahmen des optimalen Mehr-
fachstoppens im Buch von Cairoli und Dalang [CD] ,,Sequential Stochastic Opti-

mization®.

Wir beginnen mit der Bestimmung randomisierter Losungen fiir (SN ). Da wir

a,l,c

auch randomisierte Losungen fiir das Problem (S,) mitbehandeln wollen, geben
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wir zunachst in einem allgemeineren Rahmen randomisierte Losungen fiir Mar-
kovsche Stoppsituationen (vgl. Irle [I1], Seite 62ff.) an. Die vorherigen Ausfiihrun-

gen werden zusammengefasst von folgendem

2.5.1 Satz: Losungen fiir Markovsche Stoppsituationen

Es sei (E,&) ein messbarer Raum, und fir a € E sei (Y,*)nen eine stationdre
Markoufolge bzgl. A und P mit Zustandsraum E (vgl. Irle [I1], Seite 69f.).

Weiter seien

Zv¢ = h(Y,!) — en mit ¢ > 0 und
h:E — (—o00,b] &€ — messbar (b € R).

Es sei Sy := {t : Q — N Stoppzeit bzgl. A | Et < oo}, dann besitzt das Problem

(5%°) EZ}"* = sup
tesS.

folgende Lésungen:
i) t(a,c) :=inf{n e N|Y,* € B(c)}, mit
B(c) :={u € E | h(u) > 0{(u)}, wobei
05 (u) := sup EZ;"",
teSy

i) tT(a,c) :==inf{n e N| Y, € B*(¢)}, mit

BT (c) :=={u € E | h(u) > 9{(u)}.

Auflerdem liefern fir v € [0,1] die randomisierten Stoppzeiten t,(a,c) gegeben
durch die Abbruchregeln

gn = 7P (t"(a,¢) =n|Cp) + (1 = 7)Pu(t(a,c) =n|Cy) (n €N)

ebenfalls Lisungen fir das Problem (S%°).
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Bewelis:

i) Fiir einen Beweis der Optimalitit von ¢(a, c) stiitzen wir uns z.B. auf Irle
[I1], Satz 2.2.3 auf Seite 56 und 2.3.5-2.3.8 auf Seite 65-70:
Zunichst gilt wegen ¢ > 0 fiir jede Stoppzeit t : Q@ — N

EZ} < o0& Et < 0,

so dass das Problem (S§*¢) dquivalent ist zu dem in Irle betrachteten Stop-
problem 2.1.1 auf Seite 43. Weiter ist wegen Z2¢ < b — cn trivialerweise

E(sup Z;F) < oo. Die Vorraussetzungen fiir die Anwendung von Satz 2.2.3
neN
sind damit erfiillt. Da Z¢ — —oo P,-f.s. ist die Ersteintrittszeit

t*:=inf{n € N| Z% > E,(Ups1|An)}

abgeschlossen unter P, und liefert eine Losung von (S%€), wobei (U, )nen
das kleinste den Auszahlungsprozess (Z%°),en dominierende Supermartin-

gal bezeichne.

Aufgrund der Markovschen Stoppsituation gilt auflerdem

E(Upsr | Ay) = w, (Y9 mit (2.5.3)
wa(u) == sup (ER(Y") = (n +)c) = of(w) - en,

woraus schliefilich die Behauptung fiir die , fritheste“ Ersteintrittszeit ¢(a, c)
folgt.

ii) Fiir den Optimalitdtsnachweis der ,spétesten® Ersteintrittszeit
tt:=inf{n € N| Z2° > E, (Up+1|An)}
verweisen wir auf Cairoli [CD], Theorem 1 auf S.74. Mit (2.5.3) bekommen
wir schlielich ¢+ = ¢*(a, ¢).

Fiir die Optimalitét von t,(a, c) ist nur noch folgendes anzumerken: Mit ¢(a, c)
und t*(a, ¢) ist auch ¢,(a, ¢) ein Element von S;, und das Korollar 1.2.9 liefert:

ZtA, (a c) Z E ngn

neN

= (1= Eyf(Zalir@o=n) +7 D En(Zalip-(ao=n))
neN neN

=(1- ’Y)En(Zﬁ(a,C)) + ’YEW(Zt*(a,C)) = vi(a,1).
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Dabei ist v¢(a, 1) der Optimalwert von (S%°).
O

Die randomisierte Stoppzeit ¢,(a,c) konnen wir folgendermaflen interpretieren:
Vor dem Beobachten wird ein dichotomes Zusatzexperiment ausgefiihrt, aufgrund
dessen Ausganges eine der beiden Stoppzeiten t(a,c) bzw. t*(a,c) ausgewihlt
wird.( Z.B. wirft man eine Miinze, bei der Zahl mit Wahrscheinlichkeit v auftritt
und Wappen mit der Restwahrscheinlichkeit 1—+. Fallt Zahl so wird die Stoppzeit
t(a, c) gewahlt, ansonsten die Stoppzeit ¢ (a, c).)

Im iid-Modell 1.1.1 bildet ((aLon, bL;))nEN eine stationdre Markovfolge bzgl. P,

und A mit Zustandsraum E = [0, 00)?. Der Satz 2.5.1 liefert angewandt auf die
Funktion

h(u,v) := — min(u, v)
2.5.2 Korollar

Seien a > 0 und ¢ > 0, dann liefern mit
Y3 = (aLp, Ly)

die Stoppzeiten t(a,c) und t*(a,c) aus 2.5.1 Losungen von (SGN,LC).
Dabei gult

B(c) = {(u,v) € [0,00)? | min(u,v) < vi(u,v)} mit
v§(u,v) := inf {E, min(uL},vL}) + ct} ( der Optimalwert von (SN, ) und

uU,v,C
teSy

Bt (c) = {(u,v) € [0,00)? | min(u,v) < v{(u,v)}.
O

Jetzt wollen wir ndhere Aussagen tliber die Gestalt des Fortsetzungsgebietes B(c)*
machen. Dazu stellen wir zuerst den Optimalwert v§(u,v) von (Sy,.) etwas an-
ders dar:

Seien u,v > 0 und ¢ > 0 reell, dann gilt:

vi(u,v) = 7}2;._ (uEyy ot +v (1 — Ey, 1) + ¢ Eyt) =t RS (u,v).
n
Begriindung:

Da das Minimum zweier reeller Zahlen immer kleiner oder gleich ihrer Konvex-
kombination ist, gilt v§(u,v) < R$(u,v) und mit dem TV
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¢n = Lo <orsy (n € N) erkennt man, dass sogar Gleichheit gilt. O

Ausgehend von der Darstellung des Optimalwertes des Stopproblem (S, , ) durch
R¢(u,v) lassen sich bekanntlich weitere Strukturaussagen iiber das optimale Fort-
setzungsgebiet B(c)* gewinnen. Hierbei kommt folgenden Ersteintrittszeiten eine

wichtige Rolle zu:

2.5.3 Definition

Fiir i € {0,1} sei ¢ := {n € N| L,(n,9;) > 1}, inf () := oo.
Insb. gilt fiir n = ¥;: ¢ = .

Wir erhalten fiir die Abbildung (u,v) — RS(u,v) eine auf Lorden [Lo] zuriickge-

hende implizite Darstellung durch konkave und isotone Funktionen gemaf:

2.5.4 Satz (vgl. Irle [I1], Satz 4.2.4 auf Seite 134ff.)

Sei ¢ > 0 reell, dann gibt es Abbildungen U¢, V¢ : [0,00) — [0, 00) mit folgenden
FEigenschaften:

1) Fir alle u,v € [0,00) gilt?
sgn (RS (u,v) — u) = sgn(U¢(v) — u)

sgn (RS (u,v) — v) = sgn(V°(u) —v).

2) U¢, V¢ sind konkav, stetig und monoton wachsend, mit
Uc(0) = Ve(0) =c.

3.1)
cE td
lim, oo U*(2) = u° = ——12—.
e = B =)
Insb. ist U¢ fur n = 9y unbeschrankt und fir n # vy nach oben beschrankt
durch u® < oo.
cE tf
lim, ,ooVe(z) =01 = ——— 1L
eV = i =0

Insb. ist V€ fir n = 91 unbeschrinkt und fir n # 91 nach oben beschrinkt

durch v¢ < 0.

2sgn bezeichnet die Vorzeichenabbildung mit sgn(0) = 0.
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4) Es existiert z§ > ¢, so daf fir alle z > 0 gilt:

sgn(U¢(z)—z) = sgn(z5—z) = sgn(V°(z)—=z).

5) Fir jedes feste u > 0 ist V¢(u) monoton wachsend in ¢ € (0,00) mit
Ve(u) L0 firclO.
Entsprechendes gilt bei jedem festen v > 0 fir U¢(v).

Die oberen Schranken u¢ und v¢ lassen sich noch mit Hilfe der Spitzerschen Iden-
titdten weiter bestimmen (vgl. Irle [I1], S.140).
Aus Satz 2.5.4 erhalten wir schliefllich fiir das Fortsetzungsgebiet B(c):

2.5.5 Korollar: Gestalt von t(a, c)

Es sei ¢ > 0, dann ergibt sich fur das optimale Stoppgebiet aus 2.5.2:

Be) = {(u,v) €[0,00)*| min(u,v) < v§(u,v)}
= {(u,v) €[0,00)*| u < R§(u,v) oder v < RS(u,v)}
= {(u,v) €[0,00)*| u < U(v) oder v <V°(u)}

Damit bekommen die Liosungen von (Sé\,[c) die Form:

tla,c) = inf{n € N|aL) <U®(L}) oder L), < V¢(aLd)} (2.5.4)
tT(a,c) = inf{n € N|alLl <U(L)) oder L} < V¢(aL®)}

Soweit zur Gestalt der Losungen des Stopproblems (Sﬁfc).

Es sei noch angemerkt, dass fiir den Spezialfall @ ist eine einparametrige Expo-
nentialfamilie Hawix und Schmitz in ihren Paper [Ha| ,Remark on the modified
Kiefer-Weiss problem for exponential families“ die Abgeschlossenheit von t*(a, c)
unter Py, in Abhéangigkeit von der Lage von n bzgl. ¥y und ¥; charakterisiert
haben.

Diese Aussagen iiber die Abgeschlossenheit und Beschranktheit von ¢(a, ¢) iiber-
tragen sich auch auf die randomisierten Stoppzeiten ¢,(a,c). Denn anhand der
Darstellung 2.5.4 fiir ¢(a, ¢) und ¢*(a, ¢) erkennt man, dass aufgrund der Isotonie
von u +— V¢(u) fiir alle a > 0 gilt:

t(a,c) <t (a,c) <tla+e€c) Ve>D0.
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Kapitel 3

Gleichmaflig beste sequentielle
Tests fiir zusammengesetzte

Hypothesen

Gibt es gleichmiflig beste sequentielle Tests? Auf diese Frage wollen wir eine Reihe
von Antworten geben. Dazu sollen bei einparametrigen Exponentialfamilien Q die

Probleme

Ecor=sup Y >G
Ecpr<a V¢ < (o (3.0.1)
E,t<§

zum einen fiir (5 = (p untersucht werden, d.h. fiir aneinander grenzende Hy-
pothesen, und zum anderen fiir (, > (y, d.h. fiir nicht aneinander grenzende
Hypothesen. Wie in Kapitel 2 unterscheiden wir zwischen endlichem und unend-
lichem Horizont.

Den Untersuchugen wird das iid-Modell aus Kapitel 1 zugrundegelegt. Es wird
sich zeigen, dass wir die obige Frage nicht allgemein mit ja oder mit nein beant-
worten konnen: Wir werden einerseits eine Anzahl von Beispielen fiir gleichméfige
Optimalitat angeben konnen und andererseits bereits in besonders gutartigen Si-
tuationen zeigen konnen, dass es dort keine gleichmafig besten Tests geben kann.
Dabei werden wir die in Kapitel 1 und 2 vorbereiteten Hilfsmittel einsetzen: Die
Negativaussagen unter unbeschrankten Ersteintrittszeiten 1.5.16, 1.5.17 fiir Ne-
gativaussagen bei unendlichem Horizont, die Negativaussagen unter beschrankten

zweiseitigen Ersteintrittszeiten 1.5.16 fiir Negativausagen bei endlichem Horizont
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und das sequentielle Neyman-Pearson-Lemma 2.4.1, als Grundstein fiir den Nach-
weis von Optimalitatsaussagen bei endlichem Horizont.

- Fiir endlichen Horizont konnen wir gleichmaflig beste Tests fiir aneinan-
dergrenzende Hypothesen angeben. Die wichtigsten Beispiele werden CIPs
sein. Dariiber hinaus werden wir mit einem weiteren Beispiel zeigen, dass
die sequentiellen Tests, die sich durch Verkiirzen des besten Tests @x (fiir
festen Stichprobenumfang vgl. 1.3.1) ergeben, nicht die einzigen gleichméfBig

besten sequentiellen Tests sind.

- Fir unendlichen Horizont ist Curtailing Inspection nicht ausfiithrbar.

Es besteht aber hier die Moglichkeit gleichméaflig beste sequentielle Tests
der Giite 1 fiir nicht aneinander grenzende Hypothesen zu erhalten, was
bei endlichem Horizont aufgrund der Aquivalenz der Verteilungsklasse nicht
moglich ist. Dazu werden wir alle Situationen charakterisieren, in denen das
Problem (]P’id) (fiir einfache Hypothesen) eine Losung der Giite 1 zulésst.
Fiir diese Situationen werden wir zeigen konnen, dass die randomisierten
rechtsseitigen SPRTs gleichméflig beste Losungen des obigen Problems fiir
geeignetes (5 > (p ergeben.

3.1 Gleichmaflig beste sequentielle Tests fur

endlichen Horizont

Die wichtigsten Beipiele fiir gleichmaflig beste sequentielle Tests fiir Hy : 9 < 9,
gegen H; : 9 > 9y liefern sequentielle Tests, die sich durch verkiirzen des besten
Testes z.N. « bei festem Stichprobenumfang N ergeben vgl. (1.3).

Dieses Resultat liefert folgender Satz:

3.1.1 Satz

Es sei Q eine einparametrige Verteilungsklasse, mit der Eigenschaft, dass fiir je-
desn € N Q" = {Q% | ¥ € O} isotonen Dichtequotienten in einer Statistik

S‘n : X™ — R besitze. Weiter bezeichne S, := gn(Xl, ...y, Xp). Zu einem vorgege-
benen festen Stichprobenumfang N € N und zu ¥, eé, a € (0,1) sei

1 >
PN = vy fir Sy = k , mit
0 <
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vv € 10,1], k € R derart, dass Py, (Sy > k) + v Py, (Sy = k) = a.
Zu ¢ sei gj. ein sequentieller Test mit

t* < Nund Eypj. = Eypy VI € O.
Es seien 77 € © und ¢ := Ej;t*. Dann liefert (¢*, ¢") eine Losung fiir das Problem

Ey got:! sup VI > vy
Eypr < Vi <y
E, t<6

t<N

(3.1.1)

Beweis:

Bekannterweise (vgl. Witting [Wi], Satz 2.24 auf S.210) liefert der Test @y eine

Losung von

EﬂapNésup Vi > 1,
Eﬁ YN < Vo < 190
on : Q2 — [0, 1] Cy-messbar

Damit gilt fiir jeden sequentiellen Test (¢, @) mit t < N und Ey,¢; < «

~

Ey oy < Eypn VI > vp.

Da der sequentielle Test . die gleiche Gutefunktion wie ¢y besitzt, folgt daraus
die Behauptung. O

Damit erhalten wir folgenden

3.1.2 Beispiele

a) Fiir Verteilungsklassen, die Curtailing Inspection zulassen, liefert der CIP .
zu @y eine Losung von (3.1.1). Damit erhalten wir eine Fiille von Beipspielen:
Zum einen einseitige CIPs (vgl. 1.3.4) z.B. fiir die Klasse der Poissonverteilungen,
der Gammaverteilungen und der Rechteckverteilungen, zum anderen zweiseitige
CIPs (vgl. 1.3.5) z.B. fiir die Klasse der Binomialverteilungen.

b) Weiter erhalten wir fiir die Klasse der Binomialverteilungen mit Lemma 2.4.6
und Lemma 2.4.7 weitere Beispiele fiir gleichmafig beste sequentielle Tests, welche

dieselbe Giitefunktion besitzen wie der Test @y . O
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Als néchstes erhebt sich die Frage, ob das , Verkiirzen“ des besten Tests ¢y
gemaf} Satz 3.1.1 die einzige Moglichkeit ist, gleichmafig beste sequentielle Tests
fiir endlichen Horizont zu erhalten?

Dass dies nicht der Fall ist, zeigt das anschlieBende Beispiel: Namlich im Falle
von Bernoulliverteilungen lassen sich bereits fiir den Horizont N = 2 gleichmafig
beste sequentielle Tests angeben, deren Giitefunktion kleiner ist als die des besten

Tests @n. Allgemeiner zeigen wir zunéchst:
3.1.3 Lemma

Es seien @ = {B(1,9) | ¥ € (0,1)} und n € (0,1). Weiter seien N =2, a € (0,1)
und § € (1, N). Dann besitzt das Problem (3.1.1) eine Losung (¢*, ¢).

Bewelis:

Es sei Y1 = pdg mit 1 < p < 19%, d.h. 9; > Y.

Dann liefert das sequentielle Neyman-Pearson-Lemma 2.4.1 die Existenz einer
Lésung (t*, ) fiir die einfachen Hypothesen {1y} gegen {¥;}.

Wir zeigen 1Nm folgenden, dass eine solche Losung (¢*, g*) unabhangig von p, also
von 9; gewiihlt werden kann, woraus dann die Optimalitit fiir Hy : 9 = 9y gegen

Hy : 9 > 1 folgt.

Gemaf 2.4.1 gibt es Multiplikatoren a = a(u), ¢ = ¢(u) > 0, so dass der Test
(t*, ¢*) notwendig die folgende Gestalt besitzt:

S { H ;Z; a} P,-fs. auf {t"=n}

und t* ist gemaf (2.5.2) eine Losung des Stopproblems

+ ]
Ey, ( H fﬁl (Xy) — a) — cE,t = sup

- foo (3.1.2)

t<2

— Y

wobei fy die Zahldichte von B(1,1) bezeichne.

Aufgrund der Aquivalenz der Verteilungsklasse ist Ey, ;. < 1, so dass notwendig
gilt Py, ;. = aund a > 0.

Wir schreiben zunachst das TV und das Stopproblem um.

Dazu verwenden wir fiir den Dichtequotienten folgende Dartellung:

Jor, L \® —
f—ﬁo(x)—b(g) , € {0,1} mit b:=

1—/,6190
1—1
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Wegen 1 < p < 19—10 gilt b € (0,1) und somit & > 1. Mit diesen Vorbereitungen
bekommen wir fiir das TV notwendig die Gestalt

/

1 >
¢y = 4§ m fir b(%)Xl = a Pe-fs. auf {t"=1}
0 <
>
1 >
©s = 9 7 fir 62(%)X1+X2 = a Pe,-fs auf {t* =2},
\ 0 <

wobei 7; :  — [0, 1] C;-messbare Abbildungen bezeichnen. Zur Umformulierung
des Stopproblems nutzen wir die Darstellung randomisierter Stoppzeiten mit Hilfe
von Abbruchregeln:

Fiir eine randomisierte Stoppzeit ¢ :  — {1, 2} bezeichne

GiI:P.(tzl‘Xlz’L'), ’LZO,l

Elementare Rechnungen liefern fiir die Zielfunktion des Stopproblems 3.1.2:

¢
+
Eﬂo ( H %(Xk) - CL) — CEnt = Eﬂo ([b(%)xl — a/]+ 1{t=1}) -+
k=1""0
Ey, ( [b(%)X1+X2 - aTF 1{t:2}> —2c+c(1 —n)eg + cne

= (1-1) (AO +e[(b—a)t — A0]> + (A1 +eal(p—a)t - A1]>
—2¢+ ¢(1 — n)ey + cner, wobei

A() = (1 — 790)([)2 — a)+ + 79()([),& — (1,)+
Al = (=9 (bp—a)T +9(u* —a)t.

Damit lasst sich das Stopproblem auffassen als Maximierung einer stetigen Funk-
tion f :[0,1]> = R mit

fleo, €1) :== (1 — ) (AIO + €0[2goc — Ag}) + v (A'1 + €1 [2q1c — A'{]), wobei

n ! li ]_ -
Ag =17y — (b - a)+a Ay = Ao — qoc, qgo = 7
1 -9

A1:A’1_(.U_G)Jr A’1=A1—Q107 Q1=£-
0
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Da X; € {0, 1}, kénnen wir uns bei den méoglichen Werten fiir den Multiplikator
a auf die vier Werte

b, p, pb, pi*

beschranken. Durch diese Werte werden alle von der Struktur her moglichen op-
timalen sequentiellen Tests gegeben.

x*

Der Nachweis der Unabhéngigkeit der Losung (t*, ) vom Parameter p ldsst sich

~

dann durch eine Fallunterscheidung nach den vier Werten von a erreichen, indem
- zum einen gezeigt wird, dass das TV unabhéngig von p wird und

- zum anderen durch eine weitere Fallunterscheidung nach den moglichen
Werten fiir ¢ > 0, die optimale Stoppzeit aus dem obigen Maximierungs-
problem herausgerechnet wird und an der Gestalt die Unabhangigkeit von

1 abgelesen wird.

Wir werden hier exemplarisch den Fall @ = u vorrechnen, an dem alle Besonder-
heiten heraustreten, die anderen Falle werden vollig analog behandelt.

Zunachst bekommen wir fiir das TV f* die Gestalt:
* ’Yl o 1 % ]. . == 2
901:{0 fir Xlzo, @2:{0 fir X1+X2<2

Dabei ist die C;-messbare Abbildung ~; : © — [0, 1] unabhéngig von p wihlbar,
da v; nur durch die Bedingung Ey,¢}. = o bestimmt ist.

Fiir die Berechnung der optimalen Stoppzeit ¢* bestimmen wir ¢, und €; aus [0, 1]
derart, dass an diesen Stellen die obige Funktion f maximiert wird.

Zunichst erhalten wir fiir a = u:
Ao =0, AS = qoC, Ay =dop(p — 1), AI1' = A+ qc.
Damit bekommt f die Form

fleo, 1) = (1 — ) (A;) + eoqoc}) + 9 (All + € [qlc — Yop(p — 1)])

1.Fall: ¢=0
Da dop(pn — 1) > 0 muss notwendig gelten e_1, um die Funktion f zu ma-
ximieren, d.h. fiir X; = 0 ist ¢* = 2 und somit ¢}. = 0.
Die Festlegung von ¢, erfahrt durch das Stopproblem keine Einschrankun-
gen, € wird einzig durch die Bedingung E,t* < ¢§ festgelegt und ist daher

unabhangig von p wahlbar.
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2.Fall: ¢>0
Um f zu maximieren, muss zunachst notwendig ¢y = 1 gelten, d.h. fiir
X; =0ist t* =1 und somit ¢j. = 0.
Weiter ist die Wahl von ¢; abhiangig davon welchen Wert grofler 0 der
Multiplikator ¢ annimmt.

Dabei kommen nur folgende drei Falle in Frage:

i) c< %u(u — 1), dann muss notwendig ¢; = 0 gelten, d.h.
fiir X; =1 ist t* = 2 und somit ¢}, = {(1) fir X, = (1).

i) ¢ > %u(u — 1), dann muss notwendig ¢; = 1 gelten, d.h.
fir Xy = 1ist ¢* = 1 und somit ¢}. = 7.

iii) ¢ = % u(pu—1), so erfahrt €; durch das Stopproblem keine Beschréankung.
€; wird nur durch die Bedingung F,t* < § bestimmt.

In allen drei Fallen ist also ¢; unabhéngig von p wahlbar.

Daraus ergibt sich die Behauptung fiir a = pu. a

3.1.4 Beispiel

_1 192 _ 5 -
und « Vo + 5V = 35 sowie

1 1
4

In der Situation von Satz 3.1.3 seien n = g = 3

§=1+%=11L
Dann liefert der sequentielle Test (t*, f) mit t* = 1, falls X; = 0 oder t* = 1 mit
Wabhrscheinlichkeit 1/2, falls X; = 1 und

1=2

1 1 1
@1:{(2),faHSX1:O, @2:{0, fallsX1+X2 <9

eine gleichméaflig beste Losung fiir das Problem in Satz 3.1.3. Das folgt unmittel-
bar aus dem Beweis von Satz 3.1.3 mit a = g und ¢ = Jou(l — p) und €, = 1/2
und daraus, dass er die vorgegeben Niveaus a und ¢ offensichtlich ausschopft.
Die Giitefunktion von (t*,¢) hat die Gestalt:

, 1.1
Eﬁ(pt* = 119 + 5192

Diese Giitefunktion ist auf H; : ¢ > 9y zum einen kleiner als die des klassischen

besten Tests 3 z.N. a bei festem Stichprobenumfang N = 2 und zum anderen
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grofler als die des besten klassischen besten Tests ¢} z.N. « bei festem Stichpro-
benumfang N =1, denn:

1 >
. L e 15, 1
253 = 16 fur X+ Xy = 1 , Ey Py = 1—619 + E’ﬁ,
0 <
4 1 5
co= {vx - By i = 0.
©1 { 0 1 0 ) ¥ P1 19

|

Dieses Beispiel weckt vielleicht die Hoffnung, dass es neben den CIPs noch weite-
re Beispielklassen fiir gleichmaflig beste sequentielle Tests gibt. Dass dazu wenig
Hoffnung besteht, zeigt das folgende Beispiel, dass namlich selbst in den gut-
artigsten und einfachsten Fillen wie fiir die Klasse der Normalverteilungen fiir
Horizont N = 2 keine gleichmaflig besten sequentiellen Tests gibt.

3.1.5 Satz

Es seien @ = {N(9,0%) | ¥ € R},0,9¢ € R und n = 9. Weiter seien N = 2,
a € (0,1) und § € (1, N). Dann besitzt das Problem (3.1.1)
keine Losung.

Bewelis:

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Negativaussage 1.5.16, dass unter zweiseitigen
beschrankten Ersteintrittszeiten fiir Normalverteilungen keine gleichméafig besten
Losungen fiir Hy : ¢ < (o gegen H; : ( > (, existieren.
Wir fiihren den Beweis fiir den Spezialfall 5 = 0 und o2 = 1 durch. Den allge-
meinen Fall bekommen wir durch positive lineare Transformation.
A: Es gibt eine Losung (%, ¢*) des obigen Problems. So ist (t*, ") Losung des
Problems (]P’S,g“’N}) mit ~ 1. )
Nach dem sequentiellen Neyman-Pearson-Lemma 2.4.1 gibt es dann Multiplikato-
ren a = a(),c = c¢(¥1) > 0, so dass t* notwendig eine Lésung des Stopproblems
(2.5.2) liefert und ¢* die folgende 1-0-Gestalt besitzt
* Lo 12 70 *

oy = {O fir L, - aLn} Pic,-fs. auf {t*=n}.
Aufgrund der Aquivalenz der Verteilungsklasse Q gilt Ey, ¢;. < 1, so dass not-
wendig a > 0 folgt.
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Behauptung: t* = t(dy, ds) (vgl. 1.5.4) mit d; < dy und
Sn=31 1 Xi—no =1L, X;.

Damit folgt aber aus 1.5.16, dass fiir das Problem 1.5.1 unter der festen Stoppzeit
t*
Eypp = sup Vi > 9

Eﬁo Qot* S (67

keine Losung existiert. Da (t*, ¢*) als gleichméfig optimale Losung unter variie-

~

renden Stoppzeiten, auch eine Losung von 1.5.1 unter seiner eigenen Stoppzeit ¢*
liefern muss, erhalten wir den erwiinschten Widerspruch zur Annahme.
Es bleibt daher noch die Behauptung zu zeigen:

Dazu bestimmen wir die Stoppzeit ¢* mit Hilfe von Riickwértsinduktion (vgl. Irle
[I1], Satz 2.1.3 auf Seite 46). Fiir die Dichtequotienten bzgl. P, = Py, bekommen
wir

L, =exp (S, —n/2) und L) = 1.

Damit erhalt der unter allen Stoppzeiten ¢ < 2 zu maximierende Auszahlungs-
prozess Z, aus (2.5.2) die Gestalt

Z, = max (Ll —a,0) — cn.

Als Losung fiir das Problem (S{lvc) bekommen wir

N 1 >
t" = 9 falls Zl < En(Z2|X1) )

diese Loung ist wegen Lebesque-Stetigkeit des Dichtequotienten L auch Py -f.s.
eindeutig.
Fiir den erwarteten Wert bei optimaler Fortsetzung errechnet man mit Hilfe der

Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte zu:
E,(Z3 X, = z) = exp(x—1/2)®(z—Ina)—a®(z—Ina—1)—2c fiir N\'—fast alle z € R.
Damit bekommen wir t* = 1, falls eine der beiden Fille eintritt:

LFall: X <z, und fo.(X1) <0 Pj,-fs., wobei

T :=Ina+1/2 und f, . (z) := exp(z —1/2)®@(x —Ina) —a®(x —Ilna—1) —c.
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2.Fall: X; > z, und g,.(X1) > 0 P,-f.s., wobei

Gac(z) = exp(z — 1/2)@( — (z — lna)) — a®( — (z — lna — 1)) +c.

Eine Kurvendiskussion von f, . und g, . liefert:

i) fa. definiert eine strikt konvexe Funktion mit f, .(z,) > 0 und

lim f,.(z) = —c.
Ir—r—00

Daher besitzt f, . genau eine Nullstelle dy = d;(a, ¢) < z,.

ii) ga, liefert fiir x > x, eine strikt konkave Funktion mit g, .(z,) < 0 und

wll}lzloo ga’c(x) -

Daher hat g, . genau eine Nullstelle dy = ds(a, ¢) > z,.

Hieraus folgt schliefilich die Behauptung. O

Wir wollen an dieser Stelle auf eine Vermutung hinweisen, welche durch die Er-
gebnisse von Kapitel 1 fiir feste Stoppzeit gestiitzt wird:

Wenn es auch fiir die Klasse der Normalverteilungen unter einer zweiseitigen be-
schrankten Ersteintrittszeiten keine gleichmaflig besten sequentiellen Tests fiir
Hy : 9 < 9y gegen Hy : ¥ > ¥y geben kann (vgl.1.5.16), so gibt es immerhin
unter diesen Stoppzeiten lokal gleichméBig beste sequentielle Tests (vgl. 1.7.6).
Daher besteht die Vermutung, dass fiir die Klasse der Normalverteilungen lokal

gleichmafig beste sequentielle Tests geben konnen, d.h. Losungen des Problems

Eys o; < sup Vi € (99,9 + A)
Eypr < Vi < g
E, t<$

t< N

fir ein A = A(N) > 0. Eine entsprechende Vermutung besteht aus demselben
Grunde fiir die Klasse der Gammaverteilungen und fiir die Klasse der Bernoulli-

verteilungen.
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3.2 Eine Charakterisierung von besten Tests der
Giite 1 fiir das Problem (IP’§,5)

In der sequentiellen Statistik (bei Testproblemen mit variierenden Stoppzeiten)
kommt bekannterweise den SPRT’s eine ausgezeichnete Rolle zu. Nach dem Satz
von Wald und Wolfowitz (vgl. Irle [I1], Satz 4.2.8 auf Seite 148) besitzen zweisei-
tige SPRTs folgende Optimalitdtseigenschaft: Sie minimieren unter allen sequen-
tiellen Tests mit Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art und 2. Art nicht gréfler als die
der eigenen Niveaus den erwarteten Stichprobenumfang unter ¥y und ;.

Eine entsprechende Aussage ist fiir rechtsseitige SPRTs bekannt im Hinblick auf
Tests der Giite 1: Sie minimieren namlich unter allen Tests der Giite 1 mit Feh-
lerwahrscheinlichkeit 1. Art nicht gréfler als das eigene Niveau, den erwarteten
Stichprobenumfang unter Jy und 9, (vgl. Khan [Kh], S.253f.). Die zu den rechts-
seitigen SPRTs gehorigen Stoppzeiten sind unbeschrankte rechtsseitige Erstein-
trittszeiten.

Wir werden in diesem Abschnitt die Untersuchungen iiber Tests der Giite 1 da-
hingegend erweitern, dass wir zu beliebig vorgegebenen Niveau o Tests der Giite
1 fiir das Problem (P§,5) bestimmen (falls sie existieren) und zeigen, dass fiir
das Problem (]P’ia) die einseitigen SPRTs auch die ausgezeichneten Losungen der
Giite 1 liefern in dem obigen Sinne.

In 1.9 haben wir unter randomisierten rechtsseitigen unbeschrankten Erstein-
trittszeiten t,(a,n) Losungen der Giite 1 fiir das Problem (P)) im Falle einer
aquivalenten Verteilungsklasse Q betrachtet. Dort hatten wir schon auf ihre aus-
gezeichnete Rolle fiir das Problem (Pg,(s) bei variierenden Stoppzeiten hingewie-
sen: Lasst das Problem (ngé) eine Losung der Giite 1 zu, so kann sie immer in
der Form (t,(a,n), ) mit ¢, =1, n € N gewihlt werden. Das soll hier bewiesen
werden. Dazu werden wir vollstdndig charakterisieren, wann das Problem (]P’§’5)
durch einen Test der Giite 1 gelost werden kann. Dariiberhinaus werden wir in
den Situationen, fiir die (IF’§,6) Giite 1 als Optimalwert besitzt, einen Test der

Giite 1 konstruktiv in der obigen Form angeben.

Nur in diesem Abschnitt gehen wir von der eingangs gestellten Forderung ab, dass
Q eine einparametrige Exponentialfamilie sei. Es sei daher jetzt Q eine beliebige
aquivalente Verteilungsklasse.

Entsprechend zum Problem (P}) in 1.9 (bei fester Stoppzeit) werden wir fiir diese
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Untersuchungen das Problem (IP’E;) modifizieren zur Aufgabe

E191 gpt]-{t<oo} + PQ?1 (t = OO) sup
(Pa,s) Egooiljicec) < @
E,t < .

Das Problem (B, ) besitzt dieselben Losungen wie die Aufgabe (]P’Qf 5) (vgl. 1.9
S.103). Die Losungen von (P, 4) werden daher vollstindig durch das Neyman-
Pearson-Lemma von (]P’i&) charakterisiert, wobei das Randomisieren im Unend-
lichen aufgrund der Definition der Fehlerwahrscheilichkeit 1.Art und der Giite
im Problem (]f”a,(;) entfallt. Auf die Probleme bei der Festlegung der Giite eines
sequentiellen Tests (¢, gNo) in (]f”a,(g) durch Ey,¢; = Eg, (¢41{1<c0}) haben wir bereits
in 1.9 S.111 hingewiesen:

Hier zeigt das Beispiel 2.1.4, dass es Situationen gibt, in denen eine Losung der
Aufgabe (If”a,(;) unter Py, mit positiver Wahrscheinlichkeit nie stoppt und dennoch
die Giite 1 besitzt. Einen solchen Test haben wir in 1.9.9 als nicht ausfiihrbar be-
zeichnet. Im Hinblick auf gleichmaflige Optimalitat interessieren wir uns im Falle
einparametriger Exponentialfamilien fiir optimale Tests, die ausfithrbar auf H;

sind, d.h.welche unter Py, abgeschlossen sind.

A~

Eine erste Charakterisierung, wann (PP, 5) durch einen Test der Giite gelost wird,
bekommen wir folgendermafen:

Da fiir eine Losung ¢, der Giite 1 von (B 4) notwendig gilt

=1 P,go‘ ¢, t P191|ct'f-s-’ erhalten wir die Charakterisierung

A

(Py,s) wird von einem Test der Giite 1 geldst genau dann, (3.2.1)
Py, (t* < 0) < «

wenn es eine Stoppzeit gibt ¢* bzgl. A mit
E t* <4é.

Im weiteren seien o € (0,1) und 9, €O fest vorgegeben. Mit der obigen Aquiva-
lenz geht es dann darum zu charakterisieren, fiir welche n € © und § € (1, 00) es
Stoppzeiten t* gibt mit Py, (t* < 00) < o und E,t* < 4. Dazu betrachten wir das

Stopproblem
(S.) E,t = inf
Py, (t < 00) < a

Den Minimalwert von (S,) bezeichnen wir mit d,.
Fiir n # 9y ist das Problem (S,) sinnvoll, d.h. es besitzt endlichen Minimalwert
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0, denn geméf Lemma 1.9.2 ist eine fiir (S,) zuldssige Stoppzeit z.B. gegeben
durch

t(a,n) = inf{n € N| L,(n, ) > a}

fiir hinreichend grofles a > 1.

Ziel der nachfolgenden Ausfiihrungen ist der Beweis der Aussage:

3.2.1 Satz

Es seien o € (0,1) und n # ¥y, dann besitzt das Problem (Sy) eine Losung t*.
O

Der Beweis diesen Satzes wird im Rest des Abschnittes geliefert, indem wir fiir
(S,) eine Losung t* konstruktiv bestimmen werden. Ein solches Vorgehen ist fiir
(]P’gf’&) im allgemeinen nicht moglich (vgl. 2.4.3).

Mit Satz 3.2.1 kénnen wir dann eine Charakterisierung fiir Tests der Giite 1 von

A

(P,,s) angeben:

3.2.2 Lemma: Charakterisierung fiir beste Tests der Giite 1 fiir (P, ;)
FEs seien 99,9, € © und o € (0,1), § € (1,00). Ferner bezeichne 6, den Mini-

malwert von (S,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) (Pys) wird durch einen Test der Giite 1 geldst.
2) n# 1Yy und 6 > d,.

Bewelis:

A

1) = 2): Sei ¢} eine Losung von (P, ,) mit Ey ¢; = 1, dann gilt aufgrund der
Aquivalenz der eingeschrinkten MaBe ¢f. =1 auf {t* < oo} Py,fs
(¢ = 0,1). Daraus folgt Py, (t* < 00) = Ey,¢} < @ und E,t* < ¢ und somit
ist notwendig 1 # ¥ und t* zulédssig fiir (S,), so dass § > d, gelten muss.

2) = 1) : Es sei n # 9y, dann gibt es gemaf Satz 3.2.1 eine Losung t* von (S,) mit
Minimalwert § = E,t*. Der sequentielle Test T* = (t*, &) mit @7, = 1

~
A~

(n € N) liefert einen Test der Giite 1, der fiir § > §, zuldssig fiir (Py,s) ist.

|
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3.2.3 Bemerkung zur Optimalitat

Die Losungen ¢} der Giite 1 fiir (]P)a,(s), welche man mit einer Stoppzeit ¢* erhalt,

die (S,) 16st, besitzt die Optimaltidtseigenschaft, dass sie unter allen Tests der

Giite 1 zum Niveau o den erwarteten Stichprobenumfang unter P, minimiert.
O

Als néchstes wenden wir uns dem Problem (S,) zu und werden mit Hilfe des
Dualitatssatzes aus 2.3 in ein Stopproblem ohne Nebenbedingungen umschreiben
und so hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir formulieren, wann eine
Stoppzeit das Problem (S,) 16st.

Dazu wenden wir den Dualitatssatz 2.3.2 auf den Spezialfall n = 1 an mit

R = SWN = {t : Q — N Stoppzeit bzgl. (A”)neN | Byt < oo},

F(t) == —Ept, A(t) == Py, (t < 00).
Aufgrund der Randomisierungen fiir die Stoppentscheidungen geniigen die Abbil-
dungen F und A den Bedingungen D1 — D3 (vgl. 2.4) und die Voraussetzungen
fiir die Anwendung des Dualititatssatzes sind erfiillt. Wir erhalten daher folgende
Charakterisierung der Losungen von (S,):
3.2.4 Satz: Dualitétssatz fiir (S,)
Es seien n # Yy und « € (0,1) sowie t* € SHN, dann gilt:
t* ist Losung von (S,) genau dann, wenn

1) Py,(t" < o0) = v und

2) 3a > 0: t* ist Lisung von

E,(aLy(Co,n) +t) = inf
o { R

Beweis:

Es sei t* € S§ mit Py, (t* < o0) < «, und es sei a € [0,00), dann gilt:

(1)
F(t*) = —BEyt* < Ejt* + (a — A(tY)) - a

%) sup (F(t) — A(t) -a) + - a = H*(a).

N
teSh
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Zusammen mit dem starken Dualitatssatz 2.3.2 resultiert
(%) t* ist optimal fiir (S,) <= Ja € [0,00) : F(t*) = H*(a).

Dabei ist F(t*) = H*(a) dazu dquivalent, dass Gleichheit in den Ungleichungen
(1) und (2) auftritt.

i) Gleichheit in (1) ist dquivalent zu

(o0 — Pyo(t* < 0)) -a =0,

ii) Gleicheit in (2) ist dquivalent dazu, dass t* eine Losung fiir folgendes Stop-
problem ergibt
{ —E,t — Py, (t <o0)-a = sup
tes).
Da Py, (t < 00) = Ey(Lt(90,m)1{t<o0}), erhalten wir, dass ¢* eine Losung
von (S¢) liefert.

Es bleibt nur noch anzumerken, dass der Multiplikator a grofer als Null sein
muss, dann folgt mit i) die Behauptung:

Es sei t* eine Losung von (S,), wegen n # v gilt E,t* < oo, und aus (*) folgt,
dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass t* eine Losung von (S%) liefert.

A : a =0, dann ist ¢t* eine Losung von
{ E,t = inf
N
tes,,
somit muss aber t* = 1 P,-f.s. sein, wegen der Aquivalenz der eingeschriinkten

MaSle gilt dies insb. auch Py,-f.s., was aber einen Widerspruch zur Bedingung
Py, (t* < 00) < « liefert. O

Mit Satz 3.2.4 haben wir das urspriingliche Problem (S,) in ein Problem des
optimalen Stoppens ohne Nebenbedingungen (S?) iiberfiihrt.

Zur Losung von (S,) werden wir im ersten Schritt fiir ¢ > 0 Losungen t*(a)
fiir (S*) bestimmen und dann im zweiten Schritt den Multiplikator a passend so
wihlen, dass eine geeignete Losung von (S®) das Niveau « voll ausschopft, d.h.
der Bedingung 1) aus Satz 3.2.4 geniigt.

Da wir uns im iid-Modell befinden, liegt hier eine Markovsche Stoppsituation vor

(vgl. 2.5.1) und die Losungen von (S%) lassen sich wie folgt explizit angeben:
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3.2.5 Satz: Losungen von (S%)

Fir u > 0 bezeichne

vi(u) := inf E,(u- Ly(d,n) +t), dann gilt :

N
teS}

1) Die Abbildung u — vi(u) — u besitzt eine eindeutig bestimmte Nullstelle
a* > 0.

2) Die Stoppzeiten

*

H=n) = {n € N| La(n, %) > =}  und

}

*

a
t*(?n) ={neN| Ly(n, %) >

288

liefern Lésungen der Aufgabe (S®).

AufSerdem liefern fir v € [0,1] die randomisierten Stoppzeiten t,(a,n) gegeben
durch die Abbruchregeln

gn =P, (tw(a, n" =n Cn) + (1 =7)P, (tv(a’ n) =n| Cn) (n € N)

ebenfalls Lisungen fir das Problem (S®).

Bewelis:

1) Die Abbildung u + v1(u) ist als Infimum linearer Funktionen konkav. Au-
Berdem gilt v;(0) = 1 und v;(u) — u < 0 fiir hinreichend grofes .
Z.B. gilt dies fiir v > E,t(2,n) mit

denn es gilt

u
E,(u - Ly (Do, n) +1(2,m)) < 5+ E,t(2,n) < 00

u
= vi(u) < 5+ Ent(2,7).

Zusammen mit der Konkavitét von u +— v (u) folgt daraus, dass u +— v;(u)

genau eine Nullstelle a* > 0 besitzt.
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2) Y% := aL,(90,n) (n € N) liefert eine stationére Markovfolge bzgl. P, und
A mit Zustandsraum E = [0, 00). Damit liefert der Satz 2.5.1 mit

h(u) =—uund c =1
fiir (S*) die Losungen:
i) t(a) :=inf{n e N|Y?'e B} mit B={u>0]|u <wv(u)},
i) t*(a) :=inf{n e N|Y* € Bt} mit Bt ={u>0]|u>v(u)},
i) t,(a, 7).

Wegen 1) gilt v < vy (u) < u € [0, a*]. Daraus folgt schlieBlich

t(a) ={n €N |a-L,(Y,n) < a*}

entsprechend erhalten wir t*(a) = t+(%, 7).

|

Mit den beiden Lésungen ¢(%,7) und ¢*(%,n) des Stopproblems (S°) kénnen
wir durch geeignete Konvexkombination zu jedem Niveau « € (0,1) eine Lisung
t(%,n) von (S,) nach dem Vorbild von Satz 1.9.6 konstruieren. Wir halten fest:

3.2.6 Satz: Lésungen von (S,)

Es seien oo € (0,1) und fir a > 0
t(a,n) = inf{n € N | L,(n,9) > a} (vgl.-Def.1.9.2).
Es sei ag := inf{a > 0| Py,(t(a,n) < o0) < a}, dann ist ag > 0 und es gilt:
a) Es gibt ein vy € [0, 1] mit

Y0 Poo (8" (a0, 1) < 00) + (1 = 70) Py (t(a0, 1) < 00) = (3.2.2)

b) Esseiyy € [0,1] mit 3.2.2, dann liefert die randomisierte Stoppzeit t,(ag, n)
definiert durch die Abbruchregel

9n = Y0 Pa(t" (a0, n) = n|Cn)+(1—70)Pe(t(ao,n) = n|Cy) (n € N) ( vgl. 1.9.5)

eine Losung von (Sy).
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Bewelis:

Teil a) ist die Aussage des Satzes 1.9.5.
b) Wegen a) haben wir zunéchst, dass gilt Py, (t,,(ao,n) < 00) = .

Mit dem Satz 3.2.5 erhalten wir, dass ¢,,(aog, n) eine Losung von

(8%) mit a = % liefern.
Qo

Aus dem Dualitatssatz 3.2.4 folgt schliellich die Behauptung. a
Mit Satz 3.2.6 haben wir natiirlich auch Satz 3.2.1 bewiesen.

Resiimierend konnen wir festhalten, dass das Problem (If"a,,;) durch einen Tests
der Giite 1 gelost wird genau dann, wenn 7 # ¥y und die Schranke § grofler oder
gleich dem Minimalwert §, des Stopproblems (S,) ist.

Es lasst sich in dieser Sitation durch den sequentiellen Test der Form cp;‘m (

mi
ao 77’) t

e =1, (n € N) und a9 > 0, 7 € [0,1] passend wie in Satz 3.2.6 gewihlt, eine
Losung von (B, 5) der Giite 1 konstruktiv angeben.

Ausgehend von diesen sequentiellen Tests machen wir abschlielend Aussagen iiber
gleichmafBige Optimalitat hinsichtlich des Problems (lla’aﬁ) im Falle einparametri-

ger Exponentialfamilien.
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3.3 Gleichmaflig beste sequentielle Tests fiir

unendlichen Horizont

Im folgenden sei also Q@ = {Q, | ( € Z} eine einparametrige Exponentialfamilie
in natiirlicher Parametrisierung.

Weiter unterstellen wir fiir den Rest der Untersuchungen die Annahmen:

Es seien (y,7n 62,07 mit (o < 7, und zu a € (0,1) sei § grofer oder gleich dem
Minimalwert 6, von (Sy).

Unter Q soll dann das Problem (lla’a,(s) fiir die einseitigen Hypothesen Hy : ¢ < (o,

H, : ¢ > (, untersucht werden, d.h. wir interessieren uns fiir das Problem

Ecpiltcooy + Pr(t = o0) = sup V(> G

<
Eyt < 4,

Im Hinblick darauf, fiir welche Parameter (; > (; der sequentielle Test cpao(aom)
mit ¢,,(ap,n) aus 3.2.6 und ¢ = 1, n € N das Problem 3.3.1 16st, stellt sich
wie in 1.10 fiir das Problem bei fester Stoppzeit (1.2.2) die Frage unter welchen
Parametern (; € Z die Stoppzeit t,,(ag,n) abgeschlossen ist? Eine vollstindige
Antwort haben wir hierauf bereits in 1.10 erhalten durch die Isotonieaussage der
Giitefunktion ¢ — Pr(t,,(ao,n) < 00) (vgl. Lemma 1.10.2) zusammen mit dem
Satz 1.10.5. Wir bekommen damit folgende Optimalititsaussage (vgl. Korollar

1.10.6):
3.3.1 Satz

Es sei g* € (Coﬂ?) mit b,(g*) = %.

Dann liefern die sequentiellen Tests 90;* (a0, L v* > o Lésungen der Gite 1
fir das Problem

Ecpil <oy + Pr(t = 00) = sup V(¢> ¢
o V¢ < (o
0.

Erpil <o)
Bt

VARVAN

Und fir ¢ < ¢* gilt Ec(pa*( ) < 1. O

ao,7

Diese Optimalitatsaussage lasst sich noch etwas verbessern, indem wir ausnutzen,
dass die ASN(Average-Sample-Number)-Funktion von ¢, (ag, )

Z> C — Egt7* (CL(), ’17)
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monoton fallend ist.

Fiir einen Beweis der Antitonie-Aussage der ASN-Funktion der frithesten Erstein-
trittszeit t(ag,n) verweisen wir auf Khan [Kh], Cor.2 auf Seite 252: der Beweis
wird mit Hilfe verteilungsgleicher Ersetzung (vgl. 1.7.7) durchgefiihrt. Dieser Be-
weis lasst sich auch auf die spateste Ersteintrittszeit ¢*(ag, ) tibertragen, folglich
auch auf die Konvexkombination ¢, (ag, n) von t(ao,n) und t*(ao,n).

Wir erhalten damit:

3.3.2 Korollar

In der Situtation von Satz 3.3.2 liefern die sequentiellen Tests Pr. + (aom) ML

v* > v Losungen der Gite 1 fir das Problem

Eepilteooy + Pr(t = 00) sup V(> ¢*
Ecoiljicoy < a VO < G
Ect <6 V>

|

Abschlieflend wenden wir uns der Frage zu, ob diese Optimatidtsaussage im all-
gemeinen sogar soweit verbessert werden kann, dass es unter den obigen Neben-
bedingungen immer Tests gibt, welche die Giite auf ganz H; : { > (, maximieren.

Zunichst liefert der Satz 1.10.8, dass die obigen Tests (p;* keine gleichméaBig

(ao,ﬁ)
besten Losungen fiir Hy : ¢ < (o gegen H; : ¢ > (p fiir (Py,) geben kénnen .

Und der folgende Satz zeigt sogar, dass das Problem (3.3.1) fiir § gleich dem Mi-
ninmalwert d, von (S,) keine auf H; : { > (, gleichméBig beste Losung besitzt.

~

3.3.3 Satz

Es ser Q eine einparametrige Ezponentialfamilie, fir die Qg; keine Laplace-
Verteilung tdber {—u,u} ist fir ein u > 0.
Weiter seien «a € (0,1) und 6 = §,. Dann besitzt das Problem

Ecpiljtcoo) + Pe(t =00) = sup V(> (o
Ecpljicoy < a V(< G
E,t < .

keine Losung.
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Bewelis:

A: Es gibt eine Losung (¢*, gwo*) des obigen Problems. Gemafl Satz 3.3.1 gilt dann
Ecpp. = 1 fir ¢ > ¢*. Damit haben wir notwendig ¢; = 1 Vn € N, so dass
P (t* < 00) = Eg 5 < . Da zudem E,t* < §,, ergibt die Stoppzeit t* eine
Losung des Stopproblems (S,). Die Losungen von (S,) sind mit dem Dualitéts-
satz 3.2.4 gegeben durch die Losungen des Stopproblems (S%) mit geeignetem
a > 0. Daher ist ¢* notwendig eine Losung des Stopproblems (S%) mit geeignetem
a > 0. Als ausgezeichnete Losungen haben wir die fritheste und spéteste Erstein-
trittszeit t(a,n) bzw. t(a,n)" angegeben. Fiir den Fall, dass der Dichtequotient
L,(n, () stetige Verteilungsfunktion besitzt, stimmen diese beiden Stoppzeiten
P-f.s. iiberein und somit ist t* = t(a, n). Gemaf} Satz 1.5.17 gibt es aber unter ein-
seitigen unbeschriankten Ersteintrittszeiten keine Losung fiir das Problem 1.5.1,
sofern QZ) keine Laplace-Verteilung iiber {—u,u} fiir ein 4 > 0 bildet, woraus

der gewiinschte Widerspruch fiir den Stetigkeitsfall folgt.
Im Falle, dass der Dichteqoutient keine stetige Verteilungsfunktion besitzt, ist ¢*

immerhin notwendig wie folgt festgelegt: ¢* muss spatestens dann stoppen, wenn
der Dichtequotient L, (n, () eine geeignete Schwelle a > 0 zum ersten Mal iiber-
schritten hat. Fiir den Fall, dass der Dichtequotient gleich der Schwelle a ist,
hat t* die Moglichkeit zu stoppen oder fortzusetzen. ¢* liegt somit zwischen der
frithesten und spéatesten Stoppzeit. Der Beweis von Satz 1.5.17 ldsst sich daher
auch auf diese Stoppzeit iibertragen, so dass wir auch fiir den Unstetigkeitsfall

den gewiinschten Widerspruch erhalten. O
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Anhang A

A.1 Einfithrung

Es sollen einfache Hypothesen H = {Qo} gegen K = {@Q;} bei unabhingigen
Versuchswiederholungen z.N. a € (0, 1) getestet werden. Dabei seien @y, Q1 zwei
verschiedene Wahrscheinlichkeitsmafe iiber einen messbaren Raum (X, B).

Fiir festen Stichprobenumfang n € N betrachte man die Optimierungsaufgabe:

E1 oy = sup
(Pr?) EO Pn <a
©n : X™ — [0, 1] messbar

Es sei ¢} ein nach dem klassischen Neyman-Pearson-Lemma existierender opti-
maler Test fiir (P%). Wir wollen hier im Anhang eine Antwort auf folgende Frage
liefern: Unter welchen Bedingungen kann es auftreten, dass durch zusitzliche Be-
obachtungen der Maximalwert von (P2) nicht verbessert wird, d.h. die Giiten
g(n) := E1 ¢ (n € N) nicht streng monoton wachsen?

A.2 Bemerkung

Fiir den Fall Q1 ®» Qo (d.h. Qo ist nicht @Qi-stetig) gibt es ein A € B mit
Q1(A) =1 und Qy(A) < 1 und somit existiert ein ny € N mit Qy(A)™ < a. Der
Test ) = 14n liefert dann einen fiir (P) optimalen Test von Giite 1, so dass
die Giiten g(n) ab ny konstant 1 bleiben.

Es ist noch der Fall (1 > () zu untersuchen.

Dabei léasst sich in der Situation )y » @)1 die existierende Qo-Nullmenge N mit
Q1(N) > 0 stets zum Ablehnungsbereich von ¢* nehmen, so dass im folgenden
0.b.d.A. Qo und Q1 als zueinander dquivalent vorausgesetzt werden.

Wegen Qg # 1 kénnen daher )y und ); keine Einpunktverteilungen sein.
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A.3 Bezeichnungen

Es seien p ein zu {Qo, @1} dquivalentes o-endliches Maf iiber (X, B)

(z.B. p = Qo) und f; p-Dichten von Q; (1 =0,1).

Dann gilt aufgrund der Aquivalenz von Qg und Q; fiir die Wertemenge des Dichte-
quotienten:

_h
fo

Lo(x1,...,2,) := H %(xk) € (0,00) fir p"-fast alle (z1,...,2,) € X"
0
k=1

T: (X¥) < (0,00) p-fs. und somit

Zusatzlich werden zur vereinfachenden Schreibweise folgende Bezeichnungen gewahlt:

h
fo

Geméf dem einfachen Neyman-Pearson-Lemma (hinreichende Bedingung) ist ein

zn(xl,...,xn,an) = Ly(z1,...,20), lo(z1,...,2,) :=

fiir (P2) optimaler Test gegeben durch

1 >
(A31) (p:(xlﬁ""xn) = Tn fiir Ln(xla"';xn) = kn 3
0 <

wobei k, € [0,00) das kleinste a-Fraktil von L, unter Qj ist und 7, € [0,1]
derart gewahlt wird, dass Q7 (L, > k) + 7nQ4 (L, = k,) = «. Dabei kann der
Fall k£, = 0 nicht auftreten,

denn sonst erhalt man wegen L,, > 0 p"-f.s., dass ¢ =1 p"-f.s. und dies liefert

einen Widerspruch zu Ej ¢, = o < 1.

Den Schliissel fiir die Untersuchung des Wachstumsverhaltens der Giiten g(n)

liefert die folgende
A.4 Bemerkung

Es sei ¢, ein fiir (P%) optimaler Test. Aus der notwendigen Bedingung des

Neyman-Pearson-Lemmas folgt dann:

1 >
On = fir L, Cn p"-f.s. mit ¢, € (0,00).
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Daher gibt es eine py"-Nullmenge N € B", so dass fur alle z,y, z € N¢ mit
r€{on=1}, ye{0< ¢, <1}, z € {p, =0} gilt

(A.4.1) L,(z) > L,(y) = ¢, > Ly(2).

Damit 148t sich zeigen, dass die Giiten zu einem Zeitpunkt n nur dann iiber
mindestens eine Stufe stehen bleiben kénnen, d.h. E; ¢}, = Ey ¢}, (m > 1),
wenn der Test ¢}, nicht randomisiert ist und der Test ¢}, ; mit positiver Wahr-
scheinlichkeit randomisiert ist. Diese Aussage wird durch das folgende Lemma

prazisiert.
A.5 Lemma
Seien a € (0,1), n € Nmit E; ¢ = E; ¢}, (mit ¢} aus (A. 3.1)); dann gilt :

a) Jeder fiir (P2) optimale Test ¢, ist nicht-randomisiert, d.h. es gilt
ur(0 < ¢, <1)=0.
Insbesondere gilt fiir den Test ¢, dass 7, € {0,1} und somit :

1 >
i) Ist v, = 0, dann o= {0 fir L, < k”} und 0 <k, < (supT)".
§ 1> |
i1) Ist v, = 1, dann o= {0 fuir L, ; kn} und (inf 7)" < &, < 0.

b) Es gibt einen fiir (P2, ;) optimalen Test ¢, der Gestalt

. 1 .. > .
Pyl = {0 fuir L, - cn+1} ptfs., epp1 € (0,00) mit :

pH (@pg1 = 0, Lng1 = cng1) > 0 und ™ (@pyy =1, L1 = cpy1) > 0.

Bewelis:

a) Sei ¢, ein fiir (P) optimaler Test, dann gilt Fy ¢, = Ey ¢, = Ey ¢,
sowie nach (4.4.1) ¢, ={, fir L, 2} ptfs., cn € (0,00)
= Ein fiir (P2, ;) optimaler Test ist gegeben durch

>
Ont1(Z, Tp1) =3 @u(x)  fiir  Ly(z) = cq, %(.Tr,H.l) eT
0 <
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24 g gilt fiir p"*1-fast alle
(.T, xn-l—l)a (xla ‘T;H-l) € {(ya yn—H) € X" X X @n-}-l(ya yn—f—l) € (07 1)}
= {yedx" : gy (0,1} xX

- %(x:m) € (0,00).

Lo(a) - %(w = L@

A p"0<g,<1)>0 =

Speziell fiir ' = z aus {0 < ¢, < 1} erhdlt man %(z) = %(z’) fiir p-fast
alle 2,2/ € X. = %zconst pu-f.s. und dies liefert einen Widerspruch zu

Qo # Qq; daher folgt (0 < ¢, < 1) = 0.
Insbesondere gilt fiir den Test ¢}, dass 7, € {0,1} wahlbar ist. Fir v, =0
muss gelten k,, < (sup 7)", denn sonst wére ¢! = 0, und entprechend muss

fiir v, = 1 gelten k, > (inf 7)", sonst wire ¢} = 1. = a).

Zunachst betrachte man fiir ¢} den Fall v, =0:
Wegen E; ¢ = Ey ¢, ist ein fiir (P, ;) optimaler Test gegeben durch

b, D) € 7'},

a) |1 >
< fo

Gt (1) Tmn) 1= 90;2(93)={0 fir Lo(z)

und aufgrund der notwendigen Bedingung des Neyman-Pearson-Lemmas
hat er die Gestalt

1 >
Ont1 = Pn+1 fiir Ln+1 = Cp+1 Mn+1—f.S., Cny1 € (0, OO)
0 <

LFall A: p""(@pp1 =1L =cCpy1) =0 =

5 I .. = > n
©Ont1 = {0 fir Ly -lpiq < cn+1} 7 i fs.
1 .. o~ >
= {0 fur L, < kn, lny1 € T}
= Fiir p"-fast alle (z,7,41) € X" x X gilt:
> Cn+1 >
Lp(z) _ 57— <= Ln(z) _ kn
< %(mnﬂ) <

Daher gibt es eine p"-Nullmenge N € B", so dass fir alle x € N¢ und fiir

p-fast alle t € T gilt: Ly(z) 2 = &  Ly(x) 2 kn, und dies liefert den
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gewiinschten Widerspruch.
2.Fall A: p" " (Ppy1=0,Lpy1 =cCpp1) =0 =

. .. >
Ony1 = {0 fir Ly, -l - cn+1} urtfs.

I . >
= {0 fur L, < kp, lni1 € T}

Entsprechend zum ersten Fall findet man eine y”-Nullmenge N € B, so dass

fiir alle # € N¢ und fiir p-fast alle t € T gilt: Ln(z) Z =2 < Ly(z) 2 kn,

woraus wieder der gewiinschte Widerspruch folgt. Véllig analog beweist
man die Aussage fiir den Fall v, = 1. = b). O

Aus A.5 erkennt man bereits, dass die Giiten g(n) iiber hichstens eine Stufe

stehen bleiben konnen.

A.6 Korollar

Fiir beliebiges o € (0,1) und n € N gilt: E; ¢} < Ey ¢} .

Begriindung:

A:neN: Bigy=Eig, = Fig,=Fg,, =%

Es gibt einen fiir (P2, ;) optimalen Test ¢,, ;1 der mit positiver Wahrscheinlichkeit
randomisiert.

Wegen E; ¢}, = Ei ¢}, kann der Test ¢}, gemdf A.5a) nicht optimal fiir

(P2, ;) sein, was einen Widerspruch zur Annahme liefert. a

A.7 Bemerkung

a) Die Giitefunktion von ¢} hingt nur von der Verteilung des Dichtequotienten
f1/ fo unter Qo und @, ab. Bezeichne X, : ™ — X die Projektion auf die
k-te Komponente, dann gilt namlich fiir B € B)(0,c0):

QL. eB) = Q“H (X)) € B)

- (Q?)(%‘X“-"’%‘X")({ye 0, 00)" HyzeB}

n

— ®@@F ((y: e BY) = @) (v [[w e BY).

k=1
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b) Aufgrund der Aquivalenz von Qy und Q; gilt:
Ist U die Menge der Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion von Q{l/ fo,

so ist U dies auch fiir die Verteilungsfunktion von le/ fo,

Es wird sich zeigen, dass nur fiir den Fall, dass Q{l/ fo eine 2-Punkt-Verteilung ist

1/f0)

(somit dann auch @;'/’?), die Giiten iiber eine Stufe stehen bleiben koénnen, in

allen anderen Féillen ist n +— g(n) streng monoton wachsend.

A.8 Satz

Seien T = {a,b} mit a < b, n € Nund A4, :{kz_:l(?) nig k=1, ,n},
wobei p; 1= Qi(f1/fo=10), ¢s:=1—p; (i =0, 1)]-_0

Dann gilt nur fiir o € A,: Ey ¢, = E1 ¢y ;.

Beweis:

1.Fall: a¢ A,

A: Eypr=FEi ¢, 12? ©r = {(1) fur L, Z kn},
wobei wegen der Endlichkeit von 7 o0.b.d.A. v, = 0 gesetzt werden kann und £,
wahlbar ist in der Form k,, = a*b"~*, k > 1. Damit ergibt sich aber der folgende

Widerspruch
k . . k n— — n—

0 = Qf(La > k) = 35 QF(La = aI044) = 32 (2 )bl = 5 (i
j= j=0

k-1 o -
2.Fall: a=) (?)pgﬂqé fir ein k € {1,...,n}

i=0
Dann folgt alle der Rechnung im 1.Fall, dass Qo(L, > a*b" %) = a =

Pnt1 = {(1) fir L, 2 a"F, 1, € {a, b}} ist ein fiir (P%) zuldssiger Test mit
den Eigenschaften:

1) Eygni =«

2) Fiir L4y = L,- lns1 > a®b" % muss wegen [,,,1/b < 1 gelten:

T
anLn-”T“>akb"*k = Qpy1 = 1.

Und fiir Ly, 1 < a®*6"*1=% muss wegen [,,,1/a > 1 gelten:
~ ~ 1 ~ .
L, <Ly 22 <= =F also L, < a*b"* = &, =0.
a

= Qn41 = {0 Ly < AR SRS £ 2
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©@n+1 1st nach dem hinreichendem Kriterium des Neyman-Pearson-Lemmas opti-
mal fiir (P2, ;). O

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass bei zwei dquivalenten Verteilun-
gen Qo und @, deren Dichtequotient unter (); eine 2-Punkt-Verteilung bildet,
die Ursprungsmafle (); natiirlich selber nicht wieder notwendig 2-punktverteilt
sein miissen. Zum Beispiel liefern die Ajjp ;j-stetigen Verteilungen mit den Dichten
fo=1pund f; = %1[0, 1+ %1( 1 unter ()7 einen 2-punktverteilten Dichtequo-
tienten f;/fo mit den Werten a = 1/2 und b = 3/2.

Ein Beispiel mit einem diskreten Anteil liefern die Verteilungen

Qo = 3R(0, 5)+301 und Q; = P+ 161, wobei P ein Aljo,21-Stetiges Maf bezeichnet
mit der Dichte %1[0,%]. Hier besitzt der Dichtequotient f;/fy unter @; ebenfalls
wieder die beiden Werte a = 5 und b = 3.
Als letztmoglicher Fall ergibt sich die Situation, dass beide Verteilungen ¢y und
(21 diskret sind, in dem wegen der Aquivalenz der beiden Verteilungen @y und @,
bereits 2-punktverteilt sein miissen. Dies ist auch der interessanteste Fall, denn
er 1a8t sich auf B(1, p)-verteilte einfache Hypothesen reduzieren und damit auf
die Untersuchung zusammengesetzter Hypothesen sinnvoll ausdehnen.

Fiir diesen Fall lasst sich die Aussage von Satz A.8 verscharfen:

A9 Korollar

Fir den Spezialfall, dass in Satz A.8 fiir die Verteilung der zu testenden einfachen
Hypothese Qg eine B(1, pg)-Verteilung mit py € (0,1) zugrunde liegt, liefern die

besten Tests

von (P?%) (fiir das Testen einfacher Hypothesen) sogar gleichméflig beste Tests z.
N. « fiir

die zusammengesetzten Hypothesen H = (0, po] gegen K = (po, 1) .
Bezeichnet man fiir ¥ € (0,1) mit Eye} die Giite von ¢} unter der B(1,9)-
Verteilung, so erhalt man folgende Verscharfung von A.8:
i) Fiir o € A, gilt: Eypl = Eyg} ., VI € (0,1),
d.h. die Giitefunktionen der besten Tests von (P2) und (Pg,,) stimmen

iiberein.

ii) Fir o & A, gilt:  Eyp; < Eyel . V9 > po.
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Bewelis:

Seien Q; = B(1,p;) (i = 0,1) mit p; # po, dann gilt fiir die beiden Werte des
Dichte-

quotienten:

b:&>a:ﬂ < p; > po.
Po 90

Sei nun p; € (0,1) mit p; > po gewéhlt, dann lasst sich der fiir (P%) optimale Test
n
@r durch Reduktion iiber die suffiziente Summenstatistik  — ) x; dquivalent in

i=1
den einseitigen Binomialtest umformen, der nicht mehr von der speziellen Wahl

von p; abhangt.

Damit liefert ¢ sogar einen gleichmaflig besten Test z. N. « fur die zusammen-
gesetzten

Hypothesen H = (0, po] und K= (po, 1) bei festem Stichprobenumfang n.

Auch im Beweis von Satz A.8 geht nur die Voraussetzung ein, dass p; > py ist,

was ja aquivalent zu b > a ist, und nicht die spezielle Wahl von p;.

i) Fiir den Fall a € A,, erhdlt man damit sogar die Aussage:
Eyp;, = Epppiq YO > po.
Da ¥ — Ey¢} eine Polynomfunktion (vom Grade < n) bildet, folgt schlief3-
lich aus

dem Identitatssatz fiir Potenzreihen die obere Gleichheit der Giiten fir alle

v € (0,1).

ii) Fir den Fall « ¢ A, erhilt man aus dem Beweis von A.8 (1. Fall) die
Aussage: Eyp;, < Eyp;, . VU > po. O

Es sei noch angemerkt, dass es in der Situation A.9 fiir o ¢ A,, durchaus auftre-
ten kann, dass fiir ¥ < pg gilt Eyp}, = Eye;, 1, namlich genau dann, wenn 9 in

A, liegt (man beachte, dass hier ¥ die Rolle von py iibernimmt).

In der Situation von Satz A.8 kann es sogar auftreten, dass fiir festes o € A,,, die

Giiten n +— g(n) zu mehreren Zeitpunkten iiber eine Periode stehenbleiben.
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A.10 Beispiel

1

Es seien Q; := B(1, p;) mit py = %, p1 = % und o =

©

Danngilta:;;—;:2>b:g—;:%sowiea:p%:?—18=p§+4pgq0€A20A4.

Aus Satz A.8 folgt dann E) @5 = E; ¢ und E; ¢; = E; ¢;. O

Weiter erhilt man aus A.8 die folgende Charakterisierung:
Die Giiten n +— g¢(n) bleiben zu genau | Zeitpunkten iiber jeweils eine Periode

der Lange eins stehen genau dann, wenn gilt

!
a € ﬂAn+mk mitn €N, my >2und a € Ay Vk & {n+my,....,n+m}.
k=1

Die Antwort auf die Ausgangsfrage wird schliellich durch das folgende Resultat

vervollstandigt.
A.11 Satz

Ist Q{l/ fo keine 2-Punkt-Verteilung, dann gilt fiir alle o € (0, 1) :
VneN Eig, <Ei¢;, .

Bewelis:

Ist Q{l/ Jo keine 2-Punkt-Verteilung, so kann wegen (Jy ~ ()1 und Qg # @ keine
1-Punkt-Verteilung vorliegen und daher lassen sich ey, e3 € [0,00) finden derart,
dass gilt:

(A11.1) T CTi+ T2+ T3, wobei Ty := [e1, €3], Ta:= (eq, €3], T3 := (€3, €4] mit
e; :=infT, ey :=sup T, Q1(T;) > 0, somit auch Qy(7;) > 0, u(T;) > 0.

3
AuBerdem gilt offensichtlich Q;(>_ 7;) = 1.
i=1

A: IneN ac(0,1): E ¢ =Eqy, ==

Ein weiterer fiir (IP;;‘H) optimaler Test ist gegeben durch

) G ={b fir L2 ke bt € i+ T+ T} mit
kn=(a1-...-ag) - (by-...-by)-(c1-...-¢c;), wobei k,r,m € Ny : k+m+r=n
und a; € Ty, b; € To, ¢; € T3.

Weiterhin kann man stets eine passende Zerlegung von 7 gemifl (A.11.1) finden,
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so dass 7 < m wahlbar ist, sonst ware der Test ¢,+1 = « besser als ¢,,11.
(A.4.1) = Fiir p"t-fast alle o',y € X" mit 2’ € {Pp1 =1} =
(L > knlup1 € TH ' € {@ns1 = 0} = {Ly < kyyluys € T gilt :

Ln(2') - by (2) > z"n(yl) a1 ().

Damit gibt es O.b.d.A. eine y"-Nullmenge N € B" und eine py-Nullmenge M € B

mit

(A11.2) Vze{L,>k,} NN ye{L, <k,}NN°
Ln(z)-s> Ly(y)-t Vs,te M°NT.

1Fall: m>1
Wegen p(7;) > 0 gibt es mindestens ein y € {L,, < k,} N N¢ mit
Lo(y) = (1. ag) - (Br-en. b)) (& -...- &) und @ < ...<d aus T4,
b1 <...< I;m aus 7z, ¢1 < ... < ¢, aus 73 sowie mindestens ein
€ {L, >k, N Nemit Ly(z) = @y -...-ag)- by -bm1)- G- & -&).
= Fiir s = @, und t = ¢, folgt aus (A.11.2) a; > bm, was einen Widerspruch zu
a1 € Ty, Bm € T, liefert.
2.Fall: m=0 = k>1 (wegenr <n)
= Jye{L, <k, NN mit L,(y)=(Gy-... ax) - (¢1-...-¢),
3z € {Ly > k,} NN mit Ly,(y) = (@1 -+~ Gx-1) - b1 - (é1 ... &) mit
G ET, b €T, & €T
— Fiir s = @ und t = ¢ folgt aus (A.11.2) by > &, was ebenfalls wieder einen
Widerspruch liefert.

i) Qpy1 = {0 Ly < 2 kn, ln+1€ﬂ+75+7§} mit &, wie in i).
Man kann stets eine passende Zerlegung von 7 gemafi (A.11.1) finden, so dass
k < n wahlbar ist, sonst hatte der Test ¢, 1 die Giite 1.

Alles weitere folgt dann entsprechend wie in 1i). O

Fasst man die Aussagen (A.8-A.11) zusammen, so ergibt sich, dass die Giiten
n +— g(n) nur fiir den Fall, dass der Dichtequotient f;/f, unter Qo eine 2-Punkt-

Verteilung bildet, iiber hochstens eine Stufe stehenbleiben kénnen. Dies geschieht
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nur fiir vorgegebene Niveaus a aus der abzahlbaren Menge

k—1

U {j(?)pgqum:l,...,n};

n>1 =0

dabei kann die Giite auch zu mehreren Zeitpunkten genau einmal stehenbleiben.

In allen anderen Fillen wachsen die Giiten stets streng monoton.
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