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Chaos erforschen mit dem TI - 92

Kapitel 1
Was ist eine Iteration?

Jeder hat es wohl selbst schon versucht oder zumindest bei anderen beobachtet: Was

passiert mit der Zahl in der Anzeige eines géingigen Taschenrechners, wenn man fortgesetzt

immer dieselbe Taste driickt? Das ergiebigste Experimentierfeld sind die drei Tasten SIN,

COS und TAN, wobei es noch interessant ist, ob man den Grad- oder Radiant - Modus

eingeschaltet hat. Im Radiant - Modus erhlt man folgende Ergebnisse:

Fortgesetzte Sinustaste:  die Werte laufen auf 0 zu

Fortgesetzte Cosinustaste: die Werte laufen auf 0,73908... zu, wobei sie um diesen
Wert ,herumspringen®

Fortgesetzte Tangenstaste: die Werte zeigen manchmal eine RegelmiBigkeit (die
Betriige werden gré8er), manchmal ,,springen” sie aber auch
ganz unregelmiiBig umher

Der ernsthafte Hintergrund hinter diesen Spielereien (wir diirfen das aber auch

»~Forschungen® nennen), ist die Iteration.

Gleichungen, :
Eingabedaten |—» | Rechenvorschriften, |— |Ergebnisdaten
T Funktionen

Das Grundschema fiir eine Iteration

Im allgemeinen werden also Daten einem RechenprozeB unterworfen, aus Eingabedaten
werden Ergebnisdaten. Als ganz wesentlichen Schritt eines iterativen Prozesses werden
dann die Ergebnisdaten als neue Eingabedaten wieder demselben Rechenproze8
unterworfen.

Dieser ProzeB kann aber nur funktionieren, wenn die Ergebnisdaten die gleiche Struktur
haben wie die Eingabedaten, z.B. muB} ein Vektor wieder einen Vektor liefern. Etwas
abstrakter heiBit das, daB die Wertemenge eine Teilmenge des Definitionsbereiches sein
muB.

Im konkreten Beispiel der Taschenrechnerspielerei kénnen wir das Diagramm
konkretisieren zu:

(Eingabe)Zahl |—p» | Winkelfunktion —> |Funktionswert

!

Das Iterationsschema fiir die Taschenrechnerspielerei
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Bei einigen Taschenrechnermodellen kann man auch noch andere Rechnungen mit einem
Tastendruck iterativ wiederholen, z.B. Quadrieren oder Wurzelziechen und die
fortgesetzte Addition einer Zahl oder die wiederholte Multiplikation mit einer Zahl. So
kann man dann die ,,Schachbrettaufgabe* schnell 16sen, also ausrechnen, wieviele
ReiskSrner bei fortgesetzter Verdoppelung auf jedes Feld des Schachbrettes gelegt
werden.

Eines der iltesten Iterationsverfahren ist das Heronverfahren zum berechnen der

Quadratwurzel einer Zahl r: x,,, = %(x,, +_r_) . Da es sehr stabil ist und schnell

konvergiert, ist es heute, nach 2000 Jahren, das Verfahren, mit dem Taschenrechner
Quadratwurzeln berechnen.
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Kapitel 2
Numerische Iteration

Die Spielerei mit den Winkelfunktionstasten LBt sich mit dem TI - 92 nicht durchfiihren,

das sehen Sie sofort, wenn sie z.B. fortgesetzt die Sinustaste driicken.

Wihrend bei den einfachen Taschen-

rdei:h:lftr:e](li;e Ze:;ls tienlhg::l :nugggl:n:g l vtﬁ ,ﬁl JéBr*aICFazlvc IO{;);r lPr*ngmI 0'01 enar}:i a—z... II
Argument nehmen und sofort den
Funktionswert ausrechnen, werden
beim TI - 92 alle Eingaben zunichst
in eine Eingabezeile geschrieben, die
erst nach Driicken der ENTER-Taste
ausgeflihrt werden.

Der Vorteil der Trennung von Mﬁn —575%
Eingabe und Ausfiihrung liegt auf B o o
der Hand, fiir eine schnelle, bequeme
Durchfithrung von Iterationen ist das
jedoch zunichst hinderlich.

Da aber der TI - 92 alle Frgebnisse des aktuellen Bildschirms in einem extra
Variablenbereich speichert, gibt es fiir das Problem eine Lsung. Die Funktion ans(n)
liefert das n - letzte Ergebnis. Die Sinus - Iteration kann nun folgendermaBen realisiert
werden:

Tlppen Sie 0.5 und geben Sie es mit v ‘{-E AlgebraljCalc|Other|Praml0iClear a-z..

ENTER ein. Dieser erste Wert ist die
Initialisierung.

Driicken Sienun SIN 2nd ANS).
Fiihren Sie die Rechnung mit ENTER

8.5 3
aus. ®sin(.9) « 479425538604
Die Formel bleibt unverindert in der = 5in(.4794255386042) . 461269555033
Eingabezeile stehen, so daB jedes 2 sin(,46126995503318) . 445085336847

ENTER diese Rechnung wiederholt.  [FRURGIERS DR
Dabei bezieht sich ans(1) immer auf L'ﬁ 54D AITD SEa_W/30
das letzte Ergebnis.

Sie sehen sicher, welche Flexibilitit diese Arbeitsweise bietet: jede beliebige Funktion ist
so mit einem einzigen Knopfdruck iterierbar.

Beginnen wir mit dem ersten wichtigen Beispiel fiir die Erforschung des Chaos, die
Funktion f{x) = 4x(1 - X) . Wir wollen die Iteration mit 0.1 starten.
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Eﬁ??lll se;()'l und geben Sie es mit iv‘{-—E iFllgr;br‘aiCFaslciOtl:"leriPrgnIOEIeart‘ a-z.]’

Schreiben Sie ,,4*ANS*(1-ANS)«
in die Eingabezeile. x aus der :
Funktionsgleichung wird also durch =1 .1

ans(1) ersetzt =4-.1(1-.1) .36

Fiihren Sie die Rechnung wiederholt "4..36:(1-.36) .9216

mit der ENTER- Taste aus. #4.,9216-(1 - .9216) « 28901376
MalN KAD AUTO SEQ  4/30

Die zweite, fiir unsere Untersuchungen wichtige Funktionenschar ist f{x) = x2 + c. Wenn
wir den einfachsten (und zugegebenerweise langweiligsten) Fall, nfimlich fx) = x2,
iterieren wollen, sieht das am TI - 92 folgendermaBen aus:

Eﬁ?& i‘l‘; .ODgie:IelS egr:tb:‘{VSelft ?:t ‘;‘il: N a1debralcalcotherlPramIolClear a-z..
Initialisierung
Tippen Sie ,,ANS*ANS“ in die Ein- a9 9
gabezeile . .:9_.9 .éi
Fithren Sie die Rechnung wiederholt =.81..81 .6561
mit der ENTER- Taste aus. ®,6561-.6561 43046721
® 43046721 -.43046721 . 185302018885
ans{1>*ans{1>
MAIN RAD AUTD SEQ §/30

An dieser Stelle bietet sich die Gelegenheit, die Verarbeitung groBer Zahlen am TI - 92
aufzuzeigen. Wenn wir das fortgesetzte Quadrieren mit 2 starten, wissen Sie, was im
Prinzip passiert. Aber wie sieht das konkret aus?

Geben Sl? 2 mit ENTER als via Filgrgara Cagi'c Otfl:;r‘ Pr:;snIO Cleart‘ a-z..
Startwert ein. E b j‘
Schreiben Sie wieder ,,ans(1) "2.2 4
*ans (1) in die Eingabezeile . =d4-4 16
Fiihren Sie die Rechnung wiederholt "16-16 . 256
. R - Tast Scho u 256-256 653536
mit der ENTER - Taste aus. Schon |, g553¢.¢5536 4294967296
bei der 6. Iteration bemerken Sie, " 4294967296 - 4294967296
da der TI - 92 grﬁﬁere Zahlen 18446744073709551616
genauer verarbeiten kann als I__N (1>+a ”” S

herkémmliche Rechner.
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Bei weiteren Iterationsschritten verl- ﬁi {-_%Fl bra ic?l'c 10{;‘;, iPr;snIOlCIe ar a-z JF
ieren Sie schnell den Uberblick tiber
. . . . g = 256-256 65536
die GroBe der Zahl, sie wird jedoch 8 65536 - 65536 4294967296

nicht in exponentieller Darstellung
geschrieben.

Tatsdchlich kann der TI - 92 ganze
Zahlen bis zu 614 Stellen exakt
verarbeiten.

Bei exponentieller Darstellung darf
der Exponent dreistellig sein, wird
auch diese Grenze {iberschritten,
erscheint e in der Anzeige.

® 4294967296 - 4294967296
18446744073709551616
® 18446744073709551616 - 1844674407370955)
3402823669209384634633746074317682114%)
® 340282366920938463463374607431 76821 14°)
1157920892373161954235709850086879078%h

MAIN RAD AUTD SEQ_ 8730

i

1 Fewr F3w Fyw FS [{
i-i ﬂimgebraEa1ci0t,her~ipr~gmmic1ear a—z...i

= 1157920892373161954235709850086879078)
1340780792994259709957402499820584612')

= 1340780792994259709957402499820584612')
1797693134862315907729305190789024733¢p

B 1797693134862315907729305190789024733¢h

3.23170060713e616
8 3,231700607131e616-3.231700607131e616
L
ans{1>*ans{(1)
Lam KAD ALTOD TE@ 13730

Ein weiterer Vorteil des TI - 92 ist, dal man auch nach einer lingeren Iterationsfolge
frithere Werte durch Hochscrollen wieder ansehen kann, allerdings nur so weit, wie es
die ,History* zuliit. Der dafilir voreingestellte Wert ist 20, Sie konnen also auf die
letzten 20 Werte zuriickgreifen. Wenn das nicht ausreicht, kann man die ,.History* auch,

auf Kosten des Speichers, erhhen.

Tippen Sie F1 und gehen Sie auf
Punkt 9: Format...
(oder Kurzbefehl: [KARO] F).

Sie erhalten ein Dialogfenster mit
einem Pop - Up - Menii, aus dem Sie
die gewiinschte Zahl auswihlen
kénnen. Driicken Sie ENTER
ENTER, um zum Ausgangsbild-
schirm zuriickzukommen.

(33 F&
Praml0iClear a-z..

.9

.81

.6561

» 43046721

. 185302018885

® ,43046721-.43046721
ans{1>*ans(1>

SEQ_ /30

MAIN RAD AUTD

['t=ﬁ=1 i3 T Fiv ET=__TF'W 3 i
- -!-“—] AlgebralCalc|Other|PramlQiClear a-z..

5.9 History Pairs

L -9' -9

= n81 ‘a 6

= 6561 79

®,43046721-.43046721 | gg 185302818885
99

MAIN KAD AUTD
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Aufgabe:

Iterieren Sie mit der Funktion
f(x) = 2x(1-x) und mit verschiedenen
Startwerten. Welchen EinfluB hat die
Wahl des Startwertes auf den
Verlauf der Iteration?

Losung (ein Beispiel):
- F3v Fyv FS F&
M ) S bralcalclother PranIoClear a-z.. |

| B
a2,
a2.
2.

"2

2xans(1)¥{1-ans{(1))
me BAD AUTD_

09'(1 - lg) ] - 18
.18:(1-.18) . 2952
.2952-(1 - .2952) 41611392

.41611392-(1 - .41611392)
.485926251164

. 48592625116447 (1 - . 48592625116447)
. 499603859187

FINC 6730
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Kapitel 3
Zeitreihen

Darstellung in Tabellen

Bei der im Kapitel 2 dargestellten Art der einfachen, numerischen Iteration vermiBt man
eine Information, nimlich die Nummer des Folgengliedes, insbesondere, wenn man
langer iteriert hat. AuBerdem verursachen die entstehenden Zahlen mit vielen Stellen
hinter dem Komma, dafl jeder Iterationsschritt in zwei Zeilen dargestellt wird, so daB
schlieBlich nur 4 Schritte gleichzeitig tiberblickt werden kdnnen. Die Losung all dieser
Probleme findet man in der Méglichkeit, mit Tabellen zu arbeiten.

Bevor wir jedoch eine Tabelle fiir Iterationen nutzen kénnen, miissen wir fiir die
Verwendung von Funktionen eine Einstellung vornehmen bzw. iiberpriifen.

Driicken Sie die Taste MODE (rechts E MODE = J
neben dem Display). In dem

erscheinenden Dialogfenster 6ffnen BraPh. . o os s crneees
Sie gleich im ersten Punkt mit Byt Poater: .
[rechts] ein Pop - Up - Mend, aus T

dem Sie ,4:SEQUENCE*“ wihlen.

Driicken Sie ENTER ENTER, um ,Bﬁg&; Format.....

zum  Arbeitsbildschirm  zuriick-
zukommen. |mm

Fi e
Page 1{Page 2

Exponent1al Format
lex Format....

RAD AUTD SEQ /30

Der Rechner ist dadurch auf rekursiv definierte Folgen eingestellt, fiir diese sind die
Variablen ul bis u99 vorgesehen.

Im nichsten Schritt definieren wir die Funktionen, die wir untersuchen wollen. Unsere
erste Funktion soll f{x) = ax(1-x) sein, wobei es der TI - 92 zulliit, den Term mit dem
Parameter a aufzuschreiben. In der vorgegebenen Bezeichnung des TI - 92 geben wir sie
als ul(n) ein und verwenden fiir die rekursive Definition ul(n-1).

Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=* Sie i) AR SR B S T O
gelangen so auf den Bildschirm fiir ~FLATS S '

ul=

die Funktionseingabe. Bewegen Sie uil=
den Cursor in die Zeile ,ul= “ und e
geben Sie ulilg:
,a*ul(n-1)*(1-ul(n-1))“ ein. ug=
uid=

yo=
uid=

P
uldnd=a*uidin—-1 )*(1—u1 (n—-1>>

[MAIN RAD AUTD
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Wenn Sie den Term in der
Eingabezeile korrekt eingegeben
haben, driicken Sie ENTER. Der
Term wird hinter ,,ul=* geschrieben,
die Funktion ganz links mit einem _
markiert und der Cursor riickt vor in
die Zeile ,,uil“ . Geben Sie hier 0.2
als Startwert ein.

Kehren Sie mit [KARO]JQ fiir
-HOME“ zum Ausgangsbildschirm
zuriick.

F34 F3 fy JFS* FEv F?
e zoomEdit] v |AlljstylelAxes. ..

«PLOTS
v ul=a-ul(n - 1)-(1 ~ul(n - 1))
uil
uz=
uiz=
us=
uig=
y4d=
uig=
ug=
uisS=

uil= _
(MAIN _RAD AUTO 3EQ

Aufgabe: Versuchen Sie nun nach dieser Logik selbstdndig unsere zweite
Funktionenschar f{x) = x2 + ¢ als u2 einzugeben. Der Startwert soll 0.3 sein.

Losung:

Tippen Sie [KAROIW fiir , Y=
Bewegen Sie den Cursor in die Zeile
Lu2=* (dort sollite er von unserer
letzten Eingabe stehen) und geben
Sie ,,u2(n-1)"2+c* ein. Driicken Sie
ENTER und der Term wird hinter
2= in  schoner Darstellung
geschrieben.

Geben Sie nun 0.3 in der Zeile ui2
ein.

Um die Markierung der Funktion u2
zu 16schen, bewegen Sie den Cursor
in die Zeile von u2 und driicken
[F4]. Kehren Sie mit [KARO]Q fiir
LJHOME® zum Arbeitsbildschirm
zuriick.

i Fe F3 Fy [§5.4 Fav F?
o mlEdit] v [Alllstolelrxes. .« .

AFLOTS
v ul=a-ul(n=13-(1 -ulcn-13)
uil=.2
u2(u2(n - 1)% + ¢
uiz2=.3
=

[MAIN —RAD AUTE SEa

Nach diesen Eingaben haben wir zwei Funktionsscharen definiert, von denen ul aktiv ist
(wegen der Marke). Fiir eine vollstindige Definition einer konkreten Funktion fehit noch
die Festlegung des Parameters a. Wir wollen a = 1.5 setzen.

Unlogischerweise arbeitet der Rechner nur fehlerfrei, wenn auch fiir den Parameter ¢ in
der noch nicht benutzten Funktion u2 bereits ein konkreter Wert festgelegt wird, ¢ darf
nicht undefiniert bleiben. Wir setzen c auf 0.

Tippen Sie im Ausgangsbildschirm
1.5 STO> a und driicken Sie
ENTER.

Tippen Sie dann 0 STO> ¢ und
driicken Sie ENTER .

?ﬁﬁf‘]’z fev F5v Y Fiv F§ &
- a AlgebralCalc|Other|Prgml0jClear a-z.. ]l

51.5*a 1.5
8Q03cC ]

AIN RAD AUTD SEQ 2730

i) ————
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Damit ist unsere Funktion definiert und wir kénnen nun also die Iteration mit f{x) =
1,5x(1-x) untersuchen, wobei wir mit x( = 0,2 starten. Um diese Iteration in der Tabelle

betrachten zu kénnen, miissen wir als letzte Vorbereitung noch die Tabelle einrichten.

Tippen Sie [KARO]T fiir ,,TbiSet“.
Es erscheint ein Dialogfenster, in
dem Sie 4 Einstellungen fiir die
Tabelle vornehmen koénnen. Im
ersten Feld geben Sie die Nummer
des ersten Iterationselementes fiir die
Tabelle an. Gehen sie mit [runter] in
das zweiten Feld, in das die
Schrittweite eingetragen wird. beide
Zahlen miissen ganze Zahlen sein, im
Normalfall 1. Die weiteren beiden
Eingaben lassen wir auf OFF bzw.
AUTO.

Driicken Sie ENTER ENTER, um
zum Arbeitsbildschirm zuriickzu-
kommen.

Fzw F3w Fyw FE [{3
(R azbralcatclother PraniolClear a-z.. |

thlstart:
atbl: {1, |

Graph {-=> Table: OFF =+
Independent: AUTO~>

Enter=SAUE
1,533
lmm

ESC=CANCEL
1

SEQ 1730

Nun sind alle Eingaben gemacht, um sich endlich iiber eine Tabelle den Verlauf der

Iteration anzusehen.

Tippen Sie [KARO]Y fiir ,TABLE*.

1 Fe (K
v 22 Setuplielii

n=1.
MaiN RA

=]
Fq
=
=
e
™
bzl

Entsprechend der Einstellung erhalten Sie die Tabelle fiir die ersten 8 Werte.
Wenn Sie weitere Werte sehen wollen, haben Sie zwei Mdglichkeiten:

1. Sie bewegen den Cursor nach
unten in die letzte Zeile und
driicken ein weiteres Mal [runter].
Nun scrollt die Tabelle eine Zeile
nach oben und =zeigt den 9.
Folgenwert. Wenn Sie den Cursor
in die zweite Spalte bewegen,
schen Sie in der Zeile unter der
Tabelle die Folgenwerte in voller
Anzeige (14 Stellen)

T foatuplie Hender ke Falins Bl )
n ul
. 224
||3' SeeiTs
4. o
5. Si38e
6. 33303
: ~358022
. ~330636
Wi{n>=.33197350139242
[MAIN RAD AUTO SEQ
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. . Fe (3] [£] H
2. Sie  wollen ganz  spezielle via Setupliel t Headerf}+: Fowjirm 82

Folgenglieder sehen, die auch von
der aktuellen Anzeige ,,weit
entfernt“ sind. Dann ist es
ginstiger, mit [KARO]T fiir
»IblSet* oder F2 in das

tblStart:
atbl: 1. . 1
Graph <-> Table: OFF+»
Independent: AUTO»

entsprechende Dialogfenster zu E
gehen und die passende EDN— - 1 I N N——
Einstenung vorzunchmen. uldn)>=.33197350139242

MAIN _BAD AUTD SEQ

Driicken Sie ENTER ENTER, um
zur Tabelle zuriickzukommen, die
dann entsprechend gefiillt wird.

Wir wollen nun mit der zweiten, vorbereiteten Funktion u2 iterieren, miissen also die
aktuell verwendete Funktion dndern.

. . . =“ - FSw ({34 F?
Tippen Sie [KARO]W fir ,.Y="und |7 ‘Zﬂiz'ozoniefiti o iﬂfliSt&leinxes. . | I

bewegen Sie den Cursor in die Zeile aPLOTS

»ul=*_ Driicken Sie nun auf F4, um "."1faé”1(“ = 1)-(1-ul(n-1)
die Marke wegzunehmen. Gehen Sie Ju:;;m

dann mit dem Cursor in die Zeile uiz=,

»u2=“ und setzen Sie hier mit F4 die o3

Marke. W

usS=
u2én)=<u2{(n-1>>"2+¢c

MAIN RAD AUTD SEQ

Wenn Sie nun mit [KARO]Y fiir ,,TABLE® in die Tabelle gehen, werden die Werte mit
u2 gebildet und angezeigt.

Aufgabe: Ldsung:

Setzen Sie ¢ = -0.5 und starten Sie ] SLE L
eine Iteration mit 0.3. Lassen Sie '
sich die Tabelle ab dem 10.
Iterationsschritt anzeigen. Wenn Sie
alles korrekt gemacht haben, sollte
Ihre Tabelle so aussehen wie im Bild
rechts.

SEQ

Grafische Darstellung

Die grafischen Méglichkeiten des TI - 92 legen nahe, da8 man sich die Entwicklung der
Iterationsfolge auch grafisch darstellen Lift. Bestimmte GesetzmiBigkeiten lassen sich in
dieser Form leichter erkennen, zusétzlich kann man schr viel mehr Werte gleichzeitig
erfassen.

Fiir die grafische Darstellung muB8 man diverse Vorbereitungen treffen, die mit denen fiir
die Tabellen fibereinstimmt. Schauen sie ggf. dort nach. Die Vorbereitungen umfassen:
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- stellen Sie die Funktionsart auf ,,SEQUENCE*
- geben Sie die zu iterierende Funktion und ihren Startwert ein (iiber ,,Y=")
- geben Sie fiir die ggf. vorhandenen Parameter die richtigen Werte an

Fiir die grafische Darstellung von Iterationsfolgen gibt es zwei Methoden, die Zeitreihen
(TIME) und die Iterationspfade (WEB). Die Umstellung geschieht vom Bildschirm fiir

die Funktionseingabe.

Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=* und
anschlieBend F7. In dem Dialog-
fenster konnen Sie die ,,Achsen“
tiber ein Pop - Up - Menii einstellen.
Waihlen Sie ,,TIME* und driicken Sie
ENTER ENTER, um die Eingabe
vollstindig abzuschlieBen.

F Tﬁrﬁ_ﬁh F3 YF% YfSv) FG6¥ 7 ]
vﬁ ZoomlEdit] v [AlliStulelAxes. ..
aPLOTS

3 I S SR I8 o
uil= =
ud=

uig=

uS=
ul{n>=a¥ul{n-1 )*(1—&1 {n—-1))

MAIN RAD AUTO 3

Ahnlich wie wir vor dem Anzeigen der Tabelle selbst mit ,,TbiSet vorbereitende
Einstellungen fiir die Tabelle vorgenommen haben, miissen wir nun auch flir die
grafische Darstellung Vorbereitungen treffen. Als erstes Beispiel wihlen wir wieder f{x)
= ax(1-x) mit a = 1,5. Gehen Sie mit [KARO]W fiir ,,Y=" in die Funktionseingabe und
priifen Sie, ob diese Funktion eingegeben und gewihlt ist (die Marke _ am linken Rand
zeigt) und 0.2 als Startwert angegeben ist. Priifen Sie im Ausgangsbildschirm, ob a

wirklich den Wert 1.5 hat.

Tippen Sie [KAROJE fiir

»WINDOW*, Geben Sie

nacheinander die passenden Werte

ein,, nach jeder Zahleneingabe

kénnen Sie mit [runterJoder ENTER

in die néichste Zeile gehen

nmin/nmax: Die Folgenglieder
zwischen diessn  Nummern
werden berechnet

plotstrt: Ab diesem Glied beginnt
die Darstellung. Der Wert liegt
sinnvollerweise zwischen nmin
und nmax, oft ist er gleich nmin

plotstep: Schrittweite fiir die Dar-
stellung

xmin, xmax, ymin, ymax: Grenzen
fiir das Koordinatensystem. xmin
und xmax soliten sich an den
Werten fir nmin und nmax
orientieren

xscl, yscl: Einheit, mit der auf den
Achsen Marken gesetzt werden

1 (F3
v Iﬂ Z2oom

nmin=1.
nmax=30,
plotstrt=1.
plotstep=1,
xmin=-1.
xmax=30.
xscl=1.
ymin=-.1
gmax=

yscl

MAIN KAD AUTD SEQ
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Die Eingabe erfolgt in einem extra Bildschirm, es ist kein Dialogfenster, das geschlossen
wird. Man fihrt fort, indem man den niichsten Schritt wihlt. Das ist nun, da alles
vorbereitet ist, die grafische Darstellung selbst.

e — ———— e e
Ivf—lZoomITracelReGrapthatthrawlv / I I

Tippen Sie [KARO]R fiir ,,GRAPH*".

MAIN —_KAD AUTD 3EQ

Sie sehen die ersten 30 Werte der Iterationsfolge dargestellt und sehen sehr
iibersichtlich, daB die Iteration sehr schnell einen Grenzwert bei ca. 0,35 erreicht. Wie
grof sind die Folgenwerte genauer?

ﬁnrue(i(eneiiéi Fzm%l;n,’;rrgl:;engzlsl f— Zoom Trace ReGraph Mat.h D;savw v /
Cursor liefert, der mit [links] und
[rechts] von Folgenpunkt zu
Folgenpunkt bewegt werden kann.
Dabei werden am unteren Rand

-...Illl'*llllll‘lIIIIIIIII

angezeigt: "
nc: Die Nummer des betreffenden _ncil3.
i xct13. ycl . 33524769
Folgengliedes . ) (AN RAD AUTO e
x¢ und ye: Die Koordinaten des
Cursors

Durch die Trace - Funktion ist die Ungenauigkeit der grafischen Anzeige ausgeglichen,
so daB sich diese Anzeigeart fiir die meisten Flle als die beste erweist. Es werden viele
Werte sehr iibersichtlich dargestellt, durch ,,Trace* kann ein betreffender Wert sehr
genau angezeigt werden.

Aufgabe: Losun
. . ?+T—__T——r—_T_T———T—F" T ]
Stellen Sie den Iterationsverlauf dar e [T ace ReGraphiMath|Draw]

fir die Funktion fx) = x2 - 0.7 und
den Startwert 0.3. Lassen Sie sich
die ersten 40 Werte anzeigen. .
(Wihlen Sie fiir ymin -1
und fiir ymax +1)

AN RAD AUTD SEQ
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Kapitel 4
Iterationspfade

Iterationspfade sind neben den Zeitreihen eine weitere Art der grafischen Darstellung
einer Iteration. Dabei sieht man zwar nicht ganz so ibersichtlich den Verlauf,
Iterationspfade sind aber hervorragend geeignet, Fragen nach dem ,,Warum® zu
beantworten.

Um die Darstellung von Iterationspfaden zu erreichen, miissen wir den TI - 92 zunichst
darauf umstellen.

Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=" und Wwﬁﬁf'ﬁ
anschlieBend F7. In dem Dialog- "m ZoomiEdit| v |All|Stule|Axes...

fenster kénnen Sie die ,,Achsen®
tiber ein Pop - Up - Menii einstellen.
Wihlen Sie ,,2 : WEB“ und driicken
Sie [ENTER].

ui(n) a*ul(n—i)*(i—ui(n—i))

| MAIN KAD AUTD

Der nachfolgende Punkt ,Build El"mi Fev T F3 TF" TFS'I F&y T F? l ‘
Web® ist nun aktiv geworden, Giber f==|ZoonEdit| v |All|StyleiAxes...

das Pop - Up-Menii wihlen Sie
»1RACE®, wodurch Sie die grafische
Darstellung nachher schrittweise
aufbauen kdnnen.

Driicken Sie ENTER ENTER, um

die Eingabe vollstindig abzu- 15 TTE KIS P ETS ET LT b))
schlieBen. m________owﬁr__L

Nachdem das Dialogfenster geschlossen wurde, sind Sie im Bildschirm fir die
Funktionseingabe. Stellen Sie hier fiir das nachfolgende Beispiel sicher, daf die Funktion
f{x) = ax(1-x) eingegeben ( ul(n) = a*ul(n-1)*(1-ul(n-1)) ) und gewihit ist.

Setzen Sie im Ausgangsbildschirm den Parameter a auf 3.1.

Vor der eigentlichen Anzeige der Grafik miissen Sie zunichst wieder -einige
Einstellungen vornehmen. In dieser Darstellung soll der Funktionsgraph tiber dem
malgeblichen Intervall dargestellt werden. Fiir unsere Beispielfunktion ist das das
Intervall [0;1].
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Tippen Sie [KAROJE fur [TOpimy '
,WINDOW<. Geben Sie die rechts  |-oiedaoo™ ]

3 ax=30,
dargestellten Werte ein. Plotstri=1.

plotstep=1.
xmin=-.1
xmax=1.
xscl=.1
ymin=-.1
ymax=

yscl

m—

Ml EAD AUTD SEQ

Fiir die nachfolgende Darstellung ist es besonders giinstig, wenn die Achsen denselben
Mafstab haben.

Driicken Sie F2 fiir ,,Zoom*“ und

wihlen Sie von dem Menii hmind 1t ZoomBox
: “ i i 2t Zoomln

»>:ZoomS qre. Driicken Sie g’i‘g’{: £1590m50,
ENTER fir die Eingabe. plote 4
Kurzeingabe: Driicken Sie nach F2 xmax 61 Z00MS
die Taste 5 amin

ymax

yscl

MAIN RAD AUTD SEQ

Nach der letzten Eingabe wird automatisch auf das Grafikfenster umgeschaltet und der
Graph der gewihiten Funktion dargestellt. Zus#tzlich wird eine Gerade angezeigt, der
Graph vony = x.

Driicken Sie F3 fiir ,,Trace®, was
Ihnen einen groBen, blinkenden
Cursor bei 0.2 auf der x-Achse
liefert.

Driicken Sie einmal [rechts], um
einen Iterationsschritt in dieser

oW rev I F3 TN Tov Y. FEv 77 '
v f==[Zoon|TraceReGraphjMath|Draul~ V4
i

Darstellung durchzufithren.
Am unteren Rand sehen Sie wieder  nc:2,
die Werte fiir den Cursor dargestellt. XCi.2 __ uct. 456\

MAIN RAD AUTD SEQ

———

Der erste Schritt der Iteration besteht darin, daB mit dem Startwert der Funktionswert
gebildet wird. Dieser Wert soll Eingangszahl fiir die nichste Funktionswertbildung sein.
Dazu muf} der Wert, der auf der senkrechten y - Achse abgelesen werden kann, auf die
waagerechte x - Achse tibertragen werden. Ein eleganter Weg fiihrt tiber die Hilfskinie y
= X. Geht man vom Kurvenpunkt waagerecht bis zur Geraden zu y = x, gelangt man zu
einem Punkt, dessen x - Koordinate mit der y - Koordinate iibereinstimmt. Von hier aus
wird erneut der Funktionswert gebildet.
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i i hrmals 1WOY_Fz T3 Y F Th ?
Drl.lcken Sie n.le . [rechts], um ivf-—iZogniTraceiReGraphiNatThiDravuiv / l |
weitere Iterationsschritte durchzu- 1
fiihren.

NCi7,
xci./Br4918 gct . r6r45181
MAIN RAD AUTH St

Das letzte Beispiel zeigt in der grafischen Darstellung das Verhalten der Iteration bei
einem Zweierzyklus. Der Cursor liuft auf einem Quadrat (bei gleicher Achseneinteilung)
um den Schnittpunkt mit der Hilfsgeraden zu y = x.

Aufgabe: Ldsung:

Verfolgen Sie den Iterationspfad fiir ,

die Iteration mit fx) = x - 0.9 und - £2]Z00m TracelReGraphlMath|Draule ¢
dem Startwert 0.7. Wihlen Sie den 2
Bereich -2 bis +2 fiir x und -1 bis +2
fiir y. Stellen Sie auf beiden Achsen
denselben MafBstab her. Verfolgen
Sie den Iterationspfad bis zum 22.
Schritt.

nci2z,
xc? -. 1134313 . —~ycd -. 1134313
(HAIN RAD AUTH SEQ
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Kapitel 5
Fixpunkte berechnen und untersuchen

Die Fixpunkte einer Iteration spielen fiir Erklirungen zum Iterationsverhalten eine
wesentliche Rolle. Zum einen sind sie als Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit der
Hilfsgeraden zu y = x in der Darstellung der Iterationspfade markante Punkte, zum
anderen sind sie der Schliissel zu Antworten bei den ,,Warumfragen* zum Verhalten der
Iteration (z.B. in Abhiingigkeit vom Parameter a bzw. c).

Fixpunkte der Iteration sind iiber die Gleichung f{x) = x definiert. Auf diese Gleichung
kommt man einerseits von der grafischen Betrachtung, wenn man die Schnittpunkte des
Funktionsgraphen mit der Geraden zu y = x berechnen will, andererseits von der
analytischen Uberlegung, welcher Wert sich bei der Iteration nicht veriindert.

Das letzte Beispiel aus Kapitel 4 war die Iteration mit f{x) = 3.1x(1-x), dazu werden wir
als erstes mit dem TI - 92 die Fixpunkte berechnen.

. . PP . Fiw - Fyv F& F&
Tippen Sie ,solve (. liber die iviaiﬁlgebr‘aiCaslciOtheriPrgnIOiClear a-z.. I

Tastatur oder wihlen Sie den Befehl
mit F2 1. Tippen Sie dann den
Funktionsterm und vervollstindigen
Sie die Gleichung. Nach der
Gleichung erwartet dieser Befehl
noch die Variable, nach der die = 50109(3- 1 x(l - x) =x, x)

Gleichung gelost werden soll, hier TER] ( = .??41934339 or x=0
also x. SchlieBen Sie die Klammer ‘
und driicken Sie ENTER. MAIN KAD AUTD sEq 1730
Sie erhalten beide Losungen der qua-

dratischen Gleichung als Niherungs-
zahl.

Der uns interessierende Fixpunkt ist in diesem Fall also etwa (0,6774 / 0,6774). (Die
Funktionen der Schar f{x) = ax(1 - x) haben fiir jedes a (0/0) als Fixpunkt, der jedoch
vollkommen uninteressant ist, daher werden wir ihn meistens ,,vergessen®.)

Eine ganz wesentliche Eigenschaft fiir das Iterationsverhalten ist die Steigung des
Funktionsgraphen in den jeweiligen Fixpunkten. Auf eine genauere Analyse wollen wir
hier verzichten, sondern wir betrachten lediglich die Ergebnisse auf anschauliche Weise:

v f-— oon Trace ReGraph Math Draw - / - g— Zoon Trace ReGraph Math Dr;w -

yd
d
BAD AUTE SEQ AD_AUTD St
Ist die Steigung zwischen 0 und 1, so Ist die Stelgung groBer als 1, so lduft der
liuft der Iterationspfad treppenformig Iterationspfad treppenfSrmig vom Fix-

auf den Fixpunkt zu. punkt weg.
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v §=|z0om|Trace|ReGraph|Math|Drawv - #=2[zoom|Trace|ReGraphMath|Drau]v
N N
| MAIN RAD AUTD SEQ MAIN KAD AUTD SEQ
Ist die Steigung zwischen -1 und 0, so ~ Ist die Steigung kleiner als -1, so liuft
lauft der Iterationspfad spiralfSrmig auf der Iterationspfad spiralfSrmig vom Fix-
den Fixpunkt zu. punkt weg.

Die Bilder zeigen die Graphen linearer Funktionen, bei denen dieses charakteristische
Verhalten ,,liberall“ zutrifft, wihrend bei nichtlinearen Funktionen diese Eigenschaft nur
in einer Umgebung des Fixpunktes gilt. Ein Fixpunkt, der auf den Iterationspfad
anziehend wirkt, bei dem also die Steigung des Funktionsgraphen zwischen -1 und +1
liegt, heien Attraktor, flir den abstoBenden Fall Repeller.

Kehren wir zur Iteration mit x) = ax(1-x) zuriick. Aus den vorangehenden Beispielen
konnten wir sehen, daB fiir bestimmte Werte des Parameters a die Iteration gegen einen
Wert konvergiert, fiir a = 3.1 geschah das aber nicht. Wihrend vorher der interessante
Fixpunkt attraktiv war und die Iteration gegen diesen konvergierte, gibt es fiir a = 3.1
offenbar keine attraktiven Fixpunkte mehr. Wie der Parameter a den Verlauf einer
Iteration beeinflufit, wird das tibergeordnete Thema der folgenden Kapitel sein. Dabei
beschrinken wir a auf das Intervall von 1 bis 4, auBerhalb dieses Bereiches ergeben sich
prinzipiell andere Fragestellungen.

Unser erstes Problem lautet:

Fiir welche Werte des Parameters a hat die Iteration mit f{x) = ax(1-x) wenigstens einen
Attraktor?

Der Lésungsweg zerlegt sich in 4 Schritte:

1) Wir bestimmen die x - Koordinaten der Fixpunkte

2) Wir berechnen die erste Ableitung der Funktion

3) Wir berechnen den Wert der ersten Ableitung an den Fixstellen

4) Wir bestimmen fiir a das Intervall, bei dem die in 3) berechnete Steigung dem Betrage
nach kleiner als 1 ist.

Bevor wir uns jedoch an die Losung dieser 4 Aufgaben machen kdnnen, muB der
Rechner (wieder einmal) passend vorbereitet werden:

Zur Zeit hat a noch einen konkreten Wert (3,1). Um in den nachfolgenden Rechnungen
als Parameter behandelt zu werden, muB a als Variable geloscht werden.
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ﬁuv’ 7ﬁ'sv “fav T=_Trs F
.‘@ Algebral|CalclOther|Praml0 Clear‘ a=z..

TErnere

Tippen Sie a und ENTER, rechts
erscheint der aktuelle Wert von a.

Tippen Sie nun ,DelVar “ oder
wihlen Sie F4 4. Tippen Sie a,

dann ENTER. Die Variable a ist nun "a 3.1
geloscht. #DelVar a Done,
Davon kénnen Sie sich iiberzeugen, "3 a
‘Ev;r;.nEs lgrir;gl::memmal a tippen und MATN BAD_AUTO FEG_ 3730

Eine weitere Vorbereitung betrifft die Benutzmg von Funktionen. Fiir die
nachfolgenden Schritte wollen wir diese auf die iibliche, nicht iterative Weise benutzen,
um z.B. Funktionswerte bilden zu kénnen.

Driicken Sie MODE und driicken Sie
gleich fiir den ersten Punkt ,,Graph*
[rechts]. In dem aufklappenden
Menii wihlen Sie ,,1 : FUNCTION«

Driicken Sie ENTER ENTER, um die
Auswahl zu bestitigen und das
Dialogfenster zu verlassen. _AR+

Enter—SHUE
IE*‘ ——
|MamN &AD AUTDO 3EQ_ 3730

Graphllll..ll'lll.
Current Folder.... L PARAN
isplay Digits.e..
n ellll. [ N ]
Exgonent1ai ﬁ9rnat
\-I ﬂ“m* p
= ubn ﬂ&"uﬁld'-é

{or Format..

400 Daadinn

Nun kénnen wir die Funktion im Funktionseditor eingeben. In diesem Funktionsmodus
stehen uns die Funktionen y1 bis y99 zur Verfiigung, die Funktionen ul bis u99 aus dem
-SEQUENCE“-Modus sind davon vollkommen unabhéngig.

F&v

) . o —= =
Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=" und L ERiL]~ [AT1[stat el o . . .

geben Sie unter yl den aPLOTS
Funktionsterm ,,a*x*(1-x)* ein  |"¥3=8"%" (1-x)
und bestdtigen Sie die Eingabe mit uif
ENTER. g5=

Tippen Sie [KARO]Q fir ,HOME“ 9
um Zum Arbeitsbildschirm yg=
zuriickzukehren. yio=
g2 {x)=

MAIN RAD AUTO

)
=
al

P

Der Rechner ist nun fiir unseren Losungsweg vorbereitet.
Als erstes wollen wir die Fixpunkte ausrechnen, also die Losungen der Gleichung

yl(x) =x.
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mit F2 1.
ENTER. Rechts

Gleichung.
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i i “ 0 i v f3v |_ Fuv FS F

%\I;f:t?lr E:izr ”V:ﬁcl)ﬂ]e\llles(ie d::eéefgﬁ i ol atbralcole ot herPran Ol ear: az.. |
Tippen Sie dann "a 3.1
SY1(X)=x,x)* und driicken Sie ®DelVar a : Done
erscheinen die "a a1 a
beiden Losungen der quadratischen = solve(yl(x) = x, x} X==72= or x=0
a1 -a-i*xl a;l‘

Die interessante Lésung —— soll w

a MalN %AD AUTO FUNC 5730

fir die weitere Verwendung
gespeichert werden. Tippen Sie
»(2-1)/a[ST0>]1x1* und driic-
ken Sie ENTER fiir die Eingabe.

Als niichstes benttigen wir von der Funktion die erste Ableitung, die in y2 gespeichert

werden soll.

Driicken Sie F3 und wihlen Sie den
Befehl Sd(differentiate*
Tippen Sie dann ,yl1(x),x)* und
driicken Sie ENTER. Im rechten Teil
des Bildschirms wird die erste
Ableitung angezeigt. Diese soll nun
unter y2 abgespeichert werden.
Loschen Sie mit CLEAR die
Eingabezeile. Driicken Sie [rauf] und
dann ENTER, wodurch das letzte
Ergebnis in die Eingabezeile kopiert
wird. Ergénzen Sie nun
»OT0>y2(x)“ und driicken Sie
wieder ENTER.

e e A AL T

‘:fﬁ [a15ebralcalc otherPraniolclear: a-zj]
a a

8 50lve(yl(x) =x,x) = a-1 or x=0
a-1 a-1

= =

'-f;(ui(x)) ~a-(2-x-1)

8 -a-(2-x=-1)2y2(x) Done:

.*(2.*'x—1 >392 (XD —

MAIN kAD AUTD FUNC ?/30

Jetzt berechnen wir die Steigung im Fixpunkt, dessen x-Koordinate in x1 gespeichert ist.

Tippen Sie ,,y2(x1)“ und geben
Sie es mit ENTER ein. Das Ergebnis
wird durch das ausgeklammerte
Minuszeichen  etwas  uniiblich
angezeigt. Loschen Sie mit CLEAR
die Eingabezeile, driicken Sie F2
und wihlen Sie ,,3:expand (“. Nun
driicken Sie [rauf] und ENTER, um
das letzte Ergebnis in die Eingabe-
zeile zu kopieren. Nach ENTER
erhalten Sie das ausgeklammerte
Ergebnis.

O A citralc i ot herJPram IO Lear: a-z.. I
. a; 1 > x1 a; 1
(w10 -a-(2-x-1)]
B -a(2:x=-1)+y2(x) Done
® y2(x1) -(a-2)
s expand( -(a - 2)) ~a+2
expand{( (a—-2>>

MAIN KAD AUTO —FUNC 9730
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Wir haben bisher berechnet, daB der interessante Fixpunkt bei x = éi-l liegt und dort

die Steigung -a + 2 ist. Im letzten Schritt miissen wir nun berechnen, fiir welche Werte
diese zwischen -1 und 1 liegt. Da der Rechner oft mit dem L&sen von
Betragsgleichungen {iberfordert ist, spalten wir das Problem selbst in die beiden Teil -
Ungleichungen auf und 16sen sie getrennt.

Tippen Sie ,solve(“ iber die [;1:'_'!)1 rzy I Fiw ] Fuv l 10| F§__
Tastatur oder wahlen Sie den Befehl id— AlgebrajCalc|Other|Prgml0jClear a z]
mit F2 1. Tippen Sie dann " = (91(x)) ~ar(2-x-1)
»-a+2<1,a)“ und driicken Sie " -a(2-x- 1)+ y2(50) Done
ENTER. Rechts erscheint die Losung . y2(x1) (a-2)
a>1. s expand( -(a - 2)) ~a+2
Losen Sie analog die Ungleichung - ssolve(-a+2<1,a) a>l
a+2 > -1, die Losung ist a < 3. msolve{-a+2> -1, 3) a3

_

MAIN EAD AUTO “FUNC 11730

Wir haben also insgesamt gefunden, daB fir a zwischen 1 und 3 die Steigung im
Fixpunkt zwischen -1 und 1 liegt, der Fixpunkt somit attraktiv ist. Dieses Ergebnis
wollen wir uns auch grafisch klar machen, indem wir uns einige Funktionsgraphen aus
der Schar f{x) = ax(1-x) anzeigen lassen. Wir werden fiir a 0,8 , 1,3 , 2,5 und 3,3
wihlen.

Fiir a = 0,8 erhalten wir einen Graph, dessen Fixpunkt nicht die gewtinschte Eigenschaft
hat, mit a = 1,3 und 2,5 liegen wir im Bereich fiir einen attraktiven Fixpunkt und a = 3,3
liefert dann wieder einen Graph, bei dem der Fixpunkt kein Attraktor ist. Um mehrere
Kurven einer Kurvenschar zu erhalten, mu8 man dem Scharparameter eine Liste mit den
gewiinschten Werten zuweisen.

Tippen Sie v:a lgF;Bra Cra31'c o{ﬂlsr PrrgsnIO Clear’:‘ a-z..
{0.8,1.3,2.5,3.3}ST0>a« B g (2-x-1)+y2(x) Done
» PReTa by " y2(x1) (a-2)
. . s expand( -(a - 2)) ~a+2
und driicken Sie ENTER. . solue(-a+2<1,a a> i
ssolve(-a+2>-1,a) a3
s{.8 1.3 2.5 3.3}=>a .
{.8 1.3 2.5 3.3
{0.8.1.3.2.5,3.3>>a
MAIN EAD AUTO FUNC 312730

Durch diese Zuweisung ist a keine freie Variable mehr, sondern eine Liste.

Vor dem Anzeigen der Grafik miissen wir zuniichst die {iblichen Vorbereitungen treffen:
Wir miissen sicherstellen, da die richtigen Funktionen aktiv sind und daB das Fenster
passend gewihlt ist.
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Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=" und
stellen Sie sicher, daf die Funktionen
yl und y3 mit einem Hikchen
markiert sind (Taste F4).

Tippen  Sie [KAROJE fur
»WINDOW* und priifen Sie, ob die
rechts dargestellten Werte eingestellt
sind. Gehen Sie ggf. mit [runter] in
die entsprechende Zeile und
korrigieren Sie den Wert.

Driicken Sie F2 firr ,,Zoom* und

wihlen Sie aus dem Meni
»2:ZoomSqr“.  Dricken Sie
ENTER fiir die Eingabe.

Der Rechner wechselt direkt auf die
Grafikseite und zeichnet die vier
Funktionen der Schar zusammen mit
der Geraden zu y = x.

Der Zeichnung kann man entnehmen,
daB die unterste Kurve fiir a = 0.8
keinen Schnittpunkt mit der Geraden
zZu y = X im ersten Quadranten hat
und die oberste Kurve (a = 3.3) im
Schnittpunkt mit der Geraden zu y =
x wohl zu steil verliuft.

Aufgabe:

Untersuchen Sie in analoger Weise
die Schar f{x) = x2 + ¢ und finden
Sie den Parameterbereich, in dem die

Funktionen einen attraktiven
Fixpunkt besitzen.

1 Few F3 [£] FSw K]
e omledit] v [Alllstulels ...

aPLOTS
vyl=a-x-(1 - x)
y2=-a-(2-x - 1)

[MAIN —_KAD AUTO FUNC

MAIN RAD AUTD FUNC

1 Few Y_F3 Y FS Fav [F?
- ;—‘-] Zoom|Trace|Rebraph Matrh Draw|~

‘ N
AN __kAD AUTD TUNC
Losung: .

Fiir Werte ¢ zwischen +0,25 und -0,75 besitzen

die Funktionen der Schar f(x) = x2 + ¢ einen
attraktiven Fixpunkt.
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Kapitel 6
Zweierzyklen

Unsere Iterationsuntersuchungen in den vorhergehenden Kapiteln haben gezeigt, daB8 in
der Schar f{x) = ax(1-x) die Funktionen einen attraktiven Fixpunkt besitzen, wenn a
Werte von 1 bis 3 annimmt. Fiir a > 3 ist der Fixpunkt im ersten Quadranten nicht mehr
attraktiv und die Iteration lduft dann (zunichst) in einen Zweierzyklus.

Im Kapitel 5 finden wir bereits die Begriindung dafiir, daB der Fixpunkt im ersten

Quadranten fiir a > 3 repulsiv ist. Die Steigung der Kurve ist in diesem Punkt -a + 2,

was flir a > 3 einen Wert gréfer als 1 ergibt. Fur die weitere Untersuchung bleiben aber

noch weitere Fragen:

- Warum ergeben sich fiir Parameterwerte von a > 3 Zweierzyklen und nicht andere?

- Ist auch hier das langfristige Verhalten der Iteration im wesentlichen vom Startwert
unabhiingig, ist also der Zweierzyklus ebenfalls attraktiv und was genau kann diese
Eigenschaft heien?

- In welchen Intervall fiir a treten diese attraktiven Zweierzyklen auf?

Zur Wiederholung und weil es ohne groen Aufwand méglich ist, iterieren wir zunschst
eine Funktion, die in einen Zweierzyklus liuft.

Eiﬁ’}r)?a.Sie O.ée;i;lnund g?ci(:ken Sie iv‘ﬁiﬁlgéBraiCFagfciOtfP‘;riPr‘gnIOlClearE‘ a-z]

nun
»3. 2*¥ANS*(1-ANS)“ein.

= ,2 2
£3.2-,2:(1-.2) .512
3.2*%ansC{1D>*(1-ans{1))
MAIN KAD AUTO FUNC 2/30
Durch fortlaufende.s Dr.iicken von c; fc r~g nI l
ENTER erhalten Sie weitere Werte 22« D12553055
der Iteration. . ?994688@348
Sie sehen sehr schnell den  |®3+2-.79946880348006-(1 - . 799468803480C)
Zweierzyklus, die Iterationswerte - 513018994373
. 83,2-.51301899437511-(1 - . 5130189943751y
pendeln zwischen 0.5130... und . 799457618514
0.799%4.... " 3.2-.7994576185135-(1 - . 7994576185135)
513040431086
'3.2*ans(1)*(1~an9(1))
MAIN RAD AUTD FUNC B/30

Wir wollen nun erkliiren, warum die Iteration in einen Zweierzyklus liuft und was es
heiBt, daB ein Zweierzyklus attraktiv ist.

Ein Zweierzyklus bedeutet, daB man nach zweimaligen Iterieren wieder denselben Wert
erhiilt. Heit unsere Grundfunktion f, so suchen wir also die Losungen der Gleichung
fifx)) = x. Man kann diese Gleichung so interpretieren, dal man zu einer neuen
Funktion den Fixpunkt sucht, diese Funktion ist die zweimalige Verkettung von £.

In diesem Zusammenhang wollen wir diese Verkettung f{f(x)) die zweite Iterierte von f
nennen.
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Diese zweite Iterierte von f werden wir nun untersuchen. Dazu geben wir sie zuniichst
als Funktion im Funktionseditor ein (wenn Sie alle vorherigen Beispiele eingegeben
haben, ist y4 die nichste freie Position).
Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=" und
gehen Sie mit dem Cursor nach ‘.n{ns (1-%)
unten in die Zeile fiir y4. Tippen Sie gl=arx i = x
»Y1(y1(x))*“ ein (vorausgesetzt, g§= a(2:x-1)
yl ist als die Grundfunktion "9441(91&))
definiert). Bestétigen Sie die Eingabe 96:
mit ENTER. Achten Sie auch darauf, .‘;'E;
daf} die Hilfsachse y = x definiert und i

aktiviert ist (hier als y3, F4 setzt das  [#2S%= —
Hékchen) AL K80 AUTO FONC

Im ersten Schritt wollen wir den Funktionsgraph der zweiten Iterierten anschauen. Da
die Funktion zur Zeit noch mit allgemeinem a definiert ist, miissen wir zunéchst a einen
Wert geben.

Kehren Sie mit [KAROJQ fur [FIMOE Tor Vmy e X o o oz, JI
_HOME- auf den £—|AlgebrajCalc|Other Pr-gnm. nl”e e
Ausgangsbildschirm  zurtick und " 3,2-.79946880348006-(1 - « 799468803480C)
geben Sie hier 3.2 STO0> a . 513018994375
ENTER ein. ®3,.2-.51301899437511 (1 - .5130189943751p
. 799457618514
®3,2-.7994576185135-(1 - . 7994576185135)
« 913040431086
"3.23a 3.2
i
AIN RAD_AUTD FUNC 8730

Nun erfolgt der stets notwendige Vorbereitungsschritt, das Koordinatensystem
einzurichten.

Tippen  Sie [KAROJE fiir
»~WINDOW" und geben Sie die
nebenstehenden Werte fiir das
Koordinatensystem ein.

yscl=,1
xres=2,

[MATN RAD_AUTO FUNC
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Mit [KARO]R fiir ,,GRAPH* wird
der Funktionsgraph und die Gerade
Zu y = X gezeichnet.

iv!-—iZoomiTraceiReGraphiMathiDrawiv / I l

e

MalN KAD AUYO FUNC

Der uns interessierende Bereich um die Schnittpunkte des Graphen mit der Hilfslinie ist

zu klein und daher zu undeutlich. Wir wollen diesen Bereich ver:

Wihlen Sie mit F2 das Zoom -
Menii und hier gleich den ersten
Punkt ,1:ZoomBox* indem Sie
einfach ENTER driicken.

Sie erhalten einen Cursor mit dem
Sie einen Rahmen fiir die
VergroBerung aufziehen kdnnen.
Bewegen Sie mit den Cursortasten
den Cursor in die gewlinschte linke,
untere Ecke des gewiinschten
Rahmens. (Sie sehen die
Koordinaten des Cursors im unteren
Bereich des Bildes.) Wenn Sie die
richtige Lage fiir die Ecke gefunden
haben, driicken Sie ENTER.

Tip: In Kombination mit 2nd
bewegen Sie den Cursor um 10
Pixel.

Bewegen Sie nun den Cursor nach
rechts oben. Sie sehen, wie Sie einen
Rahmen aufzichen. Wenn dieser die
gewiinschte GroBe hat, driicken Sie
wieder ENTER.

ordBert darstellen.

ZoonOut
ZoombDec
ocomSqr
ZoomStd
Zoomlrig
ZoomInt
ZoomData
ZoomFit

OUJ:D&DCO‘\IU\UIAM

emory L4
‘ SetFactors... —
[FAIN _EAD AUTD FUNC

Fx TFZvT T3 ’T T Trﬁsv & Y17 =T 7
v a Zoom{Trace|ReGraphiMath|Drawj« /

4

_1st. Corner?
"xci -. 01764 UCt . 48029020
[MAIN _RAD_AUTO FUN

F TT= T=ﬁ=ﬁﬁv i
v fm[Zoom|Trace|ReGraphiMath D:‘au -

_2nd Corner?
"xc ! . 9823529 294118
[MAIN RAD ALTD

|
H=|
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VEVEINE

Sv Y Fav YF?

1 i Few Y f3 & F
Der Grap h wird sofort in dem vﬁ{-E Zoom|Trace|RebraphiMath|Drav|e

Ausschnitt vergrofiert dargestellt.

MaIN KAD AUTO FUNC

Sie k6nnen nun sehr schén sehen, daf die zweite Iterierte fiir a = 3,2 auBler dem
uninteressanten Fixpunkt bei x = 0 drei weitere Fixpunkte besitzt, wovon zwei ganz
offensichtlich attraktiv sind, wihrend der mittlere repulsiv ist. Die beiden attraktiven
Fixpunkte charakterisieren gerade den Zweierzyklus der Grundfunktion, ihre
Attraktivitdt ist genau das, was die Attraktivitit des Zweierzyklus ausmacht: Eine
Iteration l4uft auf einen der beiden Fixpunkte zu, wenn die Iteration ,.in der Nahe“
gestartet wird.

Diese am Beispiel a = 3,2 aufgezeigte Situation wollen wir nun allgemein analytisch

untersuchen. Die Untersuchung umfaBt dieselben Punkte wie die des Fixpunktes der

Grundfunktion:

1) Wir bestimmen die x - Koordinaten der Fixpunkte

2) Wir berechnen die erste Ableitung der zweiten Iterierten

3) Wir berechnen den Wert der ersten Ableitung an den Fixstellen

4) Wir bestimmen fiir a das Intervall, bei dem die in 3) berechneten Steigungen dem
Betrage nach kleiner als 1 sind.

Um die Untersuchung allgemein durchzufithren, miissen wir zuniichst daflir sorgen, dafi
der Parameter a wieder ohne festen Wert ist.

Driicken Sie F6 und bestitigen Sie Fiw”fnvﬁmzv Fuv Y FS Fé
. X v g=lAlgebrajCalc|OtherPrgml0[Clear a-z..
das Dialogfenster mit ENTER. 7T

Clear l-character variables

a=-z in current folder?

53.2%+a

"3z ESCSCARCED [ 1ok

MAIN KAD AUTO _ FUNC 3730

Im ersten Schritt wollen wir die Fixpunkte der zweiten Iterierten berechnen. Aufgrund
unserer indirekten Definition von y4 k6nnen wir die Rechnung nicht mit der Variablen x
durchfiihren, sondern miissen auf eine andere ausweichen, wir wéhlen u.
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Tippen Sie ,y4(u)* ENTER. Der
Rechner zeigt den Funktionsterm der
zweiten Iterierten.

Tev F3v Y F4v 3 s
v’.!-— AlgebralCalc|Other|Praml0iClear a-z..

® y4(u) 'az-u-(u-1)-[a-u2—a-u+1]|

R

KAD AUTD FUNC 1730

Wir konnen schon absehen, daB unsere Gleichung f{fu))= u zur Bestimmung der
Fixpunkte die uns nicht weiter interessierende L&sung u = 0 liefern wird. Also teilen wir

die Gleichung durch u.

Tippen Sie ,,(y4(u)=u)/u“
ENTER. Sie erhalten die gekiirzte
Gleichung im rechten Bildschirmteil

angezeigt.

Tf—*_—_(_—T_—TBv v Y\ Fav FS T’ F6
vxa Fllgrébra Craslc Ot,lzer PragmI0QiClear a-z...]

" y4(u) 'az-u-(u-l)-[a-uz-a-u+ 1]
-———'='4(":l)=u -az-(U-l)'[a-uz-a-u+1]=1
‘mn_u KAD AUTO FONC 2730

Die zu l6sende Gleichung ist ein Polynom 3. Grades, das vom TI - 92 noch exakt gelost

werden kann.

Tippen Sie ,solve(“ iiber die
Tastatur oder wihlen Sie den Befehl
mit F2 1. Die zu 16sende Gleichung
miissen Sie nun nicht abtippen,
sondern kénnen sie aus der Anzeige
kopieren:

Driicken Sie [rauf], wodurch die
Gleichung invertiert wird, und dann
ENTER. Die Gleichung wird hinter
,Solve(“ in die Eingabezeile
kopiert. Tippen Sie nun ,,, u)“, um
die Variable anzugeben, nach der
gelost werden soll. Starten Sie die
Berechnung mit ENTER.

[Fx " T==rzv==T Fiv T=r'1v T=r=s T T8 jl
- ;-E AlgebralCalciOther|PrgmiDiClear a-z..

% g4(uw) 'az-u-(u-l)-[a-uz-a-u+1]
lﬁgg—‘{g 'az-(u-l)-[a-uz-a-u+1]=1

Isolve(*az-(u—1)-(a-u2-a-u+1]=1,u]
_Ja=-3-Ja+1  a+1 _-Ja=-3-la-
us= Z-a t3a O uT 23

"2’*(u—1)*(a*u"2—a*u+1)=1,u)

MAIN RAD AUTD FUNC 3/30

Der Rechner liefert uns nach einer Weile die drei Lésungen in einer Zeile, d.h. in einem
Ausdruck. Fiir die weitere Verarbeitung wollen wir nun eine Lsungen isolieren.
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Driicken Sie [rauf], wodurch das
Ergebnis markiert wird und driicken
Sie ENTER. Das Ergebnis der letzten

Rechnung steht nun in der
Eingabezeile und kann editiert
werden.

Springen Sie mit [2nd] [links] an den
Anfang der Eingabezeile. Mit
[KARO] <- [KARO] <- 15schen
Sie die ersten beiden Zeichen, dann
gehen Sie mit der Einfligemarke an
das Ende der ersten Losung. Hier
driicken Sie CLEAR, wodurch alles
rechts der Einfligemarke gel6scht
wird. Erginzen Sie nun STO>,ur<,
wodurch die erste Losung der
Gleichung in der Variablen ur
gespeichert ist.

Driicken Sie  [rauf][rauf]{rauf],
wodurch wieder die Losung der
Fixpunktgleichung markiert wird.
Kopieren Sie diese mit ENTER
wieder in die Eingabezeile.

Isolieren Sie durch entsprechendes
Loschen die mittlere Losung und
speichern Sie sie in ul

Fow 2 3 73 |
v ilalgebralCalc otherPramiolclear a-z..

'solue( 'a2°(u- 1)-[a-u2-a-u+ 1]= 1,u]
_Ja-S-Ja-l-i a+1 ‘Ja—3-Ia—-’
- 2-a

2-a
¥ 'la"' a2+a1+ur‘
{a —3-Ja+1 +2? + 12

L ¥JCar1 )/ (2*a0+ (a+1 d/C2%a)ur
MAIN FUNC_4/30

or u=

a+l
2-a

. a+l

+ >

[a-3-{a+1 + 1
2-a 2-a

+1/2

J(a+1)/(2*a)+(a+1)/(2*a)%ul

KAD AUTD FUNC 5730

Die dritte Losung der Fixpunktgleichung ist 1——1-, was wir im vorhergehenden Kapitel
a

als Fixpunkt der Grundfunktion berechnet haben. Dieser Fixpunkt ist natiirlich auch
Fixpunkt der zweiten Iterierten, fiir a > 3 allerdings ein repulsiver Fixpunkt. In der
grafischen Darstellung war es gerade der mittlere Fixpunkt. Da wir diese Lésung nicht
weiter untersuchen werden, speichern wir sie auch nicht extra ab.

Der zweite Losungsschritt ist, die Ableitung der zweiten Iterierten zu berechnen und als
weitere Funktion zu speichern. Wegen der indirekten Definition der zweiten Iterierten in
y4 miissen wir ein paar lehrreiche Tricks einbauen.

Widhlen Sie mit F3 1 den
Differentiationsoperator und tippen
Sie ,y4(u),u)«. Mit ENTER
erhalten Sie die erste Ableitung in
der Variablen u. Fiir die Definition
einer Funktion muB jedoch der Term
in der Variablen x geschrieben sein.
Dieses Umschreiben erreichen Sie
folgendermafien:

1 fev  Y.rov \. Ffiv Y. F T |
v f~|AlgebrajCalciOther|Pranl0jClear a-z..

£ (yacw)
'az-(z-u— 1)-[2-a-u2-2-a-u+ 1]
0 -a2.(2.u-1)(2.a.u2-2-2-u+ 1]|u=x
-a2.(2-x-1)-{2-a-x2-2-a-x+ 1)

2% —1D0#(2xawn"2-2xavu+1dlu=x
RAD AUTD
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Driicken Sie [rauf] und ENTER,
wodurch das letzte Ergebnis in die
Eingabezeile kopiert wird. Ergénzen
Sie 2nd K,,u=x“ und driicken Sie
ENTER.

(2nd K ist der groBe, senkrechten
Strich fiir eine Bedingung.)

Diesen von u in x umgeschriecbenen Funktionsterm kénnen wir nun einer

Funktionsvariablen zuweisen.

Driicken Sie [rauf] und ENTER,
wodurch das letzte Ergebnis wieder
in die Eingabezeile kopiert wird.
Erginzen Sie ST0>,y5% und
driicken Sie ENTER, wodurch nun
die Funktion yS die Ableitung der
zweiten Iterierten speichert.

F {
PrgmIO[Clear a-z.. |

qusT
'az-(2-u-1)-[2-a-u2-2-a-u+ 1]
. 'a2-(2'u-1)-[2-a-u2—2-a-u+1]|u=x
'az-(2-x—1)-[2-a-x2-2-a-x+1]

s -a2-(2-x- 1)-[2-a-x2 -2-a-x+ 1]+95(x)
Donel

—1 DH(2H A 22 #a*x+1DIyL(x)
MAIN RAD AUTO FUNC 2/20

Im 3. Schritt wollen wir den Wert der Ableitung an den beiden Fixstellen berechnen, die
wir oben fiir untersuchenswert gehalten haben (Variablen ul und ur).

Tippen Sie,,y5(ul)“ ENTER.

1 2y Fir Y Fuv FS F&
< E2la1sebralcalclotherPranlolclear a-z.. |
-a2°(2-x- 1)-[2-a-x2 -2-a'x+ 1]

. ‘az-(2-x- 1)-[2'a-x2-2-a-x+ l]égs(x)
Done|

B y5(ul)
(F=3-571- 1) {E=3(a+ 1)32- 55
2

5l

KAC_AUTD FUNC 4730

Spitestens an dieser Stelle erkennt man, daB bei komplizierteren Termen der
Taschenrechner keine iibersichtliche Mitschrift ersetzen kann:

~Wa-3va+1-1)(Va-3@+1D* -Ja-3(a-)Ja+1+2)

y3(ul) =

2

Weiterhin sieht man, da man schon etwas Erfahrung, etwas mathematisches Gespiir
braucht, um in Zusammenarbeit mit dem Rechner in die richtige Richtung weiterarbeiten
zu konnen. Das Auftauchen der gleichen Wurzelterme in den beiden Faktoren des
Zghlers gibt uns die Hoffnung, daB durch Ausmultiplizieren der Term einfacher wird.
Diese Umformung lassen wir natiirlich den Rechner machen.
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T.lpp en. Sie ,expand(* f)der wahlen i-‘@ iﬁléégraicra;fc iOtm;r iPr‘ngnIOIClearE‘ a-z...]
Sie diesen Befehl mit F2 3. i 3
Kopieren Sie nun durch [rauf] (F=3-E7i-1){EF"3( +1) 2-55,
ENTER das letzte Ergebnis in die : 2
Eingabezeile, schlieBen Sie die E-3-fa+1- 1)-(Ja -3 (a+ 1)3’,
Klammer mit ,,)“ und driicken Sie * expand 2
ENTER. r—(a+1)32 a-fa- 3.la+1 LGSy
20— J(a 3)*(a— 1)*J(a+1)+2)/2)
Mﬂ N RAD_AUTD FUNC 5/30

Wieder ist eine iibersichtliche Mitschrift notwendig.
/
Ja—3@+)* ava-3Ja+1_ Ja-3Va+1
2 2 2

Auch hier sagt uns die Erfahrung, daB sich die vorderen Wurzelterme durch
Ausklammern tibersichtlicher gestalten lassen.

. . I I Fzw F3 Fyw FS F&
T.lppen. Sie ,,faktor( f)der wihlen i.‘@iﬁlgébf*aic‘a Tc iOther iPrngUIClear a-z.. ]

Sie diesen Befehl mit F2 2. n —
Kopieren Sie nun durch [rauf] ada- g'la *1 _Jda- Séla 1l 242.a44
ENTER das letzte Ergebnis in die 3,2
Eingabezeile, schlieBen Sie die | factor[ fa-3(a+1)”“-ala-3la+i-)
Klammer mit ,,)* und driicken Sie 2

-a*+2a+4

ENTER. [Ja-3-(a+1)3/2-a'la-3-la+I-Ja-3-‘)
3
Z2-JCa-3>%J{(a+1),2—-a"2+2*p+4)
MAIN EAD AUTD FUNC 5/30

Das Ergebnis enttduscht uns, ist es doch derselbe Term wie vor dem Ausklammern. Das
zeigt aber deutlich, daB wir mit einer Maschine (Programm) arbeiten und daB »expand(“
und ,faktor(“ entgegengesetzte Operationen sind.

Auch bei einem Computer - Algebra - System ist das planerische, richtungsgebende
Denken des Menschen immer noch gefordert, nur die Ausfilhrung der Schritte kénnen
an das CAS delegiert werden.

Konzentrieren wir uns auf die von uns beabsichtigte Umformung: in den ersten drei
Summanden soll ausgeklammert werden. Also beschrinken wir den umzuformenden
Term auch genau darauf!

Dricken S [ruf), wm die [N TE LT LT oE )
Markierung in das letzte Ergebnis zu °

bringen und driicken Sie CLEAR. -(Ja =3 Evi-1){E= 3'(8233/2 'Fb
Damit ist der letzte (Fehl-)Versuch 2

geldscht. EF-3-E+i-1) -[Ja -3 (a+ 1)3')
Tippen Sie ,,faktor (“ oder wihlen ® expand )

Sie diesen Befehl mit F2 2. Ja=3-(a+ 1)3’2 afa-s-a+1 J[a-3»
Kopieren Sie nun durch [rauf] _ zZ 2 A;;
ENTER das letzte Ergebnis (der [nf2—JCa-32¥I<at1)/2-a72t2xas4]

expand-Operation) in die
Eingabezeile.
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Driicken Sie [rechts], wodurch die
Einfligemarke an das Ende der
Eingabezeile kommt.

5 i it [<- i F1== T =rz=T=rsﬁn‘ FE T==Fi '_jl
Loschen Sie mit [<-] den hinteren - a FllgeBra Ca fc Ot.h;r Pragmi0iClear a-z..

Teil == A =
- a7 2+2*a+4“ schlieBen Sie die a3 (;+ 1) -ala g da+1l la 3:s

Klammer und driickennun ENTER.
Sie miissen schon sehr genau
hinsehen, um das (erfreuliche) F=3(a+l 372 E=3-5F1
Ergebnis zu erkennen: 0, d.h. die '*‘aCtO"‘[ = (; ) -222 g azly
Wurzelterme heben sich vollstéindig
auf.

F=3-(a+1)3? _a-fa-3-Ja+1 _Jfa-3»
2 2 P

L32*J(a+1>/2-JCa-3d)*JCa+1)/2)
MAIN BAD AUTO FUNC 7/30

Fassen wir das Ergebnis zusammen:

Im linken der beiden uns interessierenden Fixpunkte ist der Wert der Steigung -a2 +2a
+4.

Aufgabe: Losung:
Berechnen Sie in analoger Weise Das Ergebnis stimmt mit y5(ul) iiberein, ist also
y3(ur). -a2+2a+4.

Es bleibt der 4. Schritt unseres Losungsweges, nidmlich fiir a das Intervall zu bestimmen,
in dem die Steigung im fraglichen Fixpunkt dem Betrage nach kleiner als 1 ist.

Wie wir schon im Kapitel 5 gesehen haben, 148t sich die Betragsungleichung |-a2 +2a+
4| <1 nicht direkt mit dem Rechner I6sen, wir miissen sie in -1 < -a2 + 2a + 4 < 1
umformen und beide Ungleichungen getrennt 16sen.

1 - 1 Few F3w Fyw [13 [13
Geben Sie nsolve( i-i f-'—'iin1g§brai0a1ciOt,heriPrgnmlmear a-z.. |

ar2+2xa+4<l,a)“ en und
driicken Sie ENTER.

Das Ergebnis ist nicht die
gewlinschte Losung. Auch ein

Versuch mit 2
solve(-ar2+2*a+3<0,a)« “solve(-a®+2:2+4¢1,3) a(a-2)>3
fiihrt nicht zum Ziel. *solve(-a2+2-a+3<0,a) a-(a-2)>3
solve( a"2+2%5+3<0,.0)
MAIN %AD AUTD FUNC 2730

Auch hier ist wieder der Mensch mit mathematischen Kenntnissen gefordert, die
Grenzen des Rechners zu umschiffen.

Wir nehmen das vom Rechner gelieferte ,.Ergebnis* und formen es im Kopf in a(a-2)-
3>0 um. Diese Ungleichung LBt sich leicht 16sen, wenn die linke Seite in Linearfaktoren
zerlegt ist.
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Tippen Sie ,,factor (* oder wihlen
Sie diesen Befehl mit F2 2.
Kopieren Sie nun durch [rauf]
ENTER das letzte Ergebnis in die
Eingabezeile, 16schen Sie das ,>“
und ersetzen Sie es durch -
SchlieBen Sie die Klammer und

driicken Sie ENTER.

F F3v Y_Fuv TS
vii-— AlgebralCalcj0therPramlQ Clearfi a-z..

.ctor(a?*’(a—Z >—3>

nsolve(-a2+2.a+4<¢1,a) a(a-2)>3
wsolve(-a2+2.2+3¢0,a) a(a-2)>3
® factor(a-(a=-2)-3) (a-3)-(a+1)

MAIN RAD AUTD FUNC 3/30

Das Ergebnis liefert also die Ungleichung (a-3)(a+1) > 0, was auf a > 3 oder a <1 fiihrt.

Fiir die zweite Ungleichung sind wir schon etwas kliiger und gehen die Sache gleich
richtig an. Die Ungleichung -1 < -a2 + 2a + 4 formen wir um in -a2+2a+5>0und

lassen uns die linke Seite faktorisieren:
Geben Sie wfactor(-
a*r2+2xa+5,a)“ ein und driicken
Sie ENTER.

Vergessen Sie nicht das ,,a)“ am
Ende.

fev T3v Y Fav 33 7 |
vza Algebral|Calc|OtheriPragnl0iClear a-z..

a(a-2)>3
a(a-2)>3
(a=3)(a+1)

'solve(‘a2+2-a+4< l,a)

. solue( 'a2+2-a+3< G,a)

® factor(a-(a-2)-3)

u f‘actor{ -a2+ 2-a+ 5,a]
{a+{6-1)-(a-J6-1)

ctop( ~an2+2%3+5 ad

Al

N EAD AUTD FUNC 4730

Die Ungleichung —(a + J6- )Ya - J6 —1)>0ist erfiillt,wenn einer der Faktoren
negativ ist und der andere positiv. Das fiihrt auf:
[(@+vV6-1)>0und (a-+6—-1)<0] oder [(a++/6—-1) <0 und (a—v6-1)>0]

ga> —/6+1unda< \/g+l

Die Ungleichung |-a2 + 2a + 4| <1 ist also erfillt im Durchschnitt der beiden

Lodsungsmengen:

(a>3odera<1)und (-/6+1 <a< 6+1)
Fiir die endgiiltige Ldsungsmmenge miissen wir noch beachten, da wir unsere
Betrachtungen einschrinken auf 1 < a 2 4. Die Schnittmenge aller dieser Bedingungen

berechnen wir mit dem Rechner.
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Tippen Sie ,(a>3 or a<l) and (-
V(6)+1<a and a< V(6)+1) and (I<a
and a <4)“ und geben Sie den Term
mit ENTER ein.

Die Losungsmenge ist also
3<a<6+1

[F34 3w Fav F%
ivza iﬂlgebra iCalciOt.her iPrngOiClear a=z.. Il

"(a>3 or a<1) and -JE+1<a and a<JED

a<f6+1 and a>3

~d ("JbI+1<a and alJ{62+1) a..

RAD AUTO SE@ 1730

Die Iteration mit fx) = ax(1-x) ,a<l <4, besitzt attraktive Zweierzyklen,
wenn a Werte zwischen 3 und 6+ 1 = 3,4495 annimmt.

Aufgabe:
Berechnen Sie in analoger Weise fiir
fix) =x2 + ¢ den Parameterbereich,
in dem attraktive Zweierzyklen
auftreten.

Losung:
Die zweite Iterierte lautet: g(x) = x4 + 2cx2 +

c2+c
Die Fixpunkte der zweiten Iterierten sind:

5= (@D +D 5 = (GerD -
x3=—%(\/1—4c+l) X, =%(«/l-—4c—l)

Dabei sind x; und x2 die interessanten (da
neuen) Fixpunkte der zweiten Iterierten.

Die erste Ableitung ist : g'(x) = 4x3 + 4cx

Die erste Ableitung hat bei x] den Wert 4c + 4.
Die Fixpunkte bei x] und x2 sind attraktiv,

wenn ¢ zwischen —% und —-Z— liegt.
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Kapitel 7

Hohere Iterierte und Zyklen

a) Viererzyklen

Bevor wir weitergehen bzw. falls Sie hier in dieses Kapitel ,hineinspringen®, fassen wir
die in den vorhergehenden Kapiteln gewonnen Erkenntnisse noch einmal zusammen:

Die Funktionen der Schar f{x) = ax(1 - x) , 1 < a 2 4, besitzen auBler (0/0) einen
Fixpunkt bei x = a-1 . Die Steigung der Tangente in dem entsprechenden Punkt ist -a
a

+ 2. Daraus folgt, daB fiir a zwischen 1 und 3 dieser Fixpunkt attraktiv ist, fiir a
zwischen 3 und 4 ist dieser Fixpunkt repulsiv. Untersucht man die zweite Iterierte {f{x))
um Aussagen {iber Zweierzyklen zu bekommen, findet man: f{f{x)) besitzt neben den
beiden Fixpunkten der Grundfunktion fiir a> 3 zwei weitere Fixpunkte, die attraktiv
sind, wenn a zwischen 3 und 1 + J6 = 3,4495 liegt.

Nun haben wir also den Parameterbereich von a = 1 bis a = 1++/6 erforscht, der Bereich

von 1++/6 bis 4 ist noch ungekliirt.

Letzteren Bereich wollen wir in diesem Kapitel etwas niher untersuchen.

Die erste, naheliegende Frage ist, wie die Iteration verliuft, wenn der Parameter a ein
wenig oberhalb des bisher erforschten Bereiches liegt, sagen wir fiir a = 3,5. Wir wollen
uns den Iterationsverlauf als Zeitreihe grafisch anschauen, die erste 50 Iterationsschritte
soliten uns Klarheit verschaffen.

Zunichst miissen wir den Rechner in den richtigen Modus schalten.

Driicken Sie MODE. Der Cursor steht
hinter ,,Graph®, hier klappen Sie mit
[rechts] ein Menii heraus, aus dem

1 r I Sk —=r 73
- MODE
Fi Fe

Page l|Page 2

Gr‘aphl.llllllll..l
Current Folder....
st lay Digits....
elllll .l.llll
Exponentxai Format
Complex Format....
Uector Format.....
v Pretty Printcceees

—\_(Enter=SAVE

Sie ,4:SEQUENCE*  wihlen.
Driicken Sie ENTER ENTER, um die
Einstellung zu speichern und das
Dialogfenster zu verlassen.

RECTANGULAR+
ON~»

ESC=CANCED)

SEQ_ 0730

AN BEG AT

Nun muB} der Funktionsterm fiir die Grundfunktion eingegeben werden. Wenn Sie die
Ubungen der vorangegangenen Kapitel bearbeitet haben, ist dieser sicher noch
gespeichert, kontrollieren Sie dann zumindest den Term.

Driicken Sie [KAROJW fir ,Y=-

und geben Sie fiir die Funktion ul
den nebenstehenden Term ein.

i few F L4 - F?
I-i ﬂizéonisdiiti'3 iﬂ?iliSti;Ieiﬂxes...i |
aPLOTS
v ul=a-ul(n-1)-(1 - ui(n- 1))
uil=.2

i)
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Nun miissen wir sicherstellen, daB die Darstellung auch als Zeitreihe geschieht und nicht
als Iterationspfad.

Driicken Sie F7 und [rechts], um fiir oM FEY (F3. (T R £z
2 - Edit All|StulelA .o
den ersten Punkt ,,Axes :“ ein Menii .rf; ZoomEltl - £EEs
herauszuklappen. = Wihlen  Sie "u‘i‘i:“
,1: TIME“ und driicken Sie ENTER u2=l
ENTER, um die Einstellung zu ut,%;
speichern und das Dialogfenster zu uizss
verlassen. uig=
ug=
uig=s
uzind=
(AN DEG AUTE 3]

Die Funktion ul wurde mit dem (unbestimmten) Parameter a definiert, der fiir die
folgende Iteration den konkreten Wert 3,5 haben soll. Das kontrollieren wir und
korrigieren es gegebenenfalls.

. : 4 v v - H F&
Driicken Sie [KARO]Q fir ,, HOME i.‘ﬂia15§braic§.31ci0{ﬂer iPrEnIDlClear‘ a-z...]

und tippen Sie ,,a* ENTER, um den
aktuellen Wert von a abzufragen.

Im nebenstehenden Bildschirm ist a
undefiniert. Daher miissen Sie a den

Wert 3,5 zuweisen. "3 a
3,53 a 3.5
Tippen Sie 3.5 STO> a ENTER I I

Als letzter Schritt vor der grafischen Darstellung mu8 wieder das Koordinatensystem
passend eingerichtet werden.

Tippen Sie [KAROJE fir rom(Fey |
LWINDOW* und geben Sie die nnij:=1?on ]
nebenstehenden Werte fur das  [PTaXTP9:

Koordinatensystem ein. ;&gkg ep=1.
xmax=50.
Smine>. 05
max=1;65
yscl=.1

MaIN DEG AUTD

harg— e—

|
Im
e
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Mit [KARO]R fiir ,,GRAPH* wird Fev Y Fiv
. e . - Zoon|T Re@raph|MathlD v
der Iterationsverlauf als Zeitreihe {.— oom race serarmnima ray /
daIgeSteut. 2 g8 g8 g - L - - - [ - [ . a - - - ] . - .
Eﬂu DEG ALT0 SEQ

Die Punkte der grafischen Darstellung zeigen sehr schén, daBl fiir a = 3,5 ein
Viererzyklus vorliegt.

Aufgabe: Ldsung:

Fiir die Funktionenschar f{x) = x2 + vf—iZoomiTr‘aceiReGraphiMathiD:*‘;wiv V l I
¢ wissen wir, da8 fiir —-%<c<——j:

attraktive ZweierZYklen Vorliegen. - s . = . . " B s = . '
Untersuchen Sie daher einen Wert c, LI Y R U P S
der leicht unter —% liegt, zum

Beispiel -1,3. Stellen Sie dafiir die L R i T T R R
Zeitreihe fiir die ersten S0 Werte dar. FEIGENEM DEG AUTD SEQ

(Wiéhlen Sie fir ymin -1,5 und fiir

ymax +1,5)

Da wir fiir a = 3,5 einen Viererzyklus erhalten haben, ist der niichste Schritt, die vierte
Iterierte der Grundfunktion niiher zu untersuchen. Dazu wollen wir uns zunifichst den
Funktionsgraph anschauen.

Der Rechner muB also wieder in den normalen Funktionsmodus umgestellt werden.

Driicken Sie MODE. Der Cursor steht
hinter ,,Graph“, hier klappen Sie mit

[rechts] ein Menii heraus, aus dem graph. T L% FUNC T L i
Sie w1 FUNCTION« wihlen. D‘i'gr'fgt Egglgg: 2ot = """

Driicken Sie ENTER ENTER, um Eﬂgoﬁéﬁii;i e .
die Einstellung zu speichern und das Com lex Fornat. ces

Dialogfenster zu verlassen. I+ Pretiy PRing:sor:  BR3IAHGULARS
Enter=5AvE )
|MAIN DEG AUTO )

Im nichsten Schritt berechnen wir den Funktionsterm der vierten Iterierten und weisen
ihn einer Funktion zu. Alle notwendigen Berechnungen sollen mit allgemeinem
Parameter a geschehen. Da a zuletzt den Wert 3,5 zugewiesen bekommen hatte, miissen
wir a wieder ,,verallgemeinern“
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Tippen Sie ,,DelVar “ oder wihlen
Sie F4 4. Tippen Sie ,a% dann
ENTER. Die Variable a ist nun
geloscht. Zur Kontrolle tippen Sie
,a“ ENTER, das ,Ergebnis“ ,a* am
rechten Rand zeigt Ihnen, dafl a
tatsdchlich keinen konkreten,
numerischen Wert mehr hat.

an F3v Y_ Fu¥ 5 F&
v‘.a RlgebralCalc|Other|Prgml0jClear a—z...]

5 al
83.5+a 3.5
s DelVar a Done
a3 al
3 _

| MATN DEG AUTO FUNC 4730

Im Kapitel 6 haben wir die Grundfunktion und weitere Funktionen definiert, dabei haben
wir aber auch gesehen, daB die indirekte Definition der zweiten Iterierten durch
yl(y1(x)) seine Nachteile hatte. Daher bauen wir unsere Funktionen neu auf und
vermeiden die indirekte Definition von Funktionen.

Tippen Sie [KARO]W fiir ,,Y=" und
gehen Sie mit dem Cursor in jeder
Zeile unmittelbar hinter das ,=* -
Zeichen. Driicken Sie CLEAR, um
den jeweiligen Term zu l6schen.
Tippen Sie dann unter yl den rechts
angegebenen Term ein (falls er nicht
schon dort steht) und unter y2 den
rechts angegebenen Term der
zweiten Iterierten.

Der Term fiir die vierte Iterierte ist
Rechners.

Driicken Sie [KARO]Q fiir ,HOME*“
und geben Sie ,.y2(y2(u))* mit
ENTER ein. Das Ergebnis ist der
Funktionsterm fiir die vierte Iterierte,
allerdings  formuliert mit der
Variablen u.

i (#3534 F3 F4 FSw ({34 [
et oomedit] v [Aillstulels . ..
PLOTS

yl=a x-(1 - x)

2 2
y2=-a -x-(x—l)-[a-x -a-x+1]
y3=

DEG aUTD FUNC

sehr umfangreich, wir erstellen ihn mit Hilfe des

'[f_a T 34 Trsz ] T 3 T ] _—]
- a AlgebralCalc Ot.h;r PrgmIQ0iClear a-z..

a3 ai
aX.9%a 3.5
s DelVar a Done
L ¥ al
" y2(y2¢u))

-at u(u- 1)-[a-u2-a-u+ 1)-[a3-u4-2--’

MAIN DEG AUTD FUNC 5730

In diesem Ausdruck soll nun u durch x ersetzt werden.
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Driicken Sie [rauf], um des letzte  [fFROE, 75 YETVIE LB 0

Ergebnis zu markieren und driicken = DelVar 2 Done

Sie dann ENTER. Damit wird der "3 ’ a

markierte Term in die Eingabezeile " y2(u2(u)) .

kopiert. Bringen Sie mit [rechts] die -atuu-1(auZ-aue1)(aSut-2-2

Einfigemarke an das Ende de

Ausdrgucks und fiigen Sie ,,Ju=x“ an. i " -atutu- 1)-[a-u2 Taut 1]'['93-”4 -2 b

(Der  senkrechte  Strich  fiir -2t x(x-1)-(a-x2-a-x+1)(a3-x4-2-)
i i i L 3#(a™2+a+1)*u"2-3 3 *xutrldlu=

Emschrankungenlst znd K') I'IMN - DE ﬁTﬂ - - FIINI)O —

Driicken Sie ENTER.

Bei diesen sehr langen Zeilen beginnen die Eingabezeile und die Ergebniszeile am linken
Rand, eine Eingabezeile ist dann nur durch das kleine Quadrat am linken Rand
erkennbar.

Diesen in ,x* formulierten Term wollen wir der Funktion y4 zuweisen.

Driicken Sie [reuf], um das letzte ga1g'§Er~a|cfa3i'c|0tfP\'er|Pr§nm|c1ear5‘ a-z.. |
Ergebnis zu markieren und driicken SZCIING7?

Sie ENTER. Damit wird der -a%u(u- 1)-[a-u2 -a-u+ 1]-[a3-u4 -2
markierte Term in die Eingabezeile e-atuu-1){a-u2-a-u+ 1].[a:s.u4 —-2.)
kopiert. Bringen Sie mit [rechts] die 4 (a-x2 J-(a3x4 R
Einfligemarke an das Ende des -atox(x- 1) (axZ-a-x 1) (a3 x% -2,
Ausdrucks und fiigen Sie STO> w-atx(x=-1){a-xZ-a-x+ 1]-[a3-x4 -2-)
»Y4 (x)* an. Driicken Sie ENTER. Done!

[n_my' L - FUNC 7730

Nachdem die vierte Iterierte als y4 definiert ist, miissen wir noch weitere Setzungen fiir
die Funktionen vornehmen. So brauchen wir fiir die grafische Darstellung die Gerade zu
y=x

Tippen Sie [KAROJW fiir ,,Y=*. Sie

sehen die Liste der definierten aFLOTS

Funktionen einschlieBlich der im '='1=3'><2'(1 - x) ,

Ausgangsbildschirm definierten 3%:'3 x-(x=1){a-x2-a-x+1)

Funktion y4. T RPN S I (.3 4_
Bewegen Sie den Cursor in die Zeile :3;;3 x(x=1) [a XAk 1] (a i
fiir y5 und geben Sie ,x“ ein. gg:l

Setzen bzw. entfernen Sie mit F4 die _-46 z s

Marken am linken Rand, so da8 nur FOSX2= —

v4 und y5 aktiv sind. Al =g e TONC

Fiir die Ermittlung des Funktionsterms fiir die vierte Iterierte haben wir a geldscht, um
mit allgemeinem a den Term aufzubauen. Fiir eine grafische Darstellung brauchen wir
natiirlich einen konkreten Wert fiir a. Fiir weitere Untersuchungen lassen wir uns gleich
drei Graphen aus der Funktionenschar anzeigen. Der Rechner bietet dazu eine
komfortable Moglichkeit, indem wir dem Parameter eine Liste mit dem gewiinschten
Werten zuweisen. Wir wollen uns die Graphen der vierten Iterierten fiir 3,4 , 3,5 und 3,6
ansehen, wobei mit 3,4 bewuBlt ein Wert gewihlt wird, bei dem die Iteration noch in
einen attraktiven Zweierzyklus liuft.
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Tippen Sie [KARO]Q fur ,,HOME P e0la1gebralCalc ot her PramIofclear a-z..

um zum  Ausgangsbildschirm avu(u-1)lau*

zuriickzukehren.
Geben Sie
+13.4,3.5,3.6}ST0>a“ein.

-a-u+1J-[a“'-u‘r-2-.)
®-a u(u-IJ[au -au+1][ -2-»
-a4x(x—1)[ax -a x+1]

(Die geschweiften Klammern sind m-atx-(x-1)- [a xf—a-x+ 1]

oberhalb der runden Klammern (mit

2nd).) “{3.4 3.5 3.6}2a

MalN

(s5:x4-2
(a3

Done

{3.4 3.5 3.6}
{3 .4,3.5.3.632a
DEG AUTD TUNC 8730

Wie vor jeder grafischen Darstellung miissen wir noch das Koordinatensystem

einrichten.
Tippen  Sie [KAROJE  fiir [Fi""IJT Fev T
) . v o= |Z00M

»WINDOW* und geben Sie die XMin= . ]
rechts dargestellten Werte ein. xmax=1.5

ymin=-.03

gmax=1, 05

yscl=

Xres

[FAIN DEG AUTO FUNC

Fiir die Darstellung ist es besonders giinstig, wenn die Achsen denselben Mafistab haben.

Driicken Sie F2 fiir ,,Zoom*“ und i
wihlen Sie von dem Meni Ixmin
»2:ZoomSqre.  Driicken  Sie ey
ENTER fiir die Eingabe. ymiry
ymax
yscl

- a Z0d

Fow

DEG 8UTD

_FUNC

Nach der letzten Eingabe wird automatisch auf das Grafikfenster umgeschaltet und der

Graph der gewihlten Funktionen dargestellt.
Der Komfort der bequemen Eingabe

F&v
- !— oon Trace ReGraph at.h Dr“au v /

wird allerdings mit einer langen
Wartezeit bezahlt, denn es dauert
immerhin ca. 8§ Minuten, bis das Bild
vollstindig dargestellt ist.

X
=
k4

DEG AUTD

FUNC
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Man kann bereits an dieser Darstellung sehen, da flir a = 3,6 (der Graph mit der
starksten Wolbung im Zentrum) die Fixpunkte nicht mehr attraktiv sind, hier erhalten
wir also keinen attraktiven Viererzyklus mehr.

Weiterhin ist die Darstellung der Graphen zu uniibersichtlich, wir miissen den
interessanten Teil vergr68ern. Das machen wir mit der komfortablen ,,Zoombox™.

'1 F5v [ F6v [T7
Math Draw]»

Driicken Sie F2 und wihlen Sie aus
dem Menii,,1: Z00MBOX*

Memory »
SetFactors...

FIAIN DEG AUTD__ —FUNC

Si,e sehen nun den Cursor, dgn Sie v‘i"-!'i- Zgzgn Trf;ce Reé:aph Mrasfrh D;‘avw .

mit der runden Cursortaste in alle

Richtungen  bewegen  k&nnen.

Zunichst sollen Sie einen ersten

Punkt des Rahmens festlegen, der

Kommentar am linken, unteren

Bildrand erinnert Sie daran.

Bringen Sie den Cursor etwa auf den

Punlgt (_0’04/0,33 UI; driicken Sie -329’8853%?; iy . § , 3058823 54—

dann ENTER. s et H

Bewegen Sie nun den Cursor nach Fi oML re 12 4 A LN L

rechts und nach oben. Sie sehen, dafl f—lzoon]Trece Recraph Matf}aw

ein Rahmen gezeichnet wird. Dieser

legt den Bildbereich fest, der dann

vergroBert dargestellt werden soll.

Bewegen Sie den Cursor etwa an

den Punkt (1/0,95) und driicken Sie 2nd Corner?] /

ENTER. ~xc!1.006862 7 gci. 952941 18—
[FAN DEG AUTD FUNC

In dem durch den Rahmen gew#hiten
Fenster werden nun die drei
Funktionsgraphen dargestellt.

1 Fev Y_T3 y Fsv Y _Fav |F?
- ;2 Zoom|Trace Reéraph MathiDraw|«
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In dieser Darstellung kénnen wir im Zentrum die drei Graphen gut unterscheiden. Fiir a
= 3,6 erhalten wir abstoBende Fixpunkte (Achtung, diec Achsen sind nun nicht mehr
gleichmiBig eingeteilt, daher erscheinen in dieser Darstellung die Steigungen flacher als
sie tatsichlich sind.) Der mittlere Graph (a = 3,5) besitzt im Zentrum zwei attraktive
Fixpunkte, zwei weitere befinden sich rechts oben, diese sind aber nur schwer zu
erkennen, hier wire eine weitere VergrofSerung notwendig.

Fiir den Graph zu a = 3,4 (der mit den flachsten ,,Wellen“) kann man erkennen, daB die
Gerade zu y = x auler im Ursprung nur noch zweimal gekreuzt wird. Das ist ein Zeichen
dafiir, daB keine echten Viererzyklen existieren (sondern nur Zweierzyklen, die, zweimal
durchlaufen, auch einen Viererzyklus ergeben).

An den Parameterbereich fiir die attraktiven Zweierzyklen (3 <a<1 + JJ6) schlieBt sich
also der Bereich fiir die attraktiven Viererzyklen an, der nach oben eine Grenze besitzt,
die zwischen 3,5 und 3,6 liegt. Eine exakte Berechnung dieser Grenze, so wie sie im
Kapitel 6 fiir die Zweierzyklen geschah, ist fiir die Viererzyklen nicht méglich, da die
vierte Iterierte ein Polynom 16. Grades ist und daher exakte Losungen nicht mehr
gefunden werden kénnen. Natiirlich kann man die L&sungen numerisch bestimmen,
wozu der TI - 92 ein hervorragendes Werkzeug ist, diesen Teil lassen wir aber aus, um
den Umfang dieser Darstellung in Grenzen zu halten.

Aufgabe: Losung:
Bestimmen Sie fur die
Funktionenschar f{x) = x2 + ¢ die
vierte Iterierte und zeichnen Sie die
Graphen firc=-1,2, 1,3 und 1,4.
Wihlen Sie x von -1,5 bis +1,5, y
ebenfalls von -1,5 bis +1,5, dann
gleiche Achseneinteilung

VergréBern Sie einen interessanten
Ausschnitt.

3 3 &) F5¥ Y _Fov YF?
vﬁf-? Zozon Trface ReBraphiMath|Draw|~

b) Dreierzyklen

Wenn sich an den Parameterbereich fiir die attraktiven Zweierzyklen unmittelbar die
Viererzyklen anschlieBen, ergibt sich die Frage, ob und in welchem Bereich bei dieser
Iteration attraktive Dreierzyklen auftauchen. Um diese Frage zu untersuchen, schauen
wir uns nun die dritte Iterierte genauer an. Dabei wiederholen wir viele Schritte, die wir
bei der Untersuchung der Viererzyklen schon durchgefithrt haben.
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Zuerst miissen wir den Funktionsterm fiir die dritte Iterierte aufstellen und der Funktion

y3 zuordnen.

Loschen Sie im Ausgangsbildschirm
die Variable a mit ,DelVar a“ (F4
4).

Geben Sie dann ,yl(yl(yl(w))*“
ENTER ein.

Driicken Sie [rauf], um das letzte
Ergebnis zu markieren und driicken
Sie dann ENTER. Damit wird der
markierte Term in die Eingabezeile
kopiert. Bringen Sie mit [rechts] die
Einfligemarke an das Ende des
Ausdrucks und fiigen Sie ,ju=x* an.
Driicken Sie ENTER.

Driicken Sie [rauf], um das letzte
Ergebnis zu markieren und driicken
Sie ENTER. Bringen Sie mit [rechts]
die Einfiigemarke an das Ende des
Ausdrucks und fligen Sie STO>
Y3 (x)*an. Driicken Sie ENTER.

Tippen Sie [KARO]W fiir ,, Y=
Setzen bzw. entfernen Sie mit F4 die
Marken am linken Rand, so daB nur
y3 und y5 aktiv sind.

[43
Prgml0

Gl AN AN

s -2t x(x- 1)-[a-x2-—a-x+ 1]-[a3-x4 -2-)

7]
Clear a—-z.

Done|
s {3.4 3.5 3.6)2a {3.4 3.5 3.6}
s DelVar a Done
" y1(yl{yldud))

-ad-u(u- 1)-[a-u2— au+ 1]-[a3-u4-2-)

91 (1 (1 Cud DD —

AN DEG AUTO TUNC 10730

———

[ 34 Fiw Fyw Fs [
l v“{-'! lFI lgebra lCa lc lOther Ergm 10 IC lear a-z.. |

"{3.4 3.5 3.6>2a {3.4 3.5 3.67
% DelVar a Done!
= y1(yi(yi(uwd)

'as-u-(u-l)-[a-uz—a-ui-1]-[a3-u4-2-.’
s -aSu(u-1)(au2-aur1)(aS.ut-2-0
S x(x-1)(axZ-a-x+1) (a3 x4 -2-»

w3+ 2%(a+1)* 232 vu+1 ) lu=x
DEG MUTD FUNC $1/30

iviaclgrgwa ii.':a3 lvc iOth:'\;r' iPr;sn 10 lC 1 earEi a-z..J
S yl(ylcyli(w))
~ad u-(u- 1)~[a-u2— au+ 1]-[a3-u4 -2-p
s -aS.yue(u- 1)~[a-u2-a-u+ 1]-(33-u4-2-.’
'as-x-(x - 1)-[a-x2 -—a'x+ 1]-[a3-x4 -2-)
" -aS.x(x- 1)-(a-x2-a-x+ 1]-[a3-x4—2-.i

Done

W@ N2% (a1 )%™ 2-3" 2410393 (XD
. FUNC 12730

1 Fev Y F3 F4 YFS§» ({34 [
e e ZoomlEdit] v [AL1Stale]m . . .
«PLOTS

yi=a -x-(1 -x)

y2=-a2.x(x - 1)-[a-x2- ax+ 1]

¢g3='as-x-(x- 1)- a-x2-ax+ 1]-

gD
2
__H -
y4{x)="a 4¥x¥(x—1 I ¥(aXx*2—a¥x..
Lrga_l_n DEG MITD FUNC

Da der von und erforschte Parameterbereich bis etwa a = 3,6 reicht, wollen wir uns nun
die Graphen der dritten Iterierten fiir a = 3,6 , 3,7, 3,8 und 3,9 darstellen. Das machen
wir wieder tliber die komfortable, wenn auch langsame Zuweisung einer Liste zur

Variablen a.
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Peraert

zukehren.
Geben Sie

ein.

Reimund Albers
Iﬁp&ﬁsﬁgﬁiﬁﬁ_&lﬂzﬁﬁﬁj ivi—iﬂlgebraiCalciOtherFrgnTO‘lCIear a-z.. ]
s -a3uu- 1)[au—au+1][a 4-2.»
-a x(x-i)[ax -ax+1][a 4-2.»
~{3.6,3.7,3.8,3.9}5T0>a" a3t 1) {ax? - 2w 1) (a3 xd - 2>
Done

Tippen  Sie [KAROJE fir
»WINDOW* und geben Sie die
rechts dargestellten Werte ein.

Tippen Sie [KARO]R fiir ,, GRAPH*.
Nach einigen Minuten erhalten sie
das nebenstehende Bild.

Die Funktionsgraphen nehmen mit wachsendem a an ,,Welli

s {3.6 3.7 3.8 3.9r*a

{3.6 3.7 3.8 3.9%
£3.6,3.7,.3.8,3.2>7a

MaiN DEG AUTD FUNC 13730

A f— ZFOZ(;I'\ ]

xmin=-.1
xmax=1,1
xscl=, 1
gn1n-'.02
ymax=1
yscl=,1
xXres=2,

DEG AUTH FUNC

3
z

E

Y Fév
- f-- Zoon Trace ReGraph Math Draw v

MAIN DEG AUTD FUNC

eit“ zu. Wir sehen

deutlich, daB erst der Graph zu a = 3,9 die Gerade zu y = x mehr als zweimal schneidet.
(Die Schnittpunkte der anderen drei Graphen sind jeweils die repulsiven Fixpunkte der

entsprechenden Grundfunktion.)

Wir kénnen also sehen, daB die Iteration tatsfichlich Dreierzyklen aufweist, diese aber
erst fiir Parameter groBer als 3,8 aufireten. Diese Grenze wollen wir nun grafisch etwas

genauer ermitteln.

Geben Sie
»$3.80,3.81,3.82,3.83}
STO> a“ein.

ﬁ?ﬁ%}’a g Faw Y_F e
- ﬂ RlgebrajCalc Otl'?er- PrgsnID Clear a—z.J

-aS.x(x-1)(a-x2-a-x+ 1]-(as-x4- 2.

0 -adx(x-1){ax2-a-x+ 1]-[a3-x4-2--’
Done

8 {3.6 3.7 3.8 3.9)*>a
{3.6 3.7 3.8 3.97

= {3.8 3.81 3.82 3.83)=*a

{3.8 3.81 3.82 3.833}
{3.80,3.81,3.82,3.83>7a
MAIN DEG AUTE FUNC 14730
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Prinee

Fir die nichste Zeichnung wollen wir den Bildausschnitt vergroBern, indem wir in das
Bild ,hineinzoomen*. Das geschieht dadurch, daf das Bild um einen Punkt herum mit
einem bestimmten Faktor vergr68ert wird. Dieser VergrofSerungsfaktor kann eingestellt

werden.

Driicken Sie [KAROJR fir
. ORAPH*“ und hier F2 fiir ,,Zoom“
Wiéhlen Sie den  Meniipunkt
»C:SetFactors..“ Driicken Sie
ENTER fiir die Eingabe.

Geben Sie in jeder Zeile 2 ein. Von
Zeile zu Zeile gelangen Sie, indem
Sie entweder ENTER oder [runter]
driicken.

Zum Abschluf} der Eingabe driicken
Sie ENTER.

170 F3 Y XA (33
v Trace Rel‘gr-aph MathiDraw|e /
) 1: ZoomBox
. Zoomln
ZoomQut
g;%aon c
oomSqr
: ZoomStd
tZoomnlirig
tZoomiInt
: ZoomData
ZoomFit

Menﬁ »

v
DEG AUTO NC

LA as— v

BN

a8 Em“;ﬂ

T5w [ FEY
- !— Zoom Trace ReGraph Math|Draw|~ /

200M FACTORS

xFact: [2. |
yFact: [2. |
zFact?! [

|
ESC=CANCEL

DEG AUTO FINC

GLIL

Im zweiten Schritt wird nun der Mittelpunkt des neuen Bildausschnitts bestimmt und
sofort der Graph in diesem neuen Ausschnitt dargestellit.

Driicken Sie F2 und wihlen Sie
»2:ZoomIn«

Im Grafikbildschirm wird ein Cursor
angezeigt, den Sie mit den
Cursortasten bewegen kénnen. Er
bestimmt das Zentrum des neuen
Bildausschnitts. Bewegen Sie den
Cursor zum Punkt (0.5/0.5) und
driicken Sie ENTER.

c: %agtors..: ‘

(AN DEG AUTD FUNC

- {— Zoon Trace ReGr-aph Mat.h Draw - /




o . Teachers Teaching with Technology Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 44
3§ Reimund Atbers

Visrere

Da wir fiir die Darstellung eine gleichmiiBige Achseneinteilung brauchen, unterbrechen
wir den Aufbau der Darstellung.

.. . 3 T4 Tov Y Fov IT?
Drgcken Sl? ON. ) i) Trace|ReGraph[Math|Drau]v
Driicken Sie anschlieBend F2 und § 12 ZoomBox
" . R 3 5 2:2 1
wihlen Sie ,,5: ZoomSqr«. , £:500mout.
4: ZoomDec

oomSte
iZoomIrig
g8: Zoomlint
9: ZoomData
A ZoomFit
t Memory 4

| C:SetFactors...
RN DEG AUTD “FUNC

ini ; ; 1 fiv Y3 4 Fsv Y F6
Nach einigen Minuten erhalten Sie [fv glz oonIT L celReG i aphlﬂatjhlnr;ulvﬁ /l I

die nebenstehende  Ausschnitts- [
vergréBerung.

~

=
la1)

e — e
MAIN DEG AUTD FUNC

Wihrend am Rand alle vier Graphen nahezu gleich verlaufen, kann man sie im Zentrum
gut unterscheiden, die Bogen verlaufen mit wachsendem Parameter a tiefer. (Zur
Erinnerung: die Parameter waren a = 3.80, 3,81 , 3,82, 3,83) Also ab etwa a = 3,83
hat die dritte Iterierte mehr als zwei Fixpunkte und bereits dieser Darstellung kann man
entnehmen, daB} dieser Dreierzyklus fiir a = 3,83 attraktiv ist.

Fassen wir zum Abschiul noch einmal alle gefundenen Ergebnisse zusammen:

Iteriert man mit der Funktionenschar f{x) = ax(1 - x), d.h. betrachtet man die rekursiv
definierten Zahlenfolgen x,,, =ax,(1-x,), so ist das ,,Langzeitverhalten der Iteration
unabhiingig vom gewihlten Startwert x(. Fiir verschiedene Werte des Parameters a

ergeben sich allerdings signifikant verschiedene Iterationsverhalten, wobei wir fiir
folgende Parameterbereiche folgende Iterationsverldufe gefunden haben:



Teachers Teaching with Technology

Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 45

H Reimund Albers
e
1<a<3: Die Iteration lduft auf einen Punkt zu.
(Kapitel 2 - 5)
(Die Zahlenfolge besitzt einen Grenzwert)
3<a<6+1 Die Iteration pendelt zwischen zwei Werten hin und her.
(= 3,4495) Zweierzyklus  (Kapitel 6)
(Die Zahlenfolge besitzt zwei Haufungspunkte)
JE +1<a<3,;5.. Die Iteration pendelt zwischen vier Werten hin und her.
(=3,4495) Viererzyklus  (Kapitel 7)
(Die Zahlenfolge besitzt vier Hiufungspunkte)
a etwa 3,83 Die Iteration pendelt zwischen drei Werten hin und her.
Dreierzyklus  (Kapitel 7)
(Die Zahlenfolge besitzt drei Haufungspunkte)
36<ac<4 Dieser Bereich wurde von uns nicht erforscht.
Aufgabe: Losung:

Bestimmen Sie fiir die
Funktionenschar fix)=x2 + c die
dritte Iterierte und zeichnen Sie die
Graphen firc=-1,7,-1,8 und -1,9.
Wihlen Sie x von -2 bis +2, y
ebenfalls von -2 bis +2, dann gleiche
Achseneinteilung.

VergréBern Sie einen interessanten
Ausschnitt durch ,,Hineinzoomen®,

Favr
iv {-—iZoon iTrace iReGraph iNath iDr'awiv I |

DEG AUTD _ FUNC

FEIGENEN

Few FSv Y Fiv

A !—— Zoom race Reéraph MathDrawle

VA

FEIGENEM

DEG ANTD FUNC
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Pitinne

Kapitel 8

Das Feigenbaumdiagramm

Das Feigenbaumdiagramm ist die grafische Darstellung der systematischen
Untersuchung des Iterationsverhaltens fiir ,,alle“ a- Werte. Computerprogramme, die das
Feigenbaumdiagramm darstellen, gehen {iblicherweise folgendermafBien vor:

In ein Koordinatensystem wird auf der waagerechten Achse der Wert fiir a aufgetragen,
auf der senkrechten Achse die Werte fiir das Langzeitverhalten der Iteration. Das
Langzeitverhalten ermittelt man, indem man die Iteration von einem recht willkiirlichen
Anfangswert sehr oft durchfiihrt und dann die Iteration weiterfiihrt, dabei aber nun alle
Iterationswerte xp grafisch darstellt, indem man den Punkt (a/xp) im Koordinatensystem
markiert. Das anfingliche, sozusagen blinde Durchfithren der Iteration dient dazu, da
sich die Iteration vom Startwert auf das Langzeitverhalten einpendeln kann. Auf
schnelleren Computern wihlt man dazu etwa 200 bis 500 ,,blinde Iterationen, auf dem
sehr viel langsameren TI - 92 werden wir nur 5 bis 20 ,,blinde* Iterationen durchfiihren.
Beim anschlieBenden Zeichnen der Punkte sollte man etwa doppelt so viele Iterationen
durchfithren wie das gewihlte Koordinatensystem Pixel in der senkrechten Ausdehnung
hat. Das sind beim TI - 92 102 Pixel, das hier vorgestelite Programm zeichnet aber nur
maximal 60 Punkte, wiederum um das Tempo nicht zu sehr herabzusetzen.

Das Programm zur Erzeugung des Feigenbaum - Diagramms auf dem TI - 92 ist ein
selbstgeschriebenes Programm, das vor der ersten Benutzung auf Ihren Rechner kopiert
werden muB. Das geschieht von einem TI - 92, der bereits das Programm im Speicher
hat, mit Hilfe des kleinen, schwarzen Kabels. Fiir die Ubertragung eines Programms von
einem Rechner auf einen anderen finden Sie eine ausfiihrliche Anleitung im Handbuch.

a) Bedienungsanleitung fiir das Programm

Am TI - 92 kann man mit Ordnern sehr schn Ordnung in den Variablen halten und es
bietet sich an, fiir jede logische Einheit einen Ordner anzulegen. Das Programm
»feigenbm®, das auf ein Hilfsprogramm ,fbkernel“ zuriickgreift, ist in dem Ordner
»feigenbm* abgelegt. Normalerweise arbeitet man mit dem Ordner ,,main®, so da man
beim Aufruf des Programms den Ordnernamen vor dem Programmnamen angeben mus.

Tippen Sie im Ausgangsbildschirm

15" ($34 F3w Fyw s F
. . v f==iAlgebralCalc|{Other|PromI0iClear a-z..
,feigenbm\feigenbm()« 2

feigenbm\feigenbm{)l !

MAIN BEG AUTO FONC 0730
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i i Iﬁ Tiv T Tz T T3 =T__%ﬁru F ‘
Dricken Sie ENTER, . um  das Feigenbaum|Paramn. ajGesamt Uergr Messsen

Programm zu starten. Sie erhalten
einen leeren Bildschirm mit einem
programmeigenen Men.

FEIGENEM. DEG AUTh FUNC

Mit F1 6ffnen Sie ein Menii, mit
dem Sie auf alle Punkte zugreifen
kénnen. Die anderen Punkte der
Meniileiste sind Wiederholungen 22?,52,,
dieser Meniipunkte, Sie kdnnen so

schnell mit den Funktionstasten die
Kommandos aufrufen.

FEIGENEM DEG AUTD FUNT

Die nachfolgende Beschreibung behandelt die Meniipunkte in der Reihenfolge, wie sie
im ersten Menii aufgelistet sind. Das ist iiblicherweise auch die Reihenfolge, in der man
das Programm benutzt.

Driicken Sie‘ Fl, 1 od?r F2. Sie 122 Zgzom Trace ReGraph I'lath Dtr'-‘avw v /
kénnen nun in einem Dialogfenster

einen Wert flir den Parameter a
eingeben. Sie miissen ENTER
zweimal  driicken, wum  das a=t @ ]
Dialogfenster zu beenden.
(In diesem Beispiel bestétigen wir
den voreingestellten Wert 2)

FEIGENEM DEG AUTO UNC

3 : it = f=T=Tf=T‘__—]r F4 5 I
Nach der Eingabe wu'd.das Langzeit [fFeiggnbaum Parfgn. a Gessant. Uergr|Messen

verhalten der Iteration fiir den
gewihlten Parameter a grafisch
dargestellt. Oben links ist der
aktuelle Wert fiir a angegeben.

(In unserem Beispiel ist a =2 und die
Iteration konvergiert auf einen Wert.
Folglich wird auch nur ein Punkt
dargestellt, man muf} sehr genau hin-
sehen, um ihn zu erkennen.)

TEIGENEM DEG AUTD FUNC




.- Teachers Teaching with Technology

%

Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 48
Reimund Albers

TEenet

Durch wiederholte Wahl von F1 1
bzw. F2 koémnen Sie weitere
Parameterwerte untersuchen.

(Im nebenstehenden Bild wurde fiir a
nacheinander 2.7 , 3.1 und 3.5 ge-
wihlt. Ein Zweierzyklus liefert zwei,
ein Viererzyklus vier senkrecht
iibereinanderliegende Punkte.)

. Fiv Fe 3 4 Fs
‘Fexgenbaum Param. ajGesamt Vergr|Messen
3.5

FEIGENEM DEG AUTD FUNC

Nach diesem Abfragen einzelner a-Werte ist es an der Zeit, daB das Programm
systematisch alle a-Werte durchgeht und das zugehorige Langzeitverhalten darstellt.
Dieses liefert das gesamte Feigenbaumdiagramm.

Driicken Sie F1 2 oder F3.

Das Programm wihlt systematisch
fir a Werte von 1,62 bis 4 in
Abstinden von 0,01, rechnet die
Iteration durch und stellt die
entsprechen Werte dar.

Das Erzeugen des Diagramms kann
jederzeit mit ESC oder [KARO] [.]
abgebrochen werden.

_ Fiv 7] 3 1] 3
Feigenbaum{Param. ajdesanmt |Verar|Messen

4.

FEIGENEM

Eine Interpretation des Feigenbaumdiagramms erfolgt im AnschluB an diese

Bedienungsanleitung.

Mit F1 3 oder F4 kénnen Sie Teile
des Feigenbaumdiagramms
vergréBern. Die  Auswahl des
Bildausschnitts =~ geschieht — mit
~LoomBox“, bei dem Sie zwei
diagonal gegeniiberliegende Ecken
einer Box wihlen (siehe Kapitel 7).

Nach der Auswahl der Box wird der
entsprechende Ausschnitt auf dem
gesamten Bildschirm vergroBert
dargestellt.

Auch hier kann jederzeit mit ESC
oder [KARO] [.] abgebrochen
werden.

i v Y F3 T FEw Y _F&v YI7
v I-E ZFozon Trace|ReGraphjMath|Draw|e
4.

T

2nd Corner?
xcid, Y

FEIGENEH

4.
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Mit F1 4 oder F6 erhalten Sie
einen Cursor, den Sie mit den
Cursortasten bewegen kénnen. Am
unteren Bildrand sind die
Koordinaten des Cursors
eingeblendet, SO daB Sie
»Messungen“ im Bild vornehmen
konnen.

4.

xc! 3. 6265546

FZw F3 [&] FEw Fév
iviaiZozoniTraceiReGr‘aphiMathiDrawiv? / l Il

yct.26739294

(FEIGENBM

DEG AUTD

FUNC

Mit F1 5 beenden Sie das Programm. Driicken Sie [KARO]Q fiir ,HOME®, um auf

den Ausgangsbildschirm zuriickzukehren.

b) Erlduterung des Feigenbaumdiagramms

Die nachfolgende Beschriffung des Feigenbaumdiagramms geht nur auf die
Eigenschaften ein, die in den vorhergehenden Kapiteln erforscht worden sind.

T Fiv F2 F3 FY4 F&
Ee 1 genbaumTParam . JGesamtTl;rgr lMesse l l
4. 7 . i

FEIGENEM DEG AUTD FUNC
=
x*
N
ZWEIER- 4
ATTRAKTIVE FIXPUNKTE ZYKLEN g A 38,83
o o o DREIERZYK
" U o
S w o
[-;] -3
N N



%, , Teachers Teaching with Technology Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 50
fr Reimund Albers
eI

Aus dem Diagramm sind noch weitere Eigenschaften erkennbar, die wir aber nicht
untersucht haben:

Der Bereich der Zyklen ist mit den Viererzyklen nicht erschopft, sondern an die
Viererzyklen schlieBen sich Achterzyklen an. Die weitere Verzweigung in Sechzehner-,
ZweiundreiBiger- usw. -zyklen ist in diesem Diagramm nicht erkennbar, prinzipiell aber
vorhanden. Der Bereich dieser Zyklenverdoppelung reicht aber nicht bis a = 4, sondern
nur bis etwa 3,57 (Feigenbaumpunkt), daran schlieft sich der Bereich des Chaos an. In
diesem Bereich gibt es aber immer wieder ,JFenster der Ordnung®, niimlich attraktive
Zyklen. Der Bereich der Dreierzyklen ist der auffilligste und bereits in dem einfachen
Diagramm des TI - 92 deutlich sichtbar. In der VergroBerung des
Feigenbaumdiagramms am Ende des vorhergehenden Abschnittes kann man bei a = 3,62
ein weiteres Fenster von Ordnung erkennen (es gehdrt zu einem Sechserzyklus).
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c) Beschreibung des Programms
feigenbm() Vorbereitungen fiir das Programm
Prgm '
Local oldaxes,oldfold, maxiter,a,Lj lokale Variable werden nach dem Programm-
Local key,allfgnbm,alldrawn,astr ende wieder geloscht

PlotsOff :FnOff
setGraph("Axes","OFF")>oldaxes
setFold(feigenbm)->oldfold
ClrDraw

2-a:0-»alldrawn

PtText "",2,0.5

Lbl again

ToolBar

Title "Feigenbaum"

Item "Parameter a",selecta
©"Select a"

Item "Gesamtbild",complot
©"Complete plot"

Item "Vergr6Berung",magnify
©"Magrlji"y"

Item "Messen",examine
©"Examine"

Item "Beenden",quit
©"Quit"

Title "Param.a",selecta
Title "Gesamt",complot
Title "Vergr",magnify

Title "Messen",examine
EndTBar

Goto again

Lbl selecta
60->maxiter
—~0.01»ymin:1.01>ymax
1.62->xmin:4->xmax
string(a)->astr
Request "a=",astr
expr(astr)»a

If a<xmin:xmin->a
If a>xmax:xmax->a
fbkernel(a,maxiter)
Goto again

Bei diesen Setzungen wird der alte Zustand
gespeichert und am Ende des Programms
wiederhergestellt

Dieser Aufruf erzwingt das Umschalten auf den
Grafikbildschirm

In diesem Abschnitt wird die Meniileiste
aufgebaut und mit einer Endlosschleife so lange
durchlaufen, bis ein Meniipunkt gewihit worden
ist

Die Texte in den Kommentarzeilen sind die
Texte fiir eine englische Version

Dieser Programmabschnitt behandelt die
Darstellung des Langzeitverhaltens der Iteration
bei einem festem a

Vorbereitung der Fenstervariablen

Eingabe des Wertes fiir a tiber ein kleines
Dialogfenster
Begrenzung der méglichen Werte

Aufruf des Unterprogramms, das die eigentliche
Iteration ausfithrt

[Fortsetzung des Programms auf der niichsten Seite]




.-, Teachers Teaching with Technology
3

Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 52
Reimund Albers

PEELsrt

Lbl complot
60->maxiter:0->key
~0.01-»>ymin:1.01»>ymax
1.62->xmin:4->xmax
If alldrawn=0 Then
For a,xmin,xmax, x
fbkernel(a,maxiter)
getKey()~»key
If key=264 or key=8238:Exit
EndFor
If a 2xmax Then
fbkernel(xmax, maxiter)
StoPic allfgnbm
1-alldrawn
EndIf
Else
RclPic allfgnbm
EndIf
Goto again

Lbl magnify
ZoomBox
ClrDraw
0-key
round(60/(ymax-ymin),0)->maxiter
For a,xmin xmax, x
fbkernel(a,maxiter)
getKey()~key
If key=264 or key=8238:Exit
EndFor
If a >xmax
fbkernel(xmax,maxiter)
Goto again

Lbl examine
Input
Goto again

Lbl quit

ClrDraw

PxIText "Gehen Sie zum
Ausgangsbildschirm",20,30
©"You can go HOME' now"
setGraph("Axes",oldaxes)
setFold(#oldfold)

EndPrgm

Programmteil, in dem das gesamte
Feigenbaumdiagramm erstellt wird.
Einrichten der Fenstervariablen

Beim ersten Durchgang (alldrawn=0) wird das
Diagramm erzeugt
Abfragen der Tastatur fiir einen Abbruch

Sicherheitshalber fiir a=xmax noch einmal
Das fertige Bild wird gespeichert

Bei erneuter Anforderung (alldrawn=1) des
Gesamtbildes wird das fertige Bild aus dem
Speicher geladen

Programmteil fiir das VergréBern eines
Ausschnitts

proportionale Erh6hung der zu zeichnenden
Punkte

Erzeugen der Vergré8erung

Programmteil fiir den Cursor zum “Messen”

Programmteil fiir das Aufrjumen und Beenden

des Programms
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Erlduterung des Unterprogramms “fbkernel”

Dieses Unterprogramm ist das eigentliche “Arbeitspferd”, das den Algorithmus fiir das
Feigenbaumdiagramm enthilt und gleichzeitig die Darstellung der Punkte ibernimmt.

Beim Aufruf werden zwei Parameter iibergeben, zuerst der Wert fiir den Parameter a und
dann die maximale Anzahl der “sichtbaren” Iterationen.

Da der TI - 92 recht langsam ist, wurden diverse Tricks und Informationen iiber das Feigen-
baumdiagramm verwendet, um die Erzeugung des Diagramms zu beschleunigen.

fbkernel(a,maxiter)
Prgm
Local y,b,c,i,bld
PxIText" ",1,1
PxIText string(round(a,3)),1,1
Ifa <3 Then

1-1/a»>y

PtOn a,y
EndIf
If a>3 and a<3.449489 Then

1/a>b:1+bacic/2+V (c"2/4-b*c)»y

PtOn a,y
C-y>y
PtOn a,y
Endif
If a >3.449489 Then
0.27158*a-0.08663-»y
If a<3.568759:16->maxiter
If a<3.564407: 8->maxiter
If a<3.54409: 4->maxiter
If maxiter>16 Then:5-»bld
Else:iPart((50-maxiter)/2)-»bld
EndIf
Fori,1,bld
a*y*(1-y)y
EndFor
For i,1,maxiter
a*y*(1-y)»y
PtOn a,y
EndFor
EndIf
EndPrgm

Ldschen der Ausgabeposition

Anzeigen des Parameters a mit 3 Stellen
Falls a <3

den Fixpunkt berechnen

und den Punkt darstellen

Wenn Zweierzyklus, dann
ersten Wert berechnen
und darstellen

zweiten Wert berechnen
und darstellen

Falls hoherer Zyklus oder Chaos
giinstigen Startwert wihlen

Bei Zyklen maxiter verringern
Anzahl der blinden Iterationen giinstig
bestimmen

Die blinden Iterationen ausfithren

Die sichtbaren Iterationen ausfithren
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Kapitel 9
Chaos

Fiir Parameter a groBer als ca. 3,57 k6nnen die Iterationen chaotisch sein. Dabei ist der
Begriff ,,Chaos® bzw. ,chaotisch* nicht umgangsprachlich gemeint, sondern als
wohldefinierter, mathematischer Fachbegriff. Bevor wir uns jedoch dieser Prizisierung
nihern und die entsprechenden Eigenschaften kennenlernen werden, schauen wir uns die
Iteration fiir a = 3,9 an, die chaotisch ist.

Den besten Uberblick iiber eine Iteration erhalten wir am TI - 92, wenn wir uns eine
Zeitreihe grafisch darstellen lassen. Nehmen wir also die notwendigen Einstellungen vor:

Driicken Sie MODE und wihlen Sie
aus dem ersten Menii
»4:SEQUENCE“. Driicken Sie BraPP. s ee. coceenee
ENTER ENTER, um  das gtl-lgr‘fga Egéggg. e
Dialogfenster zu verlassen. Te. cssegsesennes
Exponent,lal Format
Complex Format.... -
Uector Format.....
v Pretty Print...... ON<?
N RAD AUTD SEQ_ 2230
Driicken Sie [KARO]W fiir ,,)Y=* ) Féy
. . » vi—Zoon Ed1t v F|11 Stule lees...
und geben Sie die nebenstehende PUNE
Funktion ein. Geben Sie 0,2 als v ”1'329 ut(n = 1)-(1 ~ui(n - 1))
u -
Startwert an. 122l
(Soliten  hier noch  weitere o
Funktionen eingegeben sein, so "':,E:
deaktivieren Sie sie mit F4 oder Uag:
16schen Sie sie.) uiS=
u2dnl=
[MAN ¥AD AUTD )

Bisher haben wir alle Zeitreihen mit kleinen Quadraten dargestellt, diese Art ist
voreingestellt. Dieses Mal wollen wir sie aber durch einen Linienzug darstellen.

Driicken Sie F6 }md wiihlen Sie aus ﬁﬁ e
: =

dem Menii,1:Line*

AIN RAD AUTD stQ

1(n) 3.9%ull{n-1>¥{1-ull{n—-1>>
LT
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Dricken Sie [KAROJE firr
»WINDOW* und geben Sie die
nebenstehenden Werte ein.

Driicken Sie [KAROJR fiir
-~OGRAPH*,

plotstri=1.
plotstep=1.
xmin=0.
XMax=60.
Xscl=3,
gmin=-.

Reimund Albers
1 Few
v ;E Zoom ]
nmin=1.
nmnax=60,

MAIN RAD AUTD

SEC

?===7’?==T=====T=======T=?=:r??5j?==’T T
v f==[Z0on|Trace|ReGraphiMath{Drauw|~

AIN KAD AUTO

sEa_

Die Zeitreihe erfiillt insofern unsere Erwartungen, als die Werte keinerlei
Regelmifligkeit erkennen lassen. Im umgangssprachlichen Sinn ist die Iteration

tatsdchlich chaotisch.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen wollen wir die Funktion f{x) = 4x(1-x) aus der Schar
f(x) = ax(1—x) herausgreifen und anhand dieser erforschen, was ,,chaotisch® im mathe-
matischen Sinn ausmacht. Die Funktion bildet das Intervall [0,1] auf sich ab, f{0,5) =1,
auflerdem gilt dann eine fiir die weitere Betrachtung wichtige, trigonometrische
Eigenschaft, die wir als erstes kennenlernen wollen.
Zunichst miissen wir die Funktion definieren.

Driicken Sie MODE und wihlen Sie

aus dem ersten Menii
»1:FUNCTION*. Driicken Sie
ENTER ENTER, um  das
Dialogfenster zu verlassen.

Graphlll a8 seSsSe
Current Folder....
stglag Digits....

Complex Format....
Uector Format.....
v Pretty Print.c....

|" »w = m » o =

W’@

Exponent&al Format

P
S
3

EUULIIHH
AR
gbUENCE

E
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Driicken Sie [KARO]W fiir ,)Y=* 17mp _Fzv YCF3 YF4 OYPEYY_ FEY Y
. ” v ZoomEdit| v IA11[Stylej s, ..
und geben Sie den nebenstehenden .nf;; >
Term fiir yl ein. fgé:a-x-(l - x)
(Soliten  hier noch  weitere g
Funktionen eingegeben sein, so 5=
deaktivieren Sie sie mit F4 oder ez
16schen Sie sie.) yg=
g -

_y10=

92 ()=

[FAIN_ BEG AUTD —FuNe

Wir bilden nun den Funktionswert fiir den allgemeinen Ausdruck sinZa und formen das
Ergebnis in eine {ibersichtliche Form um.

e 1) AL F3v | Fuv 3 {7
. . . « v f&==|AlgebralCalc|0ther|PranlliClear a-z..
Tippen Sie ,Lyl(sin(a)*2) I I [ ' l I “

ENTER
Den Buchstaben a erhalten Sie durch
2nd GA. (2nd G schaltet auf

griechische Buchstaben um )
i ; = yi((sinca)?) 4-(sina)?-(cos(a)?
Der Ausdruck (1-(sin(2))2) wurde im glsinld sin(« cos(«
. o 9 gl(sin{a>"2> _
Ergebnis bereits in (cos(a))~ umge- MAIN DEG AUTD TUNC 1730
wandelt.

Fiir die weiteren trigonometrischen Umformungen miissen wir sicherstellen, daB der
Winkelmodus RADIAN ist, da (unlogischerweise) trigonometrische Umformungen im
DEGREE - Modus nicht durchgefiihrt werden.

Driicken Sie MODE und dreimal
[runter], um in die Zeile fiir ,,Angle*
zu kommen. Driicken Sie [rechts]
und wihlen Sie aus dem Menii
»1 :RADIAN“ Driicken Sie ENTER
ENTER, um das Dialogfenster zu
verlassen.

Gr‘aph'.-ll.‘lllll' Fl-J“CTIObI+
Current Folder.... main?

Display Digits.... FLOAT»
ANglessssesusnssss

Exponent.ial Forma
Complex Format....
Uector Format.....
v Pf‘ett.g PI"II"It.. snene

>
EEETHNGULHR

MAN DEG AUTD FUNC 1/ 3

Unsere erste Rechnung war y1(sin? a) = 4 sin2 a cos? a . Die rechte Seite 18t sich in ein
Quadrat umschreiben, das muB allerdings das geschulte Auge selbst sehen, der TI - 92

nimmt uns das nicht ab. Wir setzen also fort: 4 sin2 a cos2 a = (2 sina cosa)?2
Der Ausdruck in der Klammer kann weiter zusammengefafit werden, das wiederum
nimmt uns der TI - 92 ab.
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0 i~ F3v V. Fuv F5 =
" . R . Hl-_:rebr- HCalc|0Other|PramIQ Clearfi a-z.._.]
Driicken Sie F2, wihlen Sie aus dem 1isolued

i . jg« 2:factor(
Menii ,,9“. Trig“ und aus dem £ expand(
Untermenii,,2:tCollect(« 4:zeros(

St approx(
6! combDenom(
ZipropFract
8:nSolve(
Pl

H: Lom, ex ¢ - Wl [ 0 1
'91[( B=Extreact. » oI (cos(u))z

(sin(a)"2) .

NC_1/30

MAIN KAD AUTO

Erginzen Sie nun in der Eingabezeile
»28in(a)cos(a))“ und geben
Sie es mit ENTER ein

F2w F3vw Fyw FS ({3
e a1 gebralcalc/otherPranIolclear a-z..

. gl((sin(a))zl 4-(sin(a))2-(cos(ot))2
8 tCollect(2-sin(a)-cos(a)) sin(2-a)
tCollect(2sin{xdcos{ax))
MAIN____  _RADAUTO_______ FUNC 273

Fassen wir die durchgefiihrten Umformungen noch einmal zusammen:
yl (sin2 a)= 4*sin2 a*(1 - sin2 a)= 4*sin2 a*cosZ a = (2"’sin::1"‘cosa)2 = si112(2a)

Damit erhalten wir einen iiberraschend einfachen Zusammenhang: yl(sin2 a) = sin2 2a .
Mit anderen Worten: Fiir den speziellen trigonometrischen Ausdruck sin? a erhalten wir
den Funktionswert fiir f{x) = 4x(1-x), indem wir einfach zum doppelten \?Vinkel._,sin2
bilden.

Iterieren wir die Funktion in dieser speziellen Form, miissen wir fortlaufend den Winkel
verdoppeln. Wegen der 360° - Periodizitit des Sinus bleibt man mit Sicherheit im

Intervall [0°,360°). Die Funktion sin? x hat aber hohere Symmetrien, die wir mit dem
TI - 92 entdecken wollen.

Driicken Sie [KARO]W fiir , Y= i) SUESGN SCE G 54 S AR
und geben Sie unter y2 ,sin(x)"2“ :rf-r_s 2oonEcit] 7 BlIStolel e oas
ein. - 2
Bewegen Sie den Cursor mit [rauf] v 3%:(51“00)
in die Zeile fiir yl und deaktivieren yd=

Sie diese mit F4. 33:
g -
8=
Yl(xd=4%x¥C1—x>
[ MAIN RAD ALTO FUNC

Fiir trigonometrische Funktionen gibt es ein voreingestelltes Koordinatensystem, das
man unter dem Zoom - Menii findet.



%% » - Teachers Teaching with Technology

Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 58
Reimund Albers

¥
T'ETRONE

Driicken Sie F2 und wihlen Sie aus
dem Menii,,7 : ZoomTrig«

Der Rechner schaltet sofort in das
Grafikfenster und stellt y2(x) =

(sin(x))2 dar.

Driicken Sie F2 und wihlen Sie aus
dem Menii ,,2:ZoomIn.

Bewegen Sie den Cursor fiir den
neuen Bildmittelpunkt in das nichste
Minimum rechts vom Ursprung.
Driicken Sie ENTER.

Tz YF4 YFSvY FGv
it - R SHT AR NN
«PLOTS] 12 Z00omBox
yl : ZoomlIn

vy2 t ZoombDec
y3= : ZoomSqgr

Few Y_F3 FSw Y FEv F7?
Zoom|Trace eGraph MathiDrawj~

Tj

ININININNINININSNSN

TiAIN —_KAD AUTD __FUNC

Die Darstellung ist zu klein, wir ,,zoomen* einmal hinein.

1 : F3 fsv Y _Fav |F?
a o Trace ReGraph Math|Draw|~

.y

WAVAVAVAN

QDN
NN -
3 § fat]
[u] ™
IO
3

r »
SetFactors...
(MAIN____ RAD AUTO FUNC

F’z . T=rz T =r3=j—I=’ ™ T’ FE T 7o ?? T 11
v a Zogn TracejReGraph Matrh Dr;w - /

JAVAN

JAVAVAN

New Ce r?
xci3. 1415927 uct0.
MAIN RAD AUTD TONC




Teachers Teaching with Technology

Chaos erforschen mit dem TI-92, Seite 59
Reimund Albers

]
VEVRIRE

Im vergroBerten Bild sehen Sie
weiterhin den Cursor, den Sie mit
CLEAR ausblenden kénnen.

(Dieses Bild erhalten Sie nur, wenn
fir ,ZoomIn“ die Faktoren fiir
beide Achsen 2 sind. Diese
Einstellung haben wir im Kapitel 7
vorgenomimen.)

1 Fev Sv Y Fov
v “{2 Zoom Trace ReGraph Mat.h Dr-aw|e ﬁ’

VaAVAVAVAVA

xc!3. 141592
[FAAIN

yct0,
D_AUTD __FUNC

B4l

Aus dem Graph konnen wir ablesen, daB sin2 x p - (180° -) periodisch ist. Jeder ,Berg®
ist zusétzlich achsensymmetrisch, was fiir das Intervall [0°,180°] heift: sin2 (180°-a) =
sin? a . Diese Beziehung rechnen wir gleich mit dem Rechner nach.

Tippen Sie ,,(sin(180-a))+2«
ENTER. Das Ergebnis bestitigt die
Formel.

Das Gradzeichen ist wichtig, es
ermoglicht, mit dem Gradmal zu
arbeiten, auch wenn der Rechner in
der Grundeinstellung auf RADIAN
steht.

Das Gradzeichen erhalten Sie mit
2nd D.

i [#3.4 Fiw Fyw FS F&
i-i aiﬂlgebr*aiCalciOtheriPrngOiClear a—z...i

s ui((sin¢a))?) 4-(sinCe))? (cos(a))?
® tCollect(2-sin(o) cos{a)) sin(2-a)
a(sin(180° - @))2 (sinCe))?

1n (1807 ~a)> > 2

RAD AUTD FUNC 3730

Damit haben wir alle Beziehungen zusammengetragen, so da wir beim iterierten
Verdoppeln des Winkels letztlich nicht das Intervall [0°,90°] verlassen: Uberschreiten
wir beim Verdoppeln 90°, so bilden wir die Differenz zu 180° und rechnen mit diesem
Winkel weiter. Das Iterieren mit der Funktion f{x) = 4x(1-x) reduziert sich nun auf das
Verdoppeln eines Winkels, ggf. mul man noch die Differenz zu 180° bilden.

Xp o=t =) >  Xp+l
( 200 fiir 0° a 45°
Un—g(ee}-' —p Ogp+1

l180°-2a fiir 45° < o 90°

Wir geben nun die Funktijon g ein, die fiir die Iteration der Winkel verwendet wird. Das
ist eine abschnittsweise definierte Funktion, fiir die es einen speziellen Befehl im TT - 92

gibt.
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Driicken Sie [KARO]JW fiir , Y=
und geben Sie unter y3
when(x<45,2x%x,180-2%x)*
ein.

Das Zeichen ,,<*“ finden Sie unter
CHAR, dort ,2:Math®“ Zeichen
Nummer C.

92=(52in(x))<245 ,
Ky X S
"93={ 180 - 2-x,else

‘%azx)=when (3 $45_ 2%, 180-2%x)

(AN KAD AUTD FUNC

Mit dieser Funktion wollen wir nun iterieren, im ersten Beispiel starten wir mit 60.

Tippen Sie 60 ENTER.

Tippen Sie nun y3(ANS) ENTER.
Sie sehen, daB 60 ein Fixpunkt fiir y3
ist.

Eﬁfx fev F3v F%TM F5 —F6 ==T
- a AlgebralCalc|Other|PrgmlQiClear a-z..

v yi(sin¢e))?)

4-(sin(u))2-(cos(a))2

® tCollect(2 -sin(a)-cos(a)) sin(2-a)
u(sin(i180° - q))z (sin(a))2
= 60 60
a8 y3(60) Yo)
= y3(60) 60

RAD ALTO

FUNC_ G730

Dieser Fixpunkt flir y3 muB zu einem Fixpunkt fiir unsere Ausgangsfunktion fx) =
4x(1-x) gehdren. Das wollen wir sofort ausprobieren.

Tippen Sie ,,sin(60°)42« ENTER
und sie erhalten 3/4.

Unter yl war die Grundfunktion
f{x) = 4x(1-x) gespeichert. Tippen
Sie ,,yl1(ANS)“ ENTER und Sie

erhalten tatsichlich wieder -i-. 8

4
ist also ein Fixpunkt fiir unsere

Grundfunktion.

- Fyw FS Fé

‘ Praml0iClear a-z. I
® £Collect(2 sin(a)- cos(a)) sin(2- )
a(sin(188° - @))2 (sinCe))2
60 60
5 y3(60) 60
= y3(60) 60
= (sin(68° )2 3/4
MAN RAD AUTE FUNC 7/30

1 Y Y Fuvr Y F5 73 '
s(sin(180° - a))2 (s»iw:tx)J2
60 60
= y3I(60) 6
" y3(606) 60
s (sin¢60° )2 34
s yi1(3-4) 374

MAIN RAD AUTD

FUNC 8/30

Diesen Fixpunkt konnen wir mit der Formel aus Kapitel 5 bestitigen, wo wir gefunden

a-1

haben, daB die Funktionen der Schar f{x) = ax(1-x) einen Fixpunkt bei x = —a haben.
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In unserer Funktion ist a = 4, was also auf den Fixpunkt bei % fiihrt. Aus Kapitel 5
wissen wir auch, daB dieser Fixpunkt nicht attraktiv ist.

Starten wir eine weitere Iteration fiir die Winkel, z.B. mit 10.

Tippen Sie 10 ENTER. [T"'m_‘]ﬁ'_rzv_ﬁ_—_?'_?“__m 0]
v 1c|Other|P 10|C1 -Z...

Geben Sie nun y3(ANS) ein und ‘_ lgebrg Calc[QtherPron earaz|
driicken Sie viermal ENTER, um mit =(sin(68°)) 374
der Funktion y3 zu iterieren. Sie *91(3/4) 34
: . . =10 10
sehen, daB die Iteration in den . y3(16) o
Dreierzyklus 20, 40, 80 miindet. = y3(20) 40
= y3(40) 80

s y3(80) 20
y3{ans(1>) .
imm KAD AUTE FUNC 13730

Diesem Dreierzyklus fiir y3 muB wieder ein Dreierzyklus fiir unsere eigentliche Funktion
entsprechen.

Tippen Sie sin(20°)#2 ein und oMY fey  Y.fov . rav Y. fS T
~ #—|A1gebralCalc|otherPranligicl -z..
driicken Sie ENTER. Mit ENTER [:gmlu,g“ ralcaiclotherfprantofciear a 5

rechnet der Rechner exakt (solange = y3(20) 40

keine Dezimalzahl im Term  |* gg(;g) gg

vorkommt), d.h. das Ergebnis ist ein ¥3(80) 2

algebraischer ~ Ausdruck,  der " (sin(20° )2 [5 i n[.%]]

,moglichst einfach™ ist. o

Um eine Dezimalzaht als #(sin(20°)) « 116977778441
i i sin(20°>"2

Niherungswert zu erhalten, miissen “ IR

wir ,,=* abrufen.
Driicken Sie [KARO] ENTER fiir =.

Mit diesem numerischen Wert starten wir eine Iteration mit unserer Grundfunktion (im
Rechner unter y1 gespeichert).

Geben Sie y1(ANS) ein und driicken -ia _'2" @_"" o re )
A s . v Algebra Other|PramlQ|Clear a-z..
Sie dreimal ENTER. Sie sehen, daB YR1g:i0 :
die Iteration einen Dreierzyklus a2

durchlzuft. "(sin(20°))? (s(3))
"(sin¢20°))2 . 116977778441
8 yi(.11697777844051) .413175911167
8 y1(.41317591116653) . 969846310393
myi(.96984631039294) . 116977778441
MAIN BAD AUTD FUNC 18730

Diese Iterationsexperimente mit der Funktion f{x) = 4x(1-x) sind nun iiberraschend,
denn wir haben diese Funktion gewihlt, um an ihr ,,Chaos* zu studieren. Die Zyklen, die
wir erhalten, sind aber genau das Gegenteil dessen, was wir von einer chaotischen
Iteration erwarten.
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Diese ,,unchaotische* Ordnung ist aber noch sehr viel ausgepriigter, als Sie vielleicht
vermuten, denn jede Iteration, die mit einem rationalen Winkelwert startet, miindet in

einen Zyklus. Betrachten wir als weiteres Beispiel die Iteration, die mit 33% startet.

Loschen Sie mit F1 8 den
Ausgangsbildschirm.
Geben Sie ,,33+1/3% als Startwert

€m.

Geben Sie Y3 (ANS) ein. Hier ist es
nun von Vorteil, daB der Rechner
exakt rechnet und das Ergebnis als
Bruch anzeigt.

Driicken Sie nun solange die
ENTER-Taste, bis Sie wieder 100/3
im Ergebnis sehen. Die Iteration mit
y3 und dem Startwert 33\F(1;3) hat
einen Zyklus durchlaufen (es ist ein
Neunerzyklus).

[F' : Trzjv _T—rsv R T rs"'"T F
v1 a AlgebrajCalc|Other|Prgml0 Clear‘ a—z...]l

«33+1/3 10
33+1,3 ~
MRIN RAD ALUTO ﬂLNC 1730

l‘_h T Fev T=r3v T=r’ yv T L T 13
v ;—‘—J AlgebralCalcjOther|Prgml0jClear a—z...]

033+ 1/3 1%
108 200
. gs[ : ] .

TUNC 2730

FT T_T'z“v' T‘r‘z'v T FYv T_rs' ‘T 7]
- a AlgebrajCalc|Other|Praml0iClear a-z...]l
8 y3(20/3) 40/3
a y3I(40/3) 803
164
s y3(80-3) =
160 220
«u3(157) 5
220 100
- "3[ 3 ] -3 |
EMW FUNC 10730

Da die rationalen Zahlen zwischen 0 und 90 eine dichte Teilmenge des Intervalls [0,90]

sind und die Funktion x = sin? a das Intervall [0°,90°] bijektiv abbildet auf das Intervall
[0,1], besitzt die Funktion f(x)=4x(1-x) eine Menge von Startwerten fiir zyklische
Iterationen, die dicht liegt in ihrer Definitionsmenge [0,1].

Diese Eigenschaft, die eine Anforderung an eine gewisse Ordnung stellt, ist die erste von
drei Eigenschaften, die eine chaotische Iteration ausmachen.

Dichte periodische Punkte

Definitionsmenge der Funktion f.

Die Menge der Startwerte fiir zyklische Iterationen mit der Funktion f ist dicht in der
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Aufgrund dieser Eigenschaft konnte man vermuten, daB eine chaotische Iteration mit
einem zufiillig gewihlten Startwert gute Chancen hat, zyklisch zu verlaufen. Tats#ichlich
ist das ,,Gegenteil“ der Fall, was unser niichstes Experiment zeigt. Dazu verfolgen wir
die Iteration mit 20°, die den Dreierzyklus 20°, 40°, 80° durchliuft, in unserer
Grundfunktion selbst.

i i i YA i 1 F34 F3v Y_ fuv F5 7 .
g;'ﬁgf::n SSitlae[Kqull{((%)‘]) %NZT E;m ﬁirufd v ;—T AlgebralCalc Ot.l:'wer raml0iClear a-z..
Geben Sie yl(ANS) ein und driicken  |"(sin(20° )% 116977778441
Sie sechsmal ENTER. Si ® y1(. 11697777844051) . 413175911167
die Trenation NTin . S‘f)rse}‘en’lflaﬁ " y1(.41317591116653) . 969846310393

teration  eme CICTZYKIUS e y1(.96984631039294) 116977778441
durchlduft, daB aber nach dem  layy(.11697777844057) .413175911167
zweiten Zyklus der Startwert nicht = y1(.41317591116672) . 969846316393
exakt erreicht wird. u y1(.96984631039309) . 11697777844

Cans<1)) _
MAIN RAD AUTO FUNC 21/30

Wegen dieses nicht ganz exakten Zuriickkehrens wollen wir die Iteration etwas linger
verfolgen. Das konnen wir am ibersichtlichsten mit der grafischen Darstellung einer

Zeitreihe. Als Startwert soll der Naherungswert von sin2 20° dienen, den wir in einer

Variablen speichern.

Driicken Sie so lange [rauf], bis der i-i ‘ain1£$Eraicfa’fcio{ﬂ2riprf;nrobeaﬁ‘ a=z..
Cursor auf dem Niherungswert fiir TUSTTICZO 0T T 1ICITTTTOTl
. ~(1o . " y1(. 11697777844651) 413175911167

(sin(20°))2 steht und driicken Sie ag1¢.4131759111665%) . 969246310393
dann ENTER. Der Wert wird |ay1¢.96984631039294) . 116977778441
dadurch in die Eingabezeile kopiert. ® y1(. 11697777844057) 413175911167
Erginzen Sie STO>X0 und driicken [ y1(.41317591116672) . 969846310393
Sie ENTER. ® y1(. 96984631039369) . 11697777844

" . 11697777844051 + x@ . 116977778441

.11697777844051»x0

MAIN RAD AUTD FUNC 22/30

Wir durchlaufen nun alle notwendigen Schritte, eine Zeitreihe darzustellen.

Driicken Sie MODE und wihlen Sie

aus dem ersten Meni

»24:SEQUENCE“. Driicken Sie T
ENTER  ENTER, um das Biseiay Distie: (!
Dialogfenster zu verlassen. ANglesussasosaanss

Complex Format....
Uector Format.eeca.

OO )|

v Pretty Print.cc... ON+
e
Lmn RAD AUTD FONC 22730

Exponential Format

RECTANGULAR+
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Prrrert

o . —té FZv 3 Yy YFSvY_ Fav F?

und geben Sie die nebenstehende aPLETS ( )
Funktion fiir ul ein. Tippen Sie fir  [© Y1=4:ul(n~1)-(1 - ul(n-1)
uil ,X0% und ENTER. Der in x0 | Yy -6%777 244851
gespeicherte Wert wird dadurch "".t.%;

hinter uil geschrieben. “'&,i’:

uig=

ud=

uid=

2¢{nJ=

=

H

IN _RAD AUTO SEQ

Dricken Sie [KAROJE fiir o

»WINDOW*“ und geben Sie die nmin=1.
: max=60,
nebenstehenden Werte ein. Plotstri=1.

plotstep=1.
xmin=0,
xmax=60.
xsc1=8,
yumin=-.02
gmax=

AN —RAD AUTD ia

Dricken ~ Sie  [KAROJR  fiir v 2|Z0om|Trace |ReGraph|Math|Draw|

”GRAPH“- s » @ m B A § @ & ® B uw 8 ® 7 L]

AIN RAD AUTOD SEQ

Die Darstellung zeigt im linken Teil sehr schén den Dreierzyklus, der dann aber nach
etwa 45 Iterationsschritten nicht mehr eingehalten wird.
Der Grund fiir dieses Verhalten liegt darin, daB unser Startwert 0.116977778441 nicht

exakt sinZ 20° ist, sondern nur eine Niaherung mit 12 Stellen. Daher ist der verwendete
Startwert gegeniiber dem exakten Wert mit einem kleinen Fehler behaftet. Eine weitere
Eigenschaft einer chaotischen Iteration ist nun, daB sich kleine Fehler aufschaukeln und
so schlieBlich zu einem Iterationsverhalten fithren, das nicht mehr mit dem ,,wirklichen®
{ibereinstimmt.

Diese Eigenschaft der Empfindlichkeit gegentiber kleinsten Fehlern heiit Sensitivitit.

Sensitivitéit

Weichen zwei Startwerte nur geringfiigig voneinander ab, so ist der Verlauf der
beiden zugeho6rigen Iterationen nach einer geniigenden Anzahl von Iterationsschritten
deutlich verschieden.

Bei der Charakterisierung der Sensitivitit bleiben wir bei dieser unexakten Form, da wir
sie im nachfolgenden Experiment auch nur durch numerische Beispiele darstellen wollen.
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In diesem Experiment wollen wir die Sensitivitit der Iteration mit f{x) =4x(1-x)
darstellen, indem wir zwei leicht verschiedene Anfangswerte wihlen. Wir fiihren dann
die beiden Iterationsverliufe durch und schauen uns an, wieweit beide voneinander

abweichen.

Driicken Sie MODE und wihlen Sie

aus dem ersten Menii
~4:SEQUENCE“. Driicken Sie
ENTER ENTER, um das
Dialogfenster zu verlassen.

Driicken Sie [KARO]W fir , Y=
und #ndern Sie ul entsprechend.
Geben Sie fir u2 und u3 die
nebenstehenden Funktionen und
Startwerte ein.

(Beginnen Sie den Term fiir u3 mit

»abs(..“)

Gr‘aph.ll saescasSsese
Current ?glder....
D;sTlag Digits.eec.e
ﬂng ellll.llIlIII.I
Exponent%al Format
Complex Format....
Uector Format.....

RECTANGULAR >
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:E Zoom|Edit] v |AlliStyle|Axes...

aPLOTS

v ul=4-ui(n=-13-(1 - ui(n-1))
uil=.2

v u2=4-u2(n-13-(1 -u2(n-1))
ui2=.20000001

v u3=jul(n - 1) - u2(n- 1)

uild=g
ui=ll
uig=
u4nr=
[MAIN RAD AUTD SEQ

Um alle drei Iterationsverliufe in der Darstellung unterscheiden zu kénnen, miissen wir
jeder Funktion einen eigenen Stil zuordnen.

Bewegen Sie den Cursor in die Zeile
fiir ul, driicken Sie F6 und wihlen
Sie aus dem Menii ,,3:Square*
Wihlen Sie entsprechend fiir u2
»l:Line* (sieche Bild) und fiir u3
»4:Thick*

Dricken Sie [KAROJE fiir
~WINDOW*“ und geben Sie die
nebenstehenden Werte ein.

(Gegeniiber der ersten Einstellung
miissen Sie nur nmax und xmax von
60 auf 50 &ndern)

uiz=.20000001
v ud=luiln-1) - u2(n-

= —
L&_Z(n >=4¥u2{n—-12%¥{1-u2<n-1)>

AIN KAD AUTT SEQ

i F2w
- ;2 Zoom ]
nmin=gN

Plotstri=y

glqtstep=1:

xmin=0,

xmax=50,

MAIN ®AD_AUTO —SEQ
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Driicken Sie [KAROJR  fur v a Zoom{Trace|ReGraph -

»OGRAPH.

[FIAIN___ —_ RAD AUTD )

Die beiden Iterationsverldufe sind durch die kleinen Quadrate (Start mit 0,2) bzw. die
diinne Linie (Start mit 0,20000001) dargestellt. Fiir die ersten 20 Iterationsschritte
liegen beide Verliufe so dicht beieinander, daB sie grafisch nicht zu unterscheiden sind.
Danach laufen sie ganz rapide auseinander. Dieses Verhalten ist auch sehr gut an der
Darstellung des Unterschieds erkennbar (dicke Linie), der bis zur 20 Iteration praktisch
Null ist, danach ansteigt und dann Zhnliche Schwankungen vollfiihrt wie die beiden
Iterationsverldufe selbst.

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir gesehen, daB die Menge der Startwerte fiir
zyklische Iterationen dicht liegt in der Definitionsmenge. Fiir das Iterieren mit den
Winkeln waren es genau alle rationalen WinkelmaBe, alle irrationalen Startwerte fiihren
nicht zu einem zyklischen Verlauf, das kann man exakt beweisen. Wegen der bijektiven
Zuordnung zum Iterationsverlauf der Grundfunktion f{x) = 4x(1-x) gibt es also auch fiir
diese nicht zyklische Iterationsverliufe. Die Iteration nimmt dann mit jedem weiteren
Schritt einen Wert an, den sie in allen vorhergehenden Schritten noch nicht angenommen
hat.

Fiir die Vielfalt der verschiedenen Werte wird an eine chaotische Iteration aber eine
noch schirfere Forderung gestellt: Es muB Startwerte geben, so daB der
Iterationsverlauf jeder Zahl aus der Wertemenge der Funktion beliebig nahe kommt.

Ein Beispiel soll zeigen, daB das eine Verschirfung ist gegeniiber der Eigenschaft, nicht
periodisch zu sein. Iteriert man zum Beispiel mit f{x) = 0,5x , legt als Definitionsmenge das

Intervall [0,1] fest und startet die Iteration mit 1, so ist der Iterationsverlauf %,%,% ’1_16’"'

Er ist nicht periodisch, kommt aber %— nicht beliebig nahe, der kleinste Abstand ist der zu %
1
und er betrigt —.
roetrigt 32

Die dritte Eigenschaft, die eine chaotische Iteration haben muB, heift
Mischungseigenschaft!.

Mischung
Es gibt Startzahlen, so daB der Iterationsverlauf jeder Zahl aus dem Wertebereich der
Funktion beliebig nahe kommit.

pie drei Eigenschaften des Chaos, Sensitivitas, Mischung und dichte, periodische Punkte stammen von dem Mathematiker Devaney
und haben eine exakte, mathematische Formulierung. Die hier gewdhlten, umgangssprachlichen Formulierungen orientieren sichan
dem, was wir hier mit dem TI - 92 erforschen
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Diese Eigenschaft erfiillt die Iteration mit f{x) = 4x(1-x) , was sich sehr anschaulich mit
einem Iterationspfad darstellen 148t.

Driicken Sie [KAROJW fiir ,Y=* Fev Fa YFEYY_ Fév
. . N . i vf—Zoon Ed1t. v ﬂll Style ers...
und deaktivieren Sie mit F4 u2 und <PLOTS

u3. v ul=4-ul(n-1)- (1 -ul(n- 1))
Andern Sie den Startwert uil ab in I —
0.1. u12=.20000001
u3sjuldn - 13 - u2(n - 1)
uid=
4=
u14:
uzl{nd= 4*u2(n—1)*(1-u2(n—1))
MaIN RAD AUTO

Driicken Sie F7 und wihlen Sie aus [vi p—lz?Jnlem.I B Inlllswlelﬁxes. . | l

dem Menii fir Axes ,2:WEB“ aFLOTS
Geben Sie es mit ENTER ein.

[a2<n>=4%uzln—1 )*(1—u2(n—1))

[MAIN RAD AUTD

) . ] . ==
Gehen Sie mit [runter] eine Zeile  [THMLEC IEW; ™ [RiT[stdlelaxes. . .
tiefer und wihlen Sie aus diesem

Menii ,,2 : AUTO«.

“3‘2:9 (Enter=5AUE) (ESC=CANCEL)

uigd=
u2{ny=4%u2<n—1 )*(1-—0.2 <(n-1>>
[MAIN KAD AUTD

Driicken  Sie [KARO]E. ﬁl.l' [i 1—iz§5ni ll

LWINDOW*“ und geben Sie die nmin=1.
nebenstehenden Werte ein. g’i‘g’é:g?%;i .

plotstep=1.
xmin=0.
xmax=1.
xXscl=.2
ymin=-.02
gmax=

yscl

MAIN BAD_AUTD SEQ
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Driicken Sie F2 und wihlen Sie aus

dem Menii ,,5: ZoomSqr«. nming 1:ZoomBox

nmaxy 2:7Zoomln
d 3J:ZoomQut

]

N _RAD AITD Ee

Der Rechner zeichnet automatisch 17w F2v 1 F3 I Fs~ Y Fév YF?
den Graph der Funktion f{x) = 4x(1- ~ £ |Z0on(Tr 2ce ReGrasppain i 2l
X), die Gerade zu y= x und beginnt,
den Iterationspfad zu zeichnen.

Das Koordinatensystem ist so
gewihlt, daB ein Pixel in beiden
Richtungen 0,01 lang ist. Jede Linie
des Iterationspfades zeigt also, daB
ein Wert innerhalb des zugehdrigen, ' — — e
0,01 langen Intervalls getroffen o —Bae AT = -
TG weiteren Entwicklung der | EOZoon 7 scelReGaphbiathlor aul
Darstellung siecht man, daB immer
mehr weie Flichen eingefirbt
werden, d.h. der Iterationspfad 0,01
breite Intervalle trifft, die er bisher
nicht erreicht hatte.

Nach unseren gewihlten 850 Itera-
tionsschritten hat der Iterations- | _
verlauf alle 100 0,01 breiten [MAIN RAD AUTD ]
Intervalle der Wertemenge [0,1]

getroffen, die gesamte, erreichbare

Fliche ist schwarz ausgefiillt. Damit

hat sich der Iterationsverlauf nach

850 Schritten jeder Zahl aus {0,1]

auf mindestens 0,01 genihert.

Auf Computern mit einer feineren Auflssung kann man demonstrieren, daB8 dieser
ProzeB sich fortsetzt und der Iterationsverlauf z.B. alle 500 0,002 breiten Intervalle
trifit, wenn man nur lange genug iteriert.

Weiterhin LBt sich die Mischungseigenschaft, wie auch die beiden anderen
Eigenschaften, auf der Basis ihrer exakten Formulierung fiir die Funktion f{x) = 4x(1-x)
beweisen.
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Damit ist der Lehrgang abgeschlossen, der gleichzeitig zwei Ziele hatte: Zum einen
sollten Sie wesentliche Fahigkeiten des TI - 92 (besser) kennenlernen und zum anderen
sollten Sie am Beispiel der Iteration mit einer quadratischen Funktionenschar erfahren,
was sich hinter dem Begriff ,,Chaos“ verbirgt. Beide Themen, TI-92 und
Chaosmathematik, lassen sich hervorragend verbinden und in der Form von
mathematischen Experimenten erforschen. Und beide befruchten sich gegenseitig, denn
ohne Computerunterstiitzung kann man bei der Erforschung der Chaosmathematik nicht
sehr weit kommen, und das aufgezeigte Beispiel aus der Chaosmathematik zeigt, daB es
ein interessantes, anregendes Gebiet ist, das sich geradezu dazu anbietet, einen so
leistungsfihigen Rechner wie den TI-92 zu erforschen und in seinen Fihigkeiten
auszureizen.

Ich hoffe, daf8 diese Darstellung Sie angeregt hat, nicht bei den aufgezeigten Beispielen
stehenzubleiben, sondern auf eigene Faust weiterzuforschen und so mehr herauszufinden
iiber die Chaosmathematik und iiber den TI - 92.



