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Einleitung

Die Menschen hegen seit jeher den Traum, zu verstehen, was die Welt im innersten
zusammenhalt. Dabei helfen ihnen die Gesetze der Physik zumeist erheblich. Be-
sonders in den letzten Jahrzehnten dreht sich das Rad der Erkenntnis schneller. Es
wird getrieben durch eine sich stetig verbessernde Vernetzung der Menschen unter-
einander und erleichtert hierdurch den Gedankenaustausch deutlich. Doch obwohl
das Verstandnis und die Einsicht in die Naturgesetze mittlerweile immens geworden
ist, gibt es immer noch fundamentale, zum Teil banale Fragestellungen, die sich
ihrer Erklarung erwehren. Die uns heute zur Verfiigung stehenden Theorien geben
an Stellen, die ich in den folgenden Kapiteln noch ndher beschreiben werde, nur
unvollstédndige oder gar keine Antworten.

Auf der Suche nach einem Modell, das im Stande ist, ein vollstindiges oder zu-
mindest schéarfer gezeichnetes Bild der Naturgesetze zu liefern, versuchte man, die
grundlegenden Rechenregeln der Quantenfeldtheorie, also ihre Algebra, abzuédndern.
Man hat sich dabei von dem Erfolg leiten lassen, den GLASHOW, WEINBERG und
SALAM hatten, als sie die Theorie der schwachen Wechselwirkung mit der der elek-
tromagnetischen vereinigten. Jedoch zeigten COLEMAN und MANDULA 1967, dass
es nicht moglich ist, die unabhingig nebeneinanderstehenden Theorien der elek-
troschwachen und der starken Kraft nicht-trivial zu vereinigen. Erst die Erkennt-
nisse von GOLFAND und LIKHTMAN ebneten 1971 den Weg zur Geburtsstunde des
ersten supersymmetrischen Modells, dass 1974 von WESS und ZUMINO aufgestellt
wurde.

GOLFAND und LIKHTMAN konnten zeigen, dass die Verwendung von Anti-Kommu-
tatoren anstatt Kommutatoren als Rechenregeln zwischen den Generatoren zu dem
gewiinschten Erfolg fiihrt. Hierbei ergibt sich die sogenannte SUSY-Algebra. HAAG,
LoOPUSZANSKI und SOHNIUS bewiesen 1975, dass dies auch die einzige Moglichkeit
einer Algebra-Erweiterung ist. Dadurch wird aus einem zuerst willkiirlich wirkendem
Ansatz ein ganz konkretes Ziel, mit klaren Vorgaben, so dass es eine lohnenswerte
Bemiihung ist, den Weg dorthin ndher zu erforschen.

Im einfachsten Fall erhélt die SUSY-Algebra einen zuséatzlichen Generator. Man
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spricht aus diesem Grunde von einer N” = 1 Supersymmetrie. Die Theorie lisst sich
analytisch untersuchen, doch gerade an einer besonders interessanten Stelle, dem
Niederenergielimes, wird der Kopplungsparameter im Sektor der starken Wechsel-
wirkungen besonders grofs. Die Entwicklung des Systems in eine Stérungsreihe ist
hier nicht handhabbar und der zentrale Mechanismus der Theorie, die Symmetrie-
brechung, bleibt im Verborgenen.

Die Supersymmetrie postuliert eine neue Klasse Elementarteilchen, die als Part-
ner der bisher beobachteten Teilchen angesehen werden. Da bisherige Beschleuniger
noch keine Anzeichen fiir diese neuartigen Teilchen finden konnten, wird angenom-
men, dass sie eine grofere Masse besitzen. Als Folge hiervon muss die Supersymme-
trie gebrochen sein. Man geht also davon aus, dass das Universum sich zu einer frii-
heren Zeit in einem hochsymmetrischem Zustand befand und das Teilchenspektrum
sowie die Wechselwirkungen an einem gewissen Punkt begannen, auszukristallisie-
ren.

Eine nichtperturbative Moglichkeit, den Niederenergiebereich und die dort stattfin-
dende Symmetriebrechung néher zu untersuchen, bietet der Ansatz, die Raumzeit
zu diskretisieren. Das so entstehende Raum-Zeit-Gitter wirkt wie ein natiirliches
Abschneiden der Ultraviolettdivergenzen der Moden des Quantenfeldes. Dies ist die
Motivation der vorliegenden Arbeit.

Als WILSON 1974 damit begann, die Wirkung der QCD zu diskretisieren, stellte es
sich schnell als enorme Herausforderung dar, Felder auf dem Computer zu simulie-
ren, die der Dynamik dieser Wirkung gehorchen. Anfangs wurde ein Algorithmus
verwendet, der 1953 von METROPOLIS et. al. entwickelt wurde. Doch schon bald be-
gann die Suche nach effizienteren Algorithmen, die durch kiirzere Autokorrelations-
zeiten und grofere Schritte durch den Phasenraum die Untersuchung von Fermionen
auf dem Gitter erst ermoglichten. 1987 stellten DUANE et. al. den Hybrid Monte-
Carlo Algorithmus vor, der eine Kombination aus dem Langevin-Algorithmus und
der Molekular-Dynamik darstellt. Dieser Algorithmus ist der bisher effizienteste und
zudem garantiert ein Akzeptanz-Rejektions-Schritt die Freiheit von systematischen
Fehlern.

Lange Zeit konnte dieser Algorithmus nur fiir Theorien mit gerader Flavour-Zahl
verwendet werden, wobei die Ursache hierfiir in der bosonischen Darstellung der
Fermion-Determinante zu suchen ist. 1993 zeigte LUSCHER jedoch einen Weg, wie
durch eine polynomiale Approximation der inversen Fermion-Matrix auch andere,
z.B. Theorien mit gebrochen rationalen Flavour-Zahlen, von den Vorteilen profitie-
ren konnen, die der Hybrid Monte-Carlo Algorithmus (HMC) bietet. 1997 setzten
Roberto FREZZOTTI und Karl JANSEN, sowie unabhéngig von ihnen Philippe DE



FORCRAND diese Idee zum ersten Mal in einer HMC-Simulation ein. Das war die
Geburtsstunde des polynomialen Hybrid Monte-Carlo Algorithmus (PHMC).

Ein Hauptziel meiner Doktorarbeit war es, diesen Algorithmus auf ein N' = 1 super-
symmetrisches Modell zu iibertragen. Um den Rechenaufwand zu beschranken und
Vergleichbarkeit mit dem zuvor verwendeten TSMB-Algorithmus herzustellen, habe
ich mich anfangs auf die Realisierung eines Programms fiir ein Modell mit zwei Farb-
Freiheitsgraden fokussiert. Aufbauend auf den dort gesammelten Erfahrungen habe
ich spéater ein Programm mit SU(3).-Farbsymmetrie geschrieben. Der Hintergedan-
ke hierbei war, ein physikalisch realistischeres System zu konstruieren, dass dariiber
hinaus Resultate liefert, die mit den Ergebnissen einer Ny = 1-QCD Simulation
vergleichbar sind. Als Vorlage fiir meine Arbeiten diente der von Claus GEBERT
entwickelte und erprobte Two-Step Multi-Boson Algorithmus (TSMB). Ich habe
den Algorithmus so angelegt, dass sich die zur Analyse verwendeten Korrelatoren
nahtlos in das Programm einfiigen lassen. Eine Weiterverarbeitung der Daten, z.B.
zur Massenbestimmung mit Zeitscheiben-Korrelationsfunktionen, zur Bestimmung
der Sommer-Skala, Stringspannung o.A. ist so ohne Modifikationen maglich.

Neben dem eigentlichen Algorithmus wurden im TSMB Programm weitere Optimie-
rungen realisiert, deren Ideen ich auf das PHMC-Programm iibertragen und durch
weitere erganzt habe. Ich hatte spéater die Moglichkeit, meine Resultate zunichst
mit einem Ny = 1 PHMC-Algorithmus zu vergleichen, den Enno Scholz geschrieben
hatte und dessen Basis das gleiche TSMB-Programm darstellt. Spéter stellte mir
Istvan Montvay seine eigene und unabhéngige Entwicklung zur Verfiigung, die es
mir ermoglichte, die Konsistenz meiner Ergebnisse nachzuweisen.

Ein weiterer Schritt war es, die Gitter-Wirkung so zu optimieren, dass Diskretisie-
rungsartefakte bei endlichen Gitterabsténden starker unterdriickt werden. Nachdem
der Algorithmus selbst eine neue Qualitdt erreicht hatte, bestand Handlungsbedarf
bei der Optimierung der Matrixinversionen zur Berechnung bestimmter Korrelato-
ren. Wahrend der grofite Teil des numerischen Aufwandes in fritheren Féllen fiir die
Simulation eines statistischen Ensembles mit dem TSMB-Code veranschlagt wur-
de, kénnen nun in gleicher Rechenzeit grofere Gitter mit besserer Statistik durch
den PHMC-Code simuliert werden. Dadurch haben sich die Verhéltnisse in gewis-
ser Weise umgekehrt, sodass insbesondere die Analyse des unverbundenen Anteils
der adjungierten Mesonen durch den sogenannten all-to-all Propagator ein grofseres
Gewicht an der Gesamtrechenzeit bekommen hat. Um die erzeugten Konfiguratio-
nen angemessen auswerten zu kénnen, habe ich mich deshalb mit dem Deflating-
Algorithmus beschéftigt, den ORGINOS und STATHOPOULOS 2007 vorgestellt haben.
Er bietet die Moglichkeit, ein Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme zu
beschleunigen, sofern diese fiir viele Schatzer mit der gleichen Matrix durchgefiihrt
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werden. Dies ist bei der Stochastic Estimator Technique der Fall und deshalb ist
das Deflating Mittel der Wahl, um die Iterationsgeschwindigkeit zu erhéhen. Bisher
konnte ich allerdings keinen Iterationsvorteil durch dieses Verfahren nachweisen, so
dass weitere Forschungen in dieser Richtung notwendig sind.

Meine Arbeit ist demnach in drei Teile gegliedert:

1. Kapitel 1 und 2 beschéftigen sich mit der Supersymmetrie im Kontinuum. Ka-
pitel 1 gewiihrt einen Uberblick iiber das Standardmodell, seine Grenzen und
offenen Fragestellungen, sowie mogliche Losungsansétze und Gedankenmodel-
le, die einen Erklarungsansatz bieten. Da es mein Ziel war, eine moglichst
freistehende Arbeit zu konzipieren, habe ich ausfiihrliche Anhénge erstellt, in
denen ich Themen aufgegriffen habe, die ich besonders interessant und er-
wahnenswert fand, und die sich z.T. mit den Spezialitdten dieses Sachgebietes
beschéftigen. Anhang A ist hierzu im wesentlichen dem ersten Teil der Arbeit
zuzuordnen.

2. Kapitel 3 und 4 bilden den Hauptteil dieser Arbeit. Sie behandeln die Super-
symmetrie auf dem Gitter. Wahrend sich Kapitel 3 damit befasst, eine super-
symmetrische Feldtheorie zu diskretieren und die Gitterwirkung im Hinblick
auf die Unterdriickung von ungewiinschten Artefakten zu optimieren, wird in
Kapitel 4 der PHMC-Algorithmus mit allen implementierten Optimierungen
beschrieben. Ergénzungen zu diesem Thema finden sich in Anhang B.

3. Kapitel 5 und 6 beschéftigen sich mit der Analyse der gegebenen Feldkonfigu-
rationen. Kapitel 5 zeigt dabei auf, wie die physikalische Gréfse und Auflésung
des Gitters bestimmt werden kann. Aufierdem wird gezeigt, wie Fehler, die z.B.
aufgrund der endlichen Gréfse durch Randeffekte auftreten, abgeschitzt wer-
den koénnen. Kapitel 6 widmet sich dem Thema der Massenbestimmung auf
dem Gitter. Hier werden die Methoden vorgestellt, die verwendet werden, um
das Teilchenspektrum zu analysieren und seine Massen zu bestimmen. An die-
ser Stelle findet auch das Deflating seinen Platz, dass zur Beschleunigung der
Berechnung adjungierter Mesonen beitragen soll. Die Arbeit mit den in diesem
dritten Teil vorgestellten Werkzeugen beschriankt sich auf qualitative Aspekte.
Meine Untersuchungen z.B. zur physikalischen Grofse des Gitters, die insbeson-
dere im Fall der SU(3). noch genauer zu erortern sind, oder ein k-Feintuning
wurden zu Testzwecken auf vergleichsweise kleinen Gittern durchgefiihrt. Die
PHMC-Simulationen wurden quantitativ auf grofsen Gittern von Istvan Mont-
vay administriert, wobei Kamel Demmouche die Analyse dieser vorgenommen
hat.



Die Beschreibung des PHMC-Programmms beschrankt sich im Hauptteil auf die
prinzipiellen Konzepte. Eine detaillierte Darlegung der einzelnen Routinen kann
zwar nicht gegeben werden, da das Programm selbst mehr Zeilen besitzt, als die
vorliegende Doktorarbeit, dennoch soll in Anhang C ein kleiner Uberblick iiber die
Struktur des Programms vermittelt werden. Dort werden auch numerische Speziali-
tdten besprochen, die das Parallelisierungskonzept, Randbedingungen, Testfunktio-
nen o.A. umfassen.
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1. Das Standardmodell und
vereinheitlichende Erganzungen

1.1. Die Gruppenstruktur des Standardmodells

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik beschreibt die bekannten Ele-
mentarteilchen und die Wechselwirkungen zwischen ihnen. Es besteht aus einem
Produkt von drei Eichgruppen SU(3) ® SU(2) ® U(1) mit unterschiedlichen Kopp-
lungskonstanten in jedem Sektor. Hierbei handelt es sich um die interne SU(3)
Farb-Symmetrie der QCD und die SU(2),®U(1)y Symmetrie des elektro-schwachen
Sektors. Hinzu kommt die Symmetriegruppe der vierdimensionalen Raum-Zeit, die
Poincaré-Gruppe P, die fiir alle relativistischen Quantenfeldtheorien die Grundlage
bildet (siehe dazu auch Anhang A.8).

Postuliert man die Invarianz der Dirac-Gleichgung gegeniiber lokalen Phasentrans-
formationen der Wellenfunktion, so ist dies nicht im feldfreien Raum moglich. Solche
Transformationen fiihren zu Zusatztermen, die durch Einfiihrung eines Eichfeldes
kompensiert werden konnen. Dies wird letztendlich durch das Ersetzen der partiel-
len Ableitung in der Dirac-Gleichung durch eine kovariante Ableitung bewerkstelligt.
Die Quanten dieses Eichfeldes, an das die Teilchen koppeln, nennt man Eichbosonen.
In den Eichtheorien wird nun diese Eichfreiheit bestimmter Gréfsen zum fundamen-
talen Prinzip erhoben. Aus der Forderung nach solchen eichbaren, physikalisch nicht
festgelegten Grofen wird die Existenz und Struktur der Wechselwirkung festgelegt.
Die innere Struktur der Eichtransformationen wird dabei durch eine Symmetrie-
Gruppe bestimmt (siehe auch Anhang A.7).

Zur Gruppe U (1) gehort das Photon als Austauschteilchen. Zur Gruppe der reinen
SU(2) Theorie gehoren drei Austauschteilchen, W+, W~ und Z Bosonen, die auf-
grund der Nichtvertauschbarkeit der Generatoren selbst elektrische Ladung tragen.
Die SU(3)-Gruppe besitzt N?2—1 = 8 Generatoren, die 8 Gluonen. In der Natur liegt
eine SU(2) ® U(1) Symmetrie vor. Daraus folgt, dass das physikalische Z°-Boson
eine Mischung aus den neutralen SU(2) und U(1) Feldern Az und B ist.
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1.2. Spontane Symmetriebrechung und
Higgs-Mechanismus

Die Eichbosonen miissen die Ruhemasse Null haben, weil nur fiir masselose Vektor-
felder die Eichinvarianz gilt. Wenn man bedenkt, dass die Reichweite der schwachen
Wechselwirkung sehr kurz ist, ergibt sich mit der Energie-Zeit-Unschérfe und der
Energie-Masse Aquivalenz eine entsprechend grofie Masse der Vektorbosonen. Damit
erscheint es auf den ersten Blick sinnlos, das Eichprinzip auf die schwache Wechsel-
wirkung anwenden zu wollen.

Man verwendet das Prinzip der spontanen Symmetriebrechung, um den Eichbosonen
eine Masse zu geben und gleichzeitig das Kraftgesetz zu erhalten. Die grundlegende
Idee ist, dass die schwachen Wechselwirkungen selbst eine unendliche Reichweite
haben und durch eine eichinvariante Theorie beschrieben werden konnen, dass es
aber ein Hintergrundfeld gibt, welches diese Wechselwirkungen abschirmt.

Peter Higgs lief sich bei seinen Uberlegungen vom Meifner-Ochsenfeld-Effekt leiten.
Das ist ein Effekt, der urspriinglich in der Festkorperphysik vorgeschlagen wurde,
um zu erkldren, wie die Magnetfelder aus supraleitenden Metallen herausgedringt
werden. Dort wird ein dufieres Magnetfeld durch einen Oberflichenstrom in einem
supraleitenden Material unterhalb einer kritischen Temperatur T perfekt kompen-
siert. Das Feld dringt mit einer exponenziellen Abschwichung in den Supraleiter
ein. Als Konsequenz dessen muss den Photonen als Quanten des Feldes eine Masse
zugeordnet werden, sofern man den von den Cooper-Paaren getragenen Suprastrom
ignoriert. Hierbei handelt es sich aber um eine effektive Masse. Sie ist mit einem
Heliumballon vergleichbar, dem eine negative effektive Masse zugeordnet werden
muss, wenn die Existenz der ihn umgebenden Luft nicht beriicksichtigt wird.

Higgs-Teilchen konnen als Verallgemeinerung der Cooper-Paare betrachtet werden.
Sie werden als freie skalare Teilchen der Ladung ¢ angenommen und miissen eine
Wechselwirkung untereinander haben, um kohérent wirken zu kénnen, und damit
einen den Cooper-Paaren dhnlichen Abschirmstrom bilden zu kénnen. Das Higgs-
Feld wird komplex gew&hlt, um eine kontinuierliche Symmetriebrechung zu ermog-
lichen

¢=12(¢1+i¢2)-

Das Potenzial wird zu

V() = —p? 8> + A |g)*



1.2. Spontane Symmetriebrechung und Higgs-Mechanismus

gewahlt, damit die Feldamplitude im Zustand tiefster Energie von Null verschieden
ist (siehe auch Abb. 1.1). Es zeigt sich, dass die Theorie bei hoheren Potenzen
als 4 nicht mehr renormierbar ist, weshalb das Higgs-Potenzial relativ festgelegt
ist. Es gibt auch Modelle in denen ¢ mehrere komplexe Komponenten hat, was sich

Abbildung 1.1.: Das Higgs-Potenzial zur Beschreibung der spontanen Symmetrieb-
rechung

allerdings nur noch bedingt veranschaulichen lasst. Der Vakuumerwartungswert von
¢ liegt nun entsprechend den Potenzialminima bei

2

0
() =v = 3%

Die Orientierung dieses zweidimensionalen Grundzustandes im Isospinraum ist aber
nicht definiert. Von den unendlich vielen Werten entscheidet sich das Higgs-Feld
fiir einen bestimmten Wert. Die Symmetrie ist dann gebrochen, obwohl das Pro-
blem vo6llig symmetrisch ist. Man spricht von spontaner Symmetriebrechung, wenn
der Grundzustand eine kontinuierliche Symmetrie der Lagrange-Funktion nicht be-
sitzt.

Um zu erklaren, wie dieses Feld fiir die Masse der anderen Teilchen verantwortlich
ist, entwickelt man eine Storungstheorie um den neuen Vakuumerwartungswert.
Durch Substitution der Ableitung durch ihre kovariante Form in der Lagrangedich-
te, kann die Kopplung der Higgsfelder an die Eichfelder erhalten werden. Aus der
kovarianten Ableitung des Higgs-Feldes ergeben sich Terme, die man als Massenter-
me der Eichbosonen interpretieren kann und welche zu den Gleichungen

37.4 75
V/c? und = -——— GeV/c?
- GeV/c®  un my S5Oy GeV/c

mw =
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fiihren. Die Entdeckung des Z°-Boson am CERN im Jahre 1983 bedeutete iibri-
gens den entgiiltigen Durchbruch des Standardmodells. Der Weinbergwinkel 6Oy
beschreibt den Zusammenhang zwischen elektrischer und schwacher Ladung. Der
Zusammenhang ergibt sich in der elektroschwachen Theorie zu

Qem = QW - sin? Ow .

Die Messung des Weinbergwinkels 0y, entweder aufgrund der Zerfallsmoglichkeiten
von Z° oder aus Neutrino-Elektron- sowie Neutrino-Nukleon-Streuexperimenten er-
gab einen Wert von

sin? Oy (myz) = 0.2315 + 0.0002,
also Oy =~ 28,74°. Erginzende Messungen der W-Massen ergaben
my = 80.41 £ 0.18 GeV, bzw. my/mz = 0.8813 + 0.0041

und stehen damit in perfekter Ubereinstimmung mit den erwarteten Werten. In-
soweit sind alle Vorhersagen des Standardmodells in nahezu unglaublicher Weise
bestétigt worden. Die genaue Messung des Weinbergwinkels erlaubt dariiber hinaus
eine Eliminierung zweier freier Parameter der Theorie.

Tabelle 1.1 gibt einen Uberblick iiber die Eichbosonen des Standardmodells und
der von ihnen vermittelten Kréfte. Der Vollsténdigkeit halber wurde das Graviton
hinzugefiigt, als Austauschteilchen der Gravitation. Es ist nicht Teil des Standard-
modells, seine Existenz wurde bisher nicht nachgewiesen.

Die Fermionen bekommen ebenfalls ihre Masse durch Ankopplung an den Vakuum-
Erwartungswert des Higgs-Feldes. Diese nennt man Yukawa-Wechselwirkung. Die
Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung eines Fermionfeldes v mit dem Higgs- und
dem Eichfeld lautet

L:Fermion(d)v A, ¢) = JV“D;W + Qw@@ﬁ

wobei das Eichfeld A in D, eingeht und g, der Parameter der schon erwihnten
Yukawa-Kopplung mit dem Higgs-Feld darstellt.

Bei der Brechung einer globalen kontinuierlichen Symmetrie entsteht im Falle der
SU(3) ein masseloses, skalares Teilchen, ein Nambu-Goldstone-Boson. Die masselo-
sen Freiheitsgrade treten bei einer lokalen Brechung nicht in Erscheinung, da sie die
Goldstone-Moden des Higgsfeldes zu longitudinalen Polarisationsfreiheitsgraden der

10
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Tabelle 1.1. Die Lebensdauer von Photonen und Gluonen wird zu oo angenommen,
da kein Zerfall beobachtbar ist. Die Gravitonen wurden bisher nicht nachgewiesen
und besitzen nur hypothetischen Charakter Quelle [145].

Die Eichbosonen

Teilchen |Ladung|Lebensd.|Spin| Masse |Reichweite|relative
in [s] [GeV /c?] [m] Starke

Gluon 0 00 1 0 2,5-1071° 1
Photon 0 00 1 0 o0 1072
W+ +1 [3-107%°| 1 80,2 10718 10713
A 0 [3-107%| 1 91,1 10718 10713
Graviton (?)| 0 00 2 0 o0 10738

Eichfelder werden. Die Goldstone-Bosonen werden sozusagen von den Eichbosonen
»gefressen” und verleihen ihnen dadurch gerade ihre Masse.

Der Erfolg des Standardmodells ist bislang die grofte Rechtfertigung von Eich-
theorien, was natiirlich eventuell noch fundamentalere Prinzipien nicht ausschliefst.
So versuchen Kaluza-Klein-Theorien die Wechselwirkungen auf differenzialgeometri-
sche Prinzipien zuriickzufiihren, auf denen auch die Allgemeine Relativitat beruht.
Hierzu sind aber hoher dimensionale geometrische Rdume erforderlich.

11
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Tabelle 1.2. Die Quarks und ihre Eigenschaften Quelle [145].
Die drei Quark-(Generationen
Teilchen | Ladung | Isospin | Spin | Flavour |Masse [MeV/ 02] Generation
up +2/3 | +1/2 | 1/2 |I, =+1/2 1,5 bis 3,0 1
down -1/3 | =1/2 | 1/2 |I, =—-1/2 3 bis 7 1
strange | —1/3 | —=1/2 | 1/2 | S=-1 95 + 25 2
charme | +2/3 | +1/2 | 1/2 | C =+1 1250 + 90 2
bottom | —1/3 | —1/2 | 1/2 | B= -1 4200 £ 70 3
top +2/3 | +1/2 | 1/2 | T =+1 | 170900 £ 1800 3
Tabelle 1.3. Die Leptonen und ihre Eigenschaften Quelle [145].
Die drei Lepton-Generationen
Teilchen | Ladung | Lebensdauer [s]| Spin | Masse [MeV/c?] | Generation
e -1 00 1/2 0,511 1
Ve 0 50 1/2 <2.10°6 1
i -1 2,197 -1076 1/2 105,66 2
Uy 0 00 1/2 < 0,17 2
T -1 3,4-10713 1/2 1777 3
Vr 0 00 1/2 < 15,5 3
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1.3. Fragen des Standardmodells

Das Standardmodell hat grofe Erfolge vorzuweisen und kann nahezu alle der bisher
gemachten teilchenphysikalischen Beobachtungen erkldren. Dennoch ist es unvoll-
standig, da es die gravitative Wechselwirkung nicht beschreibt. Dariiber hinaus gibt
es sehr zentrale offene Fragen, die im Rahmen des Standardmodells nicht geklért
werden konnen.

(a) Die fermionischen Probleme:

e Zuerst einmal stellt sich die Frage, warum Fermionen Dublett-Zusténde be-
setzen.

e Dann zeigen Elektron-Positron Streuexperimente am LEP [143], dass es genau
drei Generationen Neutrinos gibt. Daraus wird geschlossen, dass es gerade drei
Generationen fundamentaler Fermionen gibt. Warum gibt es gerade derer drei?

e Dariiber hinaus scheint es ein bisher noch unerklartes hierarchisches Muster
zwischen den Fermionen-Massen zu geben.

e Die CP-Verletzung allein kann die beobachtete Materie- Antimaterie Asymme-
trie im Universum nicht erkléren.

e Die Ruhemasse der Neutrinos ist von Null verschieden. Dies wurde durch die
Beobachtung der Neutrinooszillation [144] bestétigt. Um ihre Masse zu er-
klaren muss das heutige Verstédndnis des Standardmodells modifiziert werden.
Eine Losung bietet sich an, indem man Leptonen in einer zu Quarks dhnlichen
CKM-Matrix betrachtet.

e Die Chiralitdt der Fermionen muss ,per Hand” eingefiigt werden.
(b) Die Eichgruppen-Probleme:

e Das Standardmodell besitzt drei verschiedene Eichgruppen, die aus phéno-
menologischen Gesichtspunkten postuliert wurden. Sie werden mit drei unter-
schiedlichen, willkiirlichen Eichkopplungen assoziiert. Wo liegt der Ursprung
dieser drei Kopplungen? Welcher Mechanismus legt die Farbkopplung o und
den Weinberg-Winkel 0y fest?

e Die Gravitation spielt sich vollstdndig ausserhalb des Eichtheorie-Rahmens ab.

13
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Durch Hinzufiigen der Gravitation wird die Theorie nicht-renormierbar. Aus-
serdem gehorcht die gesamte Physik dem Prinzip der lokalen Eich-Invarianz
(sieche Kapitel A.7). Gravitation hingegen benétigt ein zusétzliches Prinzip,
das Relativitats-Prinzip.

(c) Das Higgs-Problem:

e Das SM ist konmsistent bis zur Gravitationsskala Mpj,, . = 10 GeV falls
My =~ 170 GeV. Das Higgs-Boson scheint deutlich schwerer zu sein, falls es
iberhaupt existiert (siehe 1.4).

e Die Einfiihrung des Higgs-Boson und die Wahl seines Vakuum-Erwartungs-
wertes ergibt sich nicht aus der Eichtheorie sondern geschieht ad hoc.

(d) Weitere offene Fragen:

14

e Aus welchem Grund ist die elektrische Ladung quantisiert und stets ein Viel-
faches der Elektronladung, bzw. im hadronischen Sektor 1/3 dieser Ladung?

e Das Standardmodell beinhaltet mindestens 18 freie Parameter, die man bisher
durch Messung bestimmen muss. Lassen diese sich aus einer allgemeineren

Theorie vorhersagen?

e Gravitation, dunkle Materie und dunkle Energie sind keine Bestandteile des
Standardmodells

e Sind Quarks und Leptonen wirklich fundamental, oder haben sie auch eine
Substruktur?

e Gibt es vielleicht noch mehr Sorten Teilchen, die bei hoheren Energien ent-
deckt werden kénnten?

— Es gibt also Physik jenseits des Standardmodells
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1.4. Das Hierarchieproblem

Die Hauptmotivation fiir die Erweiterung des Standardmodells lag in der Lésung
des Massen- oder Hierarchieproblems. Man kann beobachten, dass die Starke der
drei Grundkréfte (starke, elektromagnetische und schwache Wechselwirkung) von
der Energieskala abhéngen. Es handelt sich bei den Eichkopplungen also um laufen-
de Kopplungen. Storungstheoretische Betrachtungen haben ergeben, dass sich die
drei Kopplungen bei Mx =~ 10'2 — 10'5 GeV/c? bei leicht unterschiedlichen Ener-
gien treffen, graphisch dargestellt in Abb. 1.2. In der aktuellen Anschauung sind
Auflssung [logygm]
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Abbildung 1.2.: Laufende Kopplung fiir das Standardmodell. Fiir Auflésung und
Energie wurde die logarithmische Skala verwendet. Siehe hierzu auch Quelle[150)].

alle Elementarteilchen zunéchst masselos, was sich erst durch die spontane Symme-
triebrechung, dem Higgs-Mechanismus, dndert. Um das Standardmodell mit seinen
drei Kopplungen zu erhalten, geht man von einem Higgs-Mechanismus mit einem
Feld ¢qur aus, welches bei der Skala My die GUT-Symmetrie spontan bricht. Man
nimmt also an, dass sich das Universum urspriinglich in einem hochsymmetrischen
Zustand befand und die Grundkréfte dann nach spontaner Symmetriebrechung aus-
kristallisiert sind.

Zudem gibt es eine zweite Symmetriebrechung, die der elektro-schwachen Symme-
trie, in einem wesentlich niedrigeren Energiesektor. Die Ruhemassen der W+ und
ZY Eichbosonen, die die schwache Wechselwirkung vermitteln, liegen bei mqy+ =
80GeV/c? und moz = 91 GeV/c?, was zu einer oberen Schranke der Higgs-Masse

15
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von My = 640 GeV fiihrt.

Es zeigt sich, dass das Higgs-Teilchen also bei ganz unterschiedlichen Massenskalen
notwendig ist. Einmal muf es einen Vakuumerwartungswert von der Ordnung Mx,
der sogenannten Planckmasse besitzen, andererseits aber auch im Niederenergiebe-
reich auf der elektroschwachen Skala von der Ordnung Myy. Durch Renormierung
kann man die Masse zwar in den erwarteten Bereich bringen, derart dass

miy =mix + O (N).

Das Problem ist aber, dass beide Skalen nur auf Baumniveau unabhéngig bleiben,
in hoherer Ordnung Stérungsrechnung durch Schleifendiagramme jedoch ineinander
mischen. Der Betrag der Korrekturen hangt davon ab, welche Impulse k£ man in
den Schleifen beriicksichtigt. So ist bei einer kleinen Anderung (Renormierung) der
Abschneideskala A auch nur eine kleine Anderung in der betrachteten Fermionmasse
festzustellen, da sie nur logarithmisch von dem Abschneideparameter abhéngt.

Die Korrekturen sind

2

A
Am%{ 167J;2 [—QAQUV + Gm?c In (U‘/)] fiir Fermionen

mg
Am? = A —2A%, + 6m; In Avv fiir Bosonen (1.1)

wobei Ayy die Skala ist, bis zu der die Korrekturen gerechnet werden. Damit sich
die quadratischen Terme aufheben, miissen e Kopplungskonstanten )\?c = )\p sein,
was eine Beziehung zwischen Bosonen und Fermionen voraussetzt. Anders verhélt
sich dies bei skalaren Teilchen. So erhélt die Higgs-Masse eine Korrektur dmyg der
Grofsenordnung

A 4
d*k
2 2 242

Liegt A bei der GUT-Skala, bedeutet dies konkret, dass das leichtere Higgs-Teilchen
Korrekturen von der Ordnung My erfahrt. Um die Theorie sinnvoll zu gestalten,
wire damit eine Feinabstimmung aller freien Parameter in allen Ordnungen Sto-
rungsrechnung auf 26 Stellen genau notwendig. Dies ist technisch machbar, aber
ziemlich unnatiirlich.

16
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1.5. Die Losung des Hierarchieproblems

Auf Grundlage des Standardmodells gibt es zwei weit entwickelte Erweiterungen,
die das Hierarchieproblem l6sen. Zum einen wéare das Technicolor-Modell zu nen-
nen, dieses benodtigt kein skalares Higgs-Feld, um die Teilchenmassen zu erkléren.
Bei Technicolor wird die Symmetrie dynamisch gebrochen mit Hilfe einer neuen star-
ken Eichkraft bei Arc ~ 1 TeV. Es erweitert das Standardmodell um eine groftere
Anzahl fermionischer Felder und bendétigt eine grofsere Eichgruppe. In der einfach-
sten Form handelt es sich um eine asymptotisch freie Eichtheorie und ist &hnlich
aufgebaut wie die QCD. Allerdings ist deren Realisierung ausgeschlossen, da die von
ihr vorausgesagten Massen der W und Z Bosonen nicht mit Prazisionsmessungen
elektroschwacher Grofen iibereinstimmt. Es gibt aber Modelle, die Kopplungen von
Quarks und Leptonen an Technifermionen beriicksichtigen. Dieses Modell erklart die
grofe Top-Quark Masse und sagt langsam laufende (walking) Kopplungskonstanten
voraus (eine detaillierte Einfiihrung findet sich in [137],[138]).

Zum Anderen bieten supersymmetrische Theorien die Mdoglichkeit, den gewaltigen
Unterschied von dreizehn Gréfenordnungen zu erkldren, der zwischen den Eichbo-
sonen W¥ und Z°, und den Ruhemassen der in den GUTs auftretenden X-Bosonen
liegt. Durch Einfiihrung der Supersymmetrie kann man erreichen, dass sich die
Schleifenbeitrage in allen Ordnungen kompensieren, da Beitrdge der Fermionen und
Bosonen gerade das entgegengesetzte Vorzeichen haben (illustriert in Abb. 1.3).

92

Eichboson Gaugino

g
+ Qio
9

Boson Fermion

A
) Qio
A

Abbildung 1.3.: Aufthebung der Quantenkorrekturen in einem supersymmetrischen
Modell

In Supersymmetrie-Theorien tauchen also auf natiirliche Weise Differenzterme auf,
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die den Unterschied erkldren kénnen. Dies ist der Ausdruck eines allgemeineren Prin-
zips dieser Modelle. Die sogenannten Nichtrenormierungstheoreme gewéhrleisten,
dass bei Renormierung vieler Grofen die Beitrdge hoherer Ordnung verschwinden.
Es geniigt dann, sie auf Baumniveau (,tree-level’) d.h. mittels Diagrammen ohne
geschlossene innere Linien zu berechnen. So muss die Feinabstimmung der frei-
en Parameter auf 26 Stellen nur einmal anstatt in jeder Ordnung Storungstheorie
durchgefiihrt werden. In der Literatur wird dieses sogenannte Nichtrenormierungs-
theorem als Teillosung des Hierarchieproblems angesehen.
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Abbildung 1.4.: Laufende Kopplung fiir das minimale supersymmetrische Standard-
modell (MSSM), Diskussion hierzu in [150].

Die Differenzterme sorgen also dafiir, dass supersymmetrische Theorien weniger
Ultraviolett-Divergenzen aufweisen als das Standardmodell. Betrachtet man die
Kopplungskonstanten z.B. durch stérungstheoretische Methoden bei hohen Energi-
en, so erkennt man, dass sich die drei Kopplungen in supersymmetrischen Modellen
(sieche Abbildung 1.4) im Gegensatz zum Standardmodell (Abbildung 1.2) genau
an einem Punkt treffen. Beide Abbildungen zeigen den Verlauf der drei Eichkopp-
lungen in Abhéngigkeit von der Skala. Die Kopplung «a; gehort zur U(1)-, ag zur
SU(2)- und a3 zur SU(3)-Eichgruppe. Bei Energien oberhalb des Schnittpunktes
erwartet man den schon in Kapitel 1.4 angesprochenen hochsymmetrischen Zustand
mit einer vereinheitlichten Kopplungskonstanten.
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1.6. Ein erster Blick auf die Supersymmetrie

Das Standardmodell benutzt keine Zustandsmultipletts, in denen Fermionen und
Eichbosonen gemeinsam auftreten. Es unterscheidet in dieser Hinsicht also strikt
zwischen ihnen. Zahlt man die Freihheitsgrade ab, die mit den zugehorigen Feldern
verbundenen sind, so stellt man fest, dass diese unsymmetrisch verteilt sind.
Bosonen:

e 1 Freiheitsgrad fiir das Higgsboson (Feldkomponente 7)

e 2 Freiheitsgrade fiir das Photon (zwei Polarisationen)

e 2 Freiheitsgrade fiir jedes der acht Gluonen (je zwei polarisationen wie das
Photon)

e 3 Freiheitsgrade fiir jedes der massiven Eichbosonen Z, W+ und W~

— 28 Freiheitsgrade insgesamt

Fermionen:

e In der ersten Familie gibt es 4 Freiheitsgrade fiir das Elektron (je zwei Spin-
komponenten fiir e; und e,)

e 2 Freiheitsgrade fiir das Neutrino (zwei Spinkomponenten fiir vy,)

e 4 Freiheitsgrade fiir jedes der beiden Quarks (je zwei Spinkomponenten fiir g
und ¢,)

— also 14 fiir jede Familie und 42 Freiheitsgrade insgesamt.

Unter Supersymmetrie versteht man die vollstdndige Symmetrie zwischen Bosonen
und Fermionen [16]. Dies ist eine neuartige Symmetrie, die &hnlich fundamental wie
die Symmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen ist. Aufierdem wird iiber die For-
derung nach Invarianz gegeniiber lokalen Eichtransformationen hinausgehend auch
Invarianz gegeniiber Transformationen verlangt, bei denen Bosonenfelder direkt mit
Spinorfelder verkniipft sind. Hier durch werden Prozesse moglich, die zur Umwand-
lung von Fermionen in Bosonen oder umgekehrt fithren. Formal kann man diese
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Umwandlung durch einen Supersymmetrie-Operator @) mit der Eigenschaft

@ |Fermion) = |Boson)

Q@ |Boson) = |Fermion)

beschreiben. Dieser ldsst alle Quantenzahlen bis auf den Spin unverdndert und &an-
dert nur den Spin um 1/2. Es ist nicht moglich, die bekannten Teilchen des Standard-
modells supersymmetrisch zu vereinen, so dass Zusammenhénge wie @ |v.) = |v)
oder @ |e) = |W ™) sich in eine konsistente Erweiterung des Standardmodells ein-
bringen lassen.

Gegeben sei eine Lie-Gruppe Z, deren Generatoren T, der Relation
[TaaTb] = ifabcTc

gehorchen. Der Versuch, die Poincaré-Gruppe P mit Z nicht-trivial zu vereinigen,
scheitert. Die Lie-Gruppe G, die P und Z nicht-trivial enthélt, fiihrt zu einer trivialen
Physik, die die Streumatrix nur als Einheitsmatrix enthélt, oder aber die Gruppen-
struktur von G wird zu einer einfachen Produktgruppe, wobei die Kommutatoren
zwischen den Generatoren von P und 7 verschwinden

[P*T,] = [M" T,] = 0.

Diese Tatsache wurde als No-go Theorem bekannt und 1967 von COLEMAN und
MANDULA gezeigt [14]. Der Grund, warum heute dennoch Supersymmetrie betrie-
ben werden kann, liegt in einer Erweiterung des Lie-Gruppen-Konzeptes, womit die-
ses No-go Theorem umgangen werden kann. Die Erweiterung besteht darin, statt
kommutierender Generatoren, anti-kommutierende hinzuzunehmen. Vorgeschlagen
wurde diese Idee 1971 von GOLFAND und LIKHTMAN [15].

Man teilt die Gesamtheit aller Operatoren in zwei Klassen ein. Es handelt sich um
gerade (bosonische) und ungerade (fermionische) Operatoren. Hinter dieser Namens-
gebung steckt intuitiv die Vorstellung von Bosonen als Teilchen mit ganzzahligem
Spin und Fermionen als Teilchen mit halbzahligem Spin. Das Produkt zweier ge-
rader sowie zweier ungerader Operatoren ist ein gerader Operator. Das Produkt
eines ungeraden mit einem geraden Operator ist immer ein ungerader Operator.
SUSY-Operatoren zéhlen zu den ungeraden Operatoren. Gerade Operatoren ver-
kniipfen Zusténde gleicher Statistik, ungerade Operatoren &ndern die Statistik. Die
SUSY-Algebra besitzt dann folgende Form:

[B,B] ~ B
[B,F] ~ F
{F.F} ~ B
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1.6. Ein erster Blick auf die Supersymmetrie

Standard-Teilchen SUSY-Teilchen
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Higgs - ( Kraftteilchen ®  Kraftinos 8 Higgsino

Abbildung 1.5.: Teilchenspektrum des supersymmetrischen Standardmodells
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Die so erhaltene Struktur wird als Z; graduierte Lie-Algebra bezeichnet. HAAG,
LopPuszANSKI und SOHNIUS konnten 1975 beweisen, dass dies die einzige mdgliche
Erweiterung ist, die mit der relativistischen Quantenfeldtheorie vereinbar ist [17].

Die einfachste Wahl fiir die neu einzufiihrenden SUSY-Generatoren sind zweikom-
ponentige Majorana- oder Weyl-Spinoren. Je nach Anzahl spricht man von N' = 1
oder N = 2, ... usw. Symmetrie. Durch diese Erweiterungen kommt es in der Super-
symmetrie zu einer Flut neuer Elementarteilchen, die den Teilchen des Standardmo-
dells supersymmetrisch zugeordnet werden miissen. Im einfachsten Fall fiihrt das zu
einer Verdoppelung der Teilchenzahl gegeniiber dem Standardmodell (sieche Abbil-
dung 1.5). Die Supersymmetriepartner der bekannten Bosonen werden dabei durch
Anhéngen der Silbe ,-ino”, die der Fermionen durch voranstellen des Buchstabens
,»" bezeichnet. Ware Supersymmetrie in der Natur als exakte Symmetrie realisiert,
wiirden sie die gleiche Masse wie ihre Partner besitzen und sollten daher langst
gefunden sein. Da dies nicht der Fall ist, kann sie nur als gebrochene Symmetrie rea-
lisiert sein. Eine gebrochene Supersymmetrie wiirde weitaus hohere Ruhemassen der
SUSY-Partner zulassen und daher erklaren, warum diese bisher noch nicht entdeckt
wurden.

Ein Supersymmetrisches Standardmodell wiirde nicht nur das Hierarchie-Problem
l6sen, sondern die Freiheitsgrade der Fermionen und Bosonen einander angleichen.
Wird Supersymmetrie als lokale Eichsymmetrie eingefiihrt, so folgen aus ihr die Ein-
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1. Das Standardmodell und vereinheitlichende Erginzungen

steinschen Feldgleichungen der Gravitation, weshalb lokale Supersymmetrie auch
als Supergravitation (SUGRA) bezeichnet wird. Das Supergravitationsfeld, das zur
Gewahrleistung der Invarianz gegeniiber lokalen Eichtransformationen eingefiihrt
werden muss, besitzt als Feldquanten aufier Gravitonen auch noch Gravitinos mit
Spin 3/2. Fermionenfelder treten makroskopisch nicht in Erscheinung, da das Pauli-
Prinzip die dazu erforderliche Konzentration vieler Fermionen in einem engen Raum-
gebiet verbietet. Gravitinos konnten sich nur als Quanteneffekt bemerkbar machen
und stehen damit nicht im Widerspruch zur allgemeinen Relativitatstheorie.

1.7. Uber die Supersymmetrie hinausgehende Modelle

Es bleibt zu erwdhnen, dass die Supersymmetrie eine wunderbare Erweiterung des
Standardmodells darstellt, jedoch oberhalb der Planckskala an ihre Grenzen stofst.
Die Planck-Skala bzw. Planck-Masse ist jene Energie, bei der Schwarzschildradius
und Comptonwellenldnge

2G h
_ am A= &

c? mc

R

eines Objektes in die gleiche Grofenordnung kommen. Die Planck-Masse liegt bei

he 1/2
Mp, = (G) ~1,2-10GeV

entsprechend einer Planck-Lange und Planck-Zeit von

1/2 1/2
Lp = (FLG) ~ 1,610 %3cm tp, = (hG) ~ 5,5 10",

c3 cd

Hier wird jede Theorie mit punktformigen Objekten divergent. Es wurden daraufhin
einige neue Ansétze entwickelt, die in letzter Zeit spannende Ergebnisse lieferten.
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1.8. Stringtheorie

1.8. Stringtheorie

Zu den am weitesten erforschten Ansétzen gehort die Stringtheorie [140]. In der
Stringtheorie versucht man diese Schwierigkeit zu umgehen, indem man die elemen-
taren Objekte als fadenférmig annimmt, wobei die typische Ausdehnung von Strings
durch die Planck-Skala charakterisiert ist. Sie wurde bereits in den 60er Jahren als
Erklarung fiir die Hadronenphysik herangezogen. Mit fortschreitendem Erfolg des
Standardmodells geriet sie zundchst in Vergessenheit, erlebte aber 1986 eine Renais-
sance. GREEN und SCHWARZ konnten zeigen [139], dass man eine Stringtheorie mit
Raum-Zeit-Supersymmetrie, die sowohl eich- als auch gravitationsanomaliefrei ist,
in zehn Dimensionen mit Hilfe der internen Symmetriegruppe SO(32) bzw. Eg® Eg
beschreiben kann. Die Gruppe Ey ist die grofite endliche Ausnahmegruppe und das
Produkt der beiden Gruppen besitzt ebenso wie die SO(32) 496 Generatoren. Die-
se Symmetriegruppen miissen nun heruntergebrochen werden, um unterhalb von
10" GeV das beobachtbare Verhalten aufzuweisen. Aufgrund der eingebauten Su-
persymmetrie nennt man solche Theorien auch Superstring-Theorien. Im Rahmen
der Theorien wird ein Teil der verschiedenen quantenmechanischen Anregungen des
Strings als die experimentell beobachteten Elementarteilchen interpretiert. Wech-
selwirkungen werden durch das Auseinanderreifien eines Strings oder das Verbinden
zweier Strings beschrieben. Anstatt durch Feynmangraphen beschreibt man Wech-
selwirkungen durch sogenannte ,world sheets”. Da die Wechselwirkung an keinem
genau definierten Raum-Zeit-Punkt mehr stattfindet, werden viele der Schwierig-
keiten mit punktférmigen Teilchen hinfillig. Strings treten in zwei verschiedenen
Topologien auf, sie existieren in Form offener Ketten mit freien Enden oder sind
geschlossen in Form einer Schleife. Dartiber hinaus kénnen sie eine intrinsische Ori-
entierung besitzen.

Zeit

—=s

Abbildung 1.6.: Die eindimensionalen Feynman-Graphen werden durch Strings er-
setzt, die sich vereinen und trennen kénnen.
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1. Das Standardmodell und vereinheitlichende Erginzungen

1.9. Schleifen-Quantengravitation und Randall-Sundrum
Modell

Zwei Modelle, die die fundamentale Struktur der Raumzeit modifizieren, sind die
Schleifen-Quantengravitation [141] und das Randall-Sundrum Modell [142]. Bei
ersterer wird der Raum als dynamisches quantenmechanisches Spin-Netzwerk be-
schrieben, das durch Diagramme aus Linien und Knoten dargestellt werden kann.
Eine Konsequenz daraus ist die Quantisierung von Raum und Zeit auf der Planck-
Skala, wobei auch die Gravitation quantisiert wird. Im Rahmen der Schleifen-Quan-
tengravitation ist der Raum im Gegensatz zum Standardmodell oder auch zur
Stringtheorie kein Hintergrund fiir das in ihn eingebettete Geschehen, sondern selbst
ein dynamisches Objekt, das den Gesetzen der Quantenmechanik gehorcht. Jedem
Knoten lasst sich ein Elementarvolumen zuordnen, die Knotenabstande entsprechen
der Planck-Lénge. Ein Quantenzustand des Raumes wird durch ein Netz von Knoten
beschrieben, die mit Linien verbunden sind. Den Knoten werden Eigenschaften zu-
geordnet, die denen des Spins von Elementarteilchen dhneln. Durch das Hinzufiigen
der Zeit, als die vierte Dimension, werden aus den Knoten Linien in der Raumzeit.
Aus den Linien, die die Knoten verbinden, werden Flidchen. Dem Fortschreiten der
Zeit entsprechen fortlaufend strukturelle Verdnderungen in diesem Netz, das man
auch als Spin-Schaum der Raumzeit bezeichnet (siehe Abbildung 1.7). Im Prinzip
wird hier die Raumzeit mit kombinatorischen Konzepten betrachtet.

4

Abbildung 1.7.: Strukturverdnderung des Raums in Zeitabhéngigkeit

Das zweite und neuste Modell ist das Randall-Sundrum Modell. Es beschreibt das
Universum als gekriimmte fiinfdimensionale Anti-de-Sitter-Raumzeit. Die im Stan-
dardmodell beinhalteten Elementarteilchen bewegen sich dabei auf einer von zwei
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1.9. Schleifen-Quantengravitation und Randall-Sundrum Modell

Grenzwelten, die sich jeweils an den entgegenliegenden Seiten einer Extradimension
befinden. Das sichtbare Universum mit den durch das Standardmodell beschriebenen
Grundkréften ist eine dieser Grenzwelten, wihrend die andere Grenzwelt und der
dazwischenliegende Raum verborgen sind. Elementarteilchen und Licht kénnen nicht
in den dazwischen liegenden Raum gelangen. Das Graviton, welches die Schwerkraft
iibertragt, kann Materie in beiden Grenzwelten miteinander verbinden. Dieses Mo-
dell entstand als Losungsversuch des Hierarchieproblems und erklart, warum die
Gravitation um viele Grofsenordnungen schwécher ist als die iibrigen Wechselwir-
kungen. Insgesamt wirkt diese Theorie recht konstruiert. Das interessante an ihr
ist allerdings, daf sie Vorhersagen trifft, wie z.B. die Existenz von Kaluza-Klein-
Teilchen®, die mit den aktuellen Beschleuniger-Generationen iiberpriifbar sind.

Die Modelle im Uberblick

Modell Symmetrie Verbesserungen

Technicolor SU (3), x SU (2);, x U (1)y X Guyp.co. | 16st Hierarchieproblem

Supersymmetrie| SU (3), x SU (2); x U (1)y- x SUSY |+beinhaltet Gravitation

Stringtheorie SO (32) oder Eg ® Eg +erkldart Generationen

Elektrostatik

Magnetostatik

SU(2) @ U (1)

Schwache Kraft SU (5), O (10)?

Starke Kraft Superstrings?

Gravitation

Abbildung 1.8.: Modellvorstellung, bei der alle Grundkréfte durch Symmetriebruch
aus einer vereinheitlichten Kraft hervorgehen

!Bei periodischen Randbedingungen in den extra Raumrichtungen besitzt der entsprechende
Energieoperator ein diskretes Spektrum, was zur Folge hat, dass jedes bekannte Teilchen von
unendlich vielen angeregten Teilchen, den Kaluza-Klein-Teilchen, begleitet wird.
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im
Kontinuum

Wie bereits in Kapitel 1.6 erwdhnt, zeigten COLEMAN und MANDULA 1967 das es
nicht moglich ist, die Poincaré-Gruppe P mit einer internen Lie-Gruppe Z nicht-
trivial zu vereinigen. Entweder ist die Streumatrix S trivial, oder alle Kommutatoren
zwischen den Generatoren von P und Z verschwinden, so dass G zu einer einfachen
Produktgruppe wird [14]. GOLFAND und LIKHTMAN umgingen 1971 diese Problema-
tik, indem sie die Lie-Gruppe G mit antikommutierenden anstatt kommutierenden
Generatoren erweiterten, also graduierten [15].

Das allgemeine Konzept der Graduierung wird in Anhang A.4 beschrieben. In Ab-
schnitt 2.1 wird dieses Konzept auf die Poincaré-Algebra angewendet, welche da-
durch zur SUSY-Algebra wird. Um den Teilchengehalt der Theorie ableiten zu kon-
nen, wird der von SALAM und STRATHDEE eingefithrte Superraum-Formalismus
[18], [19] in Abschnitt 2.3 beschrieben.

Aus allgemeinen, sich in diesem Raum befindlichen Superfeldern (Kapitel 2.4) wer-
den durch zusétzliche Kovarianzbedingungen irreduzible Darstellungen in Form ska-
larer Felder (Kapitel 2.5) und Vektor-Superfelder (Kapitel 2.6) abgeleitet. Nachdem
die Anforderungen an eine mit diesen Feldern konstruierte Super-Lagrangedichte in
Kapitel 2.7 untersucht wurden, wird in Kapitel 2.8 die Lagrangedichte fiir ein Vektor-
Superfeld aufgestellt. In Kapitel 2.9 wird darauf aufbauend die Super- YANG-MILLS-
Wirkung eingefiihrt, wobei die damit erhaltene N =1, SU(2) SUSY Kontinuums-
Wirkung den Ausgangspunkt fiir die Gitter-Diskretisierung nach CURCI und VENE-
ZIANO bildet. Auf dieser basieren schliefslich die numerischen Simulationen, worauf
in den darauf folgenden Kapiteln néher eingegangen wird.

Nach allgemeinen Uberlegungen zur Symmetriebrechung in Kapitel 2.10 wird in Ka-
pitel 2.11 die effektive VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Wirkung fiir Bindungszustinde
dargestellt, sowie in Kapitel 2.12 die verbesserte effektive Wirkung von FARRAR,
GABADADZE und SCHWETZ beschrieben.
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Thematisch kénnen weitere Abschnitte des Anhangs dem Themenspektrum dieses
Kapitels zugeordnet werden. Neben Grundlagen zu Algebren A.2, A.3, Darstellun-
gen von Gruppenelementen A.5, A.6 und den Gruppenstrukturen der U(1), SU(2)
und SU(3) in Kapitel A.8 werden dort auch spezielle Themen behandelt, die im
Rahmen der vorliegenden Theorie auftreten, wie z.B. Grassmann-Zahlen (Kapitel
A.13) und die adjungierte Darstellung (Kapitel A.12), in der die Vektorfelder vor-
liegen. Zum Schluss wird im Anhang (A.16) auch das erste supersymmetrische Mo-
dell, das WESS-ZUMINO Modell behandelt, welches schon vor der Einfiihrung des
Superraum-Begriffs formuliert wurde.
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2.1. Die Poincaré Superalgebra

Fermionen sind Objekte, die sich nach einer Spinordarstellung der Lorentz-Gruppe
transformieren, wahrend Bosonen sich nach einer Tensordarstellung transformieren.
Die Poincaré-Gruppe ist die Gruppe der Lorentz-Transformationen A} und der Ver-
schiebung a* im Minkowski-Raum

/
at — 't = Abx¥ 4 at.

Die Welt der Elementarteilchen des Standardmodells erschliefit sich mit dem Studi-
um dieser Gruppe. Die Lie-Algebra (sieche Anhang A.3) der Poincaré-Gruppe nennt
man kurz Poincaré-Algebra. Sie besteht aus den vier Generatoren der Translati-
onsgruppe P* und den sechs Generatoren der Lorentz-Gruppe M*? = —M°. An-
schaulich entspricht M?? einem Drehimpuls und einer Lorentz-Transformation, da
der Zusammenhang zwischen Generatoren M*° im Minkowski-Raum und den Ge-
neratoren J7 im dreidimensionalen euklidischen Raum mit dem Levi-Civita Tensor
€por gegeben ist durch

M? = €0, J7, mit p,o,7 € {1,2,3}.
J7 ist ein Drehimpuls und P* entspricht iiber
Pt .=p"/h

dem relativistischen Impuls. Die Poincaré-Algebra wird also von 10 Generatoren
aufgespannt. Der Kommutator [M* M??] kann mit

(MH*)g =i (67 —n"6})

direkt berechnet werden, wobei 1 die Metrik (A.2) ist. Der Kommutator [P*,M*7]
kann mittels einer treuen Darstellung der Poincaré-Gruppe (siehe Kapitel A.5 und
A8)

(A,a) = exp {—;wpaMp” - iauP“} (2.1)

berechnet werden. Der Drehwinkel wird {iber w,; = €,5r¢; dargestellt. Die Zy-Gra-
duierung dieser Algebra fiihrt zur Poincaré-Superalgebra, oder kurz SUSY-Algebra.
Hierbei bildet die Poincaré-Algebra die Vy-Unteralgebra, wobei die algebraische Ver-
kniipfung

° VOXVO—)VO
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

gilt. Die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe besteht damit aus folgenden Kommuta-
toren

Die Poincaré-Algebra

Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe:
[MMZ/’MPO'] — (anM‘uU T nuaMZ/p _ 77,up]w'ua _ HVUM“U)
Translationen:

[P*.P] =0

(M PP] = i (P PP = P)

Die Elemente des Untervektorraumes V; sind nun die neuen SUSY-Generatoren @,
mit a = 1,...,4N, wobei eine Erweiterung mit 4 Generatoren mit A" = 1 einfache
Supersymmetrie genannt wird und man bei N' > 1 von einer N-fach erweiterten
SUSY spricht.

Im Folgenden wird die einfache N/ = 1 Supersymmetrie-Erweiterung der Poincaré-
Algebra diskutiert. Fiir den Vi-Unterraum mit

o Vl X V1 — VQ
wéahlt man zunéchst den allgemeinen Ansatz
{Qa)Qb} = hgbpu + kg(;/MuV

mit den symmetrischen 4 x 4 Matrizen h* und k*¥, auferdem soll letztere antisym-
metrisch in den Indizes p und v sein. Derartige Matrizen kénnen mit Hilfe des La-
dungskonjugationsoperators (A.8) C und der Strukturkonstantenmatrix (A.7) X
konstruiert werden, so dass

M =ay"C und k" =0b3HC.

a und b sind Vorfaktoren, wobei mit der Jacobi-Identitéit gezeigt werden kann, dass
der Vorfaktor b verschwindet. a wird fiir gewohnlich zu —2 gesetzt, womit der An-
tikommutator schliefslich

{Qa,Qv} = =2(v"C) g P

30



2.1. Die Poincaré Superalgebra

lautet. Etwas willkiirlich wird der Kommutator zwischen den beiden Unterrdumen
o Vo X Vl — Vl
gewahlt. Hier gilt die Festlegung

[Pana} = 07
[M".Qa) = —X0, Q.

Es gibt unendlich viele mogliche Graduierungen, je nachdem welche Darstellung der
Poincaré-Algebra fiir die Strukturkonstantenmatrix herangezogen wird. @, verhélt
sich bei Drehungen wie ein Spinor (siehe Kapitel A.6). Bei N' = 1 hat Q, vier
Freiheitsgrade.

Ein Dirac-Spinor verfiigt iiber vier komplexe Eintrage und damit acht Freiheitsgra-
de. Es gibt nun zwei Moglichkeiten, die Freiheitsgrade zu halbieren. Die eine Mog-
lichkeit besteht darin, (), mit einem Majorana-Spinor zu identifizieren. Majorana-
Spinoren sind selbstkonjugierte komplexe Dirac-Spinoren mit den Eigenschaften

o = CQ;{ bzw. Qg = QaTC

Die andere Moglichkeit besteht darin, die SUSY-Generatoren , als ein zweikom-
ponentiges Spinorfeld, genannt Weyl-Spinoren, anzugeben

_(Qa
Qo= <Q,4>'

Beide Formulierungen werden in der SUSY-Literatur benutzt. Fiir die genaue Defini-
tion und den Zusammenhang zwischen Dirac-Spinor und Weyl-Spinor, siche Anhang
A.6. In dieser Notation beziehen sich die gepunkteten Grofen auf einen komplex
konjugierten Spinor, derart, dass (aa ﬂ)* = azﬁ . Unter Verwendung der Relation

(A7)

B
mn (UMV)A 0
ab

0 (5m)d
ergibt sich die SUSY-Algebra (siehe Tabelle 2.1).

Durch den Antikommutator

{Q1.Q) = 26, ©.2)
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Tabelle 2.1.: Die Poincaré-Superalgebra

Poincaré-Algebra,

{QA)QB} = QO-ZBpuv {QA7QB} = Q&ZBP/M

[Qa,M"] = o4,Qp, [Q4,MM™] = o'y 25
[QA,P'“’] == 07 [QA?P#] - 07
{Qa,QB} = 0, {Q;.Qp} = O

tritt eine interessante Eigenschaft der Supersymmetrie zum Vorschein. Zwei hin-
tereinander ausgefiihrte SUSY-Transformationen fiihren zu einer Translationsbewe-
gung (siche Abb. 2.1). Wird ein Fermion in ein Boson verwandelt und dann zuriick
in ein Fermion, &ndert sich sein Ort.

SUSY- ) SUSY- > \ 3

a Transformation Transformation
» &/

T T

Spin=j Spin=j£1/2 Spin=j

Abbildung 2.1.: die zweifache Anwendung des supersymmetrischen Operators Q)
fiihrt zu einer Verschiebung in der Raumzeit
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2.2. Das Teilchenmultiplett

In Kapitel 2.5 und 2.6 wird aus dem allgemeinen Superfeld (Einfilhrung in Ka-
pitel 2.4) das Teilchenspektrum der Theorie hergeleitet. Das setzt allerdings den
Superraum-Formalismus (siche Kapitel 2.3) voraus. Aus der Super-Poincaré-Algebra
(Kapitel 2.1) lasst sich mit dem Superspin-Vektor auch schon direkt das Spektrum
darstellen.

Zur Klassifikation der irreduziblen Darstellungen der SUSY-Algebra ist die Kenntnis
der beiden Casimir-Operatoren

P?=p,P* und C*=C,C"

niitzlich (zum Casimir-Operator, sieche Anhang A.3). Beim zweiten Casimir-Oper-
ator kommt dabei die Erweiterung der Poincaré-Algebra zum Tragen. Er ist iiber
den Superspin Y definiert mit

Cw=Y,P,-Y,P,.
Der Superspin wiederum setzt sich aus dem PAULI-LUBANSKI-Vektor W und den
Weyl-Spinoren Q und @ zusammen
1 _
YH =WH— ZQU”Q

Der PAULI-LUBANSKI-Vektor ist die relativistische Verallgemeinerung des Spinvek-
tors

1
Wi = 5 €puwpa PV M.

Fiir den Kommutator des Superspins folgt

Y., Y] = i€ pe PPY°.

e Diskussion fiir den Fall m # 0:

Der Superspin nimmt im Ruhesystem P" = (m,0,0,0) die Form
[V;,Yj] = imeI*y*
an, wobei m? Eigenwert zu P? ist. Der Superspin 1/mY ist der verallgemeinerte

Drehimpuls. Er besitzt die Eigenwerte

Y’ 1
<> =y(y+1) mit y:0,§,1,.... (2.3)

m
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

C? ist ein Lorentz-Skalar. Er ist im Ruhesystem iiber C? = 2m?Y? mit dem super-
spin verkniipft. Sein Eigenwertspektrum ergibt sich mit (2.3) zu
2 4 . 1
C*=2m%y(y+1) mit y:O,i,l,

Jede massive irreduzible Darstellung der Supersymmetrie-Algebra wird damit durch
die Masse m und den Superspin y charakterisiert. Innerhalb eines Supermultipletts
konnen die Zusténde nach Eigenwerten my?, ms® des Superspins Y3 und des Spins
W3 in z-Richtung klassifiziert werden, da

(W3,C,,,C"] = [W2Y3] =0

ist. Erlaubte Eigenwerte fiir ein Supermultiplett (m,y) sind dabei

.1 1
—y<y><y und 83€{y3,y5+2,y3—2}

wobei 83 = 32 nochmals zweifach entartet ist.
Im Allgemeinen beschreiben chirale Multipletts Materiefelder und damit Quarks,
Leptonen und jeweils ihre Superpartner. Man benutzt das Vektor-Multiplett zur

Beschreibung der Eichbosonen, also W- und Z-Bosonen, Gluonen sowie ihre Super-
partner (siehe Abbildung 2.2).
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Massive Teilchenmultipletts

Zusammenhang zwischen y3 und s3

$3 = Y3
s3=uy3+1/2
ys = —y 3_93 1/2
ys =y — 1 s3=y3—1/
(m,0) ' 53 = Y3
ys = —y

Graphische Darstellung (m,y) des chiralen Skalarmultipletts (y = 0,m # 0)

Veneziano- 53
Yﬁki:} OIZ:;Z_ 0 skalares Teilchen (M)
ultip
+1 Spin-3 Weyl-Spinor (F),, Z#"\)
(m70) % 1
_05 Spin-5 Weyl-Spinor (F,, X#"\)

pseudoskalares Teilchen (Ays)\)

Graphische Darstellung (m,y) des Vektor-Supermultipletts (y = 1/2,m # 0)

s3
1 Spin- Fermion (Gluino)
. i Vektor-Boson (Gluon)
(m:+3)
(1) Pseudoskalar (Hilfsfeld)
2 Spin-1 Fermion (Gluino)
(m:3) ?
_1
2
0
1
(m, - 2>< Y
1
T2

Abbildung 2.2.: Massive Teilchen-Multipletts nach Spin klassifiziert. Fiir das
Veneziano-Yankielowicz-Multiplett empfiehlt sich ein Vergleich mit Tabelle 2.6
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

e Diskussion fiir den Fall m = 0:

Im massenlosen Fall wird die Helizitat h betrachtet. Sie ist invariant unter Poincaré-
Transformation und es gilt

WH = hPH
h =Wy /Py ist ein Casimir-Operator. Seine Eigenwerte ergeben sich zu

1
h=+s wobei s:0,7,1,§,...
27772

Die Helizitat tritt an die Stelle der z-Komponente des Spins s. Es ergeben sich zwei

Zusténde, die mit h und h=h+1 /2 bezeichnet werden. Fiir Theorien, die unter
CPT-Transformation invartiant sind, sind dem zwei weitere Zustdnde

hCPT:_h und BCPT: —B:—h—l/Q

hinzuzufiigen. D_er masselose Fall ist deshalb besonders interessant, da das Multiplett
mit A = 0 und h = 1/2 dquivalent zum chiralen Multiplett in Kapitel 2.5 ist. Fiir
h = 1/2 ergibt sich das mit Kapitel 2.6 identische Vektor-Superfeld.

Masselose Teilchenmultipletts
Graphische Darstellung (m,y) des chiralen Skalarmultipletts (y = 0, m = 0)

komplexwertiges, skalares Teilchen (h = 0)

Majorana-Spinor-Teilchen (h = +1/2)
Graphische Darstellung (m,y) des chiralen Skalarmultipletts (y = 0, m = 0)

komplexwertiges, vektorielles Teilchen (h = +1) — Gluon

(y=1/2) <

Abbildung 2.3.: Masselose Teilchen-Multipletts nach Spin klassifiziert.

Majorana-Spinor-Teilchen (h = £+1/2) — Gluino

e Andere irreduzible Darstellungen sind mathematisch zwar mdoglich, physikalisch
jedoch nicht realisiert. Es wurden keine Teilchen mit einem kontinuierlichen Spin
oder einer negativen Masse beobachtet.

— In der simulierten Theorie sind die elementaren Majorana-Spinoren masselos

und gehorchen somit dem masselosen Multiplett. Die Meson-Bindungszustande sind
massiv und gehorchen dem massiven Multiplett fiir y = 0.
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2.3. Der Superraum-Formalismus

Das erste Modell fiir eine supersymmetrische Theorie wurde 1974 von Julius WESS
und Bruno ZUMINO eingefiihrt [16]. Es wirkt recht konstruiert und wenig intui-
tiv. Einen geradlinigen mit gewohnlichen Quantenfeldtheorien vergleichbarer Weg
zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen er6ffnet seit 1975 das Superraum-
Konzept von Abdus SALAM und John STRATHDEE [18],[19].

Die Idee ist, dass genau wie die Generatoren P* Verschiebungen um einen kon-
stanten Vierervektor a* im Minkowski-Raum verursachen, die SUSY-Generatoren
Q@ und @ eine Verschiebung um die spinoriellen Parameter

—i
€= <61> und €= <52>
€9 €

im Superraum liefern. Dazu wird ein reeller Superraum R4 eingefiihrt, dessen Ele-
mente sich aus vier bosonischen und vier fermionischen Koordinaten zusammenset-
zen

(wo,xl,xQ,x?’ , 01,92,03,94) € R4,

bosonisch  fermionisch

Aufbauend auf (2.1) ist
(A,a,e,€) = exp {—;wp(,Mp" —ia, P" 4 ieQ + ie@}

eine treue Darstellung der Poincaré-Supergruppe. Im Folgenden seien die Betrach-
tungen auf Translationen beschrankt und Lorentzdrehungen aufer Acht gelassen

L (a,e,€) := exp (—ia"P,) - exp (ieQ + ieQ)
Translation SUSY—TrEnslation

Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel
A B 1
et e :exp{A+B+2[A,B]}

induziert die Kompositionsregel

L(a,e,€) L (bn,n) = L (a+b—ieoi) +ino e +n,e+1),
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

welche zu

L (a,e.€) L (bn,n)
= exp {i [— (a" + V" —ieo”i] + ino"€) P, + (e +n) Q + (€ + 1) Q]}

fiihrt. Fiir @ = b = 0 wird hieran nochmals die schon in Kapitel 2.1 besprochene
und in Abbildung 2.1 illustrierte Translationsbewegung durch zwei hintereinander-
geschaltete SUSY-Transformationen deutlich.

Eine Translation im Superraum ist also eine Transformation derart
(¢",6,0) — (2" +a" —ico"f+i00"€,0 +¢,0 +€).
Unter Ausnutzung von (fot€) = — (é6#6) fithrt die Taylorreihenentwicklung zu
i) (:E“ + a" — iec”0 + 100" € 0 + €,0 + E)
= {1 +atd, + € (889 — ia“@c‘)ﬂ> + € ((% — i&“@@u) + .. ] ® (2+,6,0)
= U® (2,0,0). (2.4)

Néheres zu Superanalytischen Funktionen siche Anhang A.13 Formel (A.26). Ge-
nauso wie in Kapitel A.8, Formel (A.11) ldsst sich daraus der unitdren Operator

U =exp {i (a“]ﬁ# +€eQ + Eé) } (2.5)

bilden, dessen Komponenten direkt mit der Operator-Darstellung der Generatoren
identifiziert werden kénnen

P, = -io,,

R o .-
iQ = 2 io"00,,
~ 0 -
iQ = 5 ig"600,
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2.4. Das allgemeine, reduzible Superfeld und sein Teilchengehalt

2.4. Das allgemeine, reduzible Superfeld und sein
Teilchengehalt

Der Inhalt eines allgemeinen Superfeldes F (:c, 0, é), das vom Ort a2 und den fer-
mionischen Koordinaten in Form der Weyl-Spinoren 6 und 6 abhéngt, entbléttert
sich, wenn man das Superfeld in eine Potenzreihe in 6 und 6 entwickelt

F(2,0.0) = f(x )+9¢( ) +0x (z) + (00) M (x)

+ (60) N (z) + 0004, (z) + (00) OX (z)
+ (60) O 0) (60)d(z). (2.6)

Hier wurde die iibliche Notation 68 = 640, = 616, + 6265 und die Tatsache ver-
wendet, dass alle Produkte aus mehr als zwei fermionischen Superraumkoordinaten
verschwinden (040404 = 040404 = 0). Fiir die Entwicklung wurde die superanaly-
tische Funktion (A.26) verwendet, wobei das Ergebnis dquivalent zu (A.27) ist. Die
Komponentenfelder werden in Konsistenz zur Literatur mit f,¢,x, M, N, A,, A\ o
und d bezeichnet. Fordert man, dass sich die Superfelder unter Rotationen oder
Lorentztransformationen wie ein Skalar verhalten, also dass F ein Lorentzskalar
ist, ergibt sich daraus ihr Verhalten. Die Komponentenfelder transformieren dann
wie in Tabelle 2.2 dargestellt. Das sind 16 reelle fermionische bzw. bosonische Frei-

Tabelle 2.2.: Teilchengehalt des reduziblen Superfeldes

e 1 komplexes Vektorfeld A,
(8 bosonische Freiheitsgrade)

e 2 linkshédndige Weyl-Spinorfelder a(x),¢(z)
(je 4 fermionische Freiheitsgrade)

e 2 rechtshindige Weyl-Spinorfelder A (z), x (z)
(je 4 fermionische Freiheitsgrade)

e 4 komplexe skalare Felder f(z),d(x),M(z),N (x)
(je 2 bosonische Freiheitsgrade)

heitsgrade. Damit ist die Boson-Fermion-Regel erfiillt. Sie besagt, dass die Zahl
der bosonischen n; Zustdande der Zahl der fermionischen Zustinde ny bei E # 0
entsprechen. Dies wird auch durch den Witten-Index A repréasentiert

A=n)— ng)c mit A :=Tr(-1)"". (2.7)
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Fiir den Grundzustand zeigt der Witten-Index an, ob die Supersymmetrie gebrochen
ist. Fiir eine ungebrochene Supersymmetrie ist A = 0. Ausserdem gilt

A=Tr(-1)"" =0
fiir einen festen, von Null verschiedenen Viererimpuls, denn

A{Q,Q} = Tr[(-1)" QQ] +Tr [(-1)"* QQ)]

2371;1.
= Tr[(-D""QQ] +Tr [Q(-1)"" Q]
= Tr[(-1)" QQ] — Tr [(-1)"" QQ]
- A{Q,Q} = 0.

Linearkombinationen von Superfeldern ergeben wieder Superfelder. Damit liefern
Superfelder eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra. Die Darstellung (2.6) ist
allerdings reduzibel. Zu irreduziblen Darstellungen gelangt man durch supersym-
metrisch kovariante Zusatzforderungen. Jede kovariante Bedingung liefert ein ein-
geschranktes Superfeld.

In Kapitel 2.5 wird mit den Kovarianzbedingungen D 4iF = 0und DaoF = 0 das
chirale Superfeld ® (w,ﬂ,é) bzw. das antichirale Superfeld & (a:,@,g) hergeleitet. In
Kapitel 2.6 wird der Teilchengehalt des Vektor-Superfeldes V' (x,@,é) analysiert, das
sich aus der Zusatzbedingung F = F' ergibt.

Vektor- ,Gg

F=F! Superfeld V' i3]

(reell) E

Superfeld
d]:'b 1 DF =0 antichirales

(reduibel Superfeld ® '_qg
skalares 3
Superfeld -%
_ chirales =
DF =0 Superfeld ®f =

Abbildung 2.4.: Bildung von irreduziblen Superfeldern aus einem reduziblen Super-
feld mit Kovarianzbedingungen
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2.5. Das skalare Superfeld

Materiefelder werden durch skalare Superfelder beschrieben. Wie in Anhang A.5
ausgefiihrt, heifst der Darstellungsraum V einer Gruppe irreduzibel, falls es nur
die beiden trivialen gruppeninvarianten Unterrdume {0} und V (# 0) von V gibt.
Man gelangt nun von der reduziblen Darstellung (2.6) zu einer irreduziblen Darstel-
lung, indem nur solche Superfelder betrachtet werden, die bestimmten kovarianten
Bedingungen geniigen. Die Taylorentwicklung (2.4) liefert die Idee, fermionische
Ableitungen zu definieren, die mit den auf die Superfelder wirkenden Generatoren

antikommutieren
0 .
DA = W +1 (O' H)A (9“
_ 0 R

Da diese Ableitungen nach (2.5) mit den SUSY-Operatoren identifiziert werden
kénnen, gehorchen sie der Algebra

{D,D} —2i0*9y,

{D,D} = {D,D}=0.

Uber diese Ableitung unterscheidet man zwischen chiralem D 4iF = 0 und antichi-
ralem D F' = 0 Superfeld. Das allgemeinste chirale Superfeld ergibt sich aus der
Taylorreihe (2.4) dann zu

® (2" + 0070, 0)
= ¢ (z" +i05"6) + V2601 (2" +i00"6) + (00) F (a* +i0c"F) . (2.9)

Der Faktor /2 wird in Konsistenz zur Literatur eingefiihrt. Das Superfeld beinhal-
tet:

Tabelle 2.3.: Teilcheninhalt des skalaren Superfeldes

e 1 linkshéndiges Weyl-Spinorfeld ¢  beschreibt Leptonen und Quarks
e 1 komplexes Skalarfeld ¢ beschreibt Sleptonen und Squarks

e 1 komplexes Skalarfeld F Hilfsfeld
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Die Dynamik eines Systems wird iiber die ihr zugehorige Bewegungsgleichung fest-
gelegt. Diese wird wiederum durch die Euler-Lagrange-Gleichungen ermittelt. Ge-
genstand der Betrachtung sei ein freies Wess-Zumino-Modell ohne Kopplung (siche
Formel (A.32)). Die Skalarfelder gehorchen der Klein-Gordon-Gleichung, die hier
die Form

(D+m2)g0:0,
(O+m?®) F =0,

hat. Die Spinoren gehorchen der Dirac-Gleichung
(iv"0y —m)1 = 0.

Der Weyl-Spinor ldsst sich auch in einen 4-komponentigen Majorana-Spinor kon-
vertieren, so dass sich ein chirales Supermultiplett ergibt, welches mit dem Wess-
Zumino-Multiplett identisch ist.

Bei néherer Betrachtung der Feldgleichungen wird ersichtlich, dass diese in zwei
Klassen separieren. Besitzen die Bewegungsgleichungen keine dynamischen Frei-
heitsgrade, also beschreiben die Felder keine Propagation in Raum und Zeit, spricht
man von Hilfsfeldern. Im anderen Fall hat man Felder mit dynamischen Freiheits-
graden, die durch die Wellengleichungen beschrieben werden.

Beinhaltet die betrachtete Wirkung Hilfsfelder, spricht man von einer off-shell-
Lagrangedichte. Eliminiert man diese Felder jedoch, indem man ihre Feldgleichungen
auf die Lagrangedichte und die Transformationsregeln anwendet, nennt man sie on-
shell-Lagrangedichte.

Zum Schlufs sei noch das Antichirale Superfeld angegeben. Es hat die Form

o' (x“ — 0o, é)
_ o (¥ — 18078) + V30D (2 — 16070) + (90) F* (¥ — i0076)
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2.6. Das Vektor-Superfeld

Eine weitere irreduzible Darstellung liefert die Kovarianzbedingung
F(2,0,0) = F' (,0,0)

Felder, die dieser Bedingung geniigen, nennt man zur besseren Unterscheidung V'
(siehe auch Abbildung 2.4)

V (2,0,0) =V (2,0,0) . (2.10)

Diese Relation fiihrt zum Vektor-Superfeld. Eichfelder werden durch Vektor-Super-
felder beschrieben. Der Vergleich von (2.6) mit

Vi(2,0,0) = f*(z)+0¢(x)+0x () + (00) M* (2)
+(00) N* (x) + (000) A, (x) + (00) O (x)
+(09) Oa () + (60) (55) d* (x)
liefert die Bedingungen
f=fA,=A,,d=d"M=N"¢=x, und A =«

W

Damit besitzt das Vektor-Superfeld das in Tabelle 2.4 angegebene Teilchenspektrum.

Tabelle 2.4.: Teilchengehalt des Vektor-Superfeldes

e 2 Weyl-Spinorfelder ¢ und A insg. 8 fermionische Freiheitsgrade
e 2 reelle Skalarfelder fund d mit 2 bosonischen Freiheitsgraden
e 1 komplexes Skalarfeld M mit 2 bosonischen Freiheitsgraden
e 1 reelles Vektorfeld A, mit 4 bosonischen Freiheitsgraden

Mit insgesamt acht fermionischen und acht bosonischen Freiheitsgraden ist auch hier
die Boson-Fermion-Regel (2.7) erfiillt. Da jedes reelle Superfeld per Definition schon
ein Vektor-Superfeld ist, lassen sich Vektor-Superfelder aus chiralen und antichiralen
Superfeldern aufbauen. Mogliche Beispiele sind

ol i(cb—qﬁ) und (cI>+<I>T).
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Das Teilchenspektrum, das aus der Kovarianzbedingung (2.10) folgt, wird in Tabelle
2.4 dargestellt. Es besitzt allerdings noch Hilfsfelder, die durch eine Eichtransforma-
tion und anschliefender Eichfixierung z.T. eliminiert werden koénnen. Im Folgenden
wird der Fall einer abelschen Eichtransformation betrachtet. Der nicht-abelsche
Fall wird in Kapitel 2.8 behandelt.

Das Vektor-Superfeld sei nun invariant unter einer abelschen Eichtransformation
V' (2,0.0) =V (2.0.0) +i[A (2.6.0) — AT (.00)] (2.11)
dabei ist A ein chirales Superfeld. Durch Einsetzen findet man:

"= fretye

¢ = ¢—-iV2p
M = M-2F
No= A

A, = Au+i0,(p—¢").

Insbesondere das reelle Vektorfeld verhélt sich wie bei einer lokalen Eichtransfor-
mation

A, — A, —20,Imoe. (2.12)

Durch die Wess-Zumino-Eichung des chiralen Superfeldes A

i i
2Rep=p+¢"=—f, =——¢ und —-M
p=p+e [ 7 ¢ 5
kann man erreichen, dass das eichtransformierte Vektorfeld F’ die Felder f, ¢ und
M nicht mehr enthélt. Damit folgt fiir das geeichte Vektor-Superfeld

Fwz =V (2,0,0) = (000) A, +1(00) (0X) — i (60) (67) + (00) (60) d.

A, stellt dabei ein Photon dar. Es ist ein Eichboson und besitzt nur drei bosoni-
sche Freiheitsgrade, nachdem ein Freiheitsgrad durch konventionelle Eichfixierung
entfallen ist. Zwei Freiheitsgrade sind dabei physikalischer Natur, sie entsprechen
der Polarisation des Teilchens. Die longitudinale Polarisation ist hingegen ein un-
physikalischer Freiheitsgrad. Die zugehorigen Superpartner, die Photinos, werden
aus Majorana-Spinoren gebildet, die aus A gewonnen werden. Sie haben zwei fer-
mionische Freiheitsgrade. Das Hilfsfeld d, hat einen bosonischen, nicht-dynamischen
Freiheitsgrad und &ndert sich bei SUSY-Transformationen nur um totale Divergen-
zen.
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2.7. Die allgemeine supersymmetrische Lagrange-Dichte

Im Allgemeinen zeichnet sich eine Feldtheorie dadurch aus, dass ihre Lagrangedichte
unter bestimmten Transformationen invariant ist. Das Ziel ist es nun, eine super-
symmetrische Lagrangedichte £ aufzufinden, welche das Wirkungsfunktional

S:/d4m£

bei supersymmetrischen Transformationen invariant lasst, also mit
0.9 = 0.

Die hochsten Komponenten eines Superfeldes transformieren sich wie Viererdiver-
genzen A¥, als Transformationsverhalten fiir die Hilfsfelder gilt also

5D :  OF =iV20, (e5") fiir skalare Superfelder
0F - od = %(% (60“5\ — aa”E) fiir Vektor-Superfelder.

Fiir die Invarianz der Wirkung unter SUSY-Transformation ist das bereits hinrei-
chend, da das Raum-Zeit-Integral einer Vierer-Divergenz nach dem Gauftschen Satz
in ein Oberflichenintegral transformiert werden kann, das verschwindet

5.5 = / dro.L = / 42, A Oberflachenintegral :

Addition und Multiplikation von Superfelder ergeben wieder Superfelder, deren
h6chste Komponente ebenfalls unter supersymmetrischen Transformationen wie ei-
ne Viererdivergenz transformiert. Die Lagrange-Dichte zeichnet sich durch die héch-
ste Komponente des Superfeldes aus. Konstruiert man eine Lagrangedichte aus F-
Termen von chiralen Superfeldern und d-Termen von Vektor-Superfeldern, ist die
zugehorige Wirkung automatisch invariant. Eine allgemeine Lagrangedichte hat also
die Form

L = (skalare Superfelder) . + (Vektor-Superfelder) . + (h.c.).

d zeichnet dabei das reelle skalar-Hilfsfeld aus, F' das komplexe skalar-Hilfsfeld.

Skalare Superfelder wurden u.a. schon im Wess-Zumino-Modell behandelt, bevor
der Superraum-Formalismus begriindet wurde (siche Anhang A.16).

Um Gluonen und ihre Superpartner zu behandeln, muss eine Lagrangedichte fiir
Vektor-Superfelder aufgestellt werden.
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2.8. Die Lagrange-Dichte fiir ein Vektor-Superfeld

Die im Folgenden besprochene Theorie ist die Grundlage fiir das auf dem Gitter
simulierte Modell, das in den weiteren Kapiteln besprochen wird. Ausgangspunkt
ist das allgemeine Feld der Theorie, das unter nicht-abelschen Eichtransforma-
tionen gemaéfs

F=e@F

transformiert (siche auch Anhang A.8).

Mit den Kovarianzbedingungen D 4iF =0und DaF t = 0 gelangt man zu chiralem
und antichiralem Superfeld, die sich geméfs

P (2,0,0) — e iM(=00) g (2,6,0) und

o (2,6,0) — & (2,0,0) ™ (#09)

transformieren. Mit der Forderung, dass ein chirales Superfeld nach Eichtransfor-
mation wieder ein chirales Superfeld ist, folgt

DAF L0 DAA =0 — A ist ein chirales Superfeld.

Bei dieser Eichtransformation bleibt der kinetische Term in der Lagrangedichte nicht
invariant, da

=o't = @Tei(ALA)Q)‘ ] <1>T<1>‘
d d d

ist. Um die Invarianz herzustellen, wird ein komplexes Feld eingefiihrt, das sich unter
Eichtransformation verhéalt wie

AT i
eV e iA eVelA.

Dies ist eine als Verallgemeinerung von Formel (2.11) anzusehen. Hierbei ist V =

T*V® Mit Anhang A.12 wird Kklar,

V' gehort zur adjungierten Darstellung der Eichgruppe

(siehe insbesondere Formel (A.21)). Der kinetische Term in der Lagrangedichte lau-
tet somit

L= (@Tev@) J
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Um dieses Vektor-Superfeld nun in die Dynamik mit einzubinden, bedarf es eines
zu F),, vergleichbaren Objekts, das in der Literatur supersymmetrischer Feldstdrke-
tensor W4 genannt wird und sich geméis

WA N e—iAWAeiA
unter Eichtransformation verhélt. Mit der Definition der kovarianten Ableitung (2.8)
lasst sich W4 konstruieren zu

1 _ _
Wa =7 (DD) eV Dye". (2.13)
Die Einbindung in die Lagrange-Dichte erfolgt iiber einen Term, der sowohl invariant
unter supersymmetrischen- als auch bei Eichtransformationen ist
L= Tr. {(WAWa) .} + (hec.).

Die Spur geht dabei iiber Farbfreiheitsgrade. Das Ergebnis ist eine Lagrangedichte,
die ein masseloses Supermultiplett beschreibt. Sie beinhaltet Wechselwirkungen zwi-
schen Gluonen und Gluinos sowie Selbstwechselwirkungen der Teilchen. Allerdings
werden Wechselwirkungen mit Materiefelder nicht beriicksichtigt.

Tabelle 2.5.: Teilcheninhalt des geeichten Vektor-Superfeldes

e 1 reelles Vektorfeld A, beschreibt Gluonen
e 1 kompl. Weyl-Spinorfeld A  Majorana-Darstellung liefert Gluinos

e 1 reelles Skalarfeld d Hilfsfeld

Das geeichte Vektor-Superfeld beinhaltet nun die in Tabelle 2.5 angegebenen Kom-
ponenten.

Anmerkung: An dieser Stelle ist man allerdings noch weit entfernt von einer physika-
lisch realistischen Theorie. M6chte man Materiefelder in die Lagrangedichte einflech-
ten, folgt mit der Forderung nach Renormierbarkeit in der allgemeinsten Form

L o= 422Trc{(WAWA)F + (W) b+ (eleVe)

1 1
+ <2mijq)i(1)j + 39ijkq>z‘q’jq’k>F + (h.c.), (2.14)

wobei die Kopplungen die Form m;;®;®; und g;;,®;®;®; haben. Auf dem Weg
zu einer supersymmetrischen QCD mufl zusétzlich die Wechselwirkung zwischen
fermionischen und bosonischen Feldern z.B. in Form einer Yukawa-Kopplung be-
riicksichtigt werden.
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2.9. Die Super-Yang-Mills-Wirkung

Im Folgenden wird nur der Eichanteil von Formel (2.14), der YANG-MILLS Term
(WAW,) betrachtet. Der supersymmetrische Feldstérketensor (2.13) hat mit (2.8)
die Form

W§ =iXy — 2d°04 — (0"0) 4 F, — (00) (6" DuA?) , -

Betrachtet man die héchste Komponente von W4Ty ergibt sich fiir die Lagrange-
dichte dann

1 1. 1
L= JFLEL + 5N (DA = Sd'd

- 4 nv= pv
—_———— —
Eichfelder Gluinos d-Term

Hierbei ist
Fu = 0,A, —0,A, + [ALA)]
der iibliche nicht-abelsche Feldstirketensor (Formel (A.19)) und
(DA) = 9,4+ [A, A

die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung (siehe auch Formel (A.22)).
Auferdem ist
A
r=(31)

ein Majorana-Spinor. Da die Theorie mit chiralen Feldern aufgebaut wird, ist sie
invariant unter einer chiralen U(1)-Eichtransformation, also

A— e ¥BN und A — e ¥, (2.15)
was einer Transformation
04 — €¥7504 und éA — e_lwséA

im Raum der Superkoordianten entspricht. Die effektive Wirkung

1 1<
3$m4:/ﬁ%43:/d%{4ﬂiﬂﬂ+QM%Jﬁﬂﬁ (2.16)
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beschreibt masselose Majorana-Spinoren, die aufgrund der Potenzial-Struktur in der
adjungierten Darstellung vorliegen. Diese Wirkung hat QCD-artigen Charakter, wie
der Vergleich zeigt

1 _
4 a 1a a ab, b
SQCD _/d :):{4FWFW+w YDy, Y }

Im Gegensatz hierzu liegen die Quarks ¢ allerdings als Dirac-Fermionen in der
Fundamentaldarstellung vor. Da Dirac-Spinoren 4 Freiheitsgrade haben, wahrend
Majorana-Spinoren aufgrund der Relation

A=) =c\T

lediglich zwei davon haben, wird gelegentlich auch von Teilchen mit einem halben
Flavour Ny = 1/2 gesprochen. Der fermionische Teil der SUSY-Wirkung besitzt
dariiber hinaus den Vorfaktor 1/2.

Die Majorana-Natur ist dafiir verantwortlich, dass in der Simulation kein einfacher
Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus verwendet werden kann. Zuvor muss eine polyno-
miale Approximation der Fermionmatrix erfolgen: P-HMC (hierauf wird in Kapitel
4.9 naher eingegangen).
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

2.10. Symmetriebrechung

Objekt der Betrachtung ist zunéchst die ungebrochene Theorie (Formel (2.16)). Der
zur chiralen U(1)-Transformation (Formel (2.15)) zugehorige axiale Vektorstrom

Jp = M

ist nicht erhalten, da er durch Beitrége von Dreiecksgraphen fiir die Farb-Eichgruppe
(SU(N.)) Divergenzterme enthélt. Im Falle einer masselosen Theorie mg = 0 bleibt
jedoch eine diskrete Symmetrie {ibrig,

k
gok:ﬁﬂ— mit k=0,1,... 2N, — 1.

C

Fiihrt man eine von Null verschiedene Gluino-Masse mg derart
Eges =L+ L :E+mg5\)\

in die Lagrangedichte ein, so bricht £, die Supersymmetrie. An dieser Stelle spricht
man von einer weichen Symmetriebrechung. Bei weicher Brechung der Symmetrie
bleiben wichtige Eigenschaften der Theorie erhalten, dazu zahlt, dass sich die Di-
vergenzterme gegenseitig herausheben. Aufterdem gilt weiterhin das Nichtrenor-
mierungstheorem, welches besagt, dass das Superpotenzial nur bis auf Baumni-
veau durch die Stérungstheorie renormiert wird [6],[21]. Ein nicht verschwindendes
Gluino-Kondensat

(W) £0

bricht die verbliebene Zoy, Symmetrie auf eine Zs Symmetrie A — —A herunter.
Fiir die SU(2) Eichgruppe gibt es, wie Rechnungen mit Instantonen zeigen, genau
zwei entartete Grundzustéinde, die sich im Vorzeichen des Gluino-Kondensats un-
terscheiden [23]. Bei einer nicht verschwindenden Gluino-Masse mg # 0 wird die
Koexistenz beider Grundzustande aufgebrochen. Je nach Vorzeichen wird dabei der
eine oder andere Zustand eingenommen

AN >0 fur mg >0 und
(AN) 3
(M) <0 fir  mg<O.
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2.11. Die Veneziano-Yankielowicz Wirkung

Es wird vermutet, dass das Standardmodell eine effektive Theorie, also den Nieder-
energielimes einer Theorie darstellt, die auf einer hoheren Energieskala eine héhere
Symmetrie beinhaltet (siehe Kapitel 1.4). Ist man an den Niederenergie-Effekten der
vorliegenden Theorie (sieche Formel (2.16)) interessiert, ist es moglich, sie als effektive
Theorie bestehend aus den Komponentenfeldern zu formulieren, die allerdings die
wichtigen Symmetrien der fundamentaleren Theorie beinhalten. VENEZIANO und
YANKIELOWICZ haben dazu 1982 die supersymmetrische N = 1 Lagrange-Dichte
fiir ein Eichfeld in euklidischer Formulierung aufgestellt [20]. Der zum Aufbau der
Wirkung benutzte Operator ¥ entspricht dem chiralen Superfeld (Formel (2.9)) und
lautet
Y= —ié‘?WAWA = o+ /20y + HOF.

B (g) ist dabei die supersymmetrische S-Funktion und genau bekannt. Die Konsti-
tuenten kénnen zu

o = 52(;1) A,
V2ihy = 52(99) {=iAaD + (6" \) 4, Fy}  und
ﬂ(g) 1 v 1 3\ i vV _ o 5} 1 2
= —729 —ZFH Fl“/ — 5)\0'#81,)\ — gF'u Eulp/FO'p + 3“]H + Qd

berechnet werden. Die gewiinschten Symmetrien und erwarteten Divergenzen (sie-
he Kapitel 2.10) legen die VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Wirkung damit schon fest
auf

a

1 by

mit den willkiirlichen positiven Konstanten «, v und

872
[t = }0 eXp o~
3Ncg(2)
Aus der effektiven Wirkung von VENEZIANO und YANKIELOWICZ folgt ein Teil-
chenspektrum, das durch skalare Felder und Majorana-Spinoren beschrieben werden
kann. Eine Ubersicht iiber die méglichen Bindungszustinde fiir das Supermultiplett
mit der niedrigsten Energie findet sich in Tabelle 2.6. Diesen Mesonen wurde jeweils
der entsprechende Farb-SU(3) Singulett-Zustand aus der QCD gegeniibergestellt.
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Tabelle 2.6.: Teilcheninhalt der effektiven Veneziano-Yankielowicz-Wirkung und ihre
SU(3)s - Analoga

Meson  Spin Masse Name SU(3)s

e 1 Pseudoskalares Boson — Ays\ 0 mg; a-n’ n
e 1 Skalares Boson A\ 0 mgg a-fo fo

e 1 Majorana-Fermion  F,,, X"\ 1/2 mgy; Gluino-Glueball ()

Bei der Namensgebung wurde mit dem a- berticksichtigt, dass die Teilchen in der
adjungierten Darstellung vorliegen. Zum Gluino-Glueball gibt es kein vergleichba-
res QCD-Analogon. Ein solcher Zustand wére aufgrund der Fundamentaldarstellung
der QCD nicht farblos.

Einer Abschitzung der Massen der einzelnen Teilchen gegen die Gluinomasse liefert
[25]

- +
Omgs  Omg; Omgg
—~ i —57677.
omg omg omg;
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2.12. Die Wirkung von Farrar, Gabadadze und Schwetz

2.12. Die Wirkung von Farrar, Gabadadze und Schwetz

Die Wirkung von VENEZIANO und YANKIELOWICZ lésst allerdings einige Fragen
offen.

e Zur Berechnung der Wirkung (Formel (2.17)) wurden farblose Operatoren
x FME,, und < F*e) F,, ausintegriert. Die mit diesen Operatoren ver-
bundenen Gluon-Gluon Grundzusténde, die Gluebélle, sind aber nicht un-
bedingt schwerer als die Bindungszustéinde des VENEZIANO-YANKIELOWICZ-
Multipletts.

e Man vermutet mit Hinblick auf die QCD, dass der 0"-Glueball mit der Masse

mS auch in diesem Modell der leichteste Glueball-Zustand sein wird [24].

e Glueballe konnen an a-n’ und a- fo Zustédnde koppeln was zu nicht vernachlas-
sigbaren dynamischen Effekten fiihrt.

Aufgrund dieser Unzulédnglichkeiten schlugen FARRAR, GABADADZE und SCHWETZ
1998 eine effektive Wirkung vor, die aus zwei chiralen Supermultiplett-Operatoren
besteht [26] und zu zwei Teilchen-Multipletts fihrt.

Bei ungebrochener Supersymmetrie stimmen die Massen der Teilchen innerhalb ei-
nes Multipletts iiberein. Die Multipletts selbst haben jedoch unterschiedliche Mas-
sen, so dass es zwei Klassen von Teilchenmassen gibt. Das schwerere beider Multi-
pletts stimmt mit dem VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Multiplett iiberein. Das leich-
tere Multiplett ist in Tabelle (2.7) aufgezeigt.

Tabelle 2.7.: Teilcheninhalt des leichteren Multipletts der effektiven Wirkung von
Farrar, Gabadadze und Schwetz

Meson Spin  Masse Name
e 1 Skalares Boson FWE,, 0 mg;|r 07-Glueball
e 1 Pseudoskalares Boson  F* el F,, 0 mgg 0~ -Glueball
e 1 Majorana-Fermion F X" 1/2  mgz Gluino-Glueball
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2. Die Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Die Wirkung von FARRAR, GABADADZE und SCHWETZ erlaubt Massenmischungen
der Form a-fy — 0" Glueball und a-n" — 0~ Glueball. Die Mischung dieser Massen
fiihrt zu einer Aufhebung der Entartung der beiden Multipletts.

Bei der Einfithrung einer Gluino-Masse mg wird auch hier die Supersymmetrie weich
gebrochen und die Entartung bei den Multipletts aufgehoben. Mit einer Abschét-
zung der Massen der einzelnen Teilchen gegen die Gluinomasse, kann das erwartete
Multiplett skizziert werden (Abbildung 2.5). Es gilt

0~ 0t
Imgg  Omygg Imgg  Omygg
-~ —22>1 und —F + —= < 1.
6m§ 6m§ 8m§ 8m§

Masse

Die beiden FGS-Multipletts
sind ohne Massenmischungen
entartet.

Multiplett mit : Multiplett mit Massenmischungen
Massenmischungen i und zusuatzlichem Brechungsterm mgi.2
Sie entsprechen H
dem Veneziano-Yankielovic
Multiplett

v

Abbildung 2.5.: Authebung der Entartung der beiden Massenmultipletts im FGS-
Modell durch Massenmischungen.

Die Verhéltnisse bei gebrochener Symmetrie drehen sich im Vergleich zur VENEZIA-
NO-YANKIELOVIC-Wirkung also um. Tabelle (2.8) gibt zum Abschluss dieses Kapi-
tels eine Ubersicht iiber die zeitliche Abfolge der Entwicklungen auf dem Gebiet der
kontinuums-Supersymmetrie.
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1967

1971

1974

1975

1975

1982

1994

1995

1998

Tabelle 2.8.: Meilensteine der Supersymmetrie

COLEMAN-MANDULA [14] No-Go-Theorem
All possible Symmetries of the S Matrix

GOLFAND-LIKHTMAN [15] Zo-Graduierung (*)
Ezxtension of the Algebra of Poincare Group Generators

WESS-ZUMINO [16] Erstes Modell
Supergauge Transformations in Four Dimensions

HAAG-LOPUSZANSKI-SOHNIUS [17] (*) einzig mogliche Graduierung
All possible Generators of Symmetries of the S Matrix

SALAM-STRATHDEE [18], [19] Superraum-Formalismus
On Superfields and Fermi-Bose Symmetry

VENEZIANO-YANKIELOWICZ [20] Effektive Wirkung
An Effective Lagrangian for the Pure N =1 Sup. Yang-Mills Theory

SEIBERG-WITTEN [28],  [29] Exakte Losung fiir N' = 2und 4
Monopoles, Duality and Chiral Symmetry Breaking in N' =2 SYM-QCD

SEIBERG [30] Exakte Losung fiir N'=1 SUSY
Electric- Magnetic Duality in Supersymmetric Nonabelian Gauge Theories

FARRAR, GABADADZE, SCHWETZ [26] verbesserte effektive Wirkung
The Spectrum of Softly Broken N =1 Sup. Yang-Mills Theory
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf
dem Gitter

Die analytischen Rechnungen stoffen an Grenzen, die mit numerischen Methoden
verschoben werden koénnen, so dass sich weitere Einsichten und Erkenntnisse ge-
winnen lassen. In Kapitel 3.1 wird skizziert, um welche Schranken es sich dabei
handelt und in Kapitel 3.2 wird dargestellt, wie sich diese umgehen lassen. Es wird
gezeigt, dass eine Diskretisierung der Raumzeit zu einem natiirlichen Abschneiden
ultravioletter Divergenzen fiihrt, die in der Stérungsrechnung auftreten. In Kapitel
3.4 wird der Ubergang von einer kontinuierlichen zu einer diskreten Eichwirkung be-
schrieben. Anschliefsend wird in Kapitel 3.5 eine einfache diskrete Fermionwirkung
konstruiert.

Ein Exkurs zur diskreten Ableitung wurde der Ubersicht halber in den Anhang
B.1 verlegt. Eine einfache Fermionwirkung hat allerdings unphysikalische Doppler-
Teilchen zur Folge. Die Fermionendoppler-Problematik wird in Anhang B.2 behan-
delt. Eine mogliche Losung fiir dieses Problem liefern die WILSON-Fermionen, die in
Anhang B.3 eingefiihrt werden. Es gibt aber auch andere Moglichkeiten, die Doppler
zu eliminieren. Sie werden in Anhang B.4 und B.5 aufgezeigt. Dort werden auch Vor-
und Nachteile der einzelnen Ansétze diskutiert. Insbesondere wird das Theorem von
NIELSEN und NINOMIYA angesprochen, das besagt, welchen Beschrénkungen diese
Wirkungen unterliegen. Im Zusammenhang mit diesem Theorem gelangt man zu
der Erkenntnis, dass eine diskrete Raumzeit die chirale Symmmetrie im Fall von
Wilson-Fermionen explizit bricht. Da Symmetrien in dieser Arbeit eine besondere
Rolle spielen, wird dem Phénomen der chiralen Symmetrie ein eigener Abschnitt A.9
gewidmet. An dieser Stelle sei die auf die Publikation von NIEDERMAYER aus dem
Jahre 1999 hingewiesen [76]. Er zeigte, dass es eine Relation gibt, die eine chirale
Symmetrie auf dem Gitter impliziert, falls der Dirac-Operator sie erfiillt. Mit dieser
Erkenntnis zeigte LUSCHER dann, dass es mit einer Gitterdefinition der chiralen
Symmetrie auch moglich ist, eine chiral invariante Theorie aufzustellen [73]. Dies
fiihrte zu den Ginsparg- Wilson-Fermionen.

Ankniipfend an die einfache oder naive Fermionwirkung wird in Kapitel 3.6 die
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Wirkung von CURCI und VENEZIANO hergeleitet. Sie kann aus der Super-YANG-
MiLLs Wirkung des Kontinuums gewonnen werden, indem ein WILSON-Term und
ein Gluino-Masse-Term hinzugefiigt und eine Reskalierung der Felder durchgefiihrt
wird. Danach werden die Fermionfelder ausintegriert (siehe Kapitel 3.7). Wie man
ein Grassmann-wertiges Integral berechnet und die in diesem Zusammenhang auf-
tretende Pfaffsche Form wird in Anhang A.14 néher beschrieben. Das bei der Pfaff-
schen Form auftretende Vorzeichen wird auf +1 festgelegt. Néhere Details zum
Vorzeichen befinden sich in Anhang A.15. Die anschliefsende Bosonifizierung dient
dazu, die Wirkung fiir einen spateren Monte-Carlo Update-Algorithmus vorzube-
reiten. In Kapitel 3.8 und 3.9 werden Methoden vorgeschlagen, wie man auf Basis
der WILSON-Wirkung Verbesserungen realisieren kann. Diese fiihren sowohl zu einer
schnelleren Konvergenz einer Simulation und bieten auch in physikalischer Hinsicht
Vorteile. So lésst sich z.B. das Problem der chiralen Symmetriebrechung mit einer
optimierten Fermionwirkung abmildern.
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3.1. Die Motivation fiir eine Formulierung auf dem Gitter

Bei der Formulierung einer Quantenfeldtheorie in einem Raum-Zeit Kontinuum tre-
ten insbesondere im Niederenergielimes Schwierigkeiten auf, die perturbativ nicht
handhabbar sind. Im Folgenden soll am Beispiel der QCD herausgearbeitet werden,
an welcher Stelle die Storungsrechnung an ihre Grenzen stofst und welche Fragestel-
lungen sich ergeben, die man im Rahmen einer Gitterdiskretisierung lésen kann.

Die heute verwendete Formulierung der Quantenchromodynamik geht auf das Klas-
sifikationsschema The FEightfold Way SU (3) zuriick, welches Murray GELL-MANN
und Yuval NE’EMAN 1961 unabhingig voneinander begriindeten. Dieses Modell hat-
te die bemerkenswerte Eigenschaft, dass fundamentale Darstellungen (siche Kapi-
tel A.5) offenbar in der Natur nicht realisiert sind. Es brachte GELL-MANN und
ZWEIGC 1964 auf die Idee, Hadronen als zusammengesetzte Objekte zu verstehen, de-
ren Konstituenten, die Quarks, in fundamentaler Darstellung vorliegen. Das daraus
entwickelte Quark-Modell erlaubt zwei mégliche Kombinationen der Konstituenten
(zu irreduziblen Darstellungen siehe auch Anhang A.5):

Baryonen: 3®3®3=1048p8c41
Mesonen: 3 ®3 =8¢ 1.

Es stellt sich die Frage, warum Quarks in Baryonen und Mesonen eingeschlossen
sind. Welcher Mechanismus verbietet es den Elementarteilchen in der Fundamen-
taldarstellung, einzeln aufzutreten? Die Antwort liegt in der Dynamik des Mo-
dells.

Die Symmetriegruppe SU(3). liefert 3 Farbfreiheitsgrade fiir Quarks und mit ihr 8
Wechselwirkungsteilchen, die Gluonen. Hierbei handelt es sich um Vektorbosonen
in der adjungierten Darstellung. Sie kdnnen in der Basis der Gell-Mann-Matrizen
entwickelt werden

Quark-Felder: ¢/ (z), i=1.23, f=1,...,N;
Gluon-Felder: A (z), a=1,....8,

wobei ¢ und a Farbindizes der entsprechenden Darstellung der SU(3). sind und f
fiir die sechs Flavours u,d,s,c,b,t steht. Da die SU(3). nicht-abelsch ist (siehe An-
hang A.8 und A.11), hat dies Selbstwechselwirkungen der Gluonen zur Folge. Dabei
hiingt die Wechselwirkungsstéirke von der betrachteten Energieskala Q2 ab, die bei
einem Wechselwirkungsprozess beriicksichtigt werden muss. Die laufende Kopplung,
also die Wechselwirkungsstérke, ist energieabhéingig und kann mit Renormierungs-
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

gruppengleichungen berechnet werden zu

1
2 2\ _ e
90e (V) = oz @Ay T

Hier ist A die Energieskala mit A =~ 1 GeV und

Gy = 33 — 2N,
0~ " ygn2

Im Gegensatz dazu ist in der QED gy < 0.

>0 fﬁer§16.

Die Storungsrechnung ist eine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstante
und besitzt eine gute Vorhersagekraft bei hohen Energien Q? >> A2. Bei klei-
nen Energien nimmt die Kopplungsstarke in der QCD jedoch zu und konvergiert
nicht gegen einen konstanten Wert. Daher lésst sich die Feldstérke eines Farbfeldes
zwischen zwei Quarks nicht beliebig genau néhern. Die Korrekturen fiir die Vaku-
umfluktuationen verschwinden schliefslich nicht mit zunehmender Ordnung.

e Die Frage, warum Quarks eingeschlossen sind, ist allerdings eine Frage, deren
Antwort im Niederenergiebereich zu suchen ist.

e Auflerdem l&sst sich nur im Niederenergieregime die dynamische Masse eines
Bindungszustandes, also das Hadronen-Spektrum vorhersagen.

e Wie ist die Skalenabhéngigkeit der Kopplung bei kleinen Energien?
e Wie wird die chirale Symmetrie gebrochen?

— es bedarf Methoden, die tiber die Stérungsrechnung hinausgehen.
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3.2. Die Gitter-Diskretisierung

Zur Einfiihrung in die Thematik kann ein Blick in [40], [41] und [42] empfohlen wer-
den. Eine mogliche nicht-storungstheoretische Regularisierung wurde 1974 von K.G.
WILSON eingefiihrt [44]. Ausgangspunkt ist dabei eine Diskretisierung der Raum-
Zeit durch ein vierdimensionales Gitter. Der Gitterabstand a bildet dabei einen
natiirlichen Cut-Off fiir die kiirzesten Frequenzen A = 7 /a, die auf einem Gitter
moglich sind. Durch diese Regularisierung werden Integrale, die zuvor ultraviolett
divergent waren, endlich. Zunéchst wird die Zeitskala mit Hilfe der Wick-Rotation

Uy (z)

>
>

> [

Abbildung 3.1.: £t und ¥ symbolisieren die Einheitsvektoren in Richtung p und v.
Der Gitterabstand hat die Lénge a. Des Weiteren ist eine Plaquette Up = U, (2)
sowie eine Linkvariable U, (x) eingezeichnet.

in die komplexe Ebene verschoben. Als Konsequenz dessen geht die minkowskische
Form der Wirkung in die euklidische Form iiber und der enge Zusammenhang zwi-
schen statistischer Physik und Feldtheorie wird deutlich. Die in der statistischen
Physik gewonnenen Erkenntnisse werden dariiber hinaus bei der spateren Formulie-
rung eines Hybrid-Monte-Carlo Updates in vielerlei Hinsicht von Bedeutung sein.
In der euklidischen Raum-Zeit ist das Pfadintegral dquivalent zur Zustandssumme
eines analogen statistischen Systems.

Um das Eichfeld diskretisieren zu konnen, sei daran erinnert, dass Eichfelder im
Kontinuum dazu dienen, Materiefelder an verschiedenen Orten miteinander zu ver-
kniipfen. Bei einer nicht-abelschen Eichtheorie assoziiert man mit jedem Weg ein
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Element der Eichgruppe. Mit Abbildung 3.1 ist es naheliegend, z.B. den Weg
xﬂf (S) 8 € [170]

mit s zu parametrisieren und das Gruppenelement U (s) fiir den Anteil des Weges
von z,, (0) bis z, (s) tiber

Ty (5= - <df’3u> Ay (@, (8)) U (s)

zu definieren. Hieraus und mit der Randbedingung U (0) ergibt sich nach der DYSoN
Formel das pfadgeordnete Integral fiir die nicht-kommutierenden Matrizen A, zu

U(s) = Peff;d*%)fl“
= PeJodrudu, (3.1)

wobei P die Pfadordnung kennzeichnet. Da sich die Materiefelder an den Gitter-
punkten befinden, erscheint es sinnvoll, den Eichtransporter U (s) mit den Verbin-
dungen zwischen den Gitterpunkten zu assoziieren. Die kiirzeste Strecke hat die
Lange a, da a dem Gitterabstand entspricht. In Richtung /i ergibt die Taylorent-
wicklung von (3.1)

Ulcop) =Uy(x) =1 —-aA,(z)+... . (3.2)

Hierbei gilt bereits die Kontraktion mit den Generatoren der gewihlten Darstel-
lung

Ap(x) = —gAj, () Ta.

U, (z) wird auch Paralleltransporter genannt. Er ist Element der Eichgruppe und
fiir ihn gilt

Uy (@) = U (& + afiz).
Aullerdem ist er unitar
Uzy) =U"(ya) =U' (y,2).

Die zu (3.1) analoge Beziehung zwischen den Paralleltransportern und dem Eichfeld
A, ist durch

U, () = e 4@ und U;E (2) = (@) (3.3)

gegeben.
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3.3. Die supersymmetrische Gitterwirkung

CURcI und VENEZIANO schlugen 1987 vor, eine N’ = 1 Super-YANG-MILLS-Theorie
auf dem Gitter zu simulieren, indem die Kontinuumswirkung (siehe auch Formel

(2.16) in Kapitel 2.9)

1 a a 17a a
SgyM = / d'z {4FWFW + AW DpA } =Sy + Sf

diskretisiert wird [48]. Man wird dann mit der Problematik konfrontiert, dass das
Gitter die Symmetrie explizit bricht. Wie in Kapitel 2.1 gezeigt wurde (siche Formel
(2.2)) fithrt der Antikommutator der SUSY-Generatoren

{QA’QB} = Q&ZBPM

zu einer infinitesimalen Translationsbewegung. Diese ist allerdings auf dem Git-
ter nicht mdoglich. Der minimale Gitterabstand a ist stets endlich. Die Poincaré-
Invarianz und damit die Supersymmetrie ist also fundamental gebrochen. Die Super-
symmetrie benttigt zudem ein exaktes Gleichgewicht zwischen masselosen bosoni-
schen und fermionischen Freiheitsgraden. Jedoch sind z.B. LUSCHER und NEUBER-
GER [49], [50] der Auffassung, dass exakt masselose Fermionen mit einem Flavour
auf dem Gitter nicht existieren kénnen.

Der Ansatz von CURCI und VENEZIANO verfolgt nun die Strategie, die Symmetrie-
brechung anfangs zu tolerieren und die Supersymmetrie durch ein Tunen der nackten
Parameter in der Gitter-SUSY-Wirkung im Kontinuumslimes zu restaurieren. In der
N =1 SUSY-YANG-MILLS-Theorie handelt es sich um ein Tuning der Eichkopplung
(. Im fermionischen Teil der Wirkung muss zusétzlich die nackte Gluino-Masse iiber
den Parameter x eingestellt werden. Man kann dieses Tuning als additive Renor-
mierung begreifen, wobei die renormierte Gluinomasse bei einer verschwindenden
Masse im Kontinuumslimes zu einer supersymmetrisch invarianten Theorie fiihrt.
Der Schliissel zum Auffinden dieser Theorie liegt in den Ward-Identitdten. Sie sollten
im supersymmetrischen Grenzfall der Kontinuumsform entsprechen.
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3.4. Konstruktion der Gitter-Eichwirkung S,

Die Konstruktion einer Gitter-Eichwirkung fiir die supersymmetrische YANG-MILLS
Theorie funktioniert vollkommen analog zur Quantenchromodynamik.

Um die Gitter-Wirkung nun fiir das Eichfeld aufzustellen, wird K.G. WILSON fol-
gend, das Integral (3.1) auf einem Rechteck der Seitenlénge dx und dy ausgewertet.
Die kleinstmogliche Wahl auf dem Gitter entspricht hierbei einem Quadrat der Sei-
tenlénge a, der sogenannten Plaquettenvariablen U, () mit

Up () = Uw (z) = Ul (2) Ul (x + ad) Uy (x + ap) Uy (2) . (3.4)

Die grafische Darstellung der Plaquette wird in Abbildung 3.2 gegeben.

U,]: (x + av)

T +av < 1 T +aji+av
Ul () Up(x) | Uy(x+ap)
r & » T +aj

A Uy (v) A

Abbildung 3.2.: Die Plaquette

Der Zusammenhang mit dem Feldstarketensor kann gezeigt werden, indem die zu
Formel (3.2) dquivalente Taylorreihe in (3.4) eingesetzt wird:

Up(z) =1—a’F,, (z)+ O (a%)

Die Kontinuums-Eichwirkung hat die Form

1
@—4/%Mﬁmw

Mit der in der Abbildung 3.2 gezeigten Plaquette lautet die Eichwirkung in der
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3.4. Konstruktion der Gitter-Eichwirkung S,

Standardformulierung nach WILSON nun

Slet = ﬁz [1— ReT&"Up}

= /BZ Z [1—]\1[ReTrUW].

r 1<pu<v<d

Die Plaquettensumme setzt sich dabei aus den Summen der Orte und Plaquette-
Orientierungen zusammen

2= >

r 1<p<v<4

Fiir a — 0 geht die Wilson-Wirkung in die Kontinuums-YANG-MILLS-Wirkung iiber.
Die nackte Eichkopplung g ist iiber die Beziechung

2N,

B = 7 (3.5)

mit der Kontinuums-Kopplung verbunden. N, bezieht sich auf die Anzahl der be-
trachteten Farbfreiheitsgrade. Man kann an der Form der Eichwirkung erkennen,
dass jeder Link nur mit der ihn umgebenden ,Klammer-Summe* wechselwirkt (sie-
he Abbildung 3.3). Der numerische Aufwand, die Eichwirkung zu berechnen, ist im

A

Y

Abbildung 3.3.: Wechselwirkungsplaquetten fiir einen ausgewahlten Link

Vergleich zur Fermionwirkung gering. Die Lagrange-Dichte auf dem Gitter hingt
mit der Wirkung iiber die Beziehung

Slat _ a‘4 Z L:lat (l’)

zusammen. Fiir den Kontinuumslimes a — 0 geht die Summe in ein Integral {iber

aly — [diz.
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

3.5. Konstruktion der naiven Gitter-Fermionwirkung &;

Die Konstruktion der Fermionwirkung auf dem Gitter unterscheidet sich vom Fall
der QCD. In dieser Theorie beschreibt die fermionische Wirkung die supersymmetri-
schen, fermionischen Partner der Eichbosonen anstatt Quarks. In Kapitel 2.8 wurde
herausgestellt, dass das Vektorsuperfeld aufgrund dieser Tatsache zur adjungierten
Darstellung der Eichgruppe gehort. An Stelle der kovarianten Ableitung (A.10) in
der Wirkung wird die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung (A.22)
verwendet (siehe Kapitel A.12). Anstatt Dirac-Spinoren 1) werden selbstkonjugierte
reelle Spinoren, also Majorana-Spinoren A betrachtet.

Die beiden fermionischen Wirkungen

_ 1 _
Sp = / d'z ¢y, Dy und Sy = 3 / d*z Ay, D) (3.6)
QCD SYM

seien hier nochmals gegeniiber gestellt. In einem physikalisch realistischem Modell,
einer Super-QCD, wiren beide Wirkungen realisiert. Aufterdem miisste zur fermio-
nischen QCD-Wirkung noch eine bosonische Partner-Wirkung fiir die Squarks be-
riicksichtigt werden. Zusammen mit der Eichwirkung hétte die gesamte Wirkung
dann 4 Komponenten zuziiglich der Wechselwirkungsterme.

Spee. = SgP + SN+ SV + S5+ weitere W.W.

Da es momentan noch zu aufwindig wire, eine solche Theorie zu simulieren, be-
schréinkt sich das vorliegende Modell auf die Eichwirkung S3“° und die damit ver-
bundene supersymmetrische Partnerwirkung S;YM. Ein Fernziel ist es, die Massen
von supersymmetrischen Bindungszustianden korrekt vorher zu sagen. Zum aktuel-
len Zeitpunkt werden die meisten Simulationen mit zwei Farbfreiheitsgraden durch-
gefiihrt, was den Rechenaufwand beschrankt und die Mdoglichkeit erdffnet, leichter
Methoden und Algorithmen zu erforschen und zu implementieren. Ein physikalisch
realistischeres Modell mit drei Farbfreiheitsgraden kann spédter mit vergleichswei-
se geringem Aufwand durch die Erweiterung des bestehenden Modells konstruiert
werden.

Wie in Anhang A.6 beschrieben, gilt fiir Majorana-Spinoren A die Eigenschaft
A= =cat

mit der Ladungskonjugationsmatrix C (A.8). Die kovariante Ableitung der adjun-
gierten Darstellung (Formel (A.22)) hat die Form

DA (2) = B () + [Ay) (2)].
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3.5. Konstruktion der naiven Gitter-Fermionwirkung Sy

In Anhang B.1 wird gezeigt, wie diese Ableitung diskretisiert werden kann. Mit der
dort definierten Vorwértsableitung (B.1) ergibt sich

1

Dlat,vor)\ _
o () =

{Ug (2) A (z + ajt) Uy, () — A (x)} . (3.7)

Die diskretisierte Fermion-Wirkung lautet:
1 _
_ 4 4 _ .4 lat, vor
sf_/d 2L —a Ex:ﬁ—a QEI:%:TY{AWDM“ A}

Hier kann nun Formel (3.7) eingesetzt werden

S :34ZZT1" {S\(x) %é [U;E () X (z+ap) Uy (x) — A (x)}}
=a3 Z ZTr { [5\ (x) ’yMU; () A (z 4+ ap) Uy (z) — X () 7\ (:1;)} } .

Mit der Relation A — T%A\* und A — APT? ergibt sich
Sp=ay T {Taxa(me;(x)Ab (z + af1) T°U, (z) — T“S\a(m)yu)\b(w)Tb} :
Z, K

a ist der Index der adjungierten Darstellung (a = 1,...,N2 — 1 fiir SU (N,)). Die
Spur geht tiber die Farbindizes a und b der Links des fundamentalen Eichfeldes U,
also im Falle der SU (2), ist es eine Spur iiber eine 2 x 2 Matrix.
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

3.6. Die Curci-Veneziano Fermionwirkung

Die naive Gitter-Fermionwirkung beinhaltet Verdoppelungsterme. Hierbei handelt
es sich um unphysikalische Gitterartefakte, die eliminiert werden miissen. Es gibt
verschiedene Methoden dies zu tun. Anhang B.2 beleuchtet die Problematik und ihre
Losungsmoglichkeiten néher. In dieser Arbeit werden WILSON-Fermionen benutzt
[44]. Hierbei wird ein Term proportional zur zweiten Ableitung in der Wirkung zur
naiven fermionischen Gitter-Ableitung hinzuaddiert. Dieser Wilson-Term wirkt wie
eine Masse und fiihrt dazu, dass die Doppler im Kontinuumslimes unendlich schwer
werden. Dadurch wird ihr Einfluf auf die Observabeln stark unterdriickt.

Um die Wirkung in der Form von CURCI und VENEZIANO zu erhalten, sind nun fiinf
Schritte notwendig. Zum einen wird die naive Gitter-Wirkung so umgeformt, dass
spater leicht die adjungierte Eichmatrix V' definiert werden kann, dann wird der
Wilson-Term hinzugefiigt. Ausserdem wird ein symmetriebrechender Term hinzuge-
fligt, der dem Gluino eine Masse verleiht. Schlieflich werden die Majorana-Spinoren
reskaliert und die Eichmatrix eingefiihrt, um die Wirkung moglichst einfach zu ge-
stalten.

e Durch Umformung mit der Relation

3 at, vor 1 A\ at, vor at,vory
Tr {)\ (x) fyHDL tvory (x)} =3 Tr {/\ (x) ’yMDLt’ A(x) — DL BYOrX () v, A (x)} .

wird die naive Gitter-Fermion-Wirkung zu
a3 aya ~ aya
Sp=53M {T A @)y UL (@) N (2 + ) TP () — TN (@), A (2) T
T, p

—U;E(:L‘)Taj\“ ( + ajt) 7, U, (2) TP A () + T“X“(x)’yu)\b(az)Tb}.

e Die Fermion-Doppler-Problematik ldsst sich durch die Einfiihrung des WILSON-
Terms

3
a aya b ~ b
Sw = —27“;;% {T A (a;)UZ(a:))\ (x +ap) T°U,u(x)
FTN (2 + aft) Up(2) X (@) T (2) } + 4 S Tr { 73N} (3.8)
z,

umgehen. r ist der WILSON-Parameter.
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3.6. Die Curci-Veneziano Fermionwirkung

e Den Gluinos wird eine nackte Masse mg o verlichen

S, = a3m§70 Z Tr {T“S\“AbTb} .

T,

Wie in Kapitel 3.3 beschrieben, dient sie dazu, die Supersymmetrie auf dem Gitter
zu restaurieren.

Fiir weitere Betrachtungen ist die Zyklizitat der Spur und die Relation
_ _ _ _ 1_
Tr (A\) = Tr <T“)\“)\bT”> —Tr <)\“)\bTbTa> — 2N Ty (TbT“) = SAN5a (3.9)
von Interesse. Insgesamt ergibt sich die gesamte Wirkung zu

Scv :Sf—i-SW + S

e Um die Wirkung einfacher zu gestalten werden die Majorana-Spinoren reska-
liert

%% (amgo + 4r)2 X\ (z) — A (2)

und der Hopping-Parameter

1

e 3.10
a 2mgo + 8r ( )

eingefiihrt. Die gesamte Wirkung lautet damit

Sov ==k 3 T { TN (@)U} (@) (@ + a)) T [ + 7] Up ()
z, p

TN (2 + ajt) Uy (2) N (@) T [r — 7, Ug(;c)}

+3 T {T“X“(x))\b(x)Tb} . (3.11)

T, [

e  Mit der Definition der Eichmatrix in der adjungierten Darstellung

Vs (@), = 2Tr [Uf (2) T°U, () T'] (3.12)

erhélt die Wirkung eine kompaktere Darstellung. Diese Matrix besitzt drei Frei-
heitsgrade, da die ihr zugrunde liegende komplexe Fundamentalmatrix ebenfalls
drei Freiheitsgrade hat. Es handelt sich dabei um 2 unabhéngige komplexe Zahlen
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

und die Einschrédnkung, dass es sich um eine spezielle unitdre Matrix mit detU =1
handelt. Fiir die Eichmatrix gilt des Weiteren die Relation

[V: ($)] ab = [V/;T ('r)]ab :

Mit der Eigenschaft (3.9), sowie der Wahl a = 1 und r = 1 fiir den Gitterabstand,
bzw. den Wilson-Parameter, kann (3.11) nun in der Form von CURCI und VENE-
ZIANO angegeben werden

Scv = EZS\
—*Z{ V@) [+ 2 Ma) + AV (@) [~ 7 A+ )

Durch die Definition der Fermion-Matrix

Qu (U] = 8y = £ D {8y 1+ 7] Vi (@) + Sy (1 = 2] Vi ()} | (3.13)

ergibt sich fiir die Wirkung die Form

Die besonderen Eigenschaften der @-Matrix werden in Anhang B.6 erortert.
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3.7. Behandlung von Majorana-Spinoren auf dem Gitter

3.7. Behandlung von Majorana-Spinoren auf dem Gitter

Majorana-Spinoren kénnen aufgrund ihrer Grassmann-Natur nicht direkt auf Com-
putern berechnet werden. Da eine Darstellung in Matrixform (siche Kapitel A.13)
einen uniiberschaubaren Rechenaufwand zur Folge hat, wurde ein anderer Weg
gewdhlt, der zum Erfolg fithrte. Genau wie bei den Dirac-Spinoren in der QCD
werden die Felder ausintegriert und die effektive Wirkung in Form der Fermion-
Determinante betrachtet. Da Majorana Fermionen eine zusédtzliche Symmetrie be-
sitzen, kann der von MONTVAY vorgeschlagene doubling trick angewendet werden
[43]. Abschliefsend wird die Fermion-Determinante bosonifiziert, so dass die Fermion-
Wirkung als Resultat in einer Form vorliegt, in der sie mittels polynomialer Approxi-
mation der ()-Matrix in einem Monte-Carlo Algorithmus behandelt werden kann.

Man erkauft sich durch Ausintegration und anschlieffender Bosonifizierung die Mog-
lichkeit, die Fermion-Determinante auf dem Gitter zu simulieren. Dabei tauscht man
ein Integral iiber Grassmann-Zahlen gegen ein Integral mit inverser @-Matrix aus.
Die Inversion einer derart grofsen Matrix ist allerdings nicht trivial und hat einen
grofsen zusétzlichen Rechenaufwand zur Folge.

Im Folgenden geht es darum, die Vorgehensweise der QCD

' / D [, 0] | = et QI= (et Q1Q) " = / [dgtg] e Zevebleel,. o
T T 1

Grassmann-Zahlen komplexe Zahlen Matrixinversion

auf Majorana-Fermionen zu iibertragen. Dazu werden die benannten Schritte hin
zur Bosonischen Form der Fermion-Determinante ndher dargelegt.

e Um die Majorana-Felder ausintegrieren zu konnen, stellt sich die Frage, wie das
Grassmann-wertige Integral

/ D[N e 2

mit Majorana-Spinoren zu berechnen ist. Dazu kann zuerst ein der QCD vergleich-
bares Pfadintegral iiber Dirac-Spinoren betrachtet werden, das mit den Regeln zur
Grassmann-Integration zu

[PE5u1e = [D[5u]e T B9~ gerg
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

ausintegriert werden kann. Dabei wurde das Integrationsmafs in 4 Dimensionen zu
4 B 4
= [T IIdve ) []]d¢:(z) mit kil Dirac-Index
k=1 'y =1 =

definiert. In diskreter Raumzeit wird die zweite Produktsumme jeweils iiber alle
Gitterpunkte gebildet.

e Die beiden Spinoren sind in der Supersymmetrie allerdings nicht unabhéngig.
Fiir Majorana-Spinoren gilt A = A° = CAT mit der Ladungskonjugationsmatrix C
(siehe Formel (A.8)). Sie konnen aus den Dirac-Spinoren konstruiert werden, indem
der doubling trick angewendet wird [43]

A= ;5 (v+CP") und N = \}5 (v +cyh)

Die Integrale iiber A2 haben die gleiche Form und konnen auseinander gezogen
werden

/D b, 9] —¢Q¢—H/D [N] e VeN = </D ’\Q’\>2:detQ

Die Summation iiber die Gitterpunkte x,y wurde hier unterdriickt. Es folgt hieriiber
fiir die Ausintegration der Majorana Felder

/D[/\] e 2 N = 4 det@ (3.14)

wobei man sich fiir das positive Vorzeichen entscheidet. Insgesamt gilt fiir die fer-

mionische Wirkung
/ D[\ e 2

Sy = —log (/D[ﬂ)ﬂb] e_sf)z = —log

Man legt das Vorzeichen auf +1 fest. So gelangt man zusammen mit der Eichwirkung
zu der effektiven Wirkung von CURCI und VENEZIANO in der Form

1
=—3 log |det Q| .

St — ﬁZ[l—Re”ﬁUP]—logdetQ

Eine ndhere Behandlung zum Vorzeichen der Determinante findet sich im Kapitel
zur Pfaffschen Form, Anhang A.14.
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3.7. Behandlung von Majorana-Spinoren auf dem Gitter

e Um die Fermion-Determinante auf dem Gitter berechnen zu kénnen, wird sie
nun bosonifiziert. Es ist zu beachten, dass die Fermion-Determinante nun zwar po-
sitiv ist, allerdings konnen einzelne Eigenwerte durchaus einen negativen Realteil
besitzen. Aus diesem Grund wird im Folgenden die positiv definite und beschriankte
Matrix

Q* = Q'Q (3.15)

betrachtet. Es ist besonders wichtig, dass die zu simulierende Matrix diese Form
hat, da nur so das Maf erhalten bleibt und eine Simulation mit Metropolis-Schritt!
umgesetzt werden kann. Der Metropolis-Schritt findet schlieflich auch in modernen
Algorithmen wie einem Hybrid Monte-Carlo seine Anwendung (sieche Kapitel 4.5).
Fiir eine allgemeine Matrix A gilt

Warum dies gilt, wird ebenfalls in Anhang A.14 erklart. Aufgrund der Majorana-
Natur der in der Supersymmetrie vorliegenden Fermion-Determinante, mufs die Wur-
zel der Fermion-Determinante bosonifiziert werden

Jdet Q = [det QTQ}i _ [det Qﬂi - / [dqﬂdqﬁ} o Ty 00(@2) Hon (3.16)

Die Berechnung des hier vorliegenden Integrals ist eine grofse numerische Heraus-
forderung. Es ist insbesondere sehr aufwendig, (Q2)*1/ 4 zu berechnen. Die iibliche
Vorgehensweise ist, dies polynomial zu approximieren (sieche Kapitel 4.9), sodass die
approximierte Form dann mit einem Update-Algorithmus behandelt werden kann.

Anmerkung: In der Ny =1 QCD wird ebenfalls die Form (3.15) verwendet und die
Fermiondeterminante danach bosonifiziert

L i 1
det Q = (det Q2)2 = / [d¢*d¢] o= Loy 0(@5) 2
Im zwei-Flavour Fall N ¢ = 2 vereinfacht sich das Vorgehen. Mit

Sp=> 9l Qo]

ij

lautet die effektive Wirkung

N ~
Seff — —7f log det Q.

'Eine Ubersicht tiber den Metropolis-Algorithmus findet sich in Anhang 4.6.
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Hier, wie in jedem anderen Fall einer geraden Anzahl Flavours tritt nach der Bo-
sonifizierung eine einfache Form der Matrix-Inversion im Exponenten auf, derart
dass

(det Q)2 = det § = / [dgtag) e e (@)

Fiir derartige Problemstellungen ist eine polynomiale Approximation nicht notwen-
dig, da effiziente Methoden wie das konjugierte Gradientenverfahren grofse Matrizen,
in diesem Fall Q? schnell invertieren kénnen. Deshalb wurden Hybrid Monte-Carlo
Algorithmen zuerst zur Simulation von Theorien mit gerader Flavourzahl getestet.

Eine héufig in der Vergangenheit angewendete Approximation ist die quenched
Approximation. Quenched Rechnungen sind Berechnungen, in denen die Fermion-
Determinante zu 1 gesetzt wird. Diese starke Vereinfachung fiihrt zu einer effektiven
Theorie, bei der die Substrukturen ausser acht gelassen werden. Hier wird also ex-
plizit unquenched gerechnet.
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3.8. Optimierte Eichwirkung

Die Simulationen physikalischer Theorien auf dem Gitter erhalten ihre Aussagekraft
durch die Kontinuumsextrapolation. Um storende Gitterartefakte zu unterdriicken,
werden grofere Volumina bei gleichzeitig feinerer Gitterdiskretisierung bendétigt.
Dabei wird man schnell durch die zur Verfiigung stehende Rechenkraft begrenzt,
da der Rechenaufwand oc a® zum Gitterabstand zunimmt. Dariiber hinaus kénnen
bei der reinen Wilson-Wirkung bestimmte Artefakte prinzipiell nicht unterdriickt
werden. Das Gitter bricht z.B. explizit die Rotationsinvarianz.

Es gibt nun die Moglichkeit, unterschiedliche Gitter-Wirkungen zu betrachten, die
sich in der Universalitatsklasse der gleichen zugrundeliegenden Kontinuumstheorie
befinden. Dabei sind zwei Kriterien, die eine im Vergleich zur reinen Wilson-Wirkung
verbesserte Wirkung auszeichnen. Von besonderer Bedeutung sind:

e Schnellere Konvergenz in den Kontinuums-Limes.
e Bessere Symmetrieeigenschaften schon bei endlichen Gitterabsténden.
Es ist eine offene Frage, welche Gitterwirkung diese Kriterien am besten erfiillt.

FEin bei der Suche nach verbesserten Wirkungen behilfliches Werkzeug ist die Me-
thode der Renormierungsgruppentransformationen nach Wilson [47]. Eine weitere
Methode ist die von Symanzik entwickelte Gitter Stérungsrechnung sowie die Un-
tersuchung lokaler, effektiver Theorien bei endlichem Cut-Off [56],[57],[58].

In [61] werden mit Hilfe der Monte-Carlo Renormierungsgruppen-Methode [62],
[63] (MCRM) Wirkungen gesucht, die weniger Gitterartefakte aufweisen. Bei die-
ser Methode werden zuerst Gitter-Konfigurationen geblockt und dann renormierte
Kopplungskonstanten festgelegt, die der Kopplungsfluss unter einem bestimmten
blocking-Schema zeigt.

Im Detail werden zuerst Feldkonfigurationen {U} mit einer Wirkung S erzeugt.
Man beschrankt sich dabei zunéchst auf einen zweidimensionalen Kopplungsraum
(611,012). Es gibt aber auch Bestrebungen, Wirkungen mit mehreren Kopplungs-
konstanten zu untersuchen. Die Konfigurationen werden mit Swendsens ,factor 2
blocking scheme” geblockt [66]. Man erhélt geblockte Konfigurationen {U’}, die
als Konfigurationen einer erzeugenden Wirkung S" mit (3};,0],) aufgefasst werden
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

koénnen. Man kann unter dem Ubergang

(Br1,612) — (B11.012)

ein mit dem Blocking assoziierten Kopplungsfluss verstehen. Dann werden (-Tu-
pel mit Hilfe des Renormierungsgruppen-Kopplungsflusses ausgewéhlt [64]. Auf den
geblockten Konfigurationen werden Wilson-Loops und Korrelationen zwischen ihnen
ausgerechnet. Zum Schluss werden die Kopplungskonstanten mit der Schwinger-
Dyson Methode [65] festgelegt (ndheres zur Schwinger-Dyson Methode und dem
Kopplungsfluss findet sich in Anhang B.7).

Die verbesserte Eichwirkung hat die allgemeine Form

1 1
S, =13 COZReTr{l - 3Uplaq} +012ReTr{1 - 3Umt} :

plaq rect

wobei zur Plaquette ein Rechteck-Plaquett-Term hinzuaddiert wird. Die Koeffizien-
ten sind iiber ¢y = 1 — 8¢y festgelegt. In der Literatur werden auch die Koeflizienten
B11 = Beg bzw. B1o = (e1 verwendet.

A
A
A

Uplaq = v Urect =

Y
Y
Y

Es haben sich im Wesentlichen vier verschiedene Kopplungen herauskristallisiert.
Neben der reinen Wilson-Wirkung gibt es die Symanzik-Wirkung? [56], die Iwasaki-
Wirkung [59] und die QCDTARO-Wirkung [60]. Einen Uberblick gibt Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1.: Die Kopplungen der einzelnen Eichwirkungen

Y12 B11 P12
Wilson 0
Symanzik —0.05
Iwasaki —0.091
QCDTARO 6.1564(53) —0.62141(23)

7.986(12) —0.9169(41)

’Die Symanzik-Wirkung entstammt im Gegensatz zu den anderen Formen aus einer stérungs-
theoretischen Betrachtung.
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0.66

Ferling-PHMC ——
Montvay-PHMC -

Abbildung 3.4.: Timelike Plaquette ohne optimierte Eichwirkung. Verglichen wur-
den die Ergebnisse meines PHMC-Programms (rote Kurve) mit denen des PHMC-
Programms von Istvan Montvay (griine Kurve).

T T
Montvay local Timelike Plaquette
|, Alex local Timelike Plaquettf

T T

I I I I
0 100 200 300 400 500

Abbildung 3.5.: Timelike Plaquette mit tree-level Symanzik optimierter Eichwir-
kung v12 = —0.05. Die mit dem Montvay-Programm ermittelten Werte sind rot
dargestellt, die griinen Werte wurden mit meinem Programm ermittelt. Die gemit-
telte Plaquette ist blau dargestellt und beinhaltet alle bis zum aktuellen Sweem
gesammelten Werte.
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Hierbei ist 12 das Verhéltnis 712 = (12/611. Grafik 3.4 zeigt die Werte fiir den
Durchschnitt aller Plaquetten in Zeitrichtung pro Update-Step mit reiner Wilson-
Wirkung 12 = 0. Abbildung 3.5 zeigt den gleichen Sachverhalt mit einer Tree-
Level Symanzik optimierten Eichwirkung mit ;2 = —0.05. Beide Simulationen
wurden mit zwei unterschiedlichen Programmen mit identischen Parametern durch-
gefiihrt, was die Aussagekraft der Messungen unterstreicht. In der Demonstrations-
Simulation wurden eine Gittergrofe von 63 - 12 gewihlt. Des Weiteren ist x = 1.6
und g = 2.3. Die statistischen Fluktuationen fallen bei verbesserter Eichwirkung
schwécher aus als ohne diese. Die Literatur spricht an dieser Stelle von ,baked stati-
stics”. Weiterhin macht sich die verdnderte Wirkung in einer verdnderten Feldstarke
bemerkbar, sodass die Plaquette einen anderen Wert erhélt. Es bedarf also einer
neuen Einstellung der Parameter £ und 8, um an physikalischen Punkten mit leich-
ter Symmetriebrechung und damit kleiner Gluinomasse zu simulieren.
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3.9. Optimierte Fermion-Wirkung

Neben der Verbesserung der Eichwirkung gibt es auch Bestrebungen, die fermioni-
sche Wirkung zu verbessern. Man erhofft sich zum Einen, die Autokorrelationszeiten
T verkiirzen zu kénnen und zum Anderen, die Konditionszahl k£ zu verbessern (zur
Konditionszahl siehe auch Kapitel 4.15). Die Konditionszahl wird durch das Anhe-
ben der kleinsten Eigenwerte der Fermionmatrix optimiert. Dies fiihrt entweder zu
Polynomen kleinerer Ordnung, die zur Simulation verwendet werden kénnen, oder
es kann mit den gleichen Polynomen genauer simuliert werden. Damit wird eine
hohere Akzeptanzrate erreicht. Beides miindet in einen schnelleren Algorithmus.

Das Link-Smearing wurde urspriinglich in der Analyse eingesetzt, um Erwartungs-
werte mit Operatoren zu berechnen, die verlédsslicher an den jeweils betrachteten
Zustand koppeln. Es diente dazu angeregte Zustéande besser zu unterdriicken, die
den gewilinschten Erwartungswert kontaminieren. Diese smeared Links, oder fuz-
zed Links erhohten die Signalqualitdt erheblich. Mittlerweile gewinnt dieses Link-
smoothing auch bei der Konstruktion fermionischer Wirkungen an Bedeutung. Es
ermdglicht dabei nicht nur, die Simulationsgeschwindigkeit zu erhdhen und die Si-
gnalqualitdt zu verbessern, sondern mildert auch unphysikalische Gitterartefakte.
Zum Beispiel werden Fehler abgeschwécht, die aufgrund der verletzten rotations-
Invarianz des Gitters entstehen.

Colin MORNINGSTAR und Mike PEARDON nannten die in [67| vorgestellte Link
smearing Methode STOUT3. Der Vorteil dieser Methode gegeniiber anderen ist,
dass sie iiberall in einer endlichen komplexen Ebene analytisch ist. Ein Smearing
mit Exponentialfunktionen belésst die resultierenden Matrizen dabei im Gruppen-
raum. Damit wird eine umstédndliche Riickprojektion in den zugrunde liegenden
Gruppenraum, die héufig auch die Effizienz eines Smearings mindert, iiberfliissig.
Durch das analytische Verhalten wird der Einsatz eines Smearings in einem Monte-
Carlo Update erst ermdglicht, da es direkt implementiert werden kann und keines
numerischen Verfahrens bedarf. Im Folgenden wird nun das STOUT-Smearing be-
schrieben. Wie schon ausgefiihrt wird eine Exponentialfunktion e'9:(®) henutzt, um
einen Link U, (z) auf einen Link U,Sl) () abzubilden

UW (z) = @, (2).

Die hier verwendete Q-Matrix sei hermitesch, spurlos und Element der SU (N). Da
auch die Exponentialfunktion ¢'9+(®) Element der speziellen unitiren Matrizen ist,

3Zur Begriffserklarung findet sich im Originalartikel: Refers to their thick-bodied nature from the
large brew of paths used in their formation (coined in a Dublin public house).
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3. Die Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

ist damit garantiert, dass auch U;(Ll) () dieser Gruppe angehort. Die Q-Matrix ist
nun definiert als

i i
9, () = 5 (2 (@) = % @) = 55 Tr (2 (@) - % @)
N ist dabei die Anzahl der Farbfreiheitsgrade. Weiterhin ist
Q. () = Cu (2) U] (2),

wobei zu beachten ist, dass hier nicht iiber 4 summiert wird. C), (x) ist die mit p,,,
gewichtete Summe senkrechter Stapel, die an einem Gitterpunkt x beginnen und
am benachbarten Punkt x 4 i enden

> o (Us () U (& + 9) Uf (24 1) +
vEp

U (2 = 2) Uy (2 = D) Uy (2= 5+ ) )
Allgemein werden die Stapel mit

Pik = P>  Pap = Pus =0

gewichtet. Dies fiihrt zu einem dreidimensionalem, isotropem Schema, in dem nur
die rdumlichen Links geschmiert werden.

RN p i
—=» — —|' ,,#M,O;w [ I i

Abbildung 3.6.: Darstellung fiir die geschmierte Linkvariable U F(Ll) (z)

Die Multiplikation mit der Exponentialfunktion wird als fuzzing step bezeichnet und
kann n-fach wiederholt werden. Dabei berechnet sich der Link U}, (n+1) ; im Schritt n+1

(n)

aus Uu mit

n 0™ (z n
U/S ) () = 1 )U;(L ) (z).
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3.9. Optimierte Fermion-Wirkung

Der thick Link oder stout Link ergibt sich nach n Schritten aus dem urspriinglichen
thin Link mit

UL @ ...y =p.

Eine STOUT-Wirkung kann fiir die supersymmetrische Wirkung genutzt werden.
Dazu werden in der in der Eichmatrix V' (3.12) anstelle der thin Links nun thick
Links eingesetzt

[ffu (x)} — 2Ty [ﬁ; () T°U, («) Tb] .

ab
Mit dieser Eichmatrix kann dann die Fermionmatrix (3.13) konstruiert werden. In
Abbildung 3.7 werden die Ergebnisse einer PHMC-Simulation mit verbesserter Eich-
wirkung und STOUT-verbesserter Fermionwirkung auf einem Gitter mit 243 - 48
Gitterpunkten dargestellt. Die Simulation wurde mit 6 = 1,6 und x = 0,1575 nahe
am kritischen Punkt durchgefiihrt. Zum Vergleich finden sich in Abbildung 3.8 die
Ergebnisse einer Simulation mit verbesserter Eichwirkung, jedoch ohne STOUT-
Smearing. Im zweiten Fall wurde 8 = 1,6 und & = 0,2000 gewahlt. Die Hopping-
Parameter unterscheiden sich aufgrund der unterschiedlich gewéhlten Wirkung. In
beiden Szenarien wurde in der Néhe des kritischen Punktes simuliert, deshalb sind
die Werte physikalisch vergleichbar.
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SYM on 24c48, TISym B=1.60 k =0.1575

0.628 .
thin plaquette 11
thin eigenvalue -
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Abbildung 3.7.: Durchschnittliche Plaquettvariable in Zeitrichtung mit STOUT
nach einer Simulation von Istvin Montvay auf grofen Gittern. Die rote Kurve stellt
die Ergebnisse der Timelike Plaquette dar. Zuséatzlich wurden die kleinsten in der
Fermionmatrix auftretenden Eigenwerte ermittelt. Die blaue Kurve entspricht den
fiir die Simulation relevanten Eigenwerten mit geschmierten Links. Zur Kontrolle
sind die kleinsten Eigenwerte mit ungeschmierten Links in der griinen Kurve eben-
falls angegeben.

Average plaquette history

T T : _
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Abbildung 3.8.: Durchschnittliche Plaquettvariable in Zeitrichtung ohne STOUT
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Tabelle 3.2.: Entwicklung von Gitterwirkungen

1974 Wilson-Fermionen [44] WILSON
19l75 Staggered Fermionen [46] KOGUT SUSSKIND
19l81 No-Go Theorem [51] NIELSEN und NINOMYA
19l87 SUSY-Wirkung [48] CuURCI und VENEZIANO
19l92 Domain-Wall Fermionen [31] KAPLAN

!

1993 Neuberger Overlap-Fermionen [32] NARAYANAN und NEUBERGER

1996 Improved Gauge Actions [61]

!

2003 STOUT [67] MORNINGSTAR und PEARDON
!

2007 Creutz-Fermionen [54] CREUTZ
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4. Der Polynomial Hybrid
Monte-Carlo Algorithmus

Ziel einer Gittersimulation ist es, physikalische Grofen zu bestimmen. Jede Obser-
vable O ist nach Ausintegration der Fermion-Felder ein eichinvarianter Operator
der Link-Variablen U, (). Ihr Erwartungswert ist der Mittelwert iiber alle Konfi-
gurationen N des Ensembles

1 N
O (U], 2y = 5 DO (U])
=1

Dabei werden in einem Update-Algorithmus zuerst Feldkonfigurationen erzeugt, die
spater mit Messroutinen weiter untersucht werden. Die Erzeugung dieser Updates
ist ein numerisch duferst aufwendiger Prozess, der mit einem einfachen Metropolis-
Algorithmus auf groferen Gittern nicht zu bewerkstelligen wére. Es wurden Algo-
rithmen entwickelt, die

e eine kurze Autokorrelationszeit und
e eine schnelle Thermalisierung

gewahrleisten. Hierdurch bleibt die Zahl der notwendigen Iterationen iiberschau-
bar, die benétigt werden, um eine hinreichend gute Statistik zu erhalten. Einer
von ihnen ist der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus (PHMC). Er setzt
sich aus einem Molekular-Dynamik Algorithmus (siehe Kapitel 4.2) und einem
Langevin-Algorithmus zusammen, der in Kapitel 4.3 beschrieben wird. Dieser Hy-
brid Algorithmus (siche Kapitel 4.4) wird mit einem Metropolis-Schritt zu einem
Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus (HMC) ergéanzt, um systematische Fehler zu un-
terdriicken. In Kapitel 4.8 wird dargelegt, wie man Fermionen in die Simulation
einbinden kann und warum ein reiner HMC nur fir geradzahlige Flavour geeig-
net ist. Theorien mit ungeradzahliger Flavour-Zahl, wie A/ = 1 Supersymmetrie
mit einem Majorana-Spinor und Ny = 1/2 (Begriindung hierfiir siche Kapitel 2.9)
bediirfen zur Simulation von (Qz)*a eine polynomiale Approximation, die in Ka-
pitel 4.9 vorgestellt wird. Die besondere Form der Polynome in Wurzeldarstellung
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

(4.21) ermoglicht eine Neudefinition der pseudofermionischen Felder und eine effizi-
ente Verarbeitung des Tensorproduktes zwischen Feld und Fermion-Matrix (Kapitel
4.10). Durch einen Zeitschritt mit der fermionischen Wirkung wird die Ableitung
der Q-Matrix benétigt, die in Kapitel 4.11 eingefiihrt wird.

Die polynomiale Approximation der Q-Matrix im Akzeptanz-Rejektionsschritt wird
in Kapitel 4.12 beschrieben. Um systematische Fehler zu vermeiden und die Si-
mulationsgiite zu erhohen, wird hierbei eine genauere Approximation der inversen
Fermion-Matrix verwendet. Dies geschieht durch Verwendung eines Korrekturpo-
lynoms P, zu einem Polynom P;. Eine allgemeine Ubersicht iiber den Metropolis
Algorithmus findet sich im Kapitel 4.6, die begrifflichen Grundlagen werden zuvor in
Kapitel 4.1 dargelegt. Der Beweis, dass der Hybrid Algorithmus durch den Monte-
Carlo Schritt von systematischen Fehlern weitestgehend befreit wird, findet sich in
Kapitel 4.7. Das Verfahren wird durch die Genauigkeit der polynomialen Approxi-
mation im Akzeptanztest beschriankt, sodass sich systematische Fehler letztendlich
nicht ganz vermeiden lassen. Da das Polynom fiir die kleinsten Eigenwerte die grof-
ten Fehler liefert, kann fiir diese Konfigurationen eine Neugewichtung durchgefiihrt
werden. Der Vorgang wird in Kapitel 4.13 beschrieben und findet im Anschluss an
die Update-Simulation im Rahmen eines Messprozesses statt.

Durch Optimierungen kann der PHMC-Algorithmus beschleunigt werden. In Kapi-
tel 4.14 wird beschrieben, wie Diskretisierungseffekte, die durch endliche Schritte in
der Monte-Carlo Zeit entstehen, eliminiert werden kénnen. In Kapitel 4.15 wird ge-
zeigt, wie die Fermion-Matrix prakonditioniert werden kann, damit die polynomiale
Approximationsgiite zunimmt. Zum Schluf (Kapitel 4.16) wird geschildert, wie mit
dem Determinant-Breakup die Korrelationszeiten der Feldkonfigurationen verkiirzt
werden kénnen.
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4.1. Die Markov Kette

4.1. Die Markov Kette

Numerische Simulationen werden in der Gittertheorie genutzt, um Erwartungswerte
von Observablen zu ermitteln. Fiir eine reine Eichtheorie gilt

1
(0) = Z/DU(’) e~% it der Zustandssumme Z = /DUeSg . (4.1)

Hierzu kénnen verschiedene numerische Verfahren angewendet werden, die sich zum
Teil deutlich unterscheiden. Thnen liegen jedoch die gleichen Konstruktionsprinzi-
pien zu Grunde. Sie garantieren, dass die erzeugten Konfigurationen ein représen-
tatives Ensemble bilden, welches zur Messung der Observablen verwendet werden
kann. Schliefllich miissen die Ergebnisse unterschiedlicher Simulationen bis auf Mes-
sunsicherheiten dquivalent sein. Zur Vermeidung systematischer Fehler ist es daher
hilfreich, Messwerte mit unterschiedlichen Algorithmen zu erzeugen. Zur Verifika-
tion der Ergebnisse konnen also Methoden zum FEinsatz kommen, die anderen in
ihren numerischen Eigenschaften deutlich unterlegen sind.

Im Folgenden sei ein abzahlbarer Satz diskreter Zustinde betrachtet. In einer reinen
Eichtheorie entsprichen derartige Zustdnde z.B. einem Satz Link-Konfigurationen
{Ui},i=1,2,.... Eine Link-Konfiguration entspricht dabei dem vollstandigen Git-
ter mit darauf verteilten Werten fiir die einzelnen Links. Man spricht von einem
Zustand zu einem gewissen Zeitpunkt in der Monte-Carlo Zeit 7, also an einem
bestimmten Simulations-Schritt.

Eine Markov-Kette beschreibt nun den Ubergang von einer Link-Konfiguration {U;}
zu einer anderen Konfiguration {U;}. Die Wahrscheinlichkeit W;; fiir einen solchen
Ubergang

Wij =W ({Us} — {U;})
kann tiber mehrere Schritte in der Monte-Carlo Zeit erfolgen
{Ui} = {Un} = {Un}... = {Uj}

Es ist jedoch bezeichnend fiir die Markov-Kette, dass die Ubergangswahrschein-
lichkeit nur von dem Zustand {U;} abhingt. Die davorgelegenen Zusténde spielen
bei der Betrachtung keine Rolle. Die Zukunft eines Prozesses ist unabhéngig von
seiner Vergangenheit. Die Markov-Kette hat also keine , Erinnerung”. Mit N Konfi-
gurationen {U, }, die durch einen Markov-Prozefs generiert werden, ergibt sich der
Monte-Carlo Zeit-Mittelwert der Konfigurationen zu

1 N
(0) =52 0{U.
i=1
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Eine Markov-Kette heifst:

e irreduzibel, falls eine endliche Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, ausgehend
von einer willkiirlichen Konfiguration {U;}, in endlich vielen Markov-Schritten
eine beliebige andere Konfiguration {U;} zu erreichen. Mit anderen Worten
existiert ein endliches IV, fiir das

N
Wz(] ) = Z Wiis Wirig - - Wiy_15 #0 (42)

ik

gilt.

e positiv, wenn ihre Zustdnde positiv sind. Dies ist dann der Fall, falls die
mittlere Zeit 7; bis zu seinem wiederholten Auftreten positiv ist. Wenn wz(ln )
die Wahrscheinlichkeit ist, in n Schritten von {U;} zu {U;} zu gelangen, ohne

die Konfiguration zwischendurch zu erreichen, so ist 7; definiert als
o0
T = E nwz(zn )
n=1

e aperiodisch, wenn alle ihre Zusténde aperiodisch sind. Das gilt, wenn der
grokte gemeinsame Teiler seiner Elemente gleich 1 ist.

e ergodisch, falls die Kette irreduzibel und aperiodisch ist.

Mit Definition dieser Begriffe konnen nun Theoreme aufgestellt werden, die die
Grundlage fiir die Berechnung von Operator-Erwartungswerten mittels Markov-
Ketten bilden.

1. Ist eine Markov-Kette irreduzibel, positiv und aperiodisch, so existiert der
Limes N — oo von (4.2) und ist eindeutig. Es gilt

lim W = (4.3)

N—ooo Y

Hierbei sind {w;} die Menge der Ubergangswahrscheinlichkeiten. In Formel
(4.3) ist die Aussage beinhaltet, dass die Verteilung fiir N — oo unabhéngig
von der Anfangsverteilung ist. Weiterhin hat die Menge {w;} die Eigenschaft,
dass sie normiert und positiv definit ist

ij:l’ wj‘>0 V3.
J
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Dariiber hinaus bleibt die Menge {w;} bei einem Update der Elemente mit
der Ubergangswahrscheinlichkeit {W;;} unverindert

w; = E wZ'WZ']'.
%

2. Falls die Markov-Kette irreduzibel ist, ihre Zustdnde positiv sind und wenn
o0
TZ-(2) = ZnQMgL) < 00
=1
gilt, dann entspricht der Zeitmittelwert dem Enselble-Mittelwert

1 N N
(0) =5 20U} =) =O{Ux}).
i=1 i=1

Das zweite Theorem gilt ndherungsweise mit der statistischen Unsicherheit der Ord-
nung 1/v/N. Ein weiterer Punkt, um mit Markov-Ketten den Erwartungswert (4.1)
berechnen zu konnen, ist die Erfillung der Bedingung fiir ein Fliefigleichgewicht,
die detailed balance

e_S(Ui)Wij = e_S(Uj)Wji. (44)

Dieses Gleichgewicht muss fiir jedes Link-Paar U;, U; erfiillt sein.
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4.2. Molekular-Dynamik

Die Methode der Molekular-Dynamik basiert auf Theoremen der statistischen Phy-
sik. In Kombination mit dem Langevin Algorithmus kann man daraus den Hybrid-
Algorithmus konstruieren. Dieser kann wiederum durch das Hinzufiigen eines Ak-
zeptanz-Schrittes zum Hybrid Monte-Carlo Algorithmus erweitert werden.

Die Vorgehensweise liegt darin begriindet, dass man durch die Kombination mit dem
Langevin-Algorithmus in der Lage ist, grofere Schritte durch den Konfigurations-
raum zu gehen. Der Metropolis-Schritt ist dann dafiir zustédndig, die statistischen
Fehler zu kontrollieren. Da eine Hybrid Monte-Carlo Simulation keine Methode zur
Behandlung der Matrix-Inversionen bereithélt, mufs dies extern geschehen. In physi-
kalischen Theorien mit gerader Flavour-Anzahl tritt die Matrix in der Form (Q2)’1
im bosonifizierten Integral auf. Sie kann aus Q2 mit Hilfe des konjugierten Gradien-
tenverfahren berechnet werden. Im Fall der N = 1 Supersymmetrie mit Ny = 1/2
(siche Kapitel 2.9) tritt die Matrix in der Form (Q2)~"/* auf, das in der Form
nicht mit einem Matrix-Inversionsverfahren berechnet werden kann, weshalb eine
polynomiale Approximation erfolgt.

Eigenschaften der positiven, aperiodischen, irreduziblen
Markov-Kette

L1 L1
‘Molekular—Dynamik‘ + ‘Langevin Algorithmus‘

N\ e
| Hybrid Algorithmus |

+
‘ Metropolis Schritt ‘

‘Hybrid Monte-Carlo (HMC) ‘
/

polynomiale Approximation
der @-Matrix (P-HMC)
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Die Grundidee der Molekular-Dynamik ist, dass das euklidische Pfadintegral, wel-
ches in Quantenfeldtheorien Anwendung findet, die gleiche Form wie die Zustands-
summe der statistischen Mechanik in vier rdumlichen Dimensionen hat. Das System
entwickelt sich dabei auf deterministische Weise in der Monte-Carlo Zeit, also von
einem Zustand in der Markov-Kette zu einem anderen. Die quantenmechanischen
Feld-Fluktuationen der urspriinglichen Theorie werden dabei durch die Propagation
der Trajektorie im vierdimensionalen Raum realisiert (siche Abbildung 4.1).

pd e e e
Z e pd pd
A

v
L
e

Abbildung 4.1.: Propagation eines Teilchens durch den diskreten vierdimensionalen
Raum. Jeder Schritt ist ein Schritt in der Monte-Carlo Zeit.

Im thermodynamischen Limes kénnen die Mittelwerte einer kanonischen Zustands-
summe aus den Mittelwerten der mikrokanonischen Zustandssumme bei festen Ener-
gien gewonnen werden. Diese Energien werden vom System festgelegt, in der stati-
stischen Physik geschieht das z.B. durch die Temperatur. Fiir ergodische Systeme!
kénnen die Erwartungswerte aus den Zeitmittelwerten tiber klassichen Trajektorien
ermittelt werden.

Der Erwartungswert einer Observablen ergibt sich in einer Theorie mit Eichfeldern
U zu

<(9>:;/Der—S[U1 mit Z:/DUe_S[U] : (4.5)

Der Erwartungswert (4.5) kann in eine Form gebracht werden, die einer kanonischen
Zustandssumme in vier rdumlichen Dimensionen entspricht, indem er mit einem Satz

tergodisch bedeutet: Zeitmittelwert=Scharmittelwert
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kanonisch konjugierter Impulse P; erweitert wird zu
(0) = ;;/DUDPOe_;ZiPE_S[U} mit Z = /DUDPe—%Zin—S[U}

Diese Erweiterung ist ohne Weiteres moglich, insofern O nicht von den Impulsen
abhéngt. Der Hamilton-Operator des Systems wird definiert durch

H[U,P]:;ZPZ-Q—FS[U}

Bei den Impulsen handelt es sich um eine Summe {iber alle Orte und Richtungen
und mit
N2-1
Py =2 Y  iTjPy; folgt > Pi=> Py =2 iT;Py
j=1 i Ty Tpg

1 ist dabei ein Superindex fiir x, g und j. 7 Summiert iiber die Generatoren. In
diesem Bild iibernimmt die Eichkopplung 3 die Rolle der inversen Temperatur.

Man kann nun reprasentative Ensemble der Phasenraum-Konfigurationen mit kon-
stanter Energie erzeugen, indem man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in
der Form

d d .
EPCU,UJ = _DI:UJS und %UI/L = _IP.’EMjUx/L (46)
verwendet. Die Ableitung ist dabei gegeben durch
d 20T
DaiflU] = o=|  f (e2hu,,) . (4.7)
| a=0

Da davon ausgegangen wird, dass Bewegungsgleichungen ergodisch sind und die Ob-
servablen, deren Erwartungswerte zu berechnen sind, nur von den Koordinaten ab-
héngen, kann der Ensemble-Mittelwert der mikrokanonischen Zustandssumme durch
einen Zeitmittelwert ersetzt werden. Es gilt

T

1
@ —— {(O),_ . _ s ——— lim — dr O ({U; . (4.8
< >kan. therm. lim. < >m1kr.‘E_E ergod. 1m T 0 T ({ (T)}) ( )

Hierbei wurde sich zu Nutze gemacht, dass das kanonische Ensemble auf einer kon-
stanten Energieschale zum mikrokanonischen Ensemble dquivalent ist. Es ist zu
beachten, dass es sich bei der betrachteten Zeit um die Monte-Carlo Zeit handelt.

Die Idee der Molekular-Dynamik kann auch auf Skalarfelder angewendet werden. In
Kombination mit der hier vorgestellten Methode konnte eine Theorie mit Bosonen
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und Fermionen simuliert werden. Dabei ist zu beachten, dass es sich bei den Fer-
mionen zwar um Dirac- bzw. Majorana-Spinoren handelt, jedoch wiirde man nach
Ausintegration der Fermionfelder und anschlieffender Bosonifizierung der Fermion-
Determinante (siche Kapitel 3.7) schlieklich Pseudofermionen, also Skalarfelder be-
trachten. Der betrachtete Hamilton-Operator hétte die Form

1 1
H[U>¢)7P77T]:§ZP§;U+§ZW;7T$+S[U7¢} ’
xpj z

wobei 7, der zum Skalarfeld ¢ kanonisch konjugierte Impuls ist.

Der Vorteil der Molekular-Dynamik gegeniiber lokalen Update-Algorithmen ist, dass
in einem Schritt alle Linkvariablen aufgefrischt werden. Man wendet die Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen (4.6) an, um einen Schritt in der Monte-Carlo Zeit
zu machen. In einer bosonifizierten Fermion-Wirkung wére dann lediglich eine Ma-
trixinversion durchzufiihren, wahrend die Anzahl der Matrixinversionen bei lokalen
Update-Algorithmen wie z.B. TSMB mit der Anzahl der Gitterpunkte zunimmt.
Das Problem bei der Molekular-Dynamik ist, dass die Propagation der Trajektorie
in gewissen Féllen selbst in der Ndhe des Kontinuumslimes nicht ergodisch verlauft.
Zum Beispiel verhalten sich QCD-artige Theorien fiir schwache Eichkopplungen wie
Systeme schwach gekoppelter Oszillatoren.

Das Problem kann umgangen werden, indem dieser Algorithmus mit einem ergo-

dischen Algorithmus, wie z.B. dem Langevin Algorithmus (siehe Kapitel 4.3), zu
einem Hybrid-Algorithmus kombiniert wird.
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4.3. Der Langevin Algorithmus

Der Langevin Algorithmus? wurde 1981 von PARISI und WU entwickelt [68] und zum
ersten Mal in einem Update-Prozess fiir die QCD 1985 von FUKUGITA und UKAWA
eingesetzt [68]. Hier sollen die Grundziige dieses Algorithmus betrachtet werden, da
der in dieser Arbeit verwendete PHMC Algorithmus ein Hybrid-Algorithmus ist.
Er besteht aus einer Molekular-Dynamik Trajektorie und dem nun vorgestellten
Algorithmus.

Gegenstand der Betrachtung sei eine Wirkung S [U] mit den Linkvariablen der Men-
ge {U;},i=1,...,N. Ziel ist es, eine Methode zu konstruieren, die diese Variablen
erneuert und dabei ergodisch ablduft und der Regel des detaillierten Gleichgewich-
tes (4.4) gehorcht (siehe Kapitel 4.1). Dazu wird eine neue, diskrete Zeitkoordinate
7 eingefiihrt. Diese Monte-Carlo-Zeit markiert jedes einzelne Element der Markov-
Kette. Die Linkvariablen konnen mit folgender Differenzialgleichung

S [U]

Ui () = Us () 1.~ o+ 7)) (1.9

von einem Zustand zur Monte-Carlo Zeit 7,, = ner, in einem Zustand bei 7,41 =
(n + 1) e, entwickelt werden. Dabei wird €, als Langevin Zeitschritt bezeichnet. Mit
er, — 0 geht Gleichung (4.9) tiber in die Langevin-Gleichung

dU; _88 [U]
dr oU;

+ i (7) -
Die Menge der Variablen {n; (7,)} ist ein Satz Gauss-verteilter Zufallszahlen
€L Ly (r)?
W (o (r)}) = [/ e Hm)”

Fiir die spitere Einbindung in den Hybrid-Algorithmus ist eine Reskalierung der

Zufallszahlen
. €
i (7a) = 4 5 i (7)

von Nutzen. Die reskalierten Zufallszahlen haben die Varianz

(7 (Tn) nj (Tm)) = 0ij0nm

2Der Algorithmus bezieht sich auf die von Paul Langevin aufgestellte stochstische Differenzial-
gleichung. Sie beschreibt mikroskopische Prozesse in Gegenwart zufilliger Krifte.
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4.3. Der Langevin Algorithmus

und die Verteilung ergibt sich dann zu

Wm(rn)):HjZr

i

_ 2
o~ 37i(mm)?

Die Linkvariablen entwickeln sich mit der Differenzialgleichung

1 aS[U]

im + \/Eﬁz (Tn) . (4'10)

Ui (Tnt1) = Ui (7n) — (2€)

Um also einen Ubergang von U; (7,) nach U; (Tp41) zu ermdglichen, muss

) 10S[U]  (U; - Uy)
i =V 2€p~
" Ly au; s

gelten. Damit ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeit Wi;; mit der Normierungs-
konstante Ny zu

1 108[U]  (U; —Uy)?
Wij_NoeXp{—QZ[ 26L§ Rli -+ ]TeL .

)

Weil fiir e, — 0

Wi | o Si0;-0)08/00; _, (~18(U;)~S(U5)]
7t

gilt, ist die Relation fiir das detaillierte Gleichgewicht (4.4) erfiillt.

Der Langevin Algorithmus ist zur Berechnung von Wirkungen nicht-lokaler Natur,
wie es bei Fermionen der Fall ist, gut geeignet. Er ist einfach strukturiert und im
Stande, ein Update fiir alle Linkvariablen gleichzeitig durchzufiihren. Er besitzt den
Nachteil, dass er fiir ein endliches €7, zu systematischen Fehlern fiihrt. Diese Feh-
ler kénnen durch Anwendung des Algorithmus auf verschiendenen Zeitskalen zwar
abgeschétzt und minimiert werden, allerdings bremst dies die Simulationsgeschwin-
digkeit aus. Aus diesem Grunde wurden Methoden entwickelt, die effizienter arbeiten
und weniger anfallig fiir systematische Fehler sind.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.4. Hybrid Algorithmus

Mit der Methode der Molekular-Dynamik (Kapitel 4.2) ist es moglich, grofte Schritte
durch den Konfigurationsraum zu gehen. Allerdings entwickelt sich die Trajektorie
nicht ergodisch. Der Langevin Algorithmus (Kapitel 4.3) ist ergodisch, enthélt aber
Diskretisierungsfehler. Sie fithren dazu, dass der Konfigurationsraum durch diese
Simulation nicht vollstédndig abgedeckt wird. Diese systematischen Fehler kénnen
zu falschen Operator-Erwartungswerten fiithren. Der Effekt kann durch eine feinere
Diskretisierung zwar abgeschétzt und eliminiert werden, bremst die Simulation aber
aus.

Die Link-Variablen entwickeln sich im Langevin Algorithmus nach Formel (4.10)

1 0S[U ~
Ui (Tn+1) :UZ (Tn) — (26[/)280.2%7_73)"‘ \/2€L777; (Tn) (411)
Im Fall der Molekular-Dynamik entwickeln sich die Trajektorien mit den Bewe-
gungsgleichungen (4.6) nach

d? 0
"= oS
Hieraus ergibt sich mit der diskretisierten Ableitung
1 9S[U]
2
Us(rs1) = Us () = €45 S 4P (1) (4.12)

Hierbei entspricht ¢ = A7t = 7,41 — 7, dem mikrokanonischen Zeitschritt.

Gleichung (4.11) und (4.12) offenbaren dabei ihre Ahnlichkeit, wenn man den Lan-
gevin Zeitschritt €; mit dem mikrokanonischen Zeitschritt e zu

EL:§

identifiziert. Es bietet sich also an, einen Algorithmus zu konstruieren, der eine
Kombination aus beiden Methoden darstellt. Hierbei wird eine Molekular-Dynamik
Trajektorie berechnet und zwischendurch ein Langevin-Update gemacht. Dazu wird
das MD-Update unterbrochen und es werden gaussverteilte neue Impulse gewahlt.
Die Frage, in welchen Intervallen die Trajektorie unterbrochen wird, entscheidet
dariiber, wie der Algorithmus ausbalanciert ist. Dabei treten die Vor- und Nachtei-
len der ihm zugrunde liegenden Methoden mehr oder weniger stark auf. Ein Hybrid
Algorithmus mit nur einem MD-Schritt entspricht z.B. einem reinen Langevin Al-
gorithmus.

96



4.4. Hybrid Algorithmus

Der Hybrid-Algorithmus fiir Eichfelder

(Wiihle die {U;} willkiirlich )

l
CWéhle die P; gaussverteilt }ﬁ
l

Entwickle den Impuls von 7, — 7,41 )

( Entwickle die Links von 7, — 7,41 )
nein /a:n\‘]a )

Flussdiagramm 1: Flussdiagramm fiir den Hybrid Algorithmus. « wird bei jedem
Durchlauf hochgezdhlt, nach n MD-Schritten werden in einem Langevin-Schritt die
Impulse neu gewéahlt
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4.5. Der Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Der Hybrid Algorithmus stellt eine Verbesserung gegeniiber den zugrunde liegenden
Verfahren dar. Er ist nahezu so schnell wie die Methode der Molekular-Dynamik, da
er grofte Schritte im Konfigurationsraum generiert und seine systematischen Fehler
klein sind, wenn in hinreichend kurzen Abstidnden ein Langevin Schritt durchge-
fithrt wird. Sie kénnen jedoch nicht génzlich vermieden werden. Aus diesem Grunde
schlugen KENNEDY, DUANE, PENDLETON und ROWETH 1987 eine weitere Verbesse-
rung vor, indem sie die Metropolis Methode in den Hybrid Algorithmus integrierten
[34].

In einem Hybrid Monte-Carlo Algorithmus (HMC) werden die Konfigurationen, die
mit einem Hybrid Algorithmus erzeugt wurden, einem Akzeptanz-Rejektionsschritt
unterzogen. Dieser wird durchgefiihrt, wie im Beispiel von Kapitel 4.6 geschildert.
Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit Wy fiir die Variablen U;,P; die aus U;,P; in einer
MD-Trajektorie entwickelt wurden verhéalt sich wie

‘ o—H(P;,Uj)
Wa ((Us,P;) — (Uj,P;)) = min (LeH(W . (4.13)

Dabei wird eine auf dem Intervall [0,1] gleichverteilte Zufallszahl generiert und die
neue Konfiguration akzeptiert, falls
< e_S(Uj)

)
ist. Ein Darstellung zum HMC-Algorithmus findet sich in Flussdiagramm 2. Durch
das Hinzufiigen dieses Metropolis-Schrittes wird der Hybrid-Algorithmus von syste-
matischen Fehlern befreit, die durch endlich lange Schritte in der Monte-Carlo Zeit
erzeugt werden. FEin Beweis dieser Aussage findet sich in Kapitel 4.7.
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4.5. Der Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Hybrid Monte-Carlo Algorithmus fiir Eichfelder

(Wiihle die {U;} willkiirlich )

f_'C Speichere {U;} ) C Lade letzte {U;} )ﬁ

CWéhle die P; gaussverteilt)

Entwickle den Impuls von 7, — 7,41 )

( Entwickle die Links von 7, — 7,41 )

accept

reject
— W =min {1,e‘HﬂeW/e—Hold} )

Flussdiagramm 2: Flussdiagramm fiir den Hybrid Monte-Carlo Algorithmus fiir
Eichfelder. Dies ist ein Hybrid Algorithmus mit zusétzlichem Metropolis Schritt.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.6. Die Metropolis Methode

Die Metropolis Methode wurde 1953 unter anderem von METROPOLIS in Los Alamos
zur Beschreibung der Bewegung von Neutronen in Festkorpern entwickelt. Es ist
ein Algorithmus, der frei von systematischen Fehlern ist. Diese Eigenschaft fiihrte
dazu, dass DUANE et. al. ihn 1987 auswéhlten um den Hybrid Algorithmus zu
optimieren (siehe Kapitel 4.5). Dieser Algorithmus funktioniert folgenderweise. Zu
einer Link-Konfiguration {U;} wird eine neue Konfiguration {U;} vorgeschlagen,
die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit W;; angenommen wird. Dabei muss die
Mikroreversibilitat gewéhrleistet sein, also die Wahrscheinlichkeit einer umgekehrten
Transposition W); muss dquivalent sein

Wij (Ui} — {U;}) = Wy ({Us} — {Ui}) -

Als Beispiel dient eine U(1) Eichtheorie (dies wurde in Kapitel A.7 beschrieben),
wobei die Linkvariablen U, (z) = e%u(®) fiir 4 = 1...4 fiir alle Gitterpunkte
gegeben sind. Durch Multiplikation eines Links mit exp (iy), wobei x eine Zufallszahl
zwischen —7 und 7 ist, kann eine neue Konfiguration vorgeschlagen werden

Ob die neue Konfiguration angenommen oder verworfen wird, wird mit einem Ak-
zeptanz- Rejektionsschritt entschieden. Dieser Schritt basiert auf dem detaillierten
Gleichgewicht (4.4) und héngt von den Wirkungen S (U;) und S (Uj) ab. Falls nun

—S(U)) 5 ¢—S(UY)

e >

ist, die Wirkung also verringert wurde, wird die Konfiguration akzeptiert. Fiir den
Fall, dass die Wirkung erhéht wurde, wird das Verhéltnis

nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit r angenommen. r ist dabei eine gleichver-
teilte Zufallszahl im Intervall [0,1]. Ist r kleiner als das Verhéltnis der Exponenti-
alfunktionen, so wird die neue Konfiguration akzeptiert, andernfalls verworfen und
die alte Konfiguration beibehalten. Dieser Algorithmus ist fiir gréofsere Gitter sehr
langsam, da pro Zeitschritt nur eine Variable auffrischen kann. Man konnte diese
Methode so verdndern, dass alle Links gleichzeitig erneuert werden, dies wiirde aber
zu groken Verdnderungen in der Wirkung fiihren. Die Fille in denen Konfigurar-
tionen mit vergrofserter Wirkung angenommen werden sind somit duferst selten,
die Akzeptanzraten dieser Konfigurationen gehen gegen Null und man bewegt sich
deshalb nur langsam durch den Zustandsraum.
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4.7. Ergodizitat im HMC-Algorithmus

Durch die Erweiterung des Hybrid Algorithmus mit einem Metropolis-Schritt (siehe
Kapitel 4.5) wird das detaillierte Gleichgewicht hergestellt, was im Folgenden kurz
nachgewiesen wird. Nach Kapitel 4.6 ist die Ubergangswahrscheinlichkeit in einem
Akzeptanz-Rejektionsschritt gegeben durch

) e~ H(P;,Uj)
Wa ((Us,P;) — (Uj,P;)) = min (1’6—H(W . (4.14)

Die Impulse P sind Gauss-verteilt in der Form
W (P) = Noe ™2 =i P2

wobei Ny eine Normierungskonstante fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt.
Zusammen mit der Ubergangswahrscheinlichkeit Wy, der Molekular-Dynamik ergibt
sich die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit zu

W (U - U;) = /DPiDPj We (P) -
W (Ui, Pr) — (Uj, ;) Wa (Ui, B5) — (Uj,Py)) -

Dies kann mit e~ multipliziert werden. Auf der rechten Seite wird e~ mit Wg
zum Hamilton-Operator zusammengefasst

SW U - Uy) = /DPZ-DP]- e H.
W (Ui, B) — (U;,F5)) Wa (Ui, i) — (U, ) -
(4.15)
Mit Formel (4.14) gilt
e MOPlw, (Ui,P) — (U; ) = e Bl W, (U, P)) — (Ui, P)) . (4.16)

Das ist eine Folge des Akzeptanztests im Metropolis-Schritt und ein Hinweis dar-
auf, dass das delailiierte Gleichgewicht erfiillt ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeit
(U;s,P;) — (U;,P;) ist in der Molekular-Dynamik aufgrund des quadratischen Vor-
kommens des Impulses dquivalent zum Ubergang (U;, — P;) — (Uj, — P;). Es gilt
also

Reversibilitét

Ui Py) = (Uj,P5) = (Ui, = Py) — (Uj, = By) = =" (U, B5) — (Ui Pr)
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

was zusammen mit Formel (4.16) in (4.15) eingesetzt

e SlUlw (U, - Uy =
=Sl [ DPDP; W (P) Wi (U, Py) — (Ui, P) Wa (U, P)) — (U, P)))
eSUlw(u; - ) O

ergibt. Durch den Metropolis-Schritt werden systematische Fehler, die durch eine
endliche Schrittlinge in der Monte-Carlo Zeit induziert werden, unterdriickt. Die
fehlerhaften Konfigurationen, die in der Molekular-Dynamik vorgeschlagen werden,
verlassen die Energiehyperflache. Da die Wirkung stark veréndert wird, nimmt die
Akzeptanzwahrscheinlichkeit exponenziell ab. Die Daten miissen nun im Gegensatz
zum Hybrid-Algorithmus nicht extrapoliert werden. Deshalb ist ein Hybrid Monte-
Carlo Algorithmus mindestens so schnell wie der Hybrid-Algrithmus. Dariiber hin-
aus ist er frei von systematischen Fehlern, die aufgrund endlicher Schrittlinge auf-
treten.
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4.8. HMC Algorithmus mit Fermionen

Aus Griinden der Ubersicht beschrinken sich die Betrachtungen zunéchst auf Eich-
felder. Es ist aber ohne Weiteres moglich, den Hamilton-Operator um einen fermio-
nischen Anteil der Wirkung zu erweitern. Mit den gleichen Uberlegungen wie in
Kapitel 4.2 wiirde man den Pseudo-Fermionen zugeordnete Impulse Py einfiihren,
sodass der Hamilton-Operator die Form

1 . )
H:§ZP92i+ZPijfj + 8 [U] + 8¢ [U,97,9)]
i i

annimmt. Hier sind P, die Impulse der Eichfelder und Sy ist die pseudofermionische
Wirkung. Die Impulse Py sind die konjugierten Variablen zu den Feldern ¢ ab. Die
Bewegungsgleichungen ergeben sich mit der Ableitung (4.7) zu

d d
- Py==D8; = DS; und  —Upy = ~iPyUs, . (4.17)

Ausserdem gilt mit der pseudofermionischen Wirkung
Sp=>_ 61070, (4.18)
4,3
fiir die Skalarfelder

d 0Q;;° d
P =- Vg, und =g = Py .
dr z]: gu % g ti=h

Diese Methode wére der direkte Weg einer Erweiterung des Algorithmus fiir Eich-
felder auf Fermion-Felder. In Anwendungen hat sich allerdings gezeigt, dass der
Algorithmus schneller ist, wenn man die Eichfelder auffrischt und die fermionische
Wirkung mit den neuen Eichfeldern bildet. Anstatt einer Zeit-Entwicklung mit dy-
namischen Variablen (U, Py) und (¢, P¢) werden hierbei nur die Eichfeld-Variablen
entwickelt. Die pseudofermionische Wirkung betrachtet man als Hintergrundfeld.
Dazu schreibt man die Wirkung (4.18) um zu

S =Y &6 mit €= (Q'U)")o

Fiir eine feste Link-Konfiguration {U;} konnen mit Gauss-verteilten £ die Skalarfel-

der

¢=Q'U)¢
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

berechnet werden. Die so erzeugten Konfigurationen dienen als Hintergrundfelder fiir
einen Molekular-Dynamik Algorithmus, der sich in den Link-Variablen entwickelt.

Wie schon in Kapitel 3.7 dargestellt, tritt bei der Bosonifizierung einer N' = 1 super-
symmetrischen Fermion-Wirkung mit einem Majorana-Spinor die Fermion-Matrix
in der Form (Q?)~!/* auf. Diese Inversion kann ohne eine effiziente Methode nicht
in einer Bewegungsgleichung der Form (4.17) berechnet werden. Wéhrend sich fiir
Matrix-Inversionen einfacher Potenzen (QQ)_1 das Verfahren der konjugierten Gra-
dienten durchgesetzt hat, gibt es fiir den vorliegenden Fall zwei konkurrierende
Methoden.

Zum einen sei der Rational Hybrid Monte-Carlo Algorithmus (RHMC) genannt, der
auf einem Theorem von Pafnuti TSCHEBYSCHOW basiert. Dieses Theorem besagt,
dass es zu jeder Funktion f(x) eine eindeutige rationale Funktion vom Grad (n,d)
gibt, die den Betrag

Ir—fl= l[fg}lr]llr(x) f ()]
minimiert. Wobei der Fehler sein Maximum genau bei n 4+ d + 2 Punkten auf dem
Einheitsintervall hat, sofern die gesamte Statistik aus N Punkten besteht. In die-
sem Fall wird die Pseudofermion-Wirkung also durch eine rationale Funktion ap-
proximiert. Dem steht die in dieser Arbeit verwendete polynomiale Approximation
(PHMC) gegeniiber, in der (Q2?)~'/* durch ein Polynom approximiert wird (siehe
Kapitel 4.9).

Bevor nun das polynomiale Verfahren fiir den Hybrid Monte-Carlo Algorithmus
eingefiithrt wird, sei mit Flussdiagramm 3 eine Ubersicht iiber den HMC Algorithmus
gegeben. Dabei handelt es sich um eine Simulation mit zwei Flavours, die deshalb
keine polynomiale Approximation bendtigt. Anstatt die Ableitung einer inversen
Matrix zu berechnen, kann fiir solche Fille die Relation

Q! 1 9Q

-1
oU; oU; @

=Q

genutzt werden, was numerisch von Vorteil ist.

104



4.8. HMC Algorithmus mit Fermionen

HMC fiir Fermionen mit gerader Flavourzahl

(Wiihle die {U;} willkiirlich )

/—>C Speichere {U;} ) C Lade letzte {U;} )ﬁ

f{Wéhle P; gaussverteilt exp (—3 >, PZ-QD

( Wihle & gaussverteilt )

C Berechne gbi: QT[U]¢ )

Entwickle den Impuls von 7, — 711 )
9 p _ d 0Qjk
b= =059 — 2ok} 3t Mk

halte dabei n = Q! [U] ¢ konstant

J
Entwickle die Links von 7, — 7,1

Ui = iPU; )

accept reject

W = min {1,e_H“eW/e_Hold}

Flussdiagramm 3: Flussdiagramm fiir den Hybrid Monte-Carlo Algorithmus fiir
Eich- und Fermionfelder am Beispiel einer geraden Flavour-Anzahl ohne polyno-
miale Approximation
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4.9. Der polynomiale Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

In Kapitel 3.7 wurde die effektive Wirkung von CURCI und VENEZIANO hergeleitet
zu

skt — ﬂz [1—ReTrUp —flogdetQ

Dort wurde auch dargelegt, dass die quadratische Matrix
Q*:=Q'Q

anstatt die Q-Matrix betrachtet wird. Diese Matrix hat die fiir Monte-Carlo Simu-
lationen wichtige Eigenschaft, dass sie positiv definit ist. Deshalb muss auch die
Determinante

Jdet Q = [det QTQ}‘I‘ — [det Qz‘]‘l‘ - / [dqﬁngﬁ] o Ty 04(@3) o (4.19)

bosonifiziert werden. In der vorliegenden Theorie mit einem Majorana-Teilchen muf
es im Gegensatz zu Theorien mit geraden Flavour-Zahlen jedoch die 4. Wurzel von
(Q? berechnet werden. Hier wird auf eine polynomiale Approximation der inversen
quadratischen Matrix zuriickgegriffen, die Martin LUSCHER 1993 einfiihrte [70]. Es
wird

1

il sy

approximiert. Damit muss das Polynom P,, so gewéhlt werden, dass

1

4
lim P, (z) = [H Va € [e, A

gilt (vgl. mit Fornel (4.19)). Im allgemeinen Fall gilt

lim P, () = H * V€ [e, A]

n— oo €T

Damit miissen fiir den Fall Ny = 1 andere Polynome gewihlt werden, da die hier
verwendeten supersymmetrischen Majorana-Spinoren mit halbzahliger Flavour-Zahl
Ny = 1/2 eingehen (siehe hierzu auch Kapitel 2.9). Liischer verwendete in seiner
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Originalarbeit zur Approximation von 1/x Tschebyschow-Polynome [70], [71]. Spa-
ter wurden Gegenbauer-Polynome zur Approximation von 1/z® mit @ € RT vor-
geschlagen [77]. Prinzipiell ist die Wahl der Art der Polynome aber frei. Da die
Simulationsgeschwindigkeit allerdings direkt mit der Ordnung n des Polynoms zu-
sammenhéngt, sollte bei moglichst kleiner Polynomordnung eine moglichst grofse
Approximationsgiite erzeugt werden.

Istvan MONTVAY schlug 1998 quadratisch optimierte Polynome zur Approximation
von 1/z% innerhalb eines Intervalls [e,\] vor. Die Approximationsgiite dieser Po-
lynome ist bei fester Polynomordnung besser als im vorhergehenden Fall |78]. Die
Polynome werden dabei durch ein Minimierungsverfahren erzeugt (siehe Anhang
B.12).

Durch Minimierung der quadratischen Abweichung

6= [)\1 /EAdx[l—xaPn(x)]Qr

— €

wird in Abhéngigkeit von dem gewéhlten Approximations-Intervall [e,\] und der zu
approximierenden Funktion 1/x® ein Polynom der Form

P, (x) = Z eV = ¢ H [z — rp;] (4.20)
v=0

i=1

erzeugt. Diese Polynome koénnen z.B. mit der Class Library for Numbers (CLN)
gewonnen werden [157|. Es gilt also die Approximation

P(@)
o (@) (@ =) (@)
(@)

Es hat sich als effektiver erwiesen, die Q-Matrix nicht in quadratischer sondern in
naiver Potenz weiter zu untersuchen. Dafiir definiert man

Q

—
O
N

8
1

I

I
Q
=

0

(2

Il
R

pj= gty =1
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und erhélt

@) - af@-) (@) ()
= CO(Q—m) (Q—m)---(@—pn) (Q—/ﬁi)---(@—p?)

1

= oll(@-m)II(@-r) (121

=n

Die doppelte Produktsummendarstellung ist fiir die Definition der Hilfsfelder spéter
von Bedeutung (siche Kapitel 4.10). Das in (4.20) angegebene Polynom ist in der
PHMC-Simulation das 1. Polynom P; einer vergleichsweise niedrigen Ordnung n;.
Die benétigte Ordnung héngt dabei von den Parametern § und & der Simulation
ab. Je ndher eine Simulation am kritischen Punkt erfolgt, umso kleiner werden die
in der Q-Matrix vorkommenden Eigenwerte. Dadurch wird das zu approximierende
Intervall [¢,\] grofer und die Approximation bei gegebener Ordnung n; ungenauer.
Bei gleichbleibender Schrittlinge durch die Monte-Carlo Zeit vergrdfern sich die
Energiedifferenzen in der Molekular-Dynamik-Trajektorie und die Akzeptanzrate
des Metropolis-Schrittes sinkt ab.

Um sich moglichst schnell durch den Konfigurationsraum bewegen zu kénnen, hat
sich herausgestellt, dass eine Akzeptanzrate zwischen 60% und 80% im Rausch-
Korrekturschritt sinnvoll ist. Ist die Akzeptanz niedriger, muss die Polynomordnung
Py erhoht werden. Ist die Akzeptanzrate hoher, kann die Polynomordnung herabge-
setzt werden, um die Simulationszeit zu verkiirzen.
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4.10. Das Tensorprodukt

Die bosonifizierte Wirkung hat die Form

7106 = 3 60t (@) 2 Ghpm = 3 Gvat (P1 (@) st G - (4122
zal yom zal yom
ybm ybm

Hier bezeichnen x,y die Gitterpunkte, a,b die vier Spinor-Richtungen und I,m die
Farbe. Mit P; ist kenntlich gemacht, dass an dieser Stelle das 1. Polynom P; (4.20)
in der Wurzeldarstellung (4.21) verwendet wird. Fiir einen Zeitschritt mit der pseu-
dofermionischen Wirkung

d
Epacuj = _DacujS = _Dﬂﬁltjsg - Dmﬂij

muss mit

d

Dx,ujf[U] = 5

| F(e* UL, (4.23)

die Ableitung von (4.22) berechnet werden

DaysP (Q?) =
co (Dm,ujQ) (Q - PQ) e (Q - P§> <Q - PT)
+co (Q - Pl) (Dm,ujQ) (Q - /)3) (Q - PT)
+...+
+co (@ - Pl) (Q - p2) (DxujQ> (Q - PT)
+co <Q - Pl) (Q - P2) (Q - 03) (D;w]@)
Man erhédlt somit 2n; Summanden mit jeweils 2ny Termen. Um diese Formel et-
was handhabbarer zu gestalten, kann man jene Terme, in denen keine Ableitungen
stehen, in die Skalarfelder absorbieren. Durch eine derartige Prozedur wird das Ten-

sorprodukt in der Simulation aufterdem speicherschonender und effizienter angelegt
[79]. Dazu definiert man sich die Auxilary Boson Fields, die bosonischen Hilfsfel-
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der
i (Q) =\/co ¢ (Q—Pl) (Q—Pk)
WD I(CEDR
i=1
wobei {k =0,1,...,n — 1} ist. Auerdem definiert man

0 (Q) =veos (@ =p1) - (@=pa) (@= i) - (@ pis2)

—vaell (@) T1 ()

Da die Q-Matrix hermitesch ist (Q = Q1), ergibt sich fiir die adjungierten Felder
P1(Q) =ves (Q=ri) - (@—ri) o .

sowie
O1(8) ~v (@) - (0= ) (215 . (2-0i) &

Damit léasst sich die Ableitung der fermionischen Wirkung verkiirzend schreiben
als

i
L

n—1

o (s (@) =52 (67 (Prn) ) + 5 (o (92 )

0

e
Il
e

n—1

(o7 (@) o)

k=0

=2Re

| I )

In der Form

n—1

(6" (D2s@) 687

k=0

& (DW-P (QQ)) o' = 2Re

ist der Zeitschritt mit der pseudofermionischen Wirkung in einem Tensorprodukt
in der PHMC-Simulation schnell und speichereffizient realisiert. Dazu muss in ei-
nem néchsten Schritt noch die Ableitung der supersymmetrischen Fermion-Matrix
berechnet werden (siehe Kapitel 4.11).
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4.11. Ableitung der Fermionen-Wirkung

Es bleibt noch die Ableitung DWJQ zu berechnen, wozu die Q-Matrix niher be-
trachtet wird. Sie ist definiert als @ = v5@Q und kann mit der Fermion-Matrix (3.13)
angegeben werden zu

Qy,m[U] = 755yac — K Z [6y,:r+17 (75 + 7V75) VV (1') + 5y+17,:p (75 - 7V75> VVT (y)] .

Die Eich-Matrix ist reell und orthogonal
Vo (@] = 2Tx [U} (@) TaU (0) Ty = V) @) = [V (@), -
Fiir die Ableitung der Q-Matrix

D:ijy,w[U] =—k Z [6y,2+0 (V5 +7Y5) Daw; Vi ()

v

+5y+f/,a: (75 - '71/75) Dml’jVVT (y)] (4'24)

muss nun D,,;V,, berechnet werden zu

[ijvu]ab =2Tr [{DwujU;E (37)} T.U, (2) Ty + U,E () Ta { DUy () } Tb]
Mit der Definition der Ableitung nach (4.23) ergibt sich
D;U, =iU,T; und D;U} = —iT;U}
und damit
[Dapi Vil gy =2 Tr [ —iT;UT.U, () Ty + U} (2) ToiU, Ty T |
=2Tr [ —i(-TTj + T;Ty) U} () ToUy (2) |
N————
_ifbchc
=2Tr [ fo;cT.U} () TuUy (2) ]
~2fyse Voo - (4.25)

Es wurde die Zyklizitdt der Spur ausgenutzt. fy;. sind die Strukturkonstanten. Fiir
SU(2) ergibt sich der Levi-Civita-Tensor €;.. Die Berechnung der transponierten
Matrix V7 ergibt in analoger Rechnung

[DaiVi ]y = =2faje Vilye - (4.26)
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Nun kénnen (4.25) und (4.26) in (4.24) eingesetzt werden und ergeben

[DussQualU)], =

— & [0ye+n (05 +9795) 2fvjc [Vidd e + Sye (V5 — Yu¥5) 2faje [Vidye -
Als néchstes kann in die pseudofermionische Wirkung

o (Dac,ujp (Qg)) ¢T =

3
—
—

(6.@) (Daw@) 6821 1) + 3 (662 (@) (D20s@) ' )

k=0 k=0

berechnet werden. Dabei erhalt man vier Terme

n—1
—r Y~ {0 (@) (35 + 775) 2o Vil oo 935 (@ + 10)
k=0

~Pla (x4 1) (75 — 7#75) 2fajc [Vu]bc ¢;(f) (v)
+05 (2) (95 + 175) 2vje Vil e 615 (2 + 1)
—6) (2 + ) (95 — 915) 2 Vi 618 (@) } -

Bei genauerer Betrachtung fallt auf, dass Term 3 komplex konjugiert zu Term 2 ist,
und Term 4 komplex konjugiert zu Term 1 ist. Damit kann die Relation vereinfacht
werden zu

| (PP (@), 04

n—1

=2Re Y {0 (@) (D2sQ) o8 )}

k=0

n—1
=—2Rer Y {czﬁgki (#) (5 + 715) 207 Vi oo B3y (@ + )
k=0

)

05 () (95 + 7u75) 2fvje Vid e ¢jff) (z + j1) } ‘

In dieser Form wird das Tensorprodukt in der Simulation verwendet.
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4.12. Polynomiale Approximation im Metropolis-Schritt

4.12.1. Das Polynom P; im Metropolis-Schritt

In Kapitel 4.5 wurde bereits angesprochen, dass ein Akzeptanztest durchgefiihrt
wird, um den Hybrid-Algorithmus von systematischen Fehlern zu befreien. Im Fall
einer PHMC-Simulation mit Pseudofermionen ¢ muss fiir eine auf dem Intervall
[0,1] gleichverteilte Zufallszahl r die Bedingung

e_S(Uj)
r <

A (4.27)

erfiillt sein, damit die neue Konfiguration akzeptiert wird. Auch hier muss die fer-
mionische Wirkung fiir die numerische Simulation aufbereitet werden. Dabei kann
auf gleiche Weise verfahren werden wie in Kapitel 4.9. Fiir die Fermion-Matrix wird
also die polynomial approximierte Form verwendet und die Determinante wird auf
Integralform gebracht. Der numerische Aufwand bleibt in diesem Fall aber vertret-
bar, da nur das reine Verhéltnis der Wirkung mit neuer Link-Konfiguration und der
Wirkung mit alter Link-Konfiguration betrachtet wird. Es wird kein Pfadintegral
und eine damit verbundene Integration iiber die Eichlinks U; ben6tigt. Zu berechnen
ist

e SIU9l  anstatt /DUe_S[U’¢]

Dabei handelt es sich um ein globales Update, dass in Form eines bosonischen Inte-
grals mit nur einem pseudofermionischen Feld 7 berechnet werden kann. Im Gegen-
satz zu den lokalen Updates in der MD-Trajektorie wird hier kein multibosonisches
Integral benétigt. Es ist auch nicht notwendig, ein Tensorprodukt mit den Skalar-
feldern qb(lk)(()) und (b( )T(Q) und der darin enthaltenen Wurzeldarstellung von Pj
zu definieren. Es reicht eine normale polynomiale Approximation von (Q [U ]2)_6“
durch ein Polynom P;. Auch hier wird wieder die Darstellung (4.21)

P (@ )—coH(Q pz)l (0-0) = Vr@W/P@  ax)

=n

verwendet.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.12.2. Das Polynom P, als Korrekturpolynom

Da der Metropolis-Schritt zum Einen weniger hiufig in der Simulation auftritt und
zum Anderen aufgrund des einfachen bosonischen Integrals deutlich einfacher zu
simulieren ist, ist es sinnvoll, die Approximationsgenauigkeit des Polynoms zu erho-
hen. Dies geschieht indem ein Polynom héherer Ordnung Verwendung findet. Dabei
wird das zweite Polynom P, als Korrekturpolynom zu Polynom P; derart

Py () ~ —1—2%Py (z) Py (z) =0

P2 (x)

gewahlt. In der pseudofermionischen Wirkung der vorliegenden Art wire o« = 1/4
zu wahlen. Im Hinblick auf eine spétere Optimierung mit Determinant-Breakup
(sieche Kapitel 4.16) wird an dieser Stelle allerdings der allgemeine Fall betrachtet.
Das zweite Polynom wird genauso wie das erste Polynom durch Minimierung der
quadratischen Abweichung mit der CLN-Bibliothek ermittelt (siche Kapitel 4.9)

1
2

5 — [A 1_ : /jdm [1— 2Py (z) Py (2))?

Mit vorgegebenem P; kann P» somit berechnet werden. Da man wéhrend des Durch-
laufs einer MD-Trajektorie die Fermion-Matrix mit einem Polynom P; kleinerer
Ordnung approximiert und im Akzeptanz-Rejektionsschritt die Approximationsge-
nauigkeit erhoht, spricht man auch von einer zwei-Schritt Approzimation oder Two-
Step-PHMC. Das Verfahren wurde 1996 von MONTVAY vorgestellt [43].

Um den Metropolis-Schritt durchfiithren zu kénnen, miissen die Wirkungen in Formel
(4.27) mit dem pseudofermionischen Feld n bosonifiziert und die Matrizen polyno-
mial approximiert werden. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit im Metropolis-Schritt
entspricht

Wa (U] — [U']) = min{l, exp (—nT |:P2 (Q [U’]Q) - P (Q [U]2)] 77)} .(4.29)

Die Pseudofermionen 1 werden auch als Noisy Estimator oder Schétzer bezeichnet.
Mit ihnen wird der Testschritt [U] — [U’] bewertet. Prinzipiell konnen in einem
Metropolis-Schritt auch mehrere Schitzer Ny iy > 1 zum Einsatz kommen. Da
der Akzeptanz-Rejektions-Schritt mit normalverteilten Zufallszahlen durchgefiihrt
wird, spricht man auch von einer Noisy- oder Rausch-Korrektur.
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4.12.3. Das Polynom P; fiir die Zufalls-Schatzwerte n

Bei den Schétzern handelt es sich um Zufallsvektoren, die nach

e_ﬁTn

1 _-I- _
gaussverteilt sind. Diese miissen mit
_1
n="p (QUT) *n

umgerechnet werden, um die Form (4.29) zu erhalten. An dieser Stelle empfiehlt

sich erneut eine Approximation von P, (l‘)il/ 2 Qurch ein drittes Polynom Ps, da die
Inversion von P, sehr zeitaufwendig wére. Man wahlt

Ps(x) ~ 1 ~ \/x2P; (z).

P2 (ZE)

Das Hilfspolynom S diene zur Approximation der Wurzelfunktion S = /P (z) auf
dem Intervall [A\™%,¢~®]. Damit ist

P3(z) ~ /2P, (z) ~ 2*/2S (P, ()

Das dritte Polynom Ps wird wieder {iber die Minimierung der quadratischen Ab-
weichung

1

1 A 27 2

5= [ S / dz [a=*/28 (Py (2)) — Py ()] ] (4.30)
—€ /.

bestimmt. Hierbei ist zu beachten, dass das Approximationsintervall aufgrund der

inversen Approximation von P in den Grenzen [A~%e 9] liegt. In Formel (4.30)

wurde eine Riicksubstitution durchgefiihrt.

Der Akzeptanz-Rejektions-Schritt mit normalverteilten Schétzern, also die Rausch-
korrektur hat in der Simulation nun die Form

Wa (U] = [U') =

min {1, exp <—77TP3 (Q [U]Q) [PQ (Q [U’]2> ~ P, (Q [U]Qﬂ Py (Q [U]2> 77)} .

An dieser Form ist der numerische Aufwand zur Durchfiihrung eines Metropolis-
Schrittes gut zu erkennen. Es gibt drei Polynome in () mit den Polynomordnungen
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Tabelle 4.1.: Ubersicht iiber die in der Simulation vorkommenden Polynome und
ihre Verwendung

Polynom Approximation Verwendung
1 - —a/2
VP ) oder (Q [U ]2) Verwendete Form im Tensorprodukt
x
in der MD-Trajektorie
1 ~ -«
Py — oder (Q % ]2) Approximation der
x
Fermionen-Matrix
1
P Zwei-Schritt Approximation
SUapl
in der Rauschkorrektur
1
P 7B Approximation der gaussverteilten
2
Schétzer n
1
P, 7P 5, Reweighting
(Measurement)

I,m,n. Damit miissen [ + m + n Matrix-Vektor-Multiplikationen sowohl fiir n als
auch 7 durchgefiihrt werden. Tabelle 4.1 gibt eine Ubersicht iiber alle in der Simu-
lation verwendeten Polynome. Der Vollstandigkeit halber ist hier auch schon das
Polynom Pj aufgefiihrt, dass erst im Measurement zum Tragen kommt (siehe Ka-
pitel 4.13). Beim sogenannten Reweighting werden hiermit die Konfigurationen mit
den kleinsten Eigenwerten neu gewichtet, da das Approximations-Polynom fiir sehr
kleine Eigenwerte die gréfsten Abweichungen liefert.
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4.12. Polynomiale Approximation im Metropolis-Schritt

4.12.4. Diskussion zur Ordnung und Giite der Polynome

Die Ordnung der Polynome hingt direkt mit den Parametern § und x der simu-
lierten Wirkung zusammen. Im Vorfeld einer Simulation ist die nackte Kopplung
zu bestimmen (siehe Kapitel 5.1.1). Abhéngig davon wird & in verschiedenen Simu-
lationen auf einen kritischen Wert k., eingestimmt. Je ndher am kritischen Punkt
simuliert wird, desto kleinere Eigenwerte treten in der Q-Matrix auf. Deshalb miis-
sen Polynome héherer Ordnung verwendet werden. In Abbildung 4.2 wird deutlich,
dass die Approximation fiir kleine z am schlechtesten ist. An dieser Stelle wird die
Achilles-Ferse des Algorithmus deutlich. Je néher am kritischen Punkt simuliert
wird, umso mehr wird die durch die nackte Gluino-Masse mg 3 induzierte Brechung
der chiralen Symmetrie aufgehoben. Wie schon in Kapitel 3.3 angesprochen, wird
durch dieses Feintuning die Supersymmetrie restauriert und durch den Kontinuums-
Limes eine physikalische Theorie reproduziert. Durch das STOUT-Smearing wird
dariiber hinaus das Auftreten extrem kleiner Eigenwerte, den sogenannten exceptio-
nal configurations, reduziert.

Dadurch, dass die Terme verschwinden, die fiir die Symmetriebrechung verantwort-
lich sind, gewinnen die kleinen Eigenwerte im chiralen Limes eine grofte Bedeutung
und die Polynomordnung muss erhcht werden. Mit der Polynomordnung nehmen
aber auch die Matrix-Vektor-Multiplikationen und damit der numerische Aufwand
zu (siehe Kapitel 4.10). Dieses Phénomen ist als Berlin Wall der Gitter-QCD be-

kannt.

Die Ordnung des ersten Polynoms P; sollte so gewéhlt werden, dass die Akzep-
tanzrate im Akzeptanz-Schritt mit dem Polynom P, bei 80% liegt, damit sich die
Trajektorie moglichst schnell durch den Phasenraum bewegt. Lige die Akzeptanz-
rate weit dariiber, wiirde man das Ergebnis durch unnétig hohe Polynomordnungen
erkaufen. Bei viel kleineren Akzeptanzraten wiirden die Korrelationsléngen zuneh-
men und die Dynamik der Simulation vom Korrekturschritt abhéngig werden, was
ebenfalls unckonomisch wére.

Erfahrungswerte haben gezeigt, dass das Polynom P, ungeféhr eine zehnfach grofiere
Ordnung als das erste Polynom haben sollte. Dies gilt fiir den reinen Algorithmus
ohne Determinant-Breakup Optimierung (siche Kapitel 4.16). Da das erste Polynom
bei einer solchen Optimierung entsprechend der Determinanten-Brechungsordnung
kleiner ausfallt, verdndern sich die Verhéltnisse dementsprechend. Es gilt also

O(P) ~ 10xO(P;) mit detBreak =1
O(P) ~ 20xO(P;) mit detBreak =2 etc.
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Abbildung 4.2.: Polynomiale Approximation der Q-Matrix. Aufgetragen ist jeweils

die Abweichung der Approximation vom wahren Wert. Es ist deutlich zu erkennen,
dass die Approximationsgiite auf dem Intervall schwankt.
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4.12. Polynomiale Approximation im Metropolis-Schritt

Das Polynom P3; muss fiir eine entsprechend gute Approximation von P;l/ % eine
héhere Ordnung besitzen als P». Die benétigte Genauigkeit hdngt dabei von dem
systematischen Fehler ab, den man bereit ist, im Metropolis-Schritt zu akzeptieren.
Bei einer mittleren Genauigkeit von 0,3% ergibt sich ein Verhéltnis

O(P3) ~125 x O(Py) bis O(P3) ~ 1,5 x O (Py)

Um die mittlere Genauigkeit der Polynome abschétzen zu konnen, gibt es zwei
Methoden.

e Bei der genauen aber aufwendigen Methode wird eine Matrix Q2 mit einem
konjugierten Gradienten-Verfahren (CG) beliebig genau iterativ approximiert
und das Ergebnis mit der polynomial approximierten Matrix verglichen.

e FEin einfacherer und praktikablerer Test besteht darin, auf den Feldkonfigu-
rationen kein Update durchzufiihren. Man schaltet den Update-Mechanismus
also ab und schaut, wie stark die Akzeptanzwahrscheinlichkeit A([U] — [U])
von 1 abweicht.

Es kann gesagt werden, dass dem Polynom P, beim Reweighting die hochste Ord-
nung zukommt, da es die kleinsten Eigenwerte behandelt (siehe Kapitel 4.13). Zu-
sammenfassend gilt:

O(P) <O (P) <0O(P3) <O(Py)

Es ist anzumerken, dass durch ein Korrekturpolynom die Approximationsgenauig-
keit einer Funktion iiber der Genauigkeit von einzelnen Polynomen der Ordnung
O (Py) oder O (P,) liegt, aber in der Regel nicht die Approximationsgenauigkeit
eines Polynoms der Ordnung O (P;) + O (P,) erreicht wird.
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PHMC fiir Fermionen

(Erzeuge Polynome P, P>, Ps, \/Pl)
(Wihle die {U;} willkiirlich )

#( Speichere {U;} ) (_Lade letzte {U;} )z
=0

/—{Wéihle P; gaussverteilt exp (—% > PPD

( Wihle ¢ gaussverteilt )

( Berechne d)i: Qf U ¢ )

Berechne das Tensorprodukt mit +/P;
0@ =vasllia@Q-p)
Q) =@ I ss (= ) TTL (@ = 47) 01
J

Entwickle den Impuls von 7, — 741
1 (k A\ (k
# P = — 58, — 2Re X155 61 (D1 Q)04

Benutze hierfiir direkt
] [D;l';tjvf (y)]ab =-2 fajc [Vﬂ}bc

{ Entwickle die Links von 7, — 7,41 J

5 Ui = iPU;

Q44 nein

ja
‘W = min {I,O_HHGW/C—Hold} }

accept

reject

Ti+4+  Dein

ja
C Wihle 77 gaussverteilt )

accept

Zwei-Schritt Approximation, Rauschkorrektur reject

W = min{1, exp(—7! P3(Q})[P2(Q%) — P2(Q})|Ps(Q%)n)}

Flussdiagramm 4: Flussdiagramm fiir den Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algo-
rithmus mit Eich- und Fermionfeldern.
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4.13. Neugewichtung mit dem Polynom P,

Die in Kapitel 4.12 besprochene Rauschkorrektur ist nur fiir den Fall O(P) — oo
frei von systematischen Fehlern. Bei fester Polynomordnung ist die Approximation
der Q-Matrix fiir die kleinsten Eigenwerte am schlechtesten (siche Abbildung 4.2).
Aus diesem Grund wird fiir die Konfigurationen mit den kleinsten Eigenwerten eine
Neugewichtung durchgefiihrt.

Abbildung 4.3% gibt eine Ubersicht iiber die kleinsten Eigenwerte, die bei einer
Simulation auftreten. Dargestellt ist die Messung des kleinsten Eigenwertes in der
Q-Matrix jeweils nach einem vollen Durchlauf (Sweep) einer MD-Trajektorie fiir n
Zeitschritte in der Monte-Carlo Zeit 7.

Minimal eigenvalue

0.1 T T T T T
16° x 32 lattice, SYM
TLSym action
B=1.60, K =0.2000
average = 1.887(65)e-4
0.01 i
T=13
£
£ - 4
£ o001
B I i 3 b T L T .
1le-05 L L 1 L 1
4000 6000 8000 10000 12000

Abbildung 4.3.: Die Kurve zeigt die kleinsten Eigenwerte fiir jede der n Konfigu-
rationen. Sporadisch treten sehr kleine Eigenwerte auf. Die Approximation ist fiir
Werte unterhalb der durchgezogenen linie zu klein, so dass diese Konfigurationen
neu gewichtet werden miissen.

Wahrend sich die kleinsten Eigenwerte in den meisten Féllen in einem Bereich be-
wegen, der schon durch kleine Polynomordnungen gut approximiert ist, was bei

3Die Daten entstammen unseren Produktionslaufen

121



4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

einzelnen Ereignissen nicht der Fall ist.

Es wére nicht sinnvoll, fiir sporadisch auftretende Ereignisse die Polynomordnung
sehr grofs zu wéhlen, da hierdurch nur der Simulationsaufwand unnétig in die Hohe
getrieben wiirde. Es ist effizienter, die Polynomordnung im Update zu beschréanken
und fiir die Konfigurationen mit den kleinsten Eigenwerten Korrekturfaktoren A;
zu berechnen, die als Messkorrektur in die Erwartungswerte aller Observablen W
einfliefsen

i 2 A
W= ZiAi

Dazu wird das in [89] und [80] vorgestellte Reweighting-Verfahren verwendet. Dieses
funktioniert wie folgt.

e Zu berechnen sind die kleinsten Eigenwerte der Q2-Matrix. Diese Iteration
wird iiblicherweise schon im Update nach jedem Akzeptanz-Rejektionsschritt
durchgefiihrt. Zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes kann das konjugierte
Gradientenverfahren (CG) verwendet werden (siehe Kapitel 6.4.1).

e Fiir die Konfigurationen, die zu kleine Eigenwerte besitzen, werden nach dem
Ende der Simulation Korrekturfaktoren berechnet, die als Messkorrekturen fiir
die jeweiligen Link-Konfigurationen dienen.

Die einfachste Moglichkeit, um Korrekturfaktoren zu bestimmen besteht in der sta-
tistischen Methode. Dazu wird ein Polynom P, verwendet, dass wiederum als Kor-
rektur zu P; und P» anzusehen ist, sodass

lim P (z) P (z) BV (2) = 27N/ mit x € [0,

exakt ist. Dabei ist Py so grok zu wihlen, dass die Funktion z~N//2 bis auf Ma-
schinenprézision genau angegeben werden kann, was eine natiirliche Grenze der
Approximationsgenauigkeit darstellt. Nach einer Neugewichtung nimmt der Erwar-
tungswert einer Messgrofe W die Form

(e {or[1- 29 ()] o}, )
(oo f [1- P2 ()]}, )

an. Nur bei den Ausnahmekonfigurationen weichen die Korrekturfaktoren weit von
1 ab und fallen damit ins Gewicht. Es geniigt, einen Schétzer 1 zu verwenden, um

(W) =
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einen exakten Algorithmus zu erhalten, die statistischen Fluktuationen gleichen sich
bei vielen Ausnahmekonfigurationen aus. Um die Fluktuationen zu minimieren ohne
den Rechenaufwand zu grofs werden zu lassen, verwendet man {iblicherweise aber
12 Schétzer.

Man sollte sich nicht dazu verleiten lassen, die Polynome im Update zu klein zu wéah-
len, damit die Simulation moglichst schnell ablduft und zu versuchen, die Fehler in
einem Reweighting-Step zu beheben. Bei zu kleinen Polynomen wird der Akzeptanz-
Rejektions-Schritt zu unpréizise. Die durch eine zu kleine Ordnung auftretenden
Approximationsfehler sind dann sehr groff. Der Approximationsfehler ist zwar im
positiven wie negativen Bereich gleich grofs, sodass die Mittelwerte der approximier-
ten Matrix nicht von denen der tatsdchlichen Matrix abweichen, allerdings gehen
Observablen, die fiir kleine Eigenwerte sensitiv sind, schnell im stochastischen Rau-
schen unter.

— Die Polynome sollten also so gewihlt werden, dass ein Reweighting nur fiir ein-
zelne Konfigurationen notwendig wird.

Es sei angemerkt, dass neben der statistischen Methode zur Bestimmung der Re-
weightingfaktoren auch andere Methoden erprobt wurden. Zum einen wére der
Kalkreuter-Simma-Algorithmus zu nennen, bei dem die k kleinsten Eigenwerte ei-
ner Ausnahmekonfiguration ermittelt werden (siehe Anhang B.8), zum anderen
gibt es das Hybrid Korrekturverfahren, bestehend aus statistischer Methode und
Kalkreuter-Simma-Algorithmus.
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4.14. Optimierung des Integrators

In Kapitel 4.2 wird erwahnt, dass die Molekular-Dynamik Trajektorie nicht ergo-
disch verlduft. In Kapitel 4.4 werden die Diskretisierungsfehler angesprochen, die
durch einen Langevin-Algorithmus entstehen. Eine Kombination beider Algorith-
men fihrt zu einer Milderung dieser Phdnomene. Besonders bei groffen Zeitschritten
AT treten die Effekte dennoch in Erscheinung und mindern die Akzeptanzrate in ei-
nem Metropolis-Schritt. Aus diesem Grund haben SEXTON und WEINGARTEN 1992
die Schrittfolgen und deren Léngen untersucht, mit denen eine Trajektorie optima-
lerweise durch den Phasenraum propagieren muss, damit die hiermit verbundenen
Fehler moglichst klein sind [83]. Als Folge davon steigt bei gleichem A7 die Akzep-
tanzrate im Metropolis-Schritt, oder es kénnen grofere Werte fiir A1 bei gleicher
Akzeptanzrate verwendet werden. In beiden Féllen steigt die Simulationsgeschwin-
digkeit.

Energiefehler

X(T‘quo)

\/

(p()‘q())

Abbildung 4.4.: Durch die diskreten Zeitschritte in der Monte-Carlo Zeit 7 ist in
einem einfachen Leapfrog-Algorithmus die Energie nicht erhalten.

Eine Randbedingung, die man an die diskretisierten Trajektorien stellt ist, dass
sie reversibel sind. Dies ist notwendig, damit das detaillierte Gleichgewicht (Formel
(4.4)) erfiillt ist. Damit gilt:

Aus T(A7): (PU)— (PLU') folgt T(-Ar): (P,U') — (PU)
Ein Zeitschritt At in der Monte-Carlo Zeit muss also reversibel sein. Als zweite

Randbedingung fiir das detaillierte Gleichgewicht wird gefordert, dass das Phasen-
raumvolumen bei einem Zeitschritt erhalten bleibt

I 22 I] av; =] dP! ] v,
i 7 i J
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4.14. Optimierung des Integrators

damit die Akzeptanzwahrscheinlichkeit
p=min{1,exp [H (P U") — H (PU)]}

moglichst hoch ist. Die in den folgenden Abschnitten behandelten symplektischen
Integrationsschemas erfiillen diese zwei Bedingungen.

4.14.1. Die Leapfrog-Trajektorie

Ein einfaches Beispiel einer solchen Trajektorie ist die Leapfrog- Trajektorie:

Tyes (A7) = Tp (f) To (A7) Tp (f) . (4.31)

Sie wird charakterisiert durch ein Update der konjugierten Impulse A7 = %57’ ge-
folgt von einem Schritt mit den Eichfeldern und wiederum einem abschliefsenden
Halbschritt mit den konjugierten Impulsen. Mit den Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen (4.6) gilt fiir die Zeitschritte

Tu(Ar) + Up, = Useexp {2ar 3 TP}
j
TP (A’T) : QIWJ = qug - ATD:E,LLJS [U7¢] 3

wobei die Summe {iber die Anzahl j der Generatoren der betrachteten Eichgruppe
zu bilden ist.

Eine Molekular-Dynamik Trajetorie besteht im einfachsten Fall aus einer n-fachen
Hintereinanderschaltung von Leapfrog-Trajektorien (mit n > 1)

Toes (A7) = Tp <A27> Ty (A7) Tp (A7) Ty (AT) T (AT)---Tp <A27>
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.14.2. Fehlerabschitzung der Leapfrog-Trajektorie

Durch die Zeitschritte wird ein Diskretisierungsfehler e induziert (siche Abbildung
4.4). Seine Grokenordnung kann mit

exp {%L(hg)} exp [ATL(hl)} exp {%L(i@)} = exp [ATL(hl) + A71L(h2) + e]

abgeschétzt werden zu
o0
e=) (A7) ey . (4.32)
n=1

L ist hierbei ein linearer Operator und fiir L(f) gilt mit der Poissonklammer

L(f)g=—{f.9g}

Fiir allgemeine Funktionen f,g. Desweiteren gelten die Definitionen

hl =5 [U,qb] und h2 = ZTJPIMj'
J

Der fithrende Term des Fehlers in Gleichung (4.32) hat die Form

s = — g [L(h) L (ha) L ()] = ¢ [ ()., [E (k) . ()]
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4.14.3. Die Sexton-Weingarten-Trajektorie

Mit einem effektiven Hamiltonoperator
Lo
Hog=H — éAt (a+0),

wobei

a = Y [{hi,{hi,p1}} + {h,{hi,p1}}]  und
i>1
b= Y [2{hi, {hi.hy}} + 4 {hy, {hihy}}]

i>]

ist, konnen Diskretisierungsfehler in e3 umgangen werden. Die im Vergleich zur
Leapfrog-Trajektorie verbesserte Sexton- Weingarten Trajektorie hat die Form

Tges (AT) =Ty (AGT> Tp (A;) Tu (QA?’T> Tp (A;) Ty <A67> ,

(siehe auch Abbildung 4.5 dazu). Mit der gleichen Methode konnten auch die Fehler
héherer Ordnung es,€7, . . . eliminiert werden. Ein anderer Weg, die Diskretisierungs-
fehler zu minimieren besteht darin, die Trajektorie auf unterschiedlichen Zeitskalen

zu entwickeln.

Leapfrog Trajektorie

T, [%) T, (A7) T, {%j

Sexton-Weingarten Trajektorie

At At 2At

() (%) n (%)

Abbildung 4.5.: Abfolge der Zeitschritte bei einer Leapfrog- und einer Sexton-
Weingarten Trajektorie.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.14.4. Trajektorien auf multiplen Zeitskalen

Fiir eine Leapfrog Entwicklung der Trajektorie auf unterschiedlichen Zeitskalen wird
der Hamilton-Operator in der Form

l
1
H[PU] = 5P2 +) Si[U] mit 1>1
=0

betrachtet. Fiir die Trajektorie der Linge A7 definiert man kleiner werdende Zeit-
schritte mit

AT T
Ar = 24 _— it 0<i<lI d A =T,
T N, NN N mi <3<l un T 1 =T
—_——

N (i) =Schritte fiir i
Der Higher-Order-Leapfrog-Algorithmus ist rekursiv formuliert und lautet dann

T: (A7) = T, <A2n> {Tia (MmN T, <A2Ti>

wobei Ty gerade der einfachen Leapfrog-Entwicklung (4.31) entspricht. Der Higher-
Order Sexton-Weingarten Algorithmus hat die Form

e (5) {ro G ()
{Ti—l (AZ”)}NH Ts, (AGTi>

Auch hier entspricht T dem einfachen Sexton-Weingarten-Algorithmus. Desweiter-
en gilt

N
Tyes (AT) = H T: (A7)

=1

In den Simulationen wurde der Higher-Order Sexton-Weingarten Algorithmus ver-
wendet, da er sehr geringe Diskretisierungsfehler aufweist und eine hohe Simulati-
onsgeschwindigkeit ermdéglicht.

Eine exakte Ausloschung der Diskretisierungsfehler kann durch einen Integrator der
Form

Tges = Tp (M) Ty (A19/2) Tp ((1 — 2X) A1) Ty (A19/2) Tp (AAT))
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4.14. Optimierung des Integrators

erreicht werden. Dieses Integrationsschema nennt sich second order Minimal Norm
integration scheme (2MN) und besitzt einen zu tunenden Parameter \. Dieses Sche-
ma kann auf gleiche Weise wie das Sexton-Weingarten Verfahren auf multiple Zeit-
skalen angewendet werden. Den Ergebnissen von UKAWA [84] folgend, sind gegen-
iiber dem Sexton-Weingarten Algorithmus keine groffen Verbesserungen zu erwar-
ten, da dieser schon eine sehr gute Approximation liefert.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.15. Optimierung der Q-Matrix

4.15.1. Even-Odd-Prikonditionierung der Q-Matrix

In Kapitel 4.12, besonders in Abbildung 4.2 wird deutlich, dass die benétigte po-
lynomiale Ordnung zur Approximation der (Q-Matrix von den ihr zuzuordnenden
Eigenwerten abhéngt. Genauer gesagt ist das Approximationsintervall [e,\] von Be-
deutung. Deshalb ordnet man einer anzundhernden Matrix die Konditionszahl k
zZu

=2
€

Je kleiner das Verhiltnis zwischen grofstem Eigenwert A und kleinstem Eigenwert e
einer Matrix ist, umso besser ist ihre Konditionszahl. Das hat zur Folge, dass die

Approximationspolynome bei guter Konditionszahl kleiner gewahlt werden kénnen
als bei Matrizen mit einem ungiinstigeren Verhéltnis.

Gelingt es nun, eine Matrix Q zu finden, deren Determinante der von Q entspricht,
derart dass

Jun

Vdet Q = [det <Q2>F _ [det (Q2)]i

gilt, so konnte im multibosonischen Integral bei einem Feldupdate diese Form Ver-
wendung finden. Als Folge der kleineren Polynomordnungen wiirden im Tensorpro-
dukt weniger Matrix-Vektor-Multiplikationen durchzufiihren sein und die Simulati-
onsgeschwindigkeit wiirde steigen.

Solch eine Optimierung ist méglich. Mit der Fermion-Matrix ) aus Formel (3.13)
und der Tatsache, dass v5Q) = Q gilt, ist

+4
Qy,x[U] = ’755yx — K Z [5y,m+ﬂ75(]l + ’YV)VV(CL‘) + 5y+ﬁ,x’75(]l - /YV)VVT(y)] .
v==+1

Bei V,, handelt es sich um die Eichmatrix (3.12). Bei genauerer Betrachtung féllt auf,
dass die Fermion-Matrix einen Selbstkopplungsterm und néchste Nachbarwechsel-
wirkungen besitzt. Dieser Sachverhalt kann ausgenutzt werden und die Matrix auf
Blockdiagonalgestalt gebracht werden. Dazu definiert man zuerst die Hopping-
Matrix M iiber

Qy,x = '7553/1 - K'My,x
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4.15. Optimierung der Q-Matrix

Die Hoppingmatrix hat dabei die Form

My = Z [5y,m+f/(')’5 +57) Vi (y) + 5y+f/,x(')’5 - VSVV)VzT(?/)]

v

In Even-Odd-Blockform hat Q die Form

A V5 —5 KMevenfodd
= . 4.33
Q ( -5 K'Modd—even 5 > ( )

Die Gitterpunkte werden dazu durchnummeriert und das gesamte Gitter in Even-
und Odd-Sites zerlegt (siche Abbildung 4.6). In der Matrix Meyen—odq Werden gera-

Abbildung 4.6.: Nummerierung des Gitters und Zerlegung in gerade (rot) und un-
gerade Gitterpunkte (blau).

de mit ungeraden Gitterpunkten verbunden, in der Matrix M,gq_even iSt €s genau
anders herum. Die pseudofermionischen Felder ¢ werden ebenfalls in Even-Odd-

Darstellung zerlegt
_ (z)even >
¢ < Godd

A B -
det( c D > = det Adet (D — CA™'B)

Aus der Identitat

erhalt man die Relation

det Q = det 5 det (75 - 75K2M08M60) = det (75 - 75K2M08M60)

Damit ergibt sich fiir die Even-Odd-priakonditionierte, hermitesche Matrix Q

5_( 0
©= < 0 7 — ’75’<52M06Meo > ' (434)
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

4.15.2. Diskussion der kleinsten Eigenwerte der é— und Q-Matrix

Sei x = (X¢,X,) ein Eigenvektor von @ mit x, # 0, dann ist
1 —KkMy, Xe | Xe EMeoxo = (1 — \) X,
( —kM,e 1 > < X, ) A X, — EMpexe = (1 —N)x, (4.35)
Andererseits ergibt die Multiplikation von é mit x,
(]l - KQMoeMeo) X, =X, — (1 — )\)QXO =A2-)N)x, ,

wobei hier die Ergebnisse aus Formel (4.35) ausgenutzt wurden. Der Zusammenhang

zwischen den Eigenwerten der Q-Matrix und der Q-Matrix ergibt sich zu
on = \x, = (2)\ — )\2) X0

Damit sind die kleinsten Eigenwerte der Q-Matrix ungefdhr doppelt so grofs, wie
die zu Q gehérenden Eigenwerte. Dies wirkt sich duerst positiv auf die Ordnung
der approximierenden Polynome aus. Ein weiterer Nebeneffekt ist, dass die Ma-
trixmultiplikation nur iiber die halbe Anzahl der Gitterpunkte durchgefiihrt wird.
Eine Ubersicht iiber die kleinsten Eigenwerte einer Fermion-Matrix mit und ohne
Prékonditionierung ist in Abbildung 4.7 gegeben. In der Simulation ist es nicht

B=2.3, K=0.196, 6°x12

0.15
preconditioned
not ]
01 L preconditioned |
0.05 |- il
0 ‘
-6 -5 -4 -3 -2

Ig(A_min)

Abbildung 4.7.: Vergleich der Verteilung der Eigenwerte von priakonditionierter und
nicht prakonditionierter Matrix Quelle:[36]

notwendig, eine gesonderte Q-Matrix und prikonditionierte Skalarfelder bereitzu-
halten. Die Prékonditionierung kann durch eine entsprechende Multiplikation der
Matrix- und Vektor-Terme von ) und ¢ realisiert werden.
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4.15.3. LU-Prikonditionierung der Q-Matrix bei Matrixinversionen

Urspriinglich wurde die Prakonditionierung dazu verwendet, Matrixinversionen im
konjugierten Gradientenverfahren zu optimieren. Durch Anhebung der kleinsten Fi-
genwerte konvergiert der Solver nach weniger Iterationsschritten.

Matrix-Inversionen kénnen im Rahmen eines Updates nur bei gerader Flavour-Zahl
eingesetzt werden (siehe Kapitel 4.8) und werden insbesondere in einem polynomia-
len HMC nicht verwendet. Dennoch soll das Verfahren hier angesprochen werden,
da Matrixinversionen bei der Messung der Korrelatoren bendtigt werden, die auf
PHMC-Feldkonfigurationen durchgefiihrt werden.

Im Rahmen des konjugierten Gradientenverfahrens (siche Anhang B.9) wird ein
Gleichungssystem der Form

Qr=1»>

gelost. Rosst und DEGRAND folgend soll nun anstatt dieses Gleichungssystems ein
System der Form

LQUxz =10

gelost werden [85]. Es gilt
LOU = O

Damit die Q-Matrix in Blockdiagonalgestalt (4.33) durch die é—MatriX (4.34) richtig
wiedergegeben wird, miissen die Matrizen L und U die Form

V5 0 . V5 _755Meo
L= sowie U =
<—75KM03 75) ( 0 V5 >

haben. Die Matrizen L und U sind mit

L = ( 75,3;\406 705 > sowie U~ ! = < %5 75/;];/160 ) (4.36)

leicht zu invertieren. Die Inversion wird durch ein Vorzeichenwechsel bewerkstelligt
und bedarf keiner weiteren Iterationsschritte. Der numerische Vorteil dieses Verfah-
rens besteht nun darin, dass die Inversion der Q-Matrix weniger Iterationsschritte
bendtigt, als eine direkte Inversion der Q-Matrix.
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Das LU-Schema zur Priakonditionierung einer Matrix @ fiir einen Inversions-Algo-
rithmus wie z.B. das konjugierte Gradientenverfahren funktioniert nun folgender
Weise:

Es gilt, Gleichungssystem der Form z = Q~'b zu 16sen. Ein solches System tritt bei
der Berechnung von Propagatoren auf. () sei hierbei die bekannte, zu invertierende
Matrix, b ein vorgegebener Quellvektor und z der Losungsvektor.

e Ausgangspunkt ist ein Gleichungssystem der Form

Qz = b

e Das System wird mit 5 multipliziert, damit sich im Folgenden auf die Betrachtung
hermitescher Matrizen v5Q = Q = Q' beschriinkt werden kann

150z = 75b
e Die Q-Matrix wird LU-Prikonditioniert
LQUz = ~sb

e Um das konjugierte Gradientenverfahren anwenden zu koénnen, wird die positiv
definite Version mit QTQ > 0 benétigt

OUz = QL '~sb

e Die gesuchte Losung des Gleichungssystems hat die Form

.= Ut (éQ)_léL—l%b . (4.37)

Nun ist das Gleichungssystem in der Form (4.37) zu losen. Zuerst wird ~y5 mit b und
das Ergebnis dann mit L™ multipliziert. Danach findet die Multiplikation mit Q
statt. Diese Schritte kénnen mit wenigen Iterationen durchgefithrt werden. Auch die
Matrix L~! ist leicht zu bestimmen (siche Formel (4.36)). Der numerisch aufwendige
Teil besteht darin, die Multiplikation mit der (Q?)~! durchzufiihren, da diese zuvor
mit einem Inversionsalgorithmus ermittelt werden muss. Um z zu erhalten wird zum
Schluss mit U ! multipliziert, was einfach durchzufiihren ist.

Insgesamt ist dieses Vorgehen wesentlich effizienter, als eine direkte Inversion von

Q~', da die Matrixinversion den aufwendigsten Teil der Prozedur darstellt, und der
Algorithmus fiir die prakonditionierte Matrix deutlich schneller konvergiert.
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4.16. Optimierung durch das Determinant Breakup

Der PHMC-Algorithmus wurde so allgemein formuliert, dass er fiir eine beliebige,
insbesondere auch gebrochen rationale Anzahl an Flavours verwendet werden kann.
Aufbauend auf dieser Tatsache hat Martin HASENBUSCH 1998 einen Weg vorgeschla-
gen, der die Autokorrelationszeiten der erzeugten Konfigurationen verkiirzt und die
Statistik damit bei gleicher Anzahl an Sweeps verbessert [86].

Die zugunde liegende Idee ist, die Fermion-Determinante mit einem breakup factor
ny zu faktorisieren

(@ = o (@]

Jede Molekular-Dynamik Trajektorie wird darauthin ny-mal durchlaufen. Die Auto-
korrelationszeiten verkiirzen sich, da durch das mehrfache Durchlaufen der Trajekto-
rie mehr Noisy-Schiitzer fiir die Approximation von (det P»)~! im Metropolis-Schritt
verwendet werden.

Es ist zu vermuten, dass der Algorithmus durch ein mehrfaches Durchlaufen der
Trajektorie ausgebremst wird, allerdings ist das Gegenteil der Fall. Dadurch, dass
eine gebrochene Potenz der Fermion-Determinante betrachtet wird, verbessert sich
die Konditionszahl und bei gleicher Simulationsgiite konnen kleinere Polynome P;
verwendet werden. Die Ordnung der Polynome héngt natiirlich mit dem Simula-
tionspunkt zusammen, typischerweise konnen bei einem Determinant-Breakup von
ny = 2 Polynome verwendet werden, die weniger als halb so grofs sind, wie bei einem
Determinant-Breakup von ny = 1, also ohne Optimierung.

Durch das Determinant-Breakup entsteht ein Rechenvorteil von ungefihr 20% bei
gleichzeitig 30% kiirzeren Autokorrelationszeiten. Bei groferen Werten von ny, wird
der Algorithmus dann allerdings ausgebremst, da sich die kumulative Rechenzeit
aufgrund der kleinen Polynome und des wiederholten Auftretens des Akzeptanztests
zu stark zum Metropolis-Schritt verschiebt. Es hat sich gezeigt, dass Werte bis
np = 4 einen numerischen Vorteil bieten.
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4.17. Geschwindigkeitsanalyse

Ein Hauptziel bei der Implementierung eines neuen Update-Algorithmus fiir die
SU(2)-Simulation war die Erschaffung eines Programms, mit dem bei gegebener
Rechenzeit mehr Statistik erzeugt werden kann als es mit dem zuvor verwendeten
TSMB-Programm moéglich war. Alternativ konnen grofsere Gitter betrachtet, oder
es kann naher am kritischen Punkt simuliert werden. In jedem Fall sollte die Qua-
litdt der den Analyse-Routinen zur Verfiigung gestellten Daten hierdurch erheblich
steigen.

Die absolute Geschwindigkeit eines Update-Verfahrens lasst sich im Vorfeld aller-
dings nicht abschétzen. Sie hdngt nicht nur vom Iterationsumfang eines Sweeps und
den dabei verwendeten Simulationsparametern ab, sondern auch von den Autokor-
relationszeiten der Observablen (siehe hierzu Kapitel 5.4).

Der Tabelle 4.2 konnen die mittleren Zeitlangen entnommen werden, die ein glo-
bales Update sowohl bei PHMC als auch bei TSMB benétigt. Die Berechnungen
wurden bei gleichen Simulationsparametern durchgefiihrt. Fiir eine optimale Pro-
pagation durch den Phasenraum wurde im Fall des PHMC Updates die Schrittlinge
AT = 0.6 gewdhlt. Die Schrittlange in Eichfeldrichtung Ty wurde mit dem Divisor
Ny = 10 fiir die Gluonen festgelegt. In Impulsrichtung wurde die Schrittlinge fiir
die Fermionfelder zu N, = 8 gewéhlt. Fiir die verwendeten Parameter 8 = 2,3 und
% = 0,16 wird durch diese Wahl das Verhéltnis von der Iterationszeit zur Korrelati-
onslannge optimal.

Tabelle 4.2.: Geschwindigkeitsvergleich zwischen TSMB und PHMC bei den Simu-
lationsparametern § = 2,3 und x = 0,16 auf verschiedenen Gittern mit Polynomen
der Ordnung Py = 36, P, = 220, P3 = 250, Py = 330.

Gitter || PHMC | Autokorrelations- || TSMB | Autokorrelations-
Zeit [s] Zeit Tp Zeit [s] Zeit Tp
43.8 26 7.5 8 224.2
6%-12|| 137 6,3 44 189,8%
8.16| 445 6,7 144 212,5%

Sowohl fiir den PHMC-Algorithmus, als auch im Falle einer TSMB Simulation ist zu
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erkennen, dass die benotigte Rechenzeit fiir ein globales Update im direkten Zusam-
menhang mit der Gittergrofe steht. Das 83 -16-Gitter besitzt die 16-fache Anzahl an
Gitterpunkten im Vergleich zum kleinen 43 - 8-Gitter. Das PHMC-Programm beno-
tigt die 17 fache Zeit um auf dem groften Gitter ein Update durchzufiithren, wahrend
das TSMB-Programm die 18-fache Zeit bendtigt. In direkter Gegeniiberstellung bei-
der Algorithmen ist zu sehen, dass der TSMB-Algorithmus im Vergleich zu PHMC
ungeféhr ein Drittel der Iterationszeit bendtigt. Dennoch ist das PHMC-Programm
dem TSMB-Programm weitaus iiberlegen, da die Autokorrelationszeiten der pri-
méren Observablen, in diesem Fall die Timelike Plaquette, dort im Schnitt um den
Faktor 30 kiirzer sind. Eben diese erheblich verkiirzte Autokorrelationszeit fithrt zu
einem effektiven Geschwindigkeitsgewinn, der es ermoglicht in gleicher Rechenzeit
ungefihr die zehnfache Menge unkorrelierter Feldkonfigurationen zu erzeugen.

Es sei angemerkt, dass die Geschwindigkeit, mit der eine Simulation stattfindet,
nicht nur von der Gittergrofe, sondern auch von den Simulationsparametern ab-
héngt. In der Ndhe des kritischen Punktes werden grofsere Polynome bendtigt, die
die Simulationsgeschwindigkeit ausbremsen. Auferdem nimmt die Korrelationslénge
zu und damit die Zahl unabhéngiger Konfigurationen ab. Empirisch wurde in [84]
die integrierte Autokorrelationszeit fiir den Fall einer QCD-HMC-Simulation zu
0,6
= —— 4.38
Tint mga ( )
bestimmt. Diese Erkenntnis kann auf den Fall der nackten Masse mg o des Gluinos
iibertragen werden.

Durch die Verwendung optimierter Wirkungen kénnen die Symmetrieeigenschaften
bei endlichen Gitterabstdnden verbessert werden. Der Einsatz dieser Wirkungen
schldgt sich somit zwar nicht direkt in einen Geschwindigkeitsgewinn nieder, ver-
bessert aber die Qualitdt der erzeugten Konfigurationen. Da hierzu die parallele
Kommunikation neu konzipiert werden musste (siche Anhang C.4.3), wurde eine
Skalierungsanalyse durchgefiihrt. Die Ergebnisse koénnen Tabelle 4.3 entnommen
werden. Typischerweise geht mit steigender Anzahl an Prozessoren ein Effizienzver-
lust einher. Dieser ist besonders grofs beim Sprung von einem auf zwei Prozessoren,
da hier erst das parallele Konzept zum Tragen kommt. Der Leistungsgewinn betragt
40%. Bei jeder weiteren Verdopplung des Prozessorarrays liegt der Leistungsgewinn
ungefihr bei 70%. Verluste entstehen durch den jeweils hoheren Komunikationsauf-
wand und den damit verbundenen Barrier-Dependencies. Bedingt durch die Rech-
nerarchitektur kann ein weiterer Effizienzabfall erfolgen, wenn z.B. auf zwei Nodes
gerechnet wird, da in diesem Fall die Verbindungen wiederum langsamer werden.

Der Tabelle 4.3 ist zu entnehmen, dass mein Programm etwas besser skaliert, als
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das vorliegende Programm von Istvin Montvay. Der Unterschied beider Program-
me besteht darin, dass im zweiten Fall die volle SU(2)-Matrix kommuniziert wird,
wihrend im ersten Fall nur die beiden unabhéngigen Eintrage ausgetauscht werden
und die anderen beiden Eintrdge daraus dann lokal errechnet werden.

Der Grad der moglichen Parallelisierung ist begrenzt und héngt direkt von der
Gittergrofse ab. Minimal miissen zwei Gitterpunkte in jeder Richtung auf einem
Prozessor berechnet werden. Bei einer groferen Zahl steigt die Effizienz, da der
Kommunikationsanteil sinkt. Die Grenzen der Programm-Parallelisierbarkeit, die
das Amdahlsche Gesetz beschreibt, kénnen bei Gitterrechnungen im Allgemeinen
leicht umgangen werden. Es ist jederzeit moglich, die Anzahl der Gitterpunkte auf
einem Rechenkern zu erhéhen und damit den parallelisierten Anteil an der gesamten
Rechenzeit anzuheben.

Tabelle 4.3.: Skalierungsanalyse einer tlsym-Simulation bei § = 2,3 und x = 0,16
auf einem 82 - 16 Gitter mit Polynomen der Ordnung P; = 60, P, = 90, P; = 180,
Py = 220 und einer Trajektorienlinge von At = 0,6.

# | mittlere Zeit | Effizienz- rel. Absolute || vgl. mit Montvay | Abs.
Proz. | pro Sweep [s] | steigerung | Steigerung | Effizienz | Programm |s] Eff.
1 285 100% 1 100% 276 100%
P 201 140% 1,4 70,9% 212 65.1%
4 116 245% 1,75 61,4% 128 53,9%
8 68 410% 1,71 52,4% 79 43,6%
16 40 712% 1,69 44.5% 49 35,2%

Laufzeituntersuchungen zeigen, dass ein Grofiteil der Simulationszeit fiir die Mul-
tiplikation der Eichmatrix V' mit den Skalarfeldern verwendet wird. Im Fall der
SU(2) resultiert eine 3 x 3-Matrix, wihrend man im Fall der SU(3) eine 8 x 8-
Matrix erhélt. Bei ansonsten gleichen Simulationsparametern erhoht sich damit der
Iterationsaufwand um den Faktor 7.
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4.17. Geschwindigkeitsanalyse

1953

1981

1987

1992

1993

1996

1996

1997

1997

1998

Tabelle 4.4.: Entwicklung der Algorithmen

Metropolis-Algorithmus
Langevin-Algorithmus

Hybrid Monte-Carlo Algorithmus
Optimierte Integratoren
Polynomiale Approximation von )
Kalkreuter-Simma Algorithmus
Zweischritt- Approximation

PHMC Algorithmus

Even-Odd Priakonditionierung

Determinant Breakup

[35]
[68]
[34]
[83]
[70]
[87]
[43]
[89]
[33]

[36]

METROPOLIS et. al.

PARIst Wu

DUANE und KENNEDY

SEXTON und WEINGARTEN

LUSCHER

KALKREUTER und SIMMA

MONTVAY

FREZOTTI und JANSEN

JEGERLEHNER

HASENBUSCH
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4. Der Polynomial Hybrid Monte-Carlo Algorithmus

Optimierter PHMC fiir Fermionen

(Erzeuge Polynome P, P>, Ps, \/]Tl)
(Wiihle die {U;} willkiirlich )

#(_ Speichere {U;} ) (_Lade letzte {U;} )z

( Wihle ¢ gaussverteilt )

( Berechne ¢, = Qf [U]2 ®¢& )
l

Berechne das Tensorprodukt mit /P;
(@) =v@oasTIL(@-p) )
950 (Q) =V iz (@ — pi) T (Q - pf) 20k
l

Entwickle den Impuls von 7, — 741

1 (k A\ (k)

#Pi = — g8, — 2Re X, Y04 01 (D Q)|
[

[ Benutze hierfiir direkt }

C

Ve

[D:L',ltjvf (y)]ab =-2 fajc [Vlt}b

Entwickle die Links von 7, — 741
2U; =iPU;
¥

Sexton-Weingarten Integrator ‘

; CONWer foa AW /A

el e )
!

reject

W = min {1,e~Finew fo~Hoia }

accept

Ti+4+  Dein

Berechne kleinste Eigenwerte ja
mit Kalkreuter-Simma ( Waihle 77 gaussverteilt )

accept Zwei-Schritt Approximation, Rauschkorrektur reject

W = min{1, exp(—7! P3(Q})[P2(Q%) — P2(Q})|1Ps(Q%)1)}

Flussdiagramm 5: Optimierter PHMC-Algorithmus mit Sexton-Weingarten Integra-
tor auf multiplen Zeitskalen. @ Symbolisiert die Even-Odd prékonditionierte Vektor-
Matrix-Multiplikation, ¢, steht fiir Skalarfelder mit Determinant-Breakup und die
kleinsten Eigenwerte werden fiir das Reweighting gemessen.
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5. Methoden der Analyse

Die fermionische Wirkung Sy beinhaltet mit 3 und «, zwei freie Parameter, die naher
bestimmt werden miissen. Uber die Eichkopplung 8 wird die Auflésung des Gitters
und damit, bei gegebener Kantenlédnge, das Volumen festgelegt. In Abschnitt 5.1.1
wird anhand der Renormierungsgruppengleichung gezeigt, wie § eingestellt werden
muss, damit das physikalische Volumen moglichst grofs ist, 3 sich aber noch in einem
Bereich befindet, in dem die Gitterauflosung grofs genug ist, um Diskretisierungs-
fehler klein zu halten.

Uber k wird die nackte Gluino-Masse mgo eingestellt, die fiir die Brechung der
Supersymmetrie verantwortlich ist. Man mdéchte moglichst nahe an dem kritischen
Punkt s, simulieren, an dem mg g verschwindet, um den Brechungsprozess néher zu
untersuchen. In Abschnitt 5.1.2 wird gezeigt, wie das Verhalten der Gluino-Masse bei
Variation von k, anhand von Takahashi-Ward-Identitdten untersucht werden kann.
In Anhang A.10 findet sich hierzu auch eine kleine Einfithrung zu Ward-Identitéten
im Kontinuum. In Abschnitt 5.1.3 wird ein anderer Zugang beschrieben, bei dem
mit Hilfe der adjungierten Pionen a-7 die verschwindende Gluino-Masse untersucht
wird.

Der Gitterabstand a ist an sich eine unphysikalische Grofe. In Kapitel 5.2 werden
jedoch Maoglichkeiten aufgezeigt, a an eine physikalische Langenskala anzukniipfen.
In Abschnitt 5.2.1 wird hierzu die String-Spannung o eingefiihrt und Abschnitt
5.2.2 beschreibt die Sommerskala Ry. In Kapitel 5.3 wird daraufhin dargelegt, wie
diese Grofen explizit auf einer gegebenen Link-Konfiguration mit Creutz-Ratios
(Abschnitt 5.3.1), dem Potenzialfit (Abschnitt 5.3.2) und dem Zwei-Fit-Verfahren
(Abschnitt 5.3.3) ermittelt werden konnen.

Ein wichtiger Parameter, um den statistischen Fehler der zu untersuchenden Ob-
servablen abschétzen zu konnen, ist die Autokorrelationszeit. Sie wird in Kapitel
5.4 besprochen und liefert inbesondere fiir primire Beobachtungsgroften, bei hin-
reichend guter Statistik verldssliche Werte. Dariiber hinaus spielen Autokorrelati-
onszeiten im Update eine wichtige Rolle. Der PHMC-Algorithmus kann aufgrund
der kurzen Autokorrelationen in wenigen Schritten schnell durch den Konfigura-
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5. Methoden der Analyse

tionsraum gehen. Auferdem werden vor Beginn der eigentlichen Simulation die
Plaquetten-Autokorrelationen untersucht, um den Zyklus festzulegen, in dem die
Felder abgespeichert werden.

Weitere Moglichkeiten der Fehlerbestimmung werden in Kapitel 5.5 eingefiithrt. Um
die Fehler der Observablen zu bestimmen, wird neben der in Abschnitt 5.5.1 einge-
fiihrten Jackknife-Methode die Methode der Linearisierung verwendet, die sich in
Abschnitt 5.5.3 findet.
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5.1. Tuning der Simulationsparameter 3 und k

5.1. Tuning der Simulationsparameter 3 und

Bevor der in Kapitel 4 entwickelte Algorithmus dazu eingesetzt werden kann, um
eine physikalische Theorie zu simulieren, bedarf es eines Tunings der in der Wirkung
S vorkommenden Parameter S und x bei gegebener Gittergrofe.

Die nackte Eichkopplung 8 wurde in Formel (3.5) zu

2N,
92

g

definiert. Als Konsequenz der asymptotischen Freiheit entspricht der Kontinuums-
Limes dem Limes fiir ¢ — 0 und damit 0 — oo. In diesem Fall geht a — 0, da
die Gitter-Eichkopplung mit dem Gitterabstand a liber die Renormierungsgruppen-
gleichung zusammenhéngt. Die raum-zeitliche Auflésung des Gitters wird unendlich
fein. In Anhang A.9 ist dargelegt, dass bei endlicher Gitterauflésung die chirale Sym-
metrie gebrochen wird, wodurch die Gluinos eine Masse bekommen. Der Brechungs-
term wird im Rahmen einer Wilson-Wirkung in den Hopping-Parameter absorbiert,
der mit Formel (3.10) in Kapitel 3.6 eingefithrt wurde

1
ne 2mgo + 87

Fiir den Fall 8 — oo wird die Symmetriebrechung aufgehoben und die Symmetrien
kénnen restauriert werden. Dazu stellt man » auf den kritischen Wert limg_. ke =
1/8 ein, insofern der Wilson-Parameter r = 1 gewahlt wurde.

Der Kontinuumslimes kann mit einem PHMC-Algorithmus jedoch nicht dargestellt
werden, da der numerische Aufwand proportional zur Anzahl der Gitterpunkte zu-
nimmt. Deshalb legt man in einem ersten Schritt ein Raum-Zeit Raster fest, auf
dem die Simulation stattfinden soll. In der Regel wahlt man ein raumlich-kubisches
Gitter und verwendet in zeitlicher Richtung die doppelte Anzahl Gitterpunkte, da
zeitliche Korrelationen bei den zu messenden Observablen eine besondere Bedeutung
haben und hierdurch besser aufgeglost werden kénnen. Bei einer fest gewdhlten An-
zahl an Gitterpunkten wird iiber § zunéchst das physikalische Volumen festgelegt.
Der Kontinuumslimes wird fiir moglichst grofse Werte von 3 am besten reproduziert.
Bei einer gegebenen Anzahl an Gitterpunkten entspricht das aber einer Simulation
auf einem kleinen Volumen.

Durch die endliche Gitterkonstante a treten zusammenfassend folgende Gitterarte-
fakte in Erscheinung:
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5. Methoden der Analyse

e Die Rotationsinvarianz wird verletzt. Hierdurch werden Zusténde, die im Kon-
tinuumslimes Mitglieder der selben Darstellung der kubischen Gruppe sind,
nicht entartet sein.

e Die Gitterwirkung unterscheidet sich von der Kontinuumswirkung durch Ter-
me der Ordnung a, a2, ... . Hierdurch ist die asymptotische Skalierung gebro-
chen. Auferdem wird das Spektrum abhéngig von der spezifischen Art der

Fermion- und Eichwirkung. Die Universalitdt geht also verloren.

Durch die Betrachtung eines endlichen Volumens der Kantenlange L tritt folgender
Effekt auf:

e Fiir den Fall eines sehr kleinen Volumens, das in der Grofenordnung eines
hadronischen Grundzustandes liegt oder kleiner ist, wird die Wellenfunktion
des Grundzustandes zusammengedriickt und ihre Energie angehoben. Fiir eine
hinreichend kleine Kantenlénge zeigt die Energie ein Skalenverhalten von 1/L.

Bei der Wahl von [ geht es somit darum, die richtige Balance zwischen finite-
size Effekten und Diskretisierungsartefakten zu finden, sodass die systematischen
Fehler zusammengenommen einen moglichst kleinen Einfluss auf die zu messende

Observable haben.
Typischerweise geht man wie folgt vor:

1. Man untersucht die Renormierungsgruppengleichung fiir eine Observable. Die
Beobachtungsgrofie sollte nicht vom Gitterabstand a abhéngen. In fritheren
Féllen wurde deshalb § in einem Bereich gewéhlt, in dem die Gleichung mit
dem Gitterabstand asymptotisch skaliert. Ndheres hierzu findet sich in Ab-
schnitt 5.1.1. In neuerer Zeit wird eine Kontinuums-Extrapolation durchge-
flihrt.

2. Als néchstes wird der Hoppingparameter x so eingestellt, dass die Masse des
adjungierten Pions a-m moglichst klein wird. Es besteht die Moglichkeit, die
nackte Gluino-Masse mgo gegen Null gehen zu lassen. Dies kann mit einer
Ward-Identitéat iiberpriift werden (sieche Abschnitt 5.1.2). Eine andere Mog-
lichkeit besteht darin, OZI-Regel zu untersuchen (siehe Abschnitt 5.1.3). Im
Fall der QCD betrachtet man an dieser Stelle das Pion. Die Supersymmetrie
behandelt das dazu korrespondierende Teilchen in der adjungierten Darstel-
lung a-7. Es ist zu beachten, dass die Masse nicht zu klein gewahlt werden darf,
da dies zu groferen Wellenldngen und damit verbundenen finite-size Effekten
fiihrt. Diese Thematik wird in Abschnitt 5.1.3 vertieft.
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5.1. Tuning der Simulationsparameter 8 und k

3. Die Masse selbst wird in Gittereinheiten a - m gemessen. Um einen Bezug zur
physikalischen Realitét herstellen zu konnen, wird dies in Bezug zur Sommer-
Skala gesetzt. Zur Super Yang-Mills Theorie existieren keine gemessenen Wer-
te, schliefslich handelt es sich hierbei um ein unphysikalisches Konzept. Den-
noch ist es sinnvoll, die Sommer-Skala zu berechnen, um Vergleiche zur QCD
ziehen zu koénnen. Ein Uberblick zur Sommer-Skala findet sich in Abschnitt
5.2.2.

Abbildung 5.1.: Hier ist die Gitterskalierung dargestellt. Durch Vergroferung der
Anzahl der Gitterpunkte wird das Volumen vergrofert. Mit Verdnderung von f3
kann das zu messende Teilchen (hier rot) besser aufgelost werden.
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5. Methoden der Analyse

5.1.1. Tuning der nackten Eichkopplung 8

Die starke Kraft wird durch die Gluonen vermittelt. Die Wechselwirkungsstér-
ke héngt dabei von der betrachteten Energieskala ab. Bei hohen Energien spie-
len Vakuum-Polarisationen eine Rolle, die im Falle der Gluonen zu einem Anti-
Abschirmeffekt fithren (sieche Abbildung 5.2). Gluonen besitzen selbst eine Farbla-
dung und tragen somit zu einer ,Verschmierung’ der Farbladung von Quarks bei.
Hieraus leitet sich das Verhalten des Confinements und der asymptotischen Freiheit
ab. Da die wahre Ladung prinzipiell nicht gemessen werden kann, beriicksichtigt man
dies in einer energieabhéngigen, laufenden Kopplung. Theoretisch ist eine konsisten-
te Beschreibung nur in renormierbaren Theorien moglich. Man geht hierbei davon
aus, dass die beobachteten Ladungen nicht mit den Eingabeparametern der Theorie
iibereinstimmen. Vielmehr ist sie das Resultat einer Storungsrechnung. Die Ladun-
gen werden somit nicht durch die nackte Kopplung, sondern durch eine renormierte
Kopplung bestimmt. Die Stérungstheorie ist dabei eine Entwicklung nach Potenzen
der Kopplungskonstanten. Treten bei jeder Ordnung neue Typen von Divergenzen
auf, spricht man von einer nicht-renormierbaren Theorie (siehe auch Kapitel 1.5).

Abbildung 5.2.: Vakuumpolarisation: Da die Austauschteilchen selbst Ladung
tragen, kommt es im Falle der QCD im Gegensatz zur QED zu einem Anti-
Abschirmeffekt. Die Gluonen sind hier durch blaue Linien dargestellt. Die Teilchen
der Vakuumpolarisation sind rot eingekreist.

Als natiirlicher Cut-off dient hier die Gitterkonstante a, da nur Impulse beriicksich-
tigt werden, die in der 1. Brillouin-Zone liegen. Die schon in Kapitel 3.1 erwahnte

laufende Kopplung g wird in diesem Fall von a abhéngig, und die Callan-Symanzik
[-Funktion ergibt sich zu

ot (a) =Brar (o)
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5.1. Tuning der Simulationsparameter 3 und k

Eine Storungsreihen-Entwicklung fiihrt zu

—aﬁg (a) =Brar (90) = —Bogs — Brgs — O (95)

Oa
Hierbei sind 5y und (1 Entwicklungskoeffizienten der 3 ar-Funktion, die zu
1 11 2
= — |—N.—=N d
bo 167r2<3 ¢ 3f> o
1 34 10 (N2 —1) Ny
= —— [E=EN2_- N Np—Xx<¢ T
ﬁl (167’(‘2)2 (3 c 3 ciVf NC

bestimmt werden konnen [10]. Mit der totalen Ableitung kann eine Observable
P(a,g) nun tber folgende Differenzialgleichung

0 0
P —\p = 1
{cag+ b (o) 5| Plag) =0 6.1)
ermittelt werden. Dies ist die Renormierungsgruppengleichung (RGE). Die O (a)-
Effekte auf der rechten Seite sind Gitter-Artefakte. Sie brechen das Skalierungs-
verhalten der Observablen und wirken sich auf den Messwert von P(a,g) aus. Im

Kontinuumslimes a — 0 werden sie mit Potenzen von a unterdriickt.

Die Losung der Renormierungsgruppen-Gleichung (5.1) wird mit

S S LS
a_ep{ /oﬂLAT(Q')}

a—=AT1 e%géqg ([3 2)*2%2) o { /gdh[ 1 " 1 b1 }}
= B X [— = J—
LAT 090 PU Lo “ | Brar () " Bk~ Bh
1 _ B
a=A74pe 2% (Bogg) *% {1+0(g5)}

berechnet. Dabei tritt Ap a7 als Integrationskonstante auf. Sie besitzt die Dimension
einer Masse, ist unabhéngig von ¢g und kann definiert werden zu

zu

o

1 B1

. 552 042
Apar = lim —e 2P09% (ﬁogg) RC
g—0 a

Eine physikalische Grofe, z.B. eine Masse m(a,g), ist im Kontinuumslimes propor-
tional zu Apat:

m = CypApar
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Die Masse wird in numerischen Simulationen in Gittereinheiten am gemessen und
héngt von gp in der Form

I _ P
am = Cpe *0% (fogd) *% {1+0 (g)} (5.2)

ab. Bei kleiner werdendem gg sollte eine Region erreicht werden, in der die dimensi-
onslose Grofke am skaliert, wie die 1. Ordnung der Gleichung (5.2). Dieses Verhalten
nennt sich asymptotische Skalierung. Eine logarithmische Darstellung der Funktion
(5.2) findet sich in Abbildung 5.3. Nun seien zwei unterschiedlicher Massen m; und

am 4

10 H
1,0

0,1 H

1,0 1
starke asymptotische -
Kopplung Skalierung &

\ Kontinuum

Abbildung 5.3.: Skalierungsszenario, logarithmischer Plot der Funktion am.

ma betrachtet, die beide wie in Formel (5.2) angegeben, skalieren. Im Kontinuums-
limes gilt fiir das Verhéltnis der beiden Massen

M _ const. x (1+ 0O (a)) = const.
m2

falls die O (a)-Effekte klein sind. Fiir hinreichend kleine Gitterkonstanten ist das
Verhéltnis nahezu konstant. Diese Eigenschaft wird Scaling genannt. Aus diesem
Grunde kénnen in Simulationen g-Werte ab 2,0 verwendet werden, da dort dieser
Bereich beginnt.

Um den Einfluss der Gitterartefakte weiter zu untersuchen, kann es sinnvoll sein, die
Auflésung zu erh6hen und ein groferes 5 zu wéhlen (siehe Abbildung 5.1). Um sicher
zu gehen, dass sich die finite-size Effekte dabei nicht verédndern, wiahlt man dazu
ein groferes Gitter und passt § dementsprechend an. So bleibt das physikalische
Volumen konstant. Fiir einen Ubergang der Kantenlinge L = 8 — 16 wird dazu
das Verhéltnis ag/aie gebildet und AS ermittelt. Die nackte Eichkopplung 3 ist in
dieser Formel implizit iiber go mit

B =2N./g

enthalten.
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5.1.2. k-Tuning mit der Gluino-Masse m: Ward-ldentitdten

In Kapitel 3.3 wurde bereits erldutert, dass CURCI und VENEZIANO ein Modell
vorschlugen, in dem die Supersymmetrie durch einen Gluino-Masseterm explizit
gebrochen wird [20]. Uber den Parameter  wird die nackte Gluino-Masse eingestellt.
Ein Tuning dieses Parameters hin zu einem kritischen Wert k., fiihrt zu einem
Verschwinden der Gluino-Masse.

Die Néhe zum kritischen Punkt kann iiberpriift werden, indem die Masse des adjun-
gierten Pions, wie in Kapitel 5.1.3 beschrieben, gemessen wird. Die nun vorgestell-
te Moglichkeit beruht auf den supersymmetrischen Takahashi-Ward-Identititen. In
Anhang A.10 werden Kontinuums-Ward-Identitdten beschrieben, wiahrend hier nun
die diskrete Formulierung der Gitter-Ward-Identitéten relevant ist [97].

Die diskrete Darstellung der supersymmetrischen Kontinuums-Transformationen
(A.17) ist nicht eindeutig definiert. Es besteht lediglich die Randbedingung, dass eine
diskrete Transformation im Limes a — 0 die korrekte Kontinuums-Transformation
reproduziert. Das Ziel bei Formulierung auf dem Gitter ist es, dass O(a) Effekte
eine moglichst kleine Rolle spielen. So findet man unter Beriicksichtigung der Pari-
tatserhaltung P und Reversibilitat 7, die zu (A.17) dquivalenten diskreten Trans-
formationen

6U (@) = =i %57 (£(2) 3l () A (@) + € (@ + ) 3 (@ 4+ 1) U (=) )

6Uf (@) = 1957 (€ (@) U (@) A (@) + € (@ + @) wd (2 + ) Uf () )

S (z) = %P,w (z) opwe ()
A (x) =— %g(@ O Py (2)

Hierbei haben die infinitesimalen Parameter e(x) und é(x) genau wie im Kontinu-
um Majorana-Eigenschaften. P, (z) stellt eine beliebige Gitter-Formulierung der
Feldstérke F),, (x) dar. Im einfachsten Fall kann sie aus der Uy, (x) Plaquette in der
Form

1

= 5 (UW () - UL, (:c)) (5.3)

(2%

gebildet werden. Fiir die Analyse ist es jedoch von Vorteil, wenn sich P, unter Pa-
ritdtstransformation und Zeitumkehr verhalt wie die Feldstérke F},,, im Kontinuum.
Aus diesem Grunde wurde in [97] und [118] die einfache Plaquette durch die Clover

149



5. Methoden der Analyse

Plaquette
UW (z) = UJ (2) U} (z+ ) Uy (z + 1) Uy (2)
U (2) = Ul (2) Uy (x + 0+ ) Uy (z — D) U (x — D),
3 _ ~ N N N N N
UP (2)=U,(x—0)Uy (-0 - ) Ul (x— i — @) Ul (x — )
U (2) = Uy (x— ) US (z — Q) Ul (z+ 0 — 1) U, (z) .

ersetzt (siche Abbildung 5.4). Der Clover-Plaquette Operator hat dann die Form

4

1 4 4
- (4) _ Wt
P = g 2 (U2 (@) - U @)
Die grundlegende Idee ist, dass eine Observable O unabhéngig von einer supersym-
x —aft + av T+ av x + ajl + av
[ ) [ ) [ J
UL UL
T —ajle ° = ® v +afl
Uy UL
& o o R
x —afl —av x — ap x + afi —av

Abbildung 5.4.: Die Clover Plaquette dhnelt in grafischer Notation einem Kleeblatt.

metrischen, eichinvarianten Transformation den gleichen Erwartungswert liefert
(0) =(0),

sofern die Theorie frei von Anomalien ist. Durch einen Gluino-Masseterm, sowie
die diskrete Struktur des Gitters, wird sowohl die Supersymmetrie, als auch die
chirale Symmetrie jedoch explizit gebrochen. Die SUSY Takahashi-Ward-Identitdt
kann nun analog zum Kontinuum (siche Anhang A.10) erhalten werden

< (Z ViZi <x>) 0 <:r>> =m0 (x (1) O (1) +(Xs () O <y>>_<‘;f (f; > .
I

T T T

Massenbrechung SUSY Brechung andere
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Neben dem Symmetriebrechungs-Term, der durch eine endliche, nackte Gluino-
Masse mgo hervorgerufen wird, erscheinen hier zwei weitere Terme. Der Opera-
tor Xg beinhaltet die symmetriebrechenden Artefakte, wie die durch den Wilson-
Parameter r oder durch die Diskretiserung hervorgerufenen. Des Weiteren tritt ein
sogenannter Kontakt-Term auf, der in Ubereinstimmung mit der on-shell-Wirkung
fiir endliche Distanzen |z — y| > 0 verschwindet.

Die Gitterableitung V wurde in ihrer symmetrischen Form gewéhlt (siehe auch
Anhang B.1), es kann aber auch die Riickwértsableitung verwendet werden. Der
Operator x hat die Form

Zaaﬁ Tt [P (2) X (@)
und der Superstrom ¥ ist gegeben durch

— Z OpoYu It [Pap (z) A ()]

Die genaue Form von Xg wird in [110] und [98] berechnet. An dieser Stelle ist nur
das Verhalten im Kontinuums-Limes

Xs (x) = lim Xg ()

a—0

von Bedeutung. Hiermit ergibt sich die renormierte Ward-Identitét zu

Zs (V¥ (2)) O (y)) + Zr (VT (2)) O (y)) = ms (x () O (y)) + O (a) o
5.4

Die Masse mg ist hierbei definiert als
_ -1
ms = mgo—a  Zy

Zy, Zsund Z7 sind multiplikative Renormierungsfaktoren und 7, ist der Mischungs-
strom

2) =2 7, Tr [P () A(2)]

Nun kann im Prinzip jede Observable O in die Gitter-Ward Identitét eingesetzt wer-
den. Es sollte jedoch ein Operator gewahlt werden, der die gleichen Quantenzahlen
wie x, S, oder VT, hat, da die Erwartungswerte im anderen Fall die Ward Iden-
titdt mit (...) = 0 trivial erfiillen. Daraus folgt fiir O ein Spin von 1/2. Im Rahmen
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der Renormierung der Ward-Identitéaten stellt sich heraus, dass y nur mit Operato-
ren einer Dimension d < 11/2 mischt. Dariiber hinaus treten bei einer hilfsfeldfreien
on-shell Wirkung Mischungen nur Operatoren mit einer Dimension 7/2 < d < 11/2
auf. In der niedrigsten moglichen Dimension d = 7/2 treten nur zwei unabhéngige
Spin-1/2 Operatoren auf

X (y) = ’YOTO(?J>—2ZJijTr[Bj(y))\(y)] und
3
S0 () =20 {300 (v) =2 0y Tr [P (9) A (w)] |

Die Summation geht in diesem Fall nur tiber die rdumlichen Anteile.

Zur Analyse eignet sich besonders der erste Operator, da sein Signal- zu Rausch-
Verhéltnis deutlich besser ist, als im zweiten Fall. Die Gleichung (5.4) kann nun fiir
beide Spin-Komponenten separat gelost werden. Die Separation findet durch eine
Darstellung der Korrelatoren in der Basis der y-Matrizen statt. Es stellt sich heraus,
dass auf einem diskreten Gitter nur die Komponenten vy und 1 ungleich Null sind.
Damit ergibt sich das Gleichungssystem
_ Zr

(VoS0 ()) 10 (y)) + Zs (VT (2)) 1O (y))
Zr
Zs

_amg
= s

(VT (2)) %0 (y)) === (x (2) 700 (v))

(X ()10 (y))

(VoS0 () %0 (y)) +

Dieses Gleichungssystem kann gelost werden, indem es fiir jede Zeitscheibe einzeln
berechnet wird, oder indem in einer Fit-Prozedur alle Zeitscheiben gleichzeitig be-
riicksichtigt werden. Anzumerken ist, dass {iber & summiert wird.

In Abbildung 5.5 wurde die Masse mg fiir verschiedene Werte von x auf zwei Gittern
unterschiedlicher Groke bestimmt®.

'Die Messungen wurden von K. Demmouche fiir die Institutsbegehung 2008 erhoben und ent-
stammen dem dazugehorigen Poster.
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K¢, from gluino masses at =2.3
the linear extrapolation

0.25 T T T
12¢24 :--<---
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Abbildung 5.5.: Extrapolation des verbundenen Anteils von mg o gegen Null. Hierbei

wird die Masse mg = mgo — a_lZX betrachtet.
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5.1.3. k-Tuning mit der adjungierten Pion-Masse a-m

Das pseudoskalare Boson a-n’ besteht aus zwei Gluinos AysA mit mgg (siehe auch
Tabelle 2.6 in Kapitel 2.11). Seine Zweipunkt-Funktion besteht aus einem verbunde-
nen und einem unverbundenen Anteil (siehe Kapitel 6.1.4). VENEZIANO und YAN-
KIELOWICYZ stellten die Hypothese auf, dass sich der verbundene Anteil des Korrela-
tors wie das Pion der QCD verhalt. Es wird in diesem Kontext als adjungiertes Pion
a-7 bezeichnet. Hierbei handelt es sich allerdings nicht um einen physikalischen Zu-
stand der Theorie, da ein Pion aus zwei Flavours (up und down) zusammengesetzt
ist. Die vorliegende Theorie behandelt aber nur einen Majorana-Flavour.

Das adjungierte Pion kann als Goldstone-Boson der chiralen Symmetrie aufgefasst
werden. Im Limes verschwindender Gluino-Massen sollte auch die Masse von a-m
gegen Null gehen, da angenommen wird, dass sie sich in der Nahe des kritischen
Punktes verhélt wie m2_. o mg. a-n’ selbst bleibt massiv, da der unverbundene
Anteil des Korrelators einen Masseanteil liefert. Die Masse des verbundenen Anteils
kann mit der in Kapitel 6.1.4 vorgestellten Methode ermittelt werden. Die Ergebnisse

sind in Abbildung 5.6 dargestellt. Eine Extrapolation zum Punkt m2__ = 0 liefert
eine Abschitzung fiir x¢,
1/1 1
amgo=—|———
D) K Ker

An dieser Stelle ist der ,pseudo”™chirale Limes rekonstruiert. Dieses Verfahren leitet
sich von der OZI-Regel ab. Diese Regel wurde um 1960 unabhéingig von Okubo,
Zweig und lizuka aufgestellt. Sie besagt, dass jeder starke Prozess, dessen Feynman-
Graph nur durch Trunkieren der internen Gluonen-Vertices in zwei Diagramme zer-
fallt, stark unterdriickt ist. Der Giiltigkeitsbereich dieser Aussage beschrankt sich im
urspriinglichen Sinne auf die Wechselwirkungen der QCD. VENEZIANO und YANKIE-
LOWICZ haben diese Regel auf die Supersymmetrie angewendet, um das x-Tuning
mit a-m zu rechtfertigen [20].

Es ist zu berticksichtigen, dass der kritische Punkt k.. durch diese Methode nicht
beliebig genau approximiert werden kann. Ein leichtes Teilchen ist mit einer grofsen
Wellenlénge verkniipft. Wird das Teilchen zu leicht, gewinnen finite-size Effekte eine
Bedeutung, die durch die endliche Kantenlédnge L des Gitters entstehen. Die Ener-
gien werden dann in Folge von Vakuum-Polarisations-Effekten verschoben. Nach
LUSCHER [72] ergibt sich fiir den Fall der QCD

m (L) —m (OO) ~ _ z? e—?m(oo)L

(5.5)
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lattice 16°.32, p=2.3
the chiral limit extrapolation

0.25 T T T

02 1

0.15 1

(am“)2
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0.05 % 1

5.07 5.08 5.09 5.1 511 5.12 513 5.14 5.15 5.16
1k

Abbildung 5.6.: Extrapolation des verbundenen Anteils von a-n’ gegen Null. In An-
lehnung an die QCD wird dieser Teil des Korrelators a-m genannt.

Hierbei ist A eine effektive, niederenergetische Kopplung und bezieht sich auf einen
Streuphasen-Shift. Es hat sich gezeigt, dass Lmg-» > 5 sein sollte, damit finite-size
Effekte vernachléssigt werden kénnen. In Abbildung 5.7 ist zu erkennen, dass sich
der kritische Punkt fiir ¥ mit § verdndert. k.. ist also eine Funktion von [3.

A

Phase Il
(An)<0

Abbildung 5.7.: Phasendiagramm fiir eine SU(2) Eichtheorie mit Gluinos in der
adjungierten Darstellung.
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5.2. Die physikalische Skala der Simulation

In einer Gittersimulation sind anfangs nur die Anzahl der Gitterpunkte in die vier
Richtungen gegeben. Es kann also keine Aussage dariiber getroffen werden, wie grof
die Gitterkonstante a in physikalischen Mafeinheiten ist. Um diese Grofe festzule-
gen, muss eine Simulation durchgefiihrt werden, in der Zusténde dargestellt werden,
deren Eigenschaften aus Experimenten bekannt sind. So haben sich im wesentlichen
zwei Methoden etabliert, um Gittereinheiten an physikalische Grofen zu kniipfen:

e In fritheren Analysen, insbesondere in quenched QCD Simulationen wurde die
String-Spannung ¢ berechnet. Diese Grofle sollte aber bei grofsen Distanzen
gemessen werden, wobei sich dort auch Vakuum-Polarisations-Effekte bemerk-
bar machen, die zu einem Reiffen des Strings fithren (siehe Kapitel 5.2.1).

e Rainer SOMMER hat 1994 daraufhin eine neue Methode vorgestellt, um die
Skala von a zu bestimmen [92]|. Hierbei wird Ry/a bei mittleren Distanzen
bestimmt und dann mit phdnomenologischen Modellen wie das von Cornell
[93] oder Richardson [94] verglichen (siehe Kapitel 5.2.2).

— Es bleibt festzuhalten, dass die Grofe des Gitters in supersymmetrische Model-
len nicht in physikalischen Einheiten angegeben werden kann. Die Begriindung ist
in dem Fehlen experimenteller Messergebnisse zu suchen, die fiir diese Teilchen noch
nicht existieren. Dennoch bilden Sommer-Skala, sowie String-Spannung eine niitzli-
che Basis, um die numerischen Ergebnisse der SYM-Theorie mit denen der QCD zu
vergleichen. Es wird angenommen, dass die Werte in der gleichen Gréfsenordnung
liegen.

In diesem Kapitel wird ¢ und Ry eingefiihrt. Im folgenden Kapitel 5.3 wird darge-

legt, wie die Groflen explizit auf einer gegebenen Feldkonfiguration ermittelt werden
kénnen.
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5.2. Die physikalische Skala der Simulation

5.2.1. Statisches Potenzial und String-Spannung o

Das Potenzial zwischen zwei Farbladungen ist eine physikalisch interessante Grofe,
da es die Dynamik des Eichfeldes charakterisiert. Man bezeichnet das Potenzial als
statisch, wenn es zwischen Quarks gemessen wird, die in der Fundamentaldarstellung
vorliegen und nicht in die Dynamik eingebunden werden. Die Bildung spantaner
Quark-Antiquark-Paare wird also vernachléssigt.

Prinzipiell kann es durch Wilson-Loops bestimmt werden. Formal sind diese Loops
iiber

W(C)="Tr {Peifc Audm“}

definiert. Dabei bezeichnet der Phasenfaktor P das Produkt der Operatoren entlang
eines geordneten Weges. Dieser Weg wird durch C parametrisiert und bildet eine
geschlossene Schleife. A, ist das Vektorpotenzial. Wegen der zyklischen Invarianz
dieser Spur ist der Operator eichinvariant. Eine dquivalente Formulierung auf dem
Gitter lautet

W(C) =Tr U (C)

(zur Definition des Eichtransporters, siehe auch Kapitel 3.2 Formel (3.1)). Explizit
ldasst sich W nun iiber die Erwartungswerte geschlossener R x T Rechteckschleifen
berechnen

1
14% (RaT) :g <W$,1 (R7T) + WCC,Q (R7T) + Wx,:’) (R7T)> )

wobei die Relation
T—1 R—-1 0 0
Wa,p (R,T) =T <H U;+i21,4 H U:Z-s—iﬂ-i-TZL,u H Ua:+Rﬂ+z‘21,4 H Ux“ﬁv“)
i=0 i=0 i=T—1 i=R—1
gilt. Das statische Potenzial kann nun z.B. {iber die Wilson-Loops definiert zu

1 R,T
V(R):_TIEEOW 7

sodass
W(RT) ~ Ce TV

T—o0
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5. Methoden der Analyse

gilt. Zieht man das Quark-Antiquark Paar nun sehr weit auseinander, so kann aus
ihrem Potenzial die String-Spannung ¢ mit

o= fim VU _ g, e WRT)

R—o0 R T—o00 RT

bestimmt werden. Falls die String-Spannung ungleich Null ist, steigt das Potenzial
linear mit R an:

V(R) ~ oR
R—o0
Wenn die Kraft o zwischen weit getrennten Farbquellen konstant ist, so spricht man
von statischem Confinement. Grofe Wilson-Loops gehorchen dann der Fliachenre-
gel

lim W (R,T) = Ce 7T (5.6)
R, T—o00

(siehe [44]). Der Schleifen-Erwartungswert fallt mit der eingeschlossenen Flache A =
R - T exponentiell ab. Die String-Spannung kann aus den Link-Konfigurationen
gewonnen werden. Das Signal ist allerdings statistischen Fluktuationen unterworfen.
Um ein Ergebnis zu extrahieren, bedarf es verschiedener Methoden, die in Kapitel
5.3 gesondert beschrieben werden. Eine weitere Erhéhung der Signalqualitdt kann
durch Smearing-Prozeduren (siehe Kapitel 6.3) erreicht werden.

Anschaulich versteht man unter dem String einen Schlauch, der zwei Quarks mitein-
ander verbindet. Dieser Schlauch besteht aus Gluonen, die einen chromoelektrischen
Fluss bilden und die Quarks aneinander binden. Durch das Auseinanderziehen der
Quarks steigt das Potenzial so lange an, bis die im Schlauch gespeicherte Energie
ausreicht, um reelle Quark-Antiquark-Paare zu erzeugen. Dadurch ensteht ein neuer
hadronischer Zustand, sodass die Gesamtenergie des Systems verringert wird - der
String reifft (siehe Abbildung 5.8). Dieser Sachverhalt gilt allerdings nur in QCD-
Simulationen. In der SYM-Simulation sind die Quarks statisch. Es kénnen keine
Quark-Antiquark-Paare gebildet werden. Als Folge hiervon steigt das Potenzial li-
near an. Es entsteht kein Plateau (siche auch Abbildung 5.9). Die Gluinos sind
offenbar nicht im Stande die Ladungen abzuschirmen.
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5.2. Die physikalische Skala der Simulation

)

Abbildung 5.8.: Die String-Spannung wird durch Gluonen vermittelt. Durch das
Auseinanderziehen dieser Teilchen steigt die potenzielle Energie soweit an, bis der
String durch Paarerzeugung reifit.

P

o

\3\\&

5.2.2. Die Sommer-Skala R,

Der Sommer Skalenparameter Ry [92] ist iiber die Kraft F'(r) definiert, die zwischen
zwei statischen Quarks herrscht
2 _
R*F (R)| p_py =€ - (5.7)
Die hadronische Léngenskala R (¢) wird iiblicherweise zur Definition des Sommer-
Parameters verwendet. Ein phdnomenologisch bestimmter Wert ist Ry, der wie folgt
definiert ist:

R (1,65) = Ry ~0,5fm
Dieser Wert gilt fiir die QCD und wurde in den vorliegenden SUSY-Simulationen

zum Vergleich herangezogen. Mit der Definition des Potenzials als Gradient einer
Kraft lasst sich Formel (5.7) mit der Wahl ¢ = 1,65 umschreiben zu

RZEEZ| =165 . (5.8)
0

Der Wert fiir RgF ist bei einem Abstand von einem halben Femtometer zwischen
den Quarks experimentell besonders gut zu bestimmen und ergibt 1,65. Als néchstes
miissen die Parameter der Simulation mit diesem Wert in Einklang gebracht werden.
Dazu wird

e das Potenzial V(R,T") auf einer gegebenen Link-Konfiguration {U;} mit Hilfe
der Wilson-Loops W gemessen,

e die Kraft F' berechnet oder ein Fit durch die Messwerte gelegt und schlieflich
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5. Methoden der Analyse

e die Sommer-Skala in Gittereinheiten bestimmt.

Das statische Potenzial zwischen zwei Quellen kann nach [95] an die Funktion

1
V(R)=Vo+oR—e-|

ﬁ] (5.9)

gefittet werden. Dies ist der Cornell-Potenzial Ansatz. In dieser Notation gilt R =
IR| und o ist die String-Spannung. [] ist der tree-level Gitter-Coulomb-Term

1, T d%k cos (k-R)
[R]_M/_Tr (2m)* 437 sin? (k;/2) (5.10)

Verwendet man eine optimierte Eichwirkung (siche Kapitel 3.8), so muss [135] fol-
gend fiir den Gitter-Coulomb-Term die Form

(L] = 4n / " dk cos (ke )
R e (2m) 4 {2311 sin? (k;/2) — 412 35, sin? (kj/2>}

verwendet werden, wobei es sich bei f12 um die in Kapitel 3.8 eingefiihrte Kopp-
lungskonstante handelt.

Durch zusétzliche Korrekturterme f, die dem Potenzial V' in der Form
1
V(R)=Vo+oR—e-[p]+f-(hs)

hinzugefiigt werden, kénnen O(a)-Effekte studiert werden. Hierbei sind e und f zwei
Konstanten, die festgelegt werden miissen. Rg ist die mittlere Distanz zwischen R
und R — 1. Es wird {iber

woe (8] [t - [ o

berechnet. Zu beachten ist, dass hier die spezielle Konvention aus der Literatur
iibernommen wurde, die in Formel (5.10) eingefiihrt wurde. Werden diese Effekte
aber unterdriickt und die Konstante e zu e = /12 gewéhlt, so ergibt (5.9) eingesetzt

in (5.8) fiir Ry
1 _
Ro= /2 7C (5.12)
g
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5.3. Bestimmung der String-Spannung o und
Sommer-Skala R,

Um die String-Spannung ¢ oder die Sommer-Skala Ry in Gittereinheiten berechnen
zu konnen, muss das Potenzial V(R,T') ermittelt werden, dass zwischen zwei stati-
schen Quarks herrscht. Im Folgenden werden hierzu drei Verfahren vorgestellt, die
das Potenzial determinieren:

e Durch die Creutz-Ratios x(R,T") kann Ry/a verlésslich festgelegt werden. Sie
sind definiert als

X (R,T) = —log (W(RaT) W(R-1,T — 1))

W(RT — )W (R — 1.T) (5.13)

e Eine weitere Moglichkeit ist der Potenzial-Fit. Dazu trigt man fiir jeweils
konstantes T das entsprechende Potenzial

1
V(RT) = T logW (R,T)
und legt durch diese Werte den Fit

V(R):—%+0R+Vo ,

der durch die Stark-Kopplungstheorie motiviert ist.

o Als dritte Moglichkeit gibt es das Zwei-Fit- Verfahren. Dazu bestimmt man
das Potenzial zuerst aus

o w@D)
VRT) = log <<w (RT 1>>>

Diese Darstellung des Potenzials kann durch die Funktionen
V(RT) =V (R)+cie=T, baw. V(RT)=V(R)+ %
gefittet werden.
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5.3.1. Creutz-Ratios x

Fiir Creutz-Ratios x(R,T") werden Verhéltnisse von Wilson-Loops W(R;,T}) zu ver-
schiedenen Kantenldngen in ortlicher R; und zeitlicher Richtung T gebildet. Sie
wurden in Formel (5.13) definiert. Da fiir R,T — oo die in Kapitel 5.2.1 eingefiihrte
Flachenregel (5.6) gilt

lim W (R,T) = Ce 7”1 | (5.14)
R, T—0o0

ergeben die Creutz-Ratios direkt die String-Spannung o

RT ~ T

X(RT) |~

Da auf einem endlichen Gitter nur eine Extrapolation zu R,T — oo moglich ist,
ldsst sich dieses Verfahren nur bedingt dazu einsetzen, o zu berechnen.

WEeil die Sommer-Skala auf mittleren Distanzen Rg gemessen wird, kénnen Creutz-
Ratios dazu verwendet werden, um verlassliche Werte fiir Ryg/a zu ermitteln. Im
Folgenden wird beschrieben, dass es aber auch moglich ist, das Potenzial aus den
Wilson-Loops nach Formel (5.21) oder (5.22) direkt zu bestimmen und dann die nun
folgende Force Method anzuwenden. Hierzu muss die zwischen zwei Farbladungen
herrschende Kraft

F(Rs) = lim x(RT) =V (R)~V (R 1) (5.15)

ermittelt werden. Hierbei ist Rg die mittlere Distanz zwischen R und R — 1, wie in
Formel (5.11) definiert. Mit dem Cornell-Potenzial Ansatz (5.9)

V(B)=Vo+oR —el<]

kann hiermit die Kraft zu

1
S

angegeben werden. Um Rp/a nun berechnen zu koénnen, wird die Kraft an einem
weiteren Ort R ben6tigt, wobei R’ = R + 1 gewéhlt werden kann

F (Rg) =0 — (5.17)

e—
/2
RS
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Durch Umformen von (5.16) bzw. (5.17) und einem Gleichsetzen folgt daraus

RYF (Rg) — REF (RY)
= R2_R,S2 5 = . (5.18)
S S

Im speziellen Fall von Rg = Ry kann Formel (5.8), also RZF (Ry) = 1,65 eingesetzt
werden
1,65 — RZF (RY)
R~ R?

—0 . (5.19)

Nun kénnen Gleichung (5.18) und (5.19) gleichgesetzt werden zu

RYF (Rg) — R2F (Rs) _ 1,65 — REF (Ry)

5.20
R% ~ R2 R - R2 (5.20)

Zusammenfassend kann folgendes gesagt werden:

e Zur Motivation, die CREUTZ dazu veranlasste, das Verhéltnis (5.13) aufzustellen,
kann konstatiert werden, dass durch Einsetzen von (5.14) in (5.13) direkt die Kraft
(5.15) erhalten wird.

e Bildet man zwei Creutz-Ratios x(R,T) und x(R + 1,T) bei hinreichend grofen
Zeiten T, so kann die Gleichung (5.20) fiir Ry gelost werden.
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5.3.2. Potenazial-Fit

Um die String-Spannung zu bestimmen, kann auch ein Potenzial-Fit durchgefiihrt
werden. Dazu betrachtet man jeweils auf einer Zeitscheibe T' das entsprechende
Potenzial

V(RT) = —% logW (R,T) (5.21)

und legt durch diese Werte einen Fit, der durch die Stark-Kopplungstheorie moti-
viert ist

e
V(R)=——=+0cR+ W
R

Dieser rotationsinvariante Ansatz wird auch als Cornell-Ansatz bezeichnet. Es wird
erwartet, dass sich das Potenzial zwischen einem Quark und einem Antiquark bei
kurzen R-Distanzen wie ein Coulomb-Potenzial

V(R) = Vo — ~
verhélt. Bei groferen Distanzen sollte es durch die starke Kraft motiviert linear
anwachsen

V(R) ~Vy+oR

Die String-Spannung wird schlieftlich auf der ersten Zeitscheibe ermittelt, auf der die
Spannung o konstant ist (sieche Abbildung 5.9). Um die Sommer-Skala zu ermitteln,
muss danach eine zweite Fit-Prozedur durchgefiihrt werden (siehe Abschnitt 5.3.3).

1,6+

1.2+
0,8

0.4+

0

Abbildung 5.9.: Potenzialfit fiir verschiedene Gluino-Massen. Sie werden fiir grofere
k-Werte kleiner: mg o (k = 0,19) > mg o (k = 0,20) > my (k = 0,202). Das Szenario
néhert sich dem kritischen Punkt.
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5.3.3. Zwei-Fit-Verfahren

Mit dem Zwei-Fit-Verfahren kann man sowohl die Sommer-Skala als auch die String-
Spannung bestimmen. Dazu wird das Potenzial mit Hilfe der Wilson-Loops W be-
stimmt. Das Potenzial wird fiir diese Methode nicht wie in Abschnitt 5.3.2 {iber
Formel (5.21) bestimmt, sondern geméf

V(RT) = log (M) . (5.22)

Man fittet die Resultate mit einer der beiden Funktionen

V(RT) =V (R)+cie®T, oder V(RT)=V(R)+ % : (5.23)
Als Solver wird iiblicherweise ein Minimal x2-Algorithmus eingesetzt (weitere De-
tails hierzu finden sich in der Literatur [162]). Den Solvern haftet das inhérente
Problem an, dass sie nur in der Lage sind, lokale Minima zu finden. Als Folge da-
von héngen die Ergebnisse von den Start-Parametern der Fit-Prozedur ab (siehe

Abbildung 5.10).

— Es wird eine Strategie bendtigt, mit der die Start-Parameter moglichst giinstig
gewahlt werden, damit das lokale Minimum dem globalen Minimum entspricht. Fiir
eine gegebene Kantenlinge R des Wilson-Loops liegen die Datenpunkte in einem
Bereich [y . ,%im,y] abhingig vom Zeitintervall [fimin,fmax]. Als Startpunkt wird in
Gleichung (5.23) ¢!, ¢ und V; zu

Ty
& = log(itmm ),

J?tmin"'1
cg = Ty . €Xp (0(1) tmin) und
Vo = Ltin+2 — c(l) exXp (—Cg (tmin + 2))

verwendet. Diese Prozedur wird fiir verschiedene R wiederholt. Die so erhaltenen
Werte werden nun einer zweiten Fit-Prozedur unterzogen. Hierbei werden die Daten
an die Funktion

V(R) = Vo +oR—c (5]~ F-(Rs)

gefittet. Dabei wird e zu /12 festgelegt und fiir Rg die Form (5.11) aus Kapitel
5.3.1 verwendet. Als ndchstes miissen erneut die Startparameter fiir die Fit-Prozedur
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festgelegt werden. In diesem Fall gilt es o9, Vp, fo und eg in der Form

00 = <ZLRmax — LRmax—1>

Vo = LRmax—1 — 00 (Rmax - 1) s

fo= (e (&) - a2 ))

o = (VO + 00 Rmin — mein) ([%D_l

zu wihlen. Das Ergebnis kann in Formel (5.12) eingesetzt werden, um Ry zu be-
stimmen.

A

A

Minimale Abweichung %~
4

Suchintervall [R,,..R,..] =
Abbildung 5.10.: Hier ist das Startwertproblem des y2-Minimierungs-Verfahrens
symbolisiert. Der Algorithmus findet nur die lokalen Minima. Damit liefern unter-
schiedliche Startparameter z.T. unterschiedliche Ergebnisse fiir die Fit-Parameter.

Im Folgenden sei an einem einfachen Beispiel dargestellt, wie die Suche nach ge-
eigneten Startwerten systematisiert werden kann. Man betrachte zwei benachbarte
Punkte ¢ und ¢ + 1 und mochte fiir eine gegebene Fitfunktion aexp(bt) geeignete
Startparameter ¢ und b suchen. Es gilt

ct)=ae™™ und c(t+1)=ae 0+

Dabei ist ¢ so zu wahlen, dass es in der physikalisch relevanten Region liegt. Im
Fall der String-Spannung entspricht dies einem grofien ¢, also ¢t = tpax — 1 und
t + 1 = tmax- Nun ist der Startwert fiir den Fit-Parameter b festgelegt mit

t 1 t+1 t
70() = — —>6_b:70(+ ) ab:logic()

c(t+1) e c(t) c(t+1)
Eine andere Moglichkeit, die Startparameter fiir eine Fit-Prozedur besteht darin,
das Suchintervall (sieche Abbildung 5.10) in mehrere Sektoren zu unterteilen. An-
schliefsend werden Fits durchgefiihrt, deren Startparameter jeweils in einem anderen

Sektor liegen.
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5.4. Autokorrelationszeiten

Die Konfigurationen [U;,¢;], die wihrend der Simulation erzeugt werden, sind nicht
unabhéngig voneinander, sondern sie besitzen eine gewisse Autokorrelation. Fiir eine
Observable A[U,¢] ist die unnormierte Autokorrelationsfunktion als

N—T1
Pa(r) = Jim % (AlUnir dnir] = A) (AlUn 6a] = 4)  (5.24)
n=1

definiert, wobei A den Mittelwert

1 X
A= I ;A[Ui,ﬁbi]

bezeichnet. n symbolisiert die n-te Konfiguration in der Markov-Kette und 7 ist der
Monte-Carlo Zeitabstand. Aus Formel (5.24) ergibt sich die integrierte Autokorre-
lationszeit

_1 > FA<T)
Tint,A — 2 Z FA(O) .

T=—00

Mit dieser kann der statistische Fehler durch die Varianz abgeschétzt werden zu
02~ Vi A — (22 - @)
A — int, N

Diese wiirde sich fiir statistisch unabhéngige Konfigurationen zu
2 —2
p _ (4247
oy = ——
N -1

ergeben, so dass die tatsdchliche Anzahl Ny, unabhéngiger Messungen ungefahr

N

Nt t =
* 2Tint,A

ist. Soll eine Gittersimulation durchgefiithrt werden, so ist es sinnvoll, in einem ersten
Schritt die Autokorrelationszeiten einer priméren Groke zu bestimmen. Ublicherwei-
se wird hier die Plaquette in zeitlicher Richtung gemessen. Dazu werden hinreichend
viele MC-Schritte im Gleichgewicht berechnet und dabei jede Konfiguration abge-
speichert. Dann wird die Autokorrelation gemessen, damit in einem zweiten Schritt,
der eigentlichen Simulation, nur noch Konfigurationen abgespeichert werden miis-
sen, die unkorreliert sind.
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5. Methoden der Analyse

In Abbildung 5.11 wurde die Autokorrelation einer zeitlichen Plaquette dargestellt,
die mit einer PHMC-Simulation gemessen wurde. In diesem Fall sind die Zustéin-
de nach ungefahr 50 Sweeps unkorreliert, da die Korrelationsfunktion dann auf 0
abgefallen ist. Negative Korrelationen im Grenzfall sehr grofser und feiner Gitter
wéren iiberraschend. An dieser Stelle wird ihr Auftreten auf die endliche Stati-
stik und der damit verbundenen grofen Fehlerbalken der Messwerte zuriickgefiihrt.
Es sei angemerkt, dass die Korrelationszeit in diesem Beispiel fiir einen PHMC-
Algorithmus sehr lang ist. Die Ursache liegt in der Wahl sehr kurzer Zeitschritte in
der Monte-Carlo Zeit 7 begriindet (siche Kapitel 4.14.4). Im Optimalfall liegt eine
Autokorrelation vor, die weniger als 10 Konfigurationen betragt. Hierzu miissen gro-
Kere Zeitschritte gewdhlt werden und ggf. die Polynomordnung angepasst werden,
um eine geforderte Akzeptanzrate von 80% zu erhalten (siehe Kapitel 4.12). Die

1

08 |

0.6

02+

Autokorrelation

-02 |

-0.4

0 50 100 150 200 250 300
sweeps

Abbildung 5.11.: Bestimmung der Autokorrelationszeit der zeitlichen Plaquette. Die
Fluktuationen in der roten Kurve werden durch die endliche Statistik begriindet.
Im Grenzfall der unendlichen Statistik wiirde man einen Verlauf erwarten, welcher
der griinen Kurve entspricht.

Autokorrelationszeiten dienen zur Abschétzung des statistischen Fehlers. Nun kann
sie jedoch nur fiir primére Groflen, wie der Plaquette, prézise bestimmt werden. Fiir
sekundére Observablen, die z.B. nichtlinear aus Plaquetten zusammengesetzt wer-
den, miissen andere Methoden angewendet werden, da die Autokorrelationszeiten
hier keine zuverldssigen Werte liefern (siehe Kapitel 5.5).
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5.5. Bestimmung des statistischen Fehlers von Observablen

5.5. Bestimmung des statistischen Fehlers von
Observablen

Bei der Berechnung der Erwartungswerte ist es wichtig, den mit ihr verbundenen
Fehler angeben zu kénnen, um aussagekraftige Ergebnisse zu bekommen. Dabei kann
zwischen systematischen und statistischen Fehlern unterschieden werden. Die Ursa-
che des statistischen Fehlers liegt darin begriindet, dass nur endlich viele Stichpro-
ben betrachtet werden konnen. Der systematische Fehler hat viele Ursachen. Hierbei
spielen die in Kapitel 5.1.3 behandelten finite-size Effekte genauso eine Rolle wie
O(a) Fehler, also Diskretisierungsfehler, die auf der Endlichkeit des Gitterabstandes
beruhen (siehe Kapitel 5.1.1). Dartiber hinaus konnen systematische Fehler durch
die polynomiale Approximation der Fermion-Determinante im PHMC-Update nicht
ganzlich vermieden werden. Die systematischen Fehler sollten im allgemeinen kleiner
gehalten werden, als die statistischen.

Eine primére Observable entspricht auf dem Gitter einer Grofe, die direkt gemessen
werden kann, wie z.B. die Plaquette. Eine sekundére Observable ist ein Operator,
der eine nichtlineare Kombination primérer Grofsen darstellt. Hierzu zéhlen z.B. die
Operatoren, aus denen die Massen der Teilchen bestimmt werden. Im Allgemeinen
ist nicht direkt ersichtlich, welcher statistische Fehler diesen Gréfen anhaftet. In
Abschnitt 5.5.1 und 5.5.3 werden nun Methoden besprochen, mit denen diese Fehler
kontrolliert werden kénnen.
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5. Methoden der Analyse

5.5.1. Jackknife Analyse

Ein allgemeines Verfahren, um den Fehler eines Erwartungswertes abzuschéitzen ist
die Bootstrap-Methode [164]. Die allgemeine Vorgehensweise ist wie folgt:

e Man startet mit einer Stichprobe der Grofe V.

e Man berechnet aus dieser Stichprobe ein neues Replikat. An dieser Stelle kon-
nen unterschiedliche Methoden verwendet werden, das Replikat zu ermitteln.

e Man berechnet die Varianz der Stichprobe

e Man wiederholt die Prozedur T-fach, um die Verteilung des Schétzers zu er-
mitteln.

Es werden verschiedene Realisierungen der Bootstrap-Methode verwendet. Eine von
ihnen ist die Jackknife? Analyse. Diese Methode wurde 1949 von Quenouille einge-
fiihrt und 1958 von Tukey weiter entwickelt. Sie diente vorrangig der Ermittlung des
Bias und der Varianz eines Schétzers und wird insbesondere herangezogen, wenn ei-
ne hohe Varianz oder Extremwerte in der Verteilung existieren. In solchen Fallen
kann sie eine verzerrungsreduzierte Schétzung liefern.

Sei A; eine Stichprobe von A und A}-f der Mittelwert von N Stichproben, wobei die
Komponente A; entfernt wurde

Al = —— N4

Durch dieses Vorgehen kann der Einfluss von Einzelereignissen auf den Erwartungs-
wert untersucht werden. Als nichstes wird der Mittelwert §” einer sekundéren Grofe
y(A) ermittelt. Dies geschieht iiber den Jackknife-Schétzer yj = y(A}J ) mit

1 N
—J J
i =52l
j=1

Die Varianz der sekundéren Variablen kann iiber folgende Formel ermittelt wer-
den:

_ N-1& 2
o (7) = —x— 2 (v —¥')

=1

2Den Namen zu der Methode lieferte das Schweizer Taschenmesser, dessen Einzelteile heraus-
klappbar sind.
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5.5. Bestimmung des statistischen Fehlers von Observablen

5.5.2. Die Blockbildungs-Methode

Im Allgemeinen sind die verwendeten Konfigurationen miteinander korreliert und
man wiirde den Fehler unterschitzen, falls man dies nicht beriicksichtigen wiirde.
Um die Korrelationen zu eliminieren wird die Blockbildungs-Methode verwendet [81].
Hierbei werden n Messungen in N/n Blocks gesammelt. Jeder dieser Blocks wird
nun wie eine einzelne Messung behandelt, die wieder einer Jackknife Analyse un-
terzogen werden kann. In Abhéngigkeit verschiedener Block-Grofen fithrt dies zu
unterschiedlichen Schéatzwerten op fiir den Fehler. Im Limes unendlicher Statistik
sollte sich der Fehler fiir grofser werdende Blocks asymptotisch einem Grenzwert né-
hern. Dieser Wert kann als Standardabweichung der unkorrelierten Daten angesehen
werden.

Die integrierte Autokorrelationszeit kann mit
_ 103, ®)
2 01 (9)
erhalten werden, wobei o2 (i) den Fehler bei einer Block-GréRe n bezeichnet. a,%u (7)

entspricht dem Fehler bei einer Blockgrofe, unter der die Konfigurationen unkorre-
liert erscheinen. o2 (¢) ist der naive Fehler ohne Blockbildung.

Tint (y (A))
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5. Methoden der Analyse

5.5.3. Methode der Linearisierung

Die Fehler der Jackknife Analyse werden mit der Blockbildungsmethode stabilisiert.
Neben diesem Verfahren zur Fehlerabschédtzung hat sich ein weiteres Verfahren eta-
bliert, dass parallel eingesetzt wird, um den Fehler zu kontrollieren. Hierbei handelt

es sich um die Methode der Linearisierung [82]. Sie ist auch unter dem Namen
I'-Methode oder Ulli Wolff-Methode bekannt geworden.

Diese Methode basiert auf der Annahme, dass die Abweichung der Stichprobe ei-
ner sekundéiren Beobachtungsgrofle fiir eine hinreichend gute Statistik durch die
Formel

y(A)_y(A)SZ(Aj_Aj) aAJ

beschrieben wird. Die Werte der Ableitung sollten an der Stelle der korrekten Er-
wartungswerte konstant sein, dann kann die Abweichung der Stichprobe als Linear-
kombination primérer Observablen ausgedriickt werden. Mit dem Schétzwert

dy(A) _ 9y(4)
0A; A

A=A

kann die Abweichung dargestellt werden, als

y(A) —y(A) = (A —A) g =45— 4y
j

wobei Ay eine Linearkombination primérer Observablen ist
A= Ayl
J

Aus diesem Grund ist Ay ebenfalls eine primére Observable. Ihr Erwartungswert ist
gegeben zu

N
o 1 .
Ag=) A= N > Ay,
j i=1
Die Varianz von y(A) kann aus

o= (A~ 7))

ermittelt werden. Hieran ist zu erkennen, dass der Fehler der sekundéren Groke
y(A) anhand der integrierten Autokorrelationszeit der priméren Observablen Ay
abgeschétzt werden kann.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

Ein bedeutendes Ziel bei den Bestrebungen, eine Quantenfeldtheorie auf dem Git-
ter zu simulieren, ist es, das Massenspektrum der Theorie zu analysieren und die
Teilchenmassen zu bestimmen. Teilchen gehoéren zur irreduzible Darstellungen ih-
res Darstellungsraumes und kénnen durch diese klassifiziert werden. In Kapitel 6.1
wird gezeigt, wie Korrelatoren auf einem Gitter konstruiert werden kénnen, die sich
dazu eignen, die physikalischen Zustédnde zu messen. Die Korrelatoren fiir Gluebélle
werden in Abschnitt 6.1.2 dargestellt, die Gluino-Gluebélle finden sich in Abschnitt
6.1.3 und die Gluinobélle in Abschnitt 6.1.4. Die Massen der Teilchen werden iiber
Zeitscheiben-Korrelationsfunktionen bestimmt und finden sich in Kapitel 6.2. Da-
bei entsprechen sie dem Fit-Parameter in der Exponenzialfunktion des Massenfits.
Néheres wird in Abschnitt 6.2.2 erlautert. Zu beriicksichtigen ist, dass angeregte
Zustande sowie ein Untergrundrauschen Einfluss auf die Messgrofe haben (siehe
Abschnitt 6.2.1).

Um Storeinfliisse zu unterdriicken, konnen Operatoren verwendet werden, die einen
besseren Uberlapp mit dem untersuchten Zustand haben. Diese Technik nennt sich
Smearing (Kapitel 6.3) wobei zwischen dem APE-Smearing fiir bosonische Zustédnde
(Abschnitt 6.3.1) und Jacobi-Smearing fiir fermionische Zustdnde (Abschnitt 6.3.2)
unterschieden wird. Durch eine Kombination verschiedener Smearing Level kann
sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen eine weitere Verbesserung der Signal-
qualitét erreicht werden. Hierbei handelt es sich um die Variationsmethode, die in
Abschnitt 6.3.3 beschrieben wird.

Zur Berechnung der Korrelationsfunktion fermionischer Zustédnde sind Matrix-In-
versionen notwendig (siche Kapitel 6.4). Da die @Q-Matrix diinn besetzt ist, eignet
sich zu ihrer Inversion das Konjugierte Gradientenverfahren aus Abschnitt 6.4.1
am Besten (siehe hierzu auch Anhang B.9). Da es besonders aufwendig ist, den
unverbundenen Anteil der adjungierten Mesonen zu bestimmen, wurden auch hier
Optimierungen realisiert. Zum Einen gibt es die Volume Source Technique (VST)
(Abschnitt 6.4.3), zum Anderen wurde auch die Stochastic Estimator Method (SET)
untersucht (Abschnitt 6.4.4), die die besondere Eigenschaft hat, dass sie mit der
Deflating Methode kombinierbar ist, die in Kapitel 6.5 besprochen wird.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.1. Korrelatoren

In Kapitel 2.11 bzw. Kapitel 2.12 wurde das Teilchenspektrum dargestellt, dass sich
ergibt, wenn man die supersymmetrische N' = 1 Niederenergie-Lagrange-Dichte
fiir ein Eichfeld in euklidischer Formulierung aufstellt. Dieses Spektrum findet sich
zusammengefasst, der Masse nach absteigend geordnet in Tabelle 6.1 wieder. Bei

Tabelle 6.1.: Teilchenmultipletts der N/ = 1 Super YANG-MILLS Theorie nach FARR-
AR-GABADADZE und SCHWETZ. Die Teilchen sind der Masse nach absteigend ange-
ordnet. Das schwerere Multiplett entspricht dem VENEZIANO-YANKIELOWICZ Mul-

tiplett.
Meson Spin Masse Name

VENEZIANO-YANKIELOWICZ Multiplett

e 1 Skalares Boson A\ 0 mggr a-fo
e 1 Majorana-Fermion F XM 1/2  mg;  Gluino-Glueball
e 1 Pseudoskalares Boson A5\ 0 mg; a-n'

FARRAR-GABADADZE-SCHWETZ Multiplett-Erweiterung

e 1 Pseudoskalares Boson  F* el F,, 0 mgg_ 0~-Glueball
e 1 Majorana-Fermion F X" 1/2  mgz Gluino-Glueball
e 1 Skalares Boson FME,, 0 mgér 0F-Glueball

den Teilchen in Tabelle 6.1 handelt es sich um das niederenergetische Spektrum der
Theorie. In den folgenden Abschnitten wird es die Aufgabe sein, Gitteroperatoren zu
konstruieren, die den jeweiligen Teilchengehalt des Feldes extrahieren. In der QCD
ist das Pion das Goldstone-Boson der chiralen Symmetriebrechung, dessen Masse im
Kontinuumslimes verschwindet. In der Supersymmetrie wird der verbundene Anteil
von a-n’ in Analogie zur QCD mit dem adjungierten Pion a-7 identifiziert. Es ist
kein eigensténdiges Teilchen, sondern es dient lediglich dazu, den kritischen Punkt
Ker abzuschétzen (siehe Kapitel 5.1.3). Des Weiteren versteht man unter a-o den
verbundenen Anteil von a- fy.
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6.1. Korrelatoren

6.1.1. Irreduzible Darstellungen der kubischen Gruppe O

Im Kontinuum sind Gluebélle Objekte mit ganzzahligem Spin J, die durch irreduzi-
ble Darstellungen ihres Darstellungsraumes klassifiziert werden kénnen. Zu diesem
Sachverhalt empfiehlt sich auch ein Blick in Anhang A.5 und A.8. Ein guter Uber-
blick {iber die Gruppentheorie findet sich dartiber hinaus in [146]. Da ein Spinor zwei
Komponenten besitzt, handelt es sich zuerst einmal um Darstellungen der SU(2).
Die Gruppe der SU(2)-Matrizen ist die Uberlagerungsgruppe der SO(3). Die bei-
den Gruppen sind lokal isomorph zueinander, unterscheiden sich aber global darin,
dass eine Drehung um 27 im Fall der SU(2) ein Minuszeichen mit sich bringt. Die
SO(3) ist die Gruppe der Drehungen im dreidimensionalen Raum und fiir Teilchen
relevant, die der Lorentz-Transformation gehorchen.

Gluebille sind nun also irreduzible Darstellungen D der Drehgruppe SO(3). Auf
dem Gitter wird die kontinuierliche Rotationssymmetrie auf eine diskrete Symme-
trie heruntergebrochen. Ein kubisches Gitter ist nicht rotationsinvariant. Demnach
sind Gitterzustédnde unter beliebigen Drehungen nicht invariant und damit als un-
physikalisch anzusehen. Mit Hilfe der kubischen Gruppe O kann nun die Rotati-
onsinvarianz wieder hergestellt werden, indem die Symmetrie der kontinuierlichen
Theorie durch die untergeordnete kubische Symmetrie eines Gitters ersetzt wird.
Die Eigenzusténde des Gitter-Hamiltonoperators konnen nun nach den irreduziblen
Darstellungen von O klassifiziert werden. Diese wurden von MORNINGSTAR und
PEARDON ausfiihrlich in [37] beschrieben und in [111] ndher untersucht. Sie werden
nach

Ay, Ay, E, T und 15
unterschieden. Dabei sind die A-Darstellungen eindimensional, die E-Darstellung

ist zweidimensional und die T-Darstellungen sind dreidimensional.

Die untergeordnete Darstellung D? | O ist keine irreduzible Darstellung von O.
Allerdings handelt es sie hierbei um eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen
von O

D?lOo=T,0T,®... |,
wobei I'; € {A1, Ay, E, T, T3} ist. Fiir die Spins bis J = 3 ergibt sich

DY = A

DY = 7

DY = Eol

DY = AeTiel
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

Die physikalische Konsequenz dieser direkten Summe wird am Beispiel von J = 2
deutlich. Im Kontinuum wird ein Spin-2-Teilchen durch ein Quintuplett von entar-
teten Zusténden beschrieben. Auf dem Gitter wird man verschiedene Massen fiir
das E-Dublett und das Triplett T5 finden. Im Kontinuum sollten die beiden Massen
allerdings entartet sein, da beide Zustdnde den gleichen Spin-2-Glueball beschrei-
ben.

Da das Teilchenspektrum von FARRAR, GABADADZE und SCHWETZ nur Gluebélle

vom Typ Spin-0 beinhaltet, kann die Suche nach einem geeigneten Gitter-Operator
auf eine Observable mit A; Inhalt beschrankt werden.
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6.1. Korrelatoren

6.1.2. Gluebille J7¢ = 0t und JP¢ =0

Im Folgenden ist es das Ziel, einen geeigneten Gitter-Operator zu finden, der Glue-
bélle beschreibt. Im Kontinuum lasst sich der physikalische Zustand aus Eigenzu-
standen [¢,) des Hamiltonoperators geméf

[v) = ch |¥n)

entwickeln. n setzt sich aus den iiblichen Quantenzahlen der Spin-J-Darstellung
zusammen und beriicksichtigt zusdtzlich angeregte Zustdnde mit identischem Spin,
sodass jeder Eigenzustand [1,) zu einem Multiplett mit eindeutig bestimmtem Spin
J gehort. Auf dem Gitter erhélt man einen physikalischen Zustand [¢(Z,t)), indem
man einen vollstdndigen Satz geeigneter Operatoren O; auf den Vakuumzustand
anwendet

V(1)) = ZciOi (Z,t)[0) . (6.1)

Der Operator O; habe die Bedingung (0 ]O;|0) = 0 zu erfiillen und auch in der Git-
tereichtheorie stellt man die Forderung nach Eichinvarianz. Um die erste Bedingung
zu erfiillen, verwendet man

O (@) = TeU (C) — (TrU (G;))  —  (0]0;]0) =0 . (6.2)

U (C;) ist dabei der Paralleltransporter entlang einer geschlossenen, raumartigen
Kontur eines Polygons. Im einfachsten Fall beschriankt man sich hier auf Wilson-
Loops der Lénge vier. Da spéter Korrelationen in Zeitrichtung gemessen werden
sollen, wird darauf geachtet, dass diese Wilson-Loops sich in einer Zeitscheibe be-
finden. Man betrachtet also die Plaquette Up, die in Kapitel 3.2 eingefiihrt wurde.
In [38] findet sich hierzu eine Zusammenstellung aller irreduziblen Darstellungen
der kubischen Gruppe mit Wilson-Loops bis zur Lénge acht.

Fiir die Konstruktion eines Gitter-Operators ist auch die Impuls-Darstellung von
Bedeutung, die man durch Fourier-Transformation erhalt

. 1 G (=
O; (p>t) :\/? Zep O; (l‘,t)

Fir das Massenspektrum der Gluebille sind nur Zustdnde mit p = 0 relevant.
Demnach beschrankt sich der Satz von Operatoren auf

0;(7=0.) :\/1?3 Z O; (Zt) . (6.3)
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

Ein Glueball besitzt neben den Transformationen der kubischen Gruppe zwei weitere
diskrete Symmetrien. Zum Einen wére da die Paritéit P zu nennen, die das Verhalten
bei Raumspiegelung beschreibt. Die Paritdt kann die Werte P = 41 annehmen.
Zum Anderen ist das Verhalten der Wilson-Loops bei komplexer Konjugation von
Bedeutung. Die zur Ladungskonjugation gehdrenden Eigenwerte kénnen ebenfalls
die Zahlen C = £1 annehmen. Die fiir das betrachtete Teilchenspektrum aus Tabelle
6.1 relevanten Gluebélle sind
JPC — 0++

und JPC =0""

Mit den Formeln (6.1), (6.2) und (6.3) ldsst sich nach [38], bzw. [111] der Operator
fiir den skalaren Glueball F**F),, auf dem Gitter darstellen als

Opt++ (Ux) = Tr[Usz(z)+ Uss (z) + Usy (2)]

Dieser Operator besitzt einen A1++—Inhalt. Um einen Operator mit Aff—lnhalt zu
erhalten, bedarf es einer Konstruktion aus Wilson-Loops, die durch Drehung nicht in
ihr Spiegelbild tiberfiihrt werden kann. Fiir den pseudoskalaren Glueball FH €] F,
findet man

Og—+ (Uz) = > (Tt W (C)] - Tr W (PC)]) (6.4)
ReO},

wobei eine Darstellung dieses Operators in Abbildung 6.1 skizziert ist. Es wird {iber
alle Rotationen in der kubischen Gruppe summiert und PC ist das Spiegelbild von
C. Ergebnisse der Analyse finden sich in Anhang C.6, Tabelle C.8.

Abbildung 6.1.: Wilson-Loop Operator mit A; T-Inhalt fiir den pseudoskalare Glue-
ball. Man beschrankt sich auf Konstruktionen in raumartige Richtungen. Zeitliche
Korrelationen werden so unterdriickt. Hierdurch werdeb Fehlerquellen bei der Be-
stimmung der Massen mit Zeitscheiben-Korrelationsfunktionen minimiert.
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6.1. Korrelatoren

6.1.3. Gluino-Glueballe

Im Unterschied zur QCD ist es in der Supersymmetrie moglich, Bindungszustinde
zwischen Gluonen und ihren fermionischen Partnern zu konstruieren (siehe auch
[39]). Diese Zustidnde besitzen also kein Pendant in der QCD. Um ein Gluino-Glue-
Zustand  F,, X"\ auf dem Gitter zu messen, kann der Operator

Zaaﬁﬁ Py (@)X (@)]

verwendet werden. P;; ist hierbei die Clover-Plaquette (siche Formel (5.3)). Sie
reproduziert den Feldstdrke-Operator auf dem Gitter. Der Vorzug gegeniiber der
einfachen Plaquette besteht in dem verbesserten Transformationsverhalten bei Pari-
tatstransformation oder Zeitspiegelung und der damit verbundenen Nahe zum Kon-
tinuum. Diese Plaquette befindet sich dabei in einer Zeitscheibe und besitzt eine
rdumliche Ausdehnung. Man wéhlt dabei keine Terme mit zeitlicher Ausdehnung,
da die Masse des Zustandes iiber eine zeitliche Korrelationsfunktion ermittelt wird
und Einfliisse diesbeziiglich zu vermeiden sind.

Die Zeitscheiben-Korrelationsfunktion wird aus zwei Plaquetten gebildet. Hierbei
handelt es sich um eine Quelle source und eine mit ihr verbundenen Senke sink.
Anschaulich handelt es sich um ein Teilchen, dass zu einem Zeitpunkt an einem Ort
y erzeugt wird, durch die Raumzeit propagiert und an einem Ort z anhiliert wird.
Der Korrelator hat die Form

C*7 (At) =—*ZZ 5T [Py (2) 0] (7)Y T [P (y) o o)

Z ij,kl

=z

FEine grafische Darstellung findet sich in Abbildung 6.2. Da die Korrelationsfunktion
nur eine Gluino-Linie besitzt, hdngt sie von den gewédhlten Randbedingungen fiir
die Fermionen in zeitlicher Richtung ab. Man kann durch das direkte Einschieben
einer y4-Matrix vor die Fermionmatrix, auch bei antiperiodischen Randbedingungen
in Zeitrichtung, eine periodische Korrelationsfunktion fiir Fermionen erhalten. Um
den Korrelator berechnen zu kénnen, wird nun wie folgt vorgegangen:

e Die Quelle y auf einer Zeitscheibe wird zufillig gewéhlt.

e Dann wird die sogenannte wall source ermittelt, die die Zeitscheibe wie eine
Wand vollstandig abdeckt. Diese Quelle ist eine vektorielle Grofe der Form

xij (y) = Tr [Bij (y) 0]
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

Abbildung 6.2.: Grafische Darstellung des Gluino-Glueballs

o Als néchstes wird

z=Q 'x(y)

berechnet. An dieser Stelle empfiehlt sich das konjugierte Gradientenverfahren
(sieche Kapitel 6.4.1). Es handelt sich bei der Fermionmatrix ) um eine grofe
und diinn besetzte Matrix. In solchen Féllen eignet sich dieses Verfahren zur
Matrixinversion am Besten. Als Quelle kann in Raum, Farbe und Spin z.B.
eine d-artige Form verwendet werden, mit w?[ﬁ)%a] = 0zy0ap0ap- In anderen Fal-
len findet die sogenannte wall source Verwendung, bei der eine vollstandige
Zeitscheibe mit Eintragen ungleich Null gefiillt wird (siehe auch Abschnitt
6.3.2). Zur Verbesserung des Operatoriiberlapps werden im sogenannten Ja-

cobi Smearing auch geschmierte Quellen eingesetzt (siehe Kapitel 6.3.2).

e Zum Schluss wird der vollstdndige Korrelator erhalten, indem z mit x () und
o multipliziert und kontrahiert wird.
Es kann gezeigt werden [118], dass der Gluino-Glue Korrelator die Struktur
C (At) = C1 (At) 1 + Co (At) vo
aufweist. Unter Zeitspiegelung ergibt sich
Cy (At) = =C1 (T — At) und Cs (At) = Co (T — At)

Diese Eigenschaft erlaubt es, die Masse des Gluino-Glueballs auf zwei verschiedene
Arten zu bestimmen. Es ist anzumerken, dass es in beiden Multipletts Gluino-Glue-
Zustinde gibt (siche Tabelle 6.1). Beide Teilchen haben einen Uberlapp mit dem

180



6.1. Korrelatoren

Korrelator. Die Masse lasst sich aber nur fiir den Zustand des leichteren Multi-
pletts beschreiben, also dem Gluino-Glue-Grundzustand. Das schwerere Teilchen
sollte aufgrund der grofen Masse nur kleine Beitriage liefern (sieche Kapitel 6.2.1).
Ergebnisse der Analyse finden sich in Anhang C.6, Tabelle C.9.

Gluino-Glueand n’ mass

T T T T
5 - —
» i
4 |
hd "
N i
]
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1= ® ggL=16 M
m gglL=24
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2
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Abbildung 6.3.: In dieser Abbildung ist sowohl der Gluino-Glueball als auch a-n’
auf verschiedenen Gittern mit und ohne STOUT-Smearing simuliert worden. Die
Simulation wurde von Istvan Montvay durchgefiihrt, wobei Kamel Demmouche die
Konfigurationen analysierte.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.1.4. Gluinobaille a-fy und a-n’

Das Spektrum von VENEZIANO und YANKIELOWICZ besitzt neben den Gluebéllen
und den Mischzusténden aus Gluonen und Gluinos auch Zustédnde, die nur aus Glui-
nos bestehen. Sie sind vergleichbar mit den Mesonen der QCD, die jeweils aus zwei
fermionischen Elementarteilchen bestehen und werden deshalb auch als adjungierte
Mesonen bezeichnet. Die Namensgebung beruht auf der Tatsache, dass Gluinos sich
nach der adjungierten Darstellung transformieren. Dieser Sachverhalt wurde in Ka-
pitel 2.8 erértert. Ein Uberblick zur adjungierten Darstellung findet sich in Anhang
A.12. In Anlehnung an die QCD werden die Teilchen als a-fy und a-n’ bezeichnet.
Dabei transformiert

Ouepy (2) =X () A () (6.5)
wie ein skalares Teilchen. a-n transformiert wie ein pseudoskalares Teilchen

Oy (1) =A (1) 1A (2) . (6.6)

Die Nomenklatur beruht auf einem unkonventionellen Namensschema. Anstelle von
fo wird héufiger die Bezeichnung o gewahlt. Der verbundene Anteil der Korrelati-
onsfunktion wird bei fj in der Supersymmetrie a-o genannt. Der verbundene Anteil
des Korrelators beschreibt ag in der QCD.

Die zu Gleichung (6.5) bzw. (6.6) gehorende Korrelationsfunktion kann nun allge-
mein mit der 2n-Punkt-Funktion

- - 1 o _ _
<)‘y1 /\m e )‘yn Axn> = E / [U] eSCV[U} Z Eyi---yﬁ [U]z1lm1 @ [U]znlmn
21...2n

berechnet werden (die detaillierte Rechnung findet sich in [116]). In dem Fall einer
Quelle bei z und einer Senke bei y ergibt sich

Cyg (x,y) = (A (@) TA (2) A () TA (y))
= (Tree {TQuy } Trec {TQyy } = 2Trec {TQyTQ: })

Daraus ergibt sich fiir den Zeitscheibenkorrelator
1
Cog (A8) =73 > (Tree {TQa } Troe {TQpy } = 2Troe {TQZ T Q0 })
.y
1 _ _ _ _
S (T {TQE} T {105 )) 23 (Trae {TQEITQ)

g

(6.7)
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6.1. Korrelatoren

Hierbei ist T' € {1,75} mit der Eigenschaft CI'7C~! = —T". Die Spur Tr,. geht iiber
Dirac- und Farbindizes. Dem verbundenen Anteil

Ogg (At)conn. =2 Z <Tr3c {FQI_?JIFQ?;;}>

kommt hierbei eine besondere Rolle zu. Er entspricht fiir I' = 75 in der QCD
dem aus u- und d- und deren Anti-Quarks aufgebauten Pionen. Das Pion ist das
Goldstone-Boson der chiralen Symmetriebrechung, dessen Masse im Kontinuums-
limes verschwinden sollte. In dem hier behandelten supersymmetrischen Model ist
dies kein physikalischer Zustand, da lediglich mit einem Majorana-Flavour (oder
genauer Ny = 1/2 Dirac-Flavours) gearbeitet wird. Dennoch dient die Uberpriifung
dieser Grofe zur Abschitzung des kritischen Punktes (siehe hierzu Kapitel 5.1.3).

Fir I' = 1 entspricht der verbundene Anteil dem a-o-Teilchen. Seine Masse ver-
schwindet im Kontinuumslimes nicht. Sein Wert ist nur in sofern relevant, als dass
hieran {berpriift werden kann, wie groft die Massenkomponenten des verbundenen
Teils an dem a-71/-Teilchen ist. Ein Uberblick iiber die Zugehorigkeiten der verbun-
denen Anteile zu ihren Teilchenzustinden findet sich in Tabelle 6.2.

Um den Korrelator numerisch berechnen zu kénnen, wird der verbundene und der
unverbundene Teil getrennt behandelt.

e Um den verbundenen Teil berechnen zu kénnen, wird wie schon in Abschnitt
6.1.3 beschrieben, eine Punktquelle an einem zufilligen Gitterpunkt y gewéhlt.
Der Propagator @, ! wird daraufhin an jedem Punkt z berechnet. Dies ist
der sogenannte all-to-point Propagator. Da fiir den verbundenen Teil nur eine
Matrix-Inversion benétigt wird, ist er numerisch giinstig.

e Der unverbundene Teil wird als all-to-all Propagator bezeichnet. Seine Be-
rechnung ist deutlich aufwendiger. Hier muss der volle Propagator an jedem
Gitterpunkt fiir jede Spinkomponente und Farbe zuriick auf sich selbst berech-
net werden. Das hat Ny/g1umen X NFarbe X NSpin Inversionen der Fermion-
matrix fiir jede Konfiguration zur Folge. Um diesen enormen Rechenaufwand
bewiltigen zu konnen, wurden verschiedene Verfahren erprobt. Zum Einen
die Volume Source Technique (VST) (siehe Kapitel 6.4.3), zum Anderen die
Stochastic Estimator Technique (siehe Kapitel 6.4.4). Letztere Methode kann
durch Deflating-Techniken weiter optimiert werden. Das Deflating wird in Ka-
pitel 6.5 behandelt.

In Abbildung 6.4 findet sich eine grafische Darstellung des Gluinoball-Korrelators
mit unverbundenem und verbundenem Anteil. Die dazugehérige Analyse auf einem
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

163 x 32-Gitter mit einfacher Wilson-Wirkung findet sich in Abbildung 6.5. Eine
genaue Ubersicht iiber die gemessenen Werte ist in Tabelle C.10 des Anhangs C
gegeben. Das vollstandige Teilchenspektrum der zu Grund liegenden Theorie findet
sich in Abbildung 6.6.

Unverbundener Anteil Verbundener Anteil
entspricht a-m bzw. a-o

Abbildung 6.4.: Grafische Darstellung fiir den Korrelator des Gluinoballs mit un-
verbundenem und verbundenem Anteil.

Tabelle 6.2.: Ubersicht iiber die Teilchenzugehérigkeiten des verbundenen Anteils
und Vergleich mit der QCD

Teilchen verbundener Anteil QCD
I'=ns a-n' a-m U
I'=1 a-fo a-o oder a-ag fo oder o
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6.1. Korrelatoren

16%x32, p=2.3, k=0.1955
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Abbildung 6.5.: Vergleich zwischen verbundenem und unverbundenem Anteil des
Gluinoballs nach einer Simulation von Istvan Montvay und anschliefender Auswer-
tung von Kamel Demmouche.
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Abbildung 6.6.: Dies ist das Spektrum der Theorie. Die Ergebnisse sind im Zusam-
menhang mit den theoretisch vorhergesagten Ergebnissen von FARRAR, GABADAD-
ZE und SCHWETZ zu sehen. Vergleiche Abbildung 2.5 in Kapitel 2.12. Die Simulation
wurde mit eichverbesserter Wirkung durchgefiihrt.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.2. Die Zeitscheiben-Korrelationsfunktion

Die Massen der in Kapitel 6.1 behandelten Teilchen kann aus den Zeitscheiben-
Korrelationsfunktionen bestimmt werden. Ein umfangreicher Uberblick zu diesem
Thema findet sich in [117]. Die Zeitscheiben-Korrelatoren haben die Form

C(At) = (ST(t+At)S(t)) (6.8)

wobei S (t) den Zeitscheiben-Erwartungswert eines Operators in einem Volumen der
Ausdehnung L beschreibt

S() = 15 3 0v (7

Die Summation iiber die gesamte Zeitscheibe t liefert dabei impulsfreie Komponen-
ten (vgl. Formel (6.3)). Durch das Einfiigen eines vollstdndigen Satzes an Energie-

eigenfunktionen
2 n)n] =1
n

ergibt sich fiir den Korrelator in seiner Spektralzerlegung

C(At) = (StE+AanS@))
= D [[nlS@[0)ferma = [(0]S" (t) |n)[?emm (=20
n=0
— w0+zwn [e—mnAtj:e—mn(T—At)] _ 69)
n=1

T entspricht der zeitlichen Ausdehnung des Gitters. Die (+)-Losung steht fiir peri-
odische Randbedingungen und die (—)-Losung fiir antiperiodische Randbedingun-
gen. Die auf dem Gitter befindlichen Eichfelder haben periodische Randbedingungen
und die adjungierten Eichfelder, also die Fermionfelder, werden mit antiperiodi-
schen Randbedingungen simuliert. Um das Signal-zu-Rausch-Verhéltnis zu verbes-
sern, kann ausgenutzt werden, dass der Korrelator eine Symmetrie um 7'/2 besitzt.
In symmetrischer Darstellung hat der Korrelator die Form

C(At) = wo+ Z Wy e 2 [emn(%*m) + o—mn(5—At)
n=1

Der zeitsymmetrisierte Korrelator C' ist auf dem Intervall At € [0, ...,T/2] definiert.
Es gilt der Zusammenhang

C (A0, g = 5 [C (A1) £ C (T~ )
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6.2. Die Zeitscheiben-Korrelationsfunktion

6.2.1. Signaleinfliisse

Es gibt zwei Dinge zu bertiicksichtigen, die das zu messende Signal beeinflussen:

1. Ein nicht verschwindender Vakuumerwartungswert. Ausgangspunkt fiir eine
Fit-Prozedur ist also die Funktion

C(At) = wo+w [eMA £emm(T=A) (6.10)

wo ist der Vakuumerwartungswert, der einen nicht verschwindenden Anteil
vom Erwartungswert einnimmt, falls der Korrelator einen Uberlapp mit dem
Vakuum besitzt. Dies ist bei skalaren Teilchen gegeben, so dass sich hier,
anstatt der in Formel (6.8) angegebenen Form, ein Korrelator der Form

C(At) = (ST(t+At)S(t)) — (ST (t+At) S (1))
anbietet, bei dem der Untergrund abgezogen wird.

2. Ein Beitrag schwerer Massen zum Signal des Grundzustandes. An Formel (6.9)
wird die Aussage aus Kapitel 6.1.3 tiber das schnelle Abfallen der Zustdnde
grofter Masse deutlich. Die schweren Massen werden exponenziell abgedampft
und so wird nur die leichteste Masse gemessen. Es ist allerdings moglich, dass
ein Operator auch fiir grofe At einen signifikanten Uberlapp mit schwereren
Zustdnden hat. Dies hat Auswirkungen auf das zu messende Signal. Wenn
dies der Fall ist, miissen in Gleichung (6.9) hohere Ordnungen beriicksichtigt
werden. In einem Beispiel wo der erste angeregte Zustand eine bedeutende
Rolle spielt, muss ein Fit an die Funktion

C(At) = wo+w |:e—m1At :I:e_ml(T_At):| + Wy |:e—m2At ie—mg(T—At)

durchgefiihrt werden.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.2.2. Massenfit

Es werden nun zwei Methoden verwendet, um die Masse zu bestimmen.

1. Eine Methode basiert auf der Strategie, den zeitsymmetrisierten Korrelator

188

auf einem Intervall At € [0,...,7/2] zu fitten und dabei die grokte Zeitscheibe
tfinal festzuhalten, wihrend der Startpunkt ¢;,;; von tn; = 0 stufenweise erhoht
wird. Hierdurch werden die angeregten Zustéande schrittweise ausgeblendet. Ab
einem gewissen Startpunkt sollten sich die Fit-Parameter stabilisieren und ein
Plateau erreichen. Von diesem Zeitpunkt an ist das einzig signifikante Signal
des Korrelators auf den leichtesten Massezustand zuriickzufiihren.

. Da Gleichung (6.10) nur das asymptotische Verhalten fiir ¢,7" — oo beschreibt,

ist es schwierig, den exakten Wert der Masse m zu bestimmen. Aus diesem
Grund hat sich eine weitere Methode etabliert. Es ist einfacher, die Grundzu-
standsmasse mit der Methode der effektiven Massen abzuschétzen, die in [10]
beschrieben wird. Diese Massen sind bei gegebener Zeitausdehnung 7" und fes-
ten Zeitscheibenpaaren t1,ts definiert. Fiir den Fall wy = 0 ergibt die Lésung
des Gleichungssystems

(S(t+t)S1t)) = w [e_m(tl,t%T)tl 4 o~ m(t1t2,T)(T—t1) }
< S (t 4 t2> S (t) > = w |:e—m(t1,t27T) to + e—m(t1,t27T)(T—t2) i|
einen Wert fir die effektive Masse von

m= lim m(ty,t2,T)
tl:t27T4'OO

Die effektive Masse ergibt sich dann aus dem Verhéltnis
(S(t+t)S () e minD)i 4 gmmlibT)(T—h)
TSt t) S (1) e g o mli BT )
Mit den Abkiirzungen

T
T = (2 - ti) und g = e tt2T)

(6.11)

wird das Verhéltnis (6.11) der Darstellung in [10] folgend, einfacher ausge-
driickt als

719 (x_TQ + xTQ) = (x_Tl + x“)
Dieses kann fiir x numerisch gelost werden und ergibt

m (t1,t2,T) = —log



6.2. Die Zeitscheiben-Korrelationsfunktion

Der zweite Ansatz bietet eine bessere Moglichkeit, den Einfluss angeregter Zustinde
und ihr Verschwinden abzuschéatzen. Die implizit enthaltene Lokalitét, die durch das
Zeitscheibenpaar (t1,t2) gegeben ist, fithrt auf der anderen Seite zu einer schlechteren
Stabilitat des Fits, da weniger Informationen verwendet werden, um die Massen zu
extrahieren. Hier liefert der erste Ansatz, bei dem iiber das ganze Intervall gefittet
wird, bessere Resultate. Dort ist das Signal-zu-Rausch Verhéltnis besser, und aus
diesem Grund werden die besten Resultate mit den globalen Fits erzeugt. Es em-
pfiehlt sich aber, beide Methoden zur Massenanalyse einzusetzen, da sich die zweite
Methode zur Gegenprobe eignet.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.3. Optimierung: Smearing

Das nun folgende Kapitel beschéftigt sich mit der Verfeinerung der Methoden zur
Bestimmung von Messgrofen auf dem Gitter. Es gibt verschiedene Einflussgréfen,
die die Signalqualitdt mindern und die ihr anhaftenden Fehler vergrofern.

e Die Effekte, die durch die endliche Auflésung des Gitters auftreten, wur-
den in Kapitel 5.1 angesprochen. Sowohl die Rotationssymmetrie als auch die
Supersymmetrie gehen durch einen endlichen Gitterabstand a verloren. Dies
macht sich durch O (a)-Effekte in der Wirkung bemerkbar. Die genannten
Phé&nomene kénnen sich durch ein x-Tuning zwar minimieren, die Simulation

erfahrt aber ein critical slowing down'.

e In Kapitel 5.1.3 wurden die finite-size Effekte beschrieben. Sie fiithren dazu,
dass die Wellenfunktion bei endlicher Kantenldnge L zusammengedriickt wird
und das Signal ein Offset der Form (5.5) erhélt.

e In Kapitel 6.2 wurde gezeigt, wie die Massen aus Zeitscheiben-Korrelations-
funktionen bestimmt werden. In Abschnitt 6.2.1 wurde erdrtert, dass eine zu
kleine Gitterausdehnung in zeitlicher Richtung 7" dazu fiihrt, dass es einen we-
sentlichen Uberlapp der Observablen mit anderen als dem gewiinsch-
ten Zustand gibt. Hierdurch wird der Erwartungswert kontaminiert.

e Neben Gitterlange und Auflésung spielt auch das statistische Sample eine
gewichtige Rolle. Durch eine groffe Anzahl an Konfigurationen kénnen Au-
tokorrelationen von sekundéren Groflen minimiert und das Signal-zu-Rausch
Verhéltnis verbessert werden. In Kapitel 5.4 wird beschrieben, wie die Auto-
korrelationszeiten bestimmt werden. Die Ermittlung des statistischen Fehlers
sekundarer Grofen, also z.B. die Observablen zur Massenbestimmung, wird
in Kapitel 5.5 durchgefiihrt. Hierzu kann die Methode des Jackknifings, der
Blockbildung oder der Linearisierung eingesetzt werden.

Im Kontinuums-Limes sollten sich diese Effekte bei groffem Volumen, hinreichend
vielen Schritten durch die Monte-Carlo Zeit und einer damit verbundenen dich-
ten Abdeckung des Phasenraumes vermeiden lassen. Da der Rechenaufwand bei
gegebenem physikalischem Volumen mit kleinerem Gitterabstand proportional zur
Anzahl der Gitterpunkte steigt, ist ein solches Szenario nicht durchfithrbar. Man

In der N&he des kritischen Punktes treten in der Simulation kleine Eigenwerte auf, sodass hohe
Polynomordnungen zur Approximation der Fermionmatrix benotigt werden, was die Simulation
ausbremst
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6.3. Optimierung: Smearing

stofst schon mit vergleichsweise kleinen Gittern an die Grenzen der zur Verfiigung
stehenden Rechenkraft. Ein Ausweg bietet die Suche nach Operatoren, die bei end-
lichem Gitterabstand einen besseren Uberlapp mit den zu messenden Operatoren
haben. Hierbei kénnen dhnliche Strategien angewendet werden, wie sie im Rahmen
des Simulations-Updates eingesetzt werden (siehe Kapitel 3.8 und 3.9).

Ein Bindungszustand zweier Gluinos ist auf dem Gitter an einem Ort lokalisiert und
damit punktférmig. Ein gluonischer Zustand hat die Ausdehnung einer Plaquette.
Diese Grofen stimmen nicht zwangsldufig mit den natiirlichen Ausdehnungen dieser
Zustéande iiberein. Nun ist es das Ziel, den Observablen durch ein Smearing genann-
tes Verfahren eine rdumliche Ausdehnung zu verleihen, sodass der aus dem Vakuum
erzeugte Zustand im Wesentlichen ein Energieeigenzustand des zu untersuchenden
Teilchens ist. Fiir Eichfelder kann das APE-Smearing eingesetzt werden (siehe Ab-
schnitt 6.3.1) und fiir fermionische Zustédnde wurde das Jacobi-Smearing entwickelt
(Abschnitt 6.3.2). In Abschnitt 6.3.3 wird die Variationsmethode beschrieben, die
aufbauend auf den vorhergehenden Methoden den Grundzustand eines Teilchens
von seinen angeregten Zusténden separiert.
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6.3.1. APE Smearing fiir Eichlinks

Eine Moglichkeit, Eichfelder zu verschmieren, ist das APE-Smearing [100]. Hierzu
empfiehlt sich ein Blick auf Abbildung 3.3 in Kapitel 3.4. In der dort gezeigten Ab-
bildung werden die Wechselwirkungsplaquetten dargestellt, die fiir einen ausgezeich-
neten Link relevant sind. Bei dem APE-Smearing werden nun die Eichlinks in einem
Operator durch eine Summe benachbarter Stapel ersetzt. Als Beispiel diene nun z.B.
der Operator (6.4) aus Kapitel 6.1.2. Der Einfluss der Wechselwirkungsplaquetten
kann iiber den Smearing-Faktor eape festgelegt werden. Durch das Nape-fache An-
wenden dieses Verfahrens

Uspi — Usy + €ape Y (U; oo UstouUsy+ UHﬂ_ﬁ,wa_ﬁ,ﬂUx,y) (6.12)
v=1,2,3
vEN

erhélt man einen Smearing-Radius von
R = Nape - €ape

Der Smearing-Radius, bei dem das APE-Smearing die kleinsten Massen ergibt, ist
eine erste Schatzung fiir die rdumliche Ausdehnung des wahren Grundzustandes.
Eine grafische Darstellung von Formel (6.12) findet sich in Abbildung 6.7.

- - -+ cape I+

Abbildung 6.7.: Bei dem APE-Smearing wird ein Eichlink durch benachbarte Stapel
erginzt. Hierdurch wird die rdumliche Grofe z.B. eines Glueballs verédndert und seine
physikalische Wellenfunktion besser approximiert.

Die geschmierten Links sind zunéchst nicht mehr Element der SU(2). Die SU(2)-
Eichinvarianz kann aber durch eine Projektion der Art

Uy (2)
S [ @

Psue) [Uu (z)] =
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rekonstruiert werden. Durch diese Methode kann z.B. die Wellenfunktion des Glue-
balls besser approximiert werden, da sich seine Grofe verdndert und dadurch die
physikalische Wellenfunktion besser angenahert wird. Es ist allerdings zu beachten,
dass durch die Wahl zu vieler Smearing Steps Nape oder eines zu grofen Smearing-
Faktors eape das zu messende Signal ausgeblendet wird. Sind die Smearing-Radien
grofer als die halbe raumliche Gitterausdehnung, ist anzunehmen, dass der Grund-
zustand bereits durch die finite-size Effekte zusammengedriickt wird.
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6.3.2. Jacobi Smearing fiir fermionische Zustidnde

Zur Berechnung fermionischer Zusténde ist es notwendig, die zugehorige QQ-Matrix
zu invertieren. Um den fermionischen Anteil der Gluino-Gluebélle in Kapitel 6.1.3,
oder die Gluinobélle in Kapitel 6.1.4 berechnen zu kénnen, ist es dabei das Einfach-
ste, -artige Quellen und Senken in Raum, Farbe und Spin zur Inversion von @) zu
verwenden. Eine §-artige Quelle hat die Form

Wy = Saydabdag

w kann als Funktion auf dem Raum (y,b,3) angegeben werden. Die Indizes [zaq]
der Quelle bestimmen ihre Position. Diese wird im obigen Beispiel zu 1 gesetzt,
wahrend alle anderen Komponenten 0 sind. Ein solches Vorgehen wird jedoch den
physikalischen Bindungszustédnden nicht gerecht, die eine natiirliche Ausdehnung
besitzen. Deshalb wird die punktférmige Quelle fiir die Gluinos im Ursprung y durch
einen skalaren Propagator verschmiert. Dieses Verfahren nennt sich Jacobi Smearing
[101]. Die verschmierten Quellen werden dazu aus der Losung der dreidimensionalen
Klein-Gordon-Gleichung mit den Punktquellen iiber

=Y F (@A (1)

berechnet. Der eichkovariante Klein-Gordon-Operator F' (Z,y) hat dabei die Form

Nyac 3 ‘
Fop (2,7) = 6%0z 5+ Z (/ﬁac > [ 340,708 + 6z 540 US" (iﬁ)TD

v=1

Der Smearing-Parameter kj,c ist eine Grofe, die unterhalb eines kritischen Wertes
konvergiert und deshalb geeignet eingestellt werden muss. Oberhalb dieser Schranke
divergiert die Reihe zwar, aber fiir eine entsprechende Anzahl Iterationsschritte Ny
erhdlt man immer noch akzeptable Werte fiir die skalare Wellenfunktion. Auch hier
l&sst sich ein Smearing Radius

r _ 2T IF @0
>z |F (20)

definieren. Es ist zu beachten, dass fiir verschiedene Hopping-Parameter x und
Kopplungen 3 die Smearing-Parameter kj,. und Nj,. geeignet eingestellt werden
miissen. Es ist zu erwarten, dass die effektive Masse eines fermionischen Grundzu-
standes bei steigendem Smearing-Radius zuerst abféllt, bis der optimale Smearing-
Radius erreicht ist. An dieser Stelle hat der Operator den besten Uberlapp mit dem
physikalischen Zustand. Wird der Radius weiter vergrofert, nimmt die effektive
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Masse wieder zu und der Operator mischt sich stéarker mit den angeregten Zustan-
den. Es sei zum Schluss noch angemerkt, dass neben den Quellen auch die Senken
verschmiert werden kénnen. In diesem Fall muss der Smearing-Algorithmus auf jede
Zeitscheibe angewendet werden.

6.3.3. Variationsmethode

Aufbauend auf dem APE oder dem Jacobi Smearing kann nun die Variationsme-
thode angewendet werden, um die Massen der angeregten bosonischen oder fer-
mionischen Zusténde zu bestimmen [102]. Wahrend die Smearing Steps Nape und
Ny, fest gewdhlt werden, bedient sich die Variationsmethode der Moglichkeit, alle
Smearing Level zu beriicksichtigen. Hierzu wird die Kreuzkorrelationsfunktion

Cio(t):<(9i(’)j.> mit 4,5 =1, .., Nape/Jac

fiir alle Paare (i,j) gebildet. Als Observable O kann hierzu jeder Operator aus
Kapitel 6.1 verwendet werden. Durch das Einfligen eines vollstdndigen Satzes an
Energieeigenfunktionen

D ln){n|=1
n
ergibt die Spektralzerlegung des Korrelators

Cij () =Y _(0]0;|n)(n]|OF0)e tm

n

Es stellt sich die Frage wie eine geeignete Kombination der geschmierten Observa-
blen gewéhlt werden muss, damit der resultierende Operator

oW =3 "cPo,

einen optimalen Uberlapp mit dem gewiinschten Zustand my, hat. Ziel ist es, den
Korrelator

C’kk = chk)cg(k) <OQO;>
ap

mit
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

zu finden. Da die Koeffizienten cg unbekannt sind, ist das lineare Gleichungssy-
stem

Ci; (v = 2® (1) G5 (0) v

zu losen, wobei v; ein Vektor ist, der die Parameter cg als Komponenten besitzt. Es
kann gezeigt werden, dass die Eigenwerte A¥) proportional zu dem k-ten angeregten
Zustand sind

AE) o gt [1 +0 (e*mm’*)]
Die Eigenwerte werden bestimmt, indem das Eigenwertsystem

Ciy (0) 1 Oy ()0 = A () o]
—_——
A
gelost wird. Die grofiten Eigenwerte gehoren zu den kleinsten Massen

MO s s B s S W)

mo <...< mp<...< My
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6.4. Matrix-Inversionen

6.4. Matrix-Inversionen

In diesem Abschnitt werden Methode zur Berechnung von Matrixinversionen erléu-
tert. Matrixinversionen werden z.B. bei der Berechnung des Gluino-Propagators in
der Analyse benétigt (sieche Kapitel 6.1.4). Der Gluino-Propagator berechnet sich
nach

(T{X (@)X (@)}) =(T{A (@) A(2)})C
B [ 52In Z [J] }
6T (2) 6] (y) ’

wobei T den Zeitordnungsoperator darstellt und die Zustandssumme Z gegeben ist
durch

z :/DW e~ 3ACQA=YC, A

J ist ein der Wirkung hinzugefiigter Quellterm. Es muss also

(T{M2)X(@)}) =(Q™" [U])

gelost werden um Korrelationsfunktionen mit fermionischem Inhalt zu erhalten. Die
Fermion-Matrix ist eine grofse diinn besetzte Matrix, die mit dem konjugierten Gra-
dientenverfahren berechnet werden kann (Abschnitt 6.4.1).

Das Invertieren der Fermionenmatrix ist ein dufierst teurer Prozess, der die Ge-
schwindigkeit der Analyse erheblich ausbremst. Insbesondere ist es schwierig, den
unverbundenen Anteil des Gluino-Propagators zu berechnen. Hierzu muss, wie schon
in Kapitel 6.1.4 angesprochen, der volle Propagator an jedem Gitterpunkt fiir je-
de Spin- und Farbkomponente berechnet werden. Dies hat in jedem Schritt eine
Matrix-Inversion zur Folge. Mit der Volume Source Technique (VST) (siche Ab-
schnitt 6.4.3) oder der Stochastic Estimator Technique (SET) (sieche Abschnitt
6.4.4) gibt es Moglichkeiten, den Rechenaufwand fiir den verbundenen Anteil zu
beschrianken. Eine weitere Optimierung stellt das Deflating dar, welches in Kapitel
6.5 behandelt wird.
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.4.1. Die ldee des Konjugierten Gradientenverfahren (CG)

Das Konjugierte Gradientenverfahren ist ein Minimierungsalgorithmus. Er dient da-
zu, Gleichungssysteme der Form Az = b zu lsen, wobei A eine positiv definite
hermitesche Matrix ist. Er konvergiert spétestens nach m Schritten, wobei m die
Dimension der quadratischen Matrix A ist. Mit Konvergenz ist in diesem Fall das Er-
reichen der Maschinenprézision gemeint. Die Idee des CG-Verfahrens besteht darin,
dass das Maximieren von

E(z) := (b,z) — %(Az,z)

dquivalent zum Losen von Az = b ist. Der Gradient von E an der Stelle zj, ist gerade
gr = b — Az, und somit bei grofsen, diinn besetzten Matrizen schnell zu berechnen.
Statt in Richtung g wird die Funktion F nun in eine andere, zu ihr konjugierte
Richtung p; maximiert. Diese Richtungen pi sind dabei alle zu A konjugiert, d. h.
es gilt

(Apipj) =0  Vi#j
Weiter realisieren alle z; das Maximum von E in dem affinen Raum
Vk =20 + span {p1) .. apk}

Da die Vektoren p(k) alle A-konjugiert sind, ist die Dimension von Vj gerade k. Ist
also A eine m x m-Matrix, so terminiert das Verfahren nach spétestens m Schritten.
Das Verfahren baut sukzessive eine orthogonale Basis fiir den R” auf und minimiert
in die jeweilige Richtung bestmoglich.
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6.4. Matrix-Inversionen

6.4.2. Das Konjugierte Gradientenverfahren im Detail

Ausgangspunkt ist das Ritz-Funktional
(z,Az)
(2,2)

Hiermit konnen die kleinsten und grofsten Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A
gefunden werden, wobei

pa(z) =

Amin (A) = mzin (pa (2)) und Amaz (A) = mzin (ra-1(2))
ist. Mit dem Gradienten des Ritz-Funktionals
1
= J[A-—
9(2) = [y A ma )z

kann die Suche nach dem Losungsvektor begonnen werden. Ausgehend von einem
Startvektor z; kann der Losungsvektor in ¢ Schritten approximiert werden durch

Zit1 = zi T a;p;
wobel
p1=—9g (=)

ist, und

(zit1,pi) >

pi+1 =g (zit1) + i <pz' A )
(3 Piag

die konjugierte Suchrichtung ist. Der Koeffizient « ergibt sich als notwendige Be-
dingung fiir ein Extremum zu
1o —st?d /ST A (u—va (1) (u— vjia (20))

Q- = s
' 2t (u — vpa (pi))

wobel das Minuszeichen zum Minimum und das Pluszeichen zum Maximum des
Ritz-Funktionals gehort. Hier wurden die Bezeichnungen
(pirzi) 22 (pi,pi) (pi Az;)

(2i,2i) (zi,2:) v= zi,z) s =pa(z) — pa(pi)

verwendet. Wahrend sich «; analytisch berechnen lésst, ist die Wahl fiir 8; nicht
eindeutig festgelegt. Es hat sich gezeigt, dass die Wahl von POLAK-RIBIERE

g, = 9z — 9(2) 9 (241)))
' (9i.9:)
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

gegeniiber der Wahl von FLETCHER-REEVES

(9i + 1,9i41)

b = (9i,9:)

die besseren Konvergenzeigenschaften besitzt. Eine detaillierte Beschreibung zur
numerischen Umsetzung des Verfahrens findet sich in Anhang B.9. Das Deflating
(Kapitel 6.5) baut auf diesem Verfahren auf.
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6.4.3. Volume Source Technik (VST)

In Kapitel 6.1.4 wurde in Formel (6.7) der Korrelator fiir die Gluinobélle angegeben,
der an dieser Stelle wieder aufgegriffen wird. Er besteht aus einem unverbundenen
(disconnected) und einem verbundenen (connected) Anteil

Cyq (At) = % D (Trae {TQ5} Troe {TQy 1) = 23 (Troe {TQ TRy )
Z,y z
= Cgg (A)gise.  + Cg (A1) o,
wobei dies fiir I' = 75 den unverbundenen Anteil des a-r’-Teilchens und fiir I' = 1
den unverbundenen Anteil von a- fy représentiert (siche Tabelle 6.2). Mit dem Kor-
relator ist die Problematik verbunden, dass fiir jeden Ort sowie jede Spin- und
Farbkomponente ein Propagator auf sich selbst berechnet werden muss, was in
Nvolumen X NFarbe X Nspin Matrix-Inversionen resultiert. Eine Moglichkeit, diesen
enormen Rechenaufwand zu beschrianken bietet die Volume Source Technique [103].
Sie basiert auf der Idee, eine Volumen-Quelle zu verwenden, bei der fiir jede Farb-
und Spinkomponente eine 1 auf alle rdumlichen Gitterpunkte gesetzt wird, sodass
sich der numerische Aufwand auf Ngarhe X Nspin Matrix-Inversionen reduziert. Mit

dieser Volumen-Quelle wg’a] erhélt man das zu 16sende Gleichungssystem

Q = =Wt = Y yeea

Loésungs- Quelle
vektor-

Es wird gelost durch

b 76
Qzaa,ybﬁzybﬁ = E wa[czatcx }
T

-1 _ -1 § : [2,¢,9]
Qrdw,raanaa:ybﬁ Zybg - Qrd'y,xaa Wraa
T

Ordry,yb8

-1
Zrdy = Qrd%xaaz5a¢aa,zc6
x
_ E Q*l
- rdy,zcd
z

_ -1 -1
- Qrd'y,rcé + 2 :Qrd'y,zcﬁ
— zF#r
Resultat ———
Fehler der Approximation im SU(2)-Fall
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

Diese Methode wurde u.A. in [115] verwendet, um Matrizen zu invertieren. Im Fall
der SU(2) birgt diese Methode einen Approximationsfehler. Dieser kann eliminiert
werden, indem die Methode zur Improved Volume Source Technique (IVST) erwei-
tert wird. Hierzu wird 2,4, auf einer gegebenen Link-Konfiguration {U} zufélligen
Eichtransformationen unterworfen. Die Idee basiert auf dem Theorem von Elizur
[104]. Es besagt, dass sich beim Mitteln iiber ein Ensemble hinreichender Grofe
alle nicht eichinvarianten Terme ausloschen. Der approximative Fehler ist eine nicht
eichinvariante Grofe und sollte sich invers zur Anzahl der Eichtransformationen
verhalten.
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6.4.4. Stochastic Estimator Technik (SET/SEM)

FEine andere Moglichkeit, um den unverbundenen Anteil des Gluino-Propagators
1 _ _
C (A)gise. = 73 D (Trae {TQz } Trae {T Q' })
.y

zu bestimmen, bietet die Stochastic Estimator Technique (SET). Es hat mehrere
Vorteile diese zweite Methode zu etablieren.

e Finerseits ist der durch dieses Verfahren induzierte Fehler rein statistischer
Natur, im Gegensatz zu den systematischen Fehlern, die der Volumen-Quellen
Technik ohne der oben genannten Verbesserung anhaftet.

e Andererseits kann mit einer unabhingigen Methode die Qualitit der Ergeb-
nisse iiberpriift werden.

e Aufserdem bietet SET eine direkte Moglichkeit, Deflating-Methoden anzuwen-
den, was in einer weiteren Inversionsbeschleunigung miinden sollte (siehe Ka-
pitel 6.5).

Die grundlegende Idee bei diesem Verfahren besteht darin, den Vektorraum mit
zufilligen Schitzern abzutasten und dadurch den unverbundenen Korrelator zu be-
stimmen:

Nest— _
<771TZ%> = Qn'l

Die hierfiir benétigten Rauschvektoren (noisy estimators) {n®} mit a € {1,... Ny}
bilden ein Ensemble komplexer und normierter Quellen

<77¢T77]'> =0ij

die so zu wéhlen sind, dass fiir N, — 00

1 Ncst
(i) = 5— D1 =0 (6.13)
est a=1

gilt. Die Superindizes {i,j} beschreiben Farbe, Ort und Gitterpunkt. Die obigen
Randbedingungen werden z.B. von Gauss-verteilten Schitzern oder durch Zs Rau-
schen erfiillt, wobei im zweiten Fall die Vektoreintrage der Form
1 .
ni = — (£1£1)

V2
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

verwendet werden. Die Matrix-Inversion wird nun fiir jeden Schétzer durchgefiihrt
D Quzi=n; — =) Qg (6.14)
i J

Es kann gezeigt werden, dass die Multiplikation des Losungsvektors z; mit einem
Schétzer 7; fiir hinreichend viele Kombinationen eine gute Approximation der in-
versen Fermion-Matrix ergeben. Es ist

<77;rzz> (6.14) < Z Qi 77]77k> Nowt
= Zsz <77377k> Now

= Q! (mln)y, + D Q! (nim) (6.15)
k#] est

Nest— —

£=00 Qijl

Fiir den unverbundenen Anteil werden nur die Diagonalelemente mit ¢ = j bendtigt
und berechnet. Das Ergebnis ist nur korrekt fiir eine grofe Anzahl N, an Schétzern.
Der zweite Term in Formel (6.15) entspricht dem statistischen Fehler

i)~ Q;;c1<77;77k>N

k:#] est

Dieser verschwindet nach Formel (6.13) nur fiir N, — oo. Ansonsten liefern die
nicht-Diagonalelemente einen Beitrag zur Messung.

Eine Moglichkeit diese Beitrdge zu minimieren, bildet die Spin Ezplicit Method
(SEM). Hierbei wird das Zs Rauschen auf jede Spin-Komponente des Schétzers
einzeln angewendet. Der Schitzer ergibt sich dann zu

=>
o

Die Matrix-Inversionen finden also auf den Spin-Unterrdumen statt. Hierdurch hal-
bieren sich die Fehlerterme, jedoch zu dem Preis einer verdoppelten Anzahl an
Matrix-Inversionen fiir Majorana-Fermionen und einer vierfach hoheren Anzahl fiir
Dirac-Fermionen.
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6.5. Deflation

Die Iterationsgeschwindigkeit bei Gittersimulationen hédngt mafigeblich von den
Wellenléngen der Fermionfelder ab. In der Néhe des kritischen Punktes ist das
Verhéltnis von kleinstem Eigenwert € zu groftem Eigenwert A ungilinstig, und die
Konditionszahl

k=2
€

fithrt zu einer Ausbremsung der Algorithmen (critical slowing down). Dieser Sach-
verhalt wurde in Kapitel 4.15 im Rahmen der Matrix-Prékonditionierung schon
behandelt. Anschaulich betrachtet gehoren die kleinsten Eigenwerte zu Wellen der
kleinsten Frequenz und damit zur gréfiten Wellenldnge. Sie sind besonders rechen-
intensiv, da sie sich im Extremfall iiber das ganze Gitter erstrecken und ihre Kom-
ponenten an jedem Punkt beriicksichtigt werden miissen.

Um dem zu entgegnen gibt es prinzipiell zwei bekannte M&glichkeiten:

1. Die algebraische Methoden von WILCOX oder von ORGINOS & STATHOPOU-
LOS (siehe Abschnitt 6.5.1)

2. Die Gitter-Methode nach LUSCHER (siehe Abschnitt 6.5.2)

Die erste Methode kann dazu eingesetzt werden, um Matrix-Inversionen zu beschleu-
nigen. Hierbei liegt der Fokus auf der Ermittlung der unverbundenen Anteile der
Gluino-Korrelatoren. Bei gerader Flavour-Zahl kénnte diese Methode auch in einem
Update-Algorithmus zur Anwendung kommen (siehe Kapitel 4.8). In einer N’ = 1
Supersymmetrie ist das jedoch nicht der Fall. Hier wird keine Inversion, sondern eine
polynomiale Approximation der inversen Q-Matrix verwendet. Die Gitter-Methode
von LUSCHER konnte auch im Update Verwendung finden (siche Abschnitt 6.5.2).
Erste Ergebnisse zeigen allerdings, dass die Gitter-Methode nicht so effizient zu sein
scheint, wie die Matrix-Methode [125].
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6. Massenbestimmung auf dem Gitter

6.5.1. Matrix-Methode nach Orginos und Stathopoulos

Es sind zwei unterschiedliche Algorithmen der Matrix-Deflation bekannt, ndmlich
e die Methode von WILCOX [125] und
e die Methode von ORGINOS und STATHOPOULOS [126].

Beide Methoden verfolgen den gleichen Ansatz und eignen sich zur Beschleunigung
des Conjugate Gradients (siehe Kapitel 6.4.1). Das Verfahren der konjugierten Gra-
dienten ist eines der schnellsten und stabilsten Algorithmen, um grofse, diinnbesetz-
te Matrizen zu berechnen, die entweder reell symmetrisch oder komplex hermitesch
sind. Im Folgenden wird die Methode von ORGINOS und STATHOPOULOS beschrie-
ben. Sie ist zwar komplexer als die WILCOX-Methode, aber in der Effizienz {iberlegen
und aus diesem Grund Mittel der Wahl.

Ausgangspunkt ist ein lineares Gleichungssystem der Form

Qz=w

In dem hier vorliegenden Fall ist Q wieder die Fermionmatrix, w ein Quellvektor
und z der unbekannte Losungsvektor. Das System wird iiblicherweise auf die in Ka-
pitel 6.4.2 beschriebene Art gelost. Probleme ergeben sich im Fall der Berechnung
des unverbundenen Anteils der Gluino-Korrelatoren (sieche Kapitel 6.1.4). Hier sind
sehr viele Inversionen durchzufiithren. Um den Rechenaufwand zu minimieren, wur-
de deshalb das VST- und das SET-Verfahren entwickelt (siehe Kapitel 6.4.3 bzw.
6.4.4). Gerade letzteres eignet sich besonders gut zur Optimierung mit Deflation-
Methoden, da SET fiir jeden Schitzer die selbe ()-Matrix zur Inversion verwendet.
Es ist jedoch auch mdglich, bei anderen Inversions-Methoden Vorteile aus dem De-

SET
Qz1 = Na
!

Qz2 = 1M2a
!

Qz; = Nia

QzN = NNa

flating zu ziehen. Sofern sich die einzelnen ()-Matrizen ,&hnlich” sind, sollte dies
z.B. auch fiir VST von Vorteil sein.
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6.5. Deflation

Die Idee des Deflatings besteht nun darin, die bei den vorangegangenen Iterationen
gewonnenen Informationen iiber ein System dazu zu nutzten, den néchsten Schétzer
zu prakonditionieren.

Fiir die ersten s Schétzer n werden hierzu in einem eigensténdigem Eigenvektor-
Suchraum V' Informationen iiber die inverse Matrix gesammelt, sodass in einem
zweiten Schritt die folgenden Schétzer n; mit ¢ > s durch die Projektion auf einen
orthogonalen Unterraum priakonditioniert werden, sodass der Solver in weniger Ite-
rationsschritten konvergiert. In Anhang C.1 findet sich eine detailliertere Ubersicht
iiber den Ablauf des Programms.
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6.5.2. Gitter Methode

Abschlieflend sei die Domain-Decomposed Deflation erwéhnt, die Liischer 2007 ein-
fithrte [130], [131]. Diese Methode unterscheidet sich grundlegend von den Matrix
Methoden, da hier das Gitter in einzelne Doménen aufgeteilt wird und die lang-
welligen Moden separat behandelt werden (siehe Abbildung 6.8). Zu Beginn ei-

b =5a®

Abbildung 6.8.: Aufspaltung des Gitters in Subdoménen. Die langwelligen Moden
werden auf dem roten Gitter separat behandelt.

ner jeden Trajektorie werden in einer Smoothing Procedure Pseudo-Fermionfelder
¢ (z),l =1,...,Ns stochastisch erzeugt und auf die Blocks projeziert

0 sonst.

o (2) = {¢l (r) wenn x € A,

Ein gegebenes Feld ¢ kann nun mit einem orthogonalen Projektor P auf den Raum
S, der von der Orthonormalbasis ¢ (z),...,0n () aufgespannt wird, projeziert
werden

N
Py (x) = ¢x () (1))
k=1

Dieses System kann naturgeméft die langwelligen Komponenten mit den kleinen
Eigenwerten nicht beriicksichtigen. Sie werden in einem #duferen System S separat
berechnet und fiir jeden Block als konstanten Untergrund addiert

b (@) =x(@)+ > ¢k (@) (A7), (d1n)
k=1

Als besondere Definition fiihrte Liischer hier den [little Dirac-Operator

Akl = (¢k7D¢l)a kal = 17 ce 7N
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Abbildung 6.9.: Approximation der kleinsten Eigenmoden mit einer Konstanten

Quelle [125].

ein. Die Approximation ist nicht exakt, der Approximationsfehler sollte auf grofen
Gittern aber klein sein (siehe Abbildung 6.9). Weitere Details finden sich in Anhang
C.3.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das Lattice Deflating im Gegensatz zur
Matrix Deflation auch im Update bei polynomialen Algorithmen verwendbar ist.
Der Geschwindigkeitsgewinn dieser Methode ist gering im Vergleich zum Matrix
Deflation (siehe Tabelle 6.3). Aus diesem Grunde spricht vieles dafiir, das die Kom-
bination beider Methoden den optimalen Weg darstellt. Wahrend ein Update mit
Lattice-Deflation durchgefiihrt wird, konnen Matrix-Methoden in der Analyse erfol-
gen. Ein Nachteil ist, dass durch den Projektor tiefgreifende Verdnderungen in den
FEich- und Fermion-Wirkungen notwendig werden. Des Weiteren muss die Gitterar-
chitektur samt ihrer Parallelisierung neu entwickelt werden, um Lattice-Deflation zu
realisieren. Das bedeutet einen tiefen Eingriff in die Programmstruktur. Sofern die
einzelnen Doménen unparallelisiert jeweils auf einzelnen Rechenkernen liegen, kann
die parallele Kommunikation minimiert und damit verbunden das Skalierungsver-
halten des Programms optimiert werden. Dieses Argument wird in Zeiten, in denen
Supercomputer 65.000 oder mehr Prozessorkerne zur Simulation zur Verfiigung stel-
len, um so gewichtiger.
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Tabelle 6.3.: Vergleich einiger Aspekte der drei Algorithmen, die Tabelle entstammt
der Quelle [125]

Morgan/Wilcox |Stath./Orginos Liischer
Solver GMRES / BiCGStab CG GCR
Matrix Typ nicht-hermitesch hermitesch nicht-hermitesch
(algebraisch) (algebraisch) (Gitter)
Simultanes ja ja nein
Losen
Erginzung jeder Zyklus (GMRES) | jeder Zyklus, bei jeder
der Eigenwerte |zu Beginn (BiCGStab) | anfangs (s < s1) dusseren
restart (s > s1) Iteration
Beschleunigung sehr leicht stark leicht
des Algorithmus
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Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptaziel dieser Arbeit war die Realisierung eines Hybrid Monte-Carlo Algo-
rithmus mit polynomialer Approximation (PHMC) der fermionischen Matrix fiir
eine SU(2). Super-Yang-Mills Theorie. Der Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber
dem zuvor verwendeten Two-Step Multi-Boson Algorithmus (TSMB) besteht in
den kiirzeren Autokorrelationszeiten der erzeugten Feldkonfigurationen und der da-
mit verbundenen erheblich verkiirzten Rechenzeit in gleichem Parameterszenario.
Die verkiirzten Korrelationen fiir sich genommen wirken sich schon auf die Analyse-
Routinen aus, die aufgrund einer Statistik héherer Giite beschleunigt und signalver-
bessert durchgefiihrt werden kdnnen. Bei einem gleichbleibendem Rechenzeitkontin-
gent ist es nun moglich, grokere Gitter zu betrachten, auf denen sowohl ein grofseres
physikalisches Volumen als auch eine hohere Auflésung verwendet wird.

Dennoch diente das TSMB-Programm in vielerlei Hinsicht als Vorbild fiir das vor-
liegende PHMC-Programm. Um seine Konkurrenzfihigkeit zu beweisen und seine
Uberlegenheit zu demonstrieren, wurden viele Konzepte auf den neuen Algorithmus
iibertragen. Hierbei handelt es sich um Optimierungen, die nicht direkt das TSMB-
Prozedurkonzept betreffen. Die Matrixprikonditionierung wére ein Beispiel hierfiir.
Zudem wurde Wert darauf gelegt, dass sich die in den vergangenen Jahren fiir das
TSMB-Projekt entwickelten Korrelatorroutinen nahtlos in das neue Programm ein-
fligen.

Die klassischen Bewegungsgleichungen in einer Hybrid Monte-Carlo Trajektorie
beinhalten eine chaotische Komponente. Das hat zur Folge, dass sich Fehler, die
sich an einer beliebigen Stelle im Programmablauf befinden, in folgenden Monte-
Carlo Zeitschritten 7 exponenziell verstdrken und selbst fliir A7 — 0 eine grofe
Relevanz bekommen. Dieser Algorithmus ist also fehleranfilliger als andere Kon-
zepte, weshalb es von liberaus grofter Bedeutung war, ihn in jedem Detail zu priifen
und zu testen.

In der QCD gab es in den letzten Jahren viele Fortschritte und Entwicklungen, deren

Ziele darin bestanden, Quantenfelder realistischer auf dem Gitter darzustellen. Zum
Einen kann dies durch weitere Optimierungen geschehen, die es erlauben in gleicher
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Rechenzeit ein nochmals vergrofertes Gitter zu verwenden. Zum Anderen gibt es
Bestrebungen unphysikalische Gitterartefakte zu minimieren. Zwei dieser Konzepte
wurden auf das Supersymmetrie-Programm iibertragen. Das Determinant-Breakup
erlaubt die Verwendung einer kleineren Polynomordnung bei gleicher Approximati-
onsgiite der Fermionmatrix. Verbesserte Wirkungen ermoglichen es, die durch das
Gitter induzierte Symmetriebrechungen schon bei endlichen Gitterabstdnden a zu
reduzieren. Dadurch findet bei gegebenem Gitterabstand eine Simulation ndher am
Kontinuums-Limes statt. Artefakte, die zum Verrauschen der Observablen beitra-
gen, werden somit geddmpft und ermoglichen ein klareres Messsignal. Diese Me-
thoden wurden erfolgreich in das SYM-PHMC-Programm implementiert, zogen al-
lerdings tiefe Eingriffe in die Programmstruktur nach sich. Fiir das Determinant-
Breakup musste das Tensorprodukt der Pseudofermion-Felder {iberarbeitet werden,
die optimierten Wirkungen bedurften einer Neukonstruktion der Kommunikations-
strukturen in einem parallelisierten Programmablauf.

Das Ergebnis dieser Bemiihungen ist ein Algorithmus, der es vermag, das physika-
lische Spektrum der Theorie, das von FARRAR, GABADADZE und SCHWETZ analy-
tisch vorhergesagt wurde, in einer neuen Qualitdt numerisch zu iiberpriifen.

Um eine Vergleichbarkeit zu den Ny = 1-Simulationen herstellen zu kénnen, wurde
das Programm schlieftlich auf drei Farbfreiheitsgrade erweitert. Da die fermionischen
Routinen aufgrund der Natur, der adjungierten Matrix einen gesteigerten Rechen-
aufwand zur Folge haben, ist ein Einsatz dieses Programms in einer Produktiv-
Umgebung in néchster Zeit nicht geplant. Priméres Ziel bleibt es vorerst, das Erfor-
schungspotenzial der SU(2).-Theorie auszuschépfen und sich erst danach Systemen
zu widmen, die eine grofsere Néhe zur physikalischen Realitdt besitzen.

Ein Schwachpunkt der Analyse betrifft die Messung des Gluino-Kondensats. Explizit
waren die unverbundenen Anteile der Gluino-Korrelatoren Objekt der Betrachtun-
gen. Die Berechnung dieses all-to-all-Propagators ist numerisch sehr aufwendig, al-
lerdings bieten sich beim Konjugierten Gradienten-Verfahren in Verbindung mit der
Stochastic Estimator Technique Moglichkeiten grofser Effizienzsteigerungen durch
eine Priakonditionierung der Schétzer der zu losenden Gleichungssysteme. Dieses
Projekt befindet sich zum jetzigen Zeitpunkt aber noch in einem Experimentiersta-
dium. Erhebliche Geschwindigkeitsgewinne konnten noch nicht reproduziert werden.
Es kann, muss aber nicht zwangslaufig, auf einen numerischen Fehler zuriickzufiithren
sein. Der Parameterraum, der Simulationspunkt sowie die Feineinstellung der algo-
rithmusrelevanten Groéfsen sind von erheblicher Bedeutung fiir die Geschwindigkeit
der Iterationen. An dieser Stelle besteht also noch ein grofter Entwicklungsbedarf.

In diesem Kontext stellt sich die Frage, in welcher Art und Weise die Entwicklung
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des Algorithmus am Besten vorangetrieben werden kann. Abermals gibt es hier zwei
Ansatzpunkte. Das kurz erwdhnte Lattice-Deflating kann insbesondere bei starker
Parallelisierung viele Vorteile bzgl. der Geschwindigkeitsoptimierung bieten. In den
letzten Jahren nahm die Anzahl, der bei einer Simulation gleichzeitig zur Verfligung
stehenden Prozessoren, stetig zu. Das Skalierungsverhalten der Simulation gewinnt
bei starkerem Grad einer Parallelisierung eine wichtiger werdene Rolle. Thr wur-
de in der vorhandenen Simulation durch Verwendung unterschiedlicher Halos fiir
die Fundamentalfelder und die Adjungierten Felder schon Rechnung getragen. Das
Ziel ist jedoch eine weitere Minimierung des Kommunikationsaufwandes und eine
Vermeidung der hierdurch auftretenden barrier dependencies. Das Lattice-Deflating
bietet aus physikalischer Sicht und in serieller Programmstruktur nach ersten Be-
obachtungen in der Gitter-QCD nur einen leichten Optimierungsgrad. Werden die
einzelnen Domains jedoch so gewéhlt, dass sie jeweils ihren Platz auf einem ein-
zigen Rechenkern finden, so zeigt die Simulation ein erheblich verbessertes Skalie-
rungsverhalten. Zur Realisierung dieses Projektes sind erhebliche Modifikationen
der Programmstruktur notwendig. Die Gitterstruktur sowie die Parallelkommuni-
kation miissen neu definiert werden. Die Konstruktion einer neuen Gitterwirkung
ist erforderlich.

Ein zweiter Ansatzpunkt ist, die Signalqualitdt bei gegebener Anzahl an Gitter-
punkten zu erhohen. Insbesondere die Messung gluonischer Zusténde auf dem Gitter
bereitet aufgrund der mangelnden Statistik Schwierigkeiten. Die Massen werden mit
Zeitscheiben-Korrelationsfunktionen gemessen. Nun ist es zwar ohne weiteres mog-
lich, das Gitter in zeitlicher Richtung grofer zu wahlen, allerdings fiihrt dies nicht
zum gewiinschten Erfolg. Vielmehr bedarf es einer hdheren Auflésung in zeitlicher
Richtung. Diese kann jedoch nicht erreicht werden, ohne gleichzeitig die Auflésung
und damit die Anzahl der Gitterpunkte in rdumlicher Richtung zu erhdéhen. Ein
Ausweg bietet die von Michael Teper vorgeschlagene Moglichkeit, anisotrope Git-
ter zu verwenden. Das bedeutet, dass in Zeitrichtung eine andere Gitterkonstante
genutzt wird. Auch dies hat tiefe Eingriffe in die Programmstruktur zur Folge, die
ebenfalls die Konstruktion einer neuen Gitterwirkung betreffen und den Satz der
Tuning-Parameter verdoppelt. Insbesondere besitzt die fermionische Wirkung in
Raum- und Zeit-Richtung unterschiedliche x-Werte.

Aus physikalischer Sicht stellt sich die Frage, wie stark die Supersymmetrie durch
das Gitter gebrochen wird. Die Messung des Spektrums deutet darauf hin, dass
die Brechung z.T. noch erheblich ist. Mittelfristig sollte diskutiert werden, ob die
Verwendung von Domain Wall Fermionen Vorteile bieten konnte. Die hierzu benotig-
te zusétzliche 5. Dimension bedeutet allerdings einen gesteigerten Rechenaufwand.
Symmetriebrechende Artefakte bei endlichen Gitterabstdnden kénnen dariiber hin-
aus bei diesem Konzept nur im Limes einer unendlich grofsen 5. Dimension vermieden
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Zusammenfassung und Ausblick

werden. Die Frage der Verwendung dieses Ansatzes ist eine Frage der zur Verfiigung
stehenden Rechenkapazitat.

Durch die zahlreichen Optimierungen und Verbesserungen ist das von mir verwen-
dete Programm zu einem Projekt mittlerer Grofe herangereift. Jede ergénzende
Modifikation zur Erhéhung der Analysequalitdt und zum Geschwindigkeitsgewinn
steigert den Grad der Komplexitdt, sowohl in der Simulation als auch in der Ana-
lyse weiter. Es liegt in der Natur der Sache, dass die Programmabschnitte in Ein-
zelprojekten weiterentwickelt werden und induktiv weitergegeben werden. Dieses
Konzept funktioniert bei iiberschaubaren Programmen gut, stéfst bei zunehmen-
dem Code-Umfang aber an seine Grenzen. Es soll nicht unerwéhnt bleiben, dass
es einen hohen Aufwand mit sich brachte, bestehende Programmteile zu verste-
hen und konsistent in das PHMC-Okosystem zu iibertragen. Die Realisierung eines
anisotropen Gitters oder eine Domain Decomposition wird einer vollstandigen Uber-
arbeitung des Programms gleichkommen. An dieser Stelle wird eine grundlegende
Neukonzeption dringend empfohlen, die sowohl das Update-Programm als auch die
Analyse-Software betrifft. Mit allen gewiinschten Implementierungen im Hinterkopf,
sollte ein Programm aus der Vogelperspektive gezeichnet werden, dass als wichtig-
sten Aspekt eine Modulare Struktur besitzt. Als Vorbild kénnte die GSL-Bibliothek
oder CHROMA dienen. Die Matrix-Multiplikationen kénnen z.B. in eigenen Klas-
sen untergebracht werden. Die Prikonditionierung sowie die Parallelisierung werden
im Hintergrund durchgefiihrt und bilden dadurch keine Fehlerquelle, fiir den Fall,
dass man einen neuen Operator programmieren will. Die Module kénnen fiir sich
genommen getestet werden, sodass eine Fehlerfreiheit garantiert ist.

Dariiber hinaus sollte standardmiifig eine Struktur etabliert werden, die eine Uber-
sicht iiber die zur Verfiigung stehenden Programme liefert, sowie Verdnderungen
nachvollziehbar macht. Eine vielseitige Plattform, iiber die eine institutsiibergrei-
fende Kommunikation abgewickelt wird, und die von jedem Teilnehmer einzusehen
ist, wire zudem von groffem Nutzen. Schliefslich werden oft Informationen isoliert
ausgetauscht, die Dritten bei der Verwendung eines Programms, zu einem spéteren
Zeitpunkt, ebenfalls niitzlich sein kénnen.
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A. Erganzungen zur Theorie im
Kontinuum

A.1. Gruppen

Allgemein versteht man unter einer Gruppe G eine Menge von Elementen {g,h, ...}
mit den Eigenschaften

o Assoziativitit: (g192)93 = 91(9293)
e Existenz eines Einselementes e mit den Eigenschaften ge =eg=9g Vge g

Lzujedem g mit g~ lg=gg ' =eVge g

e FExistenz eines inversen Elementes g~
Man nennt eine Gruppe

e abgeschlossen. D.h. das Produkt gh zweier Elemente g und h einer Gruppe G
ist wieder Element der Gruppe.

e abelsch, wenn gilt gh = hg
e cinfach, wenn sie keinen Normalteiler besitzt
e halbeinfach, wenn sie keinen abelschen Normalteiler besitzt

o diskret, wenn sie entweder endlich viele Elemente oder abzahlbar unendlich
viele Elemente besitzt

e kontinuierlich, wenn sie Uiberabzéahlbar unendlich viele Elemente besitzt

Die Elemente kontinuierlicher Gruppen beschreibt man durch n Parameter. Ist n
endlich, spricht man von Lie-Gruppen.
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A. Erginzungen zur Theorie im Kontinuum

A.2. Algebren

Linearkombinationen von reellen oder komplexen Grofen beschreiben einen linear-
en Raum, sprich die Addition und Skalarmultiplikation von reellen oder komplexen
Zahlen stellen einen Vektorraum dar.

Ein linearer Raum wird zu einer Algebra A, wenn eine bindre Operation (Multipli-
kation) zweier Elemente m, n derart existiert, dass das Produkt mn wieder Element
von A ist. Dabei gelten die Linearitétsbezichungen

k(cim + can) = c1km + cokn

(cim + con) k = cymk + conk

mit k,m,n € A. Der Unterschied zwischen Gruppe, Vektorraum und Algebra léftsich
in der Form veranschaulichen.

Element + Element
Vektorraum
Zahl - Element Algebra

Gruppe { Element o Element

Eine Algebra heift
e kommutativ, wenn mn = nm gilt
e assoziativ, wenn k (mn) = (km)n gilt
o Algebra mit Einselement, wenn 1m = m1 = m mit 1 € A gilt
Es sei nun A eine assoziative Algebra mit Einselement und B C A eine Menge von

Elementen b',b%. ... Die Algebra heift von B erzeugt, wenn jedes m € A durch ein
Polynom endlichen Grades in den Elementen b’ geschrieben werden kann,

p
m=cl+Y D iy bbb,
k=111 ig...ij
wobei die Koeffizienten ¢;, ;,,. 4, komplexe Zahlen sind. Die Elemente der Menge B
nennt man Generatoren von A.
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A.3. Clifford-, Grassmann- und Lie-Algebren

A.3. Clifford-, Grassmann- und Lie-Algebren

Im Allgemeinen ist die bindre Verkniipfung o bei Gruppe und Algebra verschieden.
Die spezielle Wahl eines Produktes zwischen den Generatoren gibt der Algebra ihren
Namen. So nennt man eine Algebra Cy, die von N Generatoren £1,£2, ... ¢V erzeugt

wird, Clifford-Algebra, wenn fiir das Produkt zwischen den Generatoren

£oeb + £bge = 2¢4%° (ab=1,...,N)

gilt. Im Spezialfall der euklidischen Metrik gilt g? = —§%, im Falle der Minkowski-
Metrik g? = —n. Die spezielle Wahl des Vorfaktors (in diesem Fall 2) ist beliebig.
Jede von 0 verschiedene Zahl kann eingesetzt werden. Falls der Vorfaktor O ist,

spricht man von einer Grassmann-Algebra

gogb + ¢ =0 (ab=1,...,N).

Im Fall der Lie-Algebra wihlt man den Kommutator als Produkt

Ceee =[] | (@b=1...N).

Es besitzt die wichtigen Eigenschaften

gog’=—gPog® und (€708 ) o+ (oo + (¢Pog) 08t =

Bei zweiterer handelt es sich um die bekannte Jacobi-Identitét.
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A. Erginzungen zur Theorie im Kontinuum

A.4. Graduierung

Hinter dem mathematischen Begriff ,Graduierung” verbirgt sich das Konzept der
Supersymmetrie. Unter einer graduierten Algebra versteht man im einfachsten Fall
einen Vektorraum V, der aus einer direkten Summe aus zwei Unterrdumen Vi und
V1 besteht

V=V,dVy,
und einem Produkt o mit den Eigenschaften

V1 0Vg € Vo VUl,’UQ GV(),
wov,vow €V, Vv € Vo, w € Vq,

w1 oWy € Vo le,WQ eV,

gehorcht. Diese Algebra bezeichnet man als Zy graduierte Algebra. Der Vollstén-
digkeit halber sei erwadhnt, dass man allgemein unter einer Z, graduierten Algebra
die direkte Summe aus n Unterrdumen V;

V:VO@VI@---@Vn—l
und einem Produkt mit den Eigenschaften
vjovk €V, mod

versteht, wobei v; € V;. Ein Produkt o mit diesen Eigenschaften nennt man Gradu-
ierung.
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A.5. Darstellungsformen

A.5. Darstellungsformen

Die Grundidee der Darstellungstheorie ist es, die Elemente einer Gruppe durch
Transformationen bestimmter mathematischer Objekte darzustellen (eine Ubersicht
zur Darstellungstheorie findet sich z.B. in [146] und [147]).

Eine Darstellung p einer Gruppe G ist eine homomorphe Abbildung, also eine ein-
deutige Zuordnung

p:G— g
G’ ist eine Darstellung von G in einem Vektorraum V der Dimension n.

Ist die Abbildung isomorph, handelt es sich also um eine ein-eindeutige Zuordnung
GrG.
spricht man von einer treuen Darstellung.

Die Darstellung p (bzw. der Darstellungsraum V) heifst irreduzibel, falls es nur die
beiden trivialen G-invarianten Unterrdume {0} und V(% 0) von V gibt. Anders
ausgedriickt ist eine Darstellung, die in Blockgestalt gebracht werden kann

p1 0O
p= 0 p2 , bzw. p=p1 Bp2...

reduzibel und ansonsten irreduzibel. Die Vektoren, die sich in einem Unterraum
befinden, der durch einen Block dargestellt wird, bilden unter allen Transformatio-
nen der Darstellung p einen linearen, invarianten Teilraum. Fine Hauptaufgabe der
Darstellungstheorie ist die Klassifikation irreduzibler Darstellungen.

Unter einem Casimir-Operator versteht man einen Operator, der mit allen Gene-
ratoren einer Gruppe vertauscht. Dieser Operator besitzt deshalb eine herausra-
gende Rolle, weil die Invarianz eines Systems unter der Gruppe G bedeutet, dass
der Hamilton-Operator H mit allen Gruppenoperatoren vertauscht. Die Casimir-
Operatoren kommutieren mit H und natiirlich auch untereinander. Das Theorem
von Racah garantiert, das jedes Multiplett einer halbeinfachen Lie-Gruppe eindeu-
tig durch die Eigenwerte C1,Cs, ... ,C; der [ Casimir-Operatoren Ch,Cs, ... ,Cy cha-
rakterisiert werden kann.

219



A. Erginzungen zur Theorie im Kontinuum

Von besonderem Interesse sind nun irreduzible Darstellungen einer Gruppe. Sie wer-
den mit dem Parameter j gekennzeichnet, welcher mit den Eigenwerten des Casimir-
Operators zusammenhéngt. Allgemein versteht man unter einer Tensordarstellung
eine irreduzible Darstellung mit j = [ und [ ganzzahlig. Spinordarstellungen sind
irreduzible Darstellungen mit halbzahligem Spin. Spinordarstellungen sind aus Tens-
ordarstellungen nicht gewinnbar. Unter der fundamentalen Darstellung der Gruppe
G versteht man die irreduzible Darstellung mit der niedrigsten Dimension > 1, d.h.
die nicht-triviale Darstellung.
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A.6. Dirac-, Majorana- und Weyl-Spinoren

A.6. Dirac-, Majorana- und Weyl-Spinoren

Fermionen sind Teilchen, die der Fermi-Dirac-Statistik gehorchen. Sie haben halb-
zahligen Spin und da sie antikommutieren, liegt ihnen eine Clifford-Algebra zugrun-
de. Vorzugsweise werden sie durch Spinordarstellungen beschrieben.

Es wird also eine Clifford-Algebra betrachtet, die die allgemeine Form
Clifford-Algebra: Cl(N,M): {"~"} =2n™"1

hat. Die Anzahl der Generatoren ist d = N 4+ M. Die Generatoren, die die Clifford-
Algebra erzeugen, sind in vier Dimensionen die y-Matrizen. Jede irreduzible Darstel-
lung dieser Algebra durch Matrizen besteht aus 4 x 4-Matrizen. In einer geeigneten
Basis haben die v-Matrizen die auf Dirac zuriickgehende Form

0 ot 0 1 -1 0
'V“:<&u o>’702<]1 0)’75:<0 ]1)' (A1)

Dabei gilt noch die spezielle Relation 75 = ivoy172y3 = 7° fiir die y5-Matrix.
Aufrgrund des gegebenen Skalarproduktes

rpy” = nuaty” = 2y —x -y
im Minkowski-Raum, hat der Metrische Tensor die Form
=1 =2 =¥ =—-1, ™ =0falls m#n (A.2)

die mit der inversen Metrik {ibereinstimmt. Die Pauli-Matrizen lauten

(1) () (3 0).
sie werden zusammengefasst zu dem Vektor
o= (01,02,03) . (A.4)
Die um das Einslement ¢° := 1 erweiterten Paulimatrizen lauten
ot =(1,0) und " =(1,-o0) (A.5)
auflerdem wird

ol = i (ota” — a¥at) (A.6)
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A. Erginzungen zur Theorie im Kontinuum

definiert. Aus den Generatoren der Clifford-Algebra C¢ (N,M) konstruiert man die
Generatoren der SO(N,M)-Lie-Algebra mit der Strukturkonstantenmatrix

zm = <A (A7)
Die Darstellung der ™" wird auch als Spinordarstellung bezeichnet. Man gelangt
also {iber die Matrixdarstellungen der Clifford-Algebra zur Spinordarstellung. Von
besonderem Interesse sind die irreduziblen Darstellungen der komplexen Clifford-
Algebra. Die Elemente dieses Darstellungsraumes heiften Spinoren.

Fiir jede gerade Dimension d und eine vorgegebene Metrik ¢g"" sind alle irreduziblen
Darstellungen der Clifford-Algebra C'¢ (N,M ) &dquivalent und besitzen die Form von
n x n Matrizen mit n = 2%/2. Mit einer invertierbaren Matrix S konnen zwei Dar-
stellungen {7y™} und {4} ineinander iiberfithrt werden

ﬁm — S’}’mS_l.

Fiir jede ungerade Dimension d existieren zwei nicht-dquivalente irreduzible Dar-
stellungen von C¢ (N,M) in Form von n x n Matrizen mit n = 2(¢=D/2 Ist {y™}
eine Darstellung, so lautet die nicht-dquivalente Darstellung {—+™}.

e Die Dirac-Spinor-Darstellung ist die kleinste komplexe Darstellung der Al-
gebra C/(1,3). Hierbei handelt es sich um eine zeitliche drei raumliche Dimen-
sionen.

e Die Majorana-Spinor-Darstellung ist die kleinste reelle Darstellung der Al-
gebra C?(1,3). Als wichtige Eigenschaft bleibt festzuhalten, dass ein Majora-
na-Spinor ein selbstkonjugierter, reeller Dirac-Spinor ist

Ya = vy = CPT
mit der Ladungskonjugationsmatrix
.20 - g9 0
C-Z’y’y-l(o 02>, (A.8)

welche die Figenschaften
cl=-—c=c", cl'yc= —fyg, C*=-1 sowie detC=+1

hat.
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A.6. Dirac-, Majorana- und Weyl-Spinoren

e Eine Weyl-Spinor-Darstellung ist die kleinste komplexe Darstellung der ge-
raden Unteralgebra C¢°(1,3). Hierbei ist C¢°(1,3) die Clifford-Algebra C¢(1,3)
der geraden Elemente.

Die Grofe n liefert die Zahl der komplexen Spinkomponenten. Nach der Vorschrift
n = 2%2 sind Spinoren eines vierdimensionalen Raumes vierkomponentig. Nach der
Vorschrift n = 2(@=1)/2 gind die Spinoren des dreidimensionalen Raumes zweikom-
ponentig. Fiir gerades d spielen die Projektionsoperatoren

11— ,Yd—i-l B 1+ ,.yd—i-l

Pp=—7—, Pr 5 (A.9)

mit den Eigenschaften
PE,R:PL,Ra PrPr =0, Ppr+Pr=1

eine wichtige Rolle, da die links- und rechtshandigen Anteile, ¢y, = Pry und ¢p =
PR, eines Spinors 9 getrennt voneinander transformieren.

Yr
v=(
VR
eines Spinors erkennt man gut den Zusammenhang zwischen Dirac- und Weyl-

Spinor. Mit den Projektionsoperatoren P, und Pgr kann der rechte oder linke Weyl-
Spinor aus einem Dirac-Spinor herausgefiltert werden.

In der chiralen Darstellung

Die Spinortransformation fithrt bei Grosen, die man aus ) = 1770, 4-Matrizen und
einem eventuell von 1) verschiedenen Spinor x zusammensetzt, zu einem Transforma-
tionsgesetz, das am Indexbild ablesbar ist. Es transformieren in vier Dimensionen:

e 1\ wie ein Skalar,

e )7y wie die Komponenten eines Vierervektors,

o X"\ wie die Komponenten eines antisymmetrischen Tensors,

o )"y wie die Komponenten eines axialen Vierervektors,

e )y°x wie ein Pseudoskalar.
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A. Erginzungen zur Theorie im Kontinuum

A.7. Das Eichprinzip

Das Eichprinzip ist ein grundlegendes Konzept der theoretischen Physik und findet
aufgrund seiner zentralen Bedeutung an dieser Stelle seinen Platz.

Globale Phasentrasformation Lokale Phasentransformation

e e

Abbildung A.1.: Eine globale Phasentransformation éndert an jedem Ort (z,y) die
Phase um den gleichen Betrag Ap. Bei einer lokalen Phasentransformation ist die
Phasenédnderung von Ort zu Ort verschieden Ap = f (z,y). Lokale Phasentransfor-
mationen erfordern die Existenz duflerer Kréfte.

Ein physikalischer Zustand wird durch die Wellenfunktion ) (x) beschrieben, wobei
als Messgrofte nur das Betragsquadrat in Erscheinung tritt. Dies bedeutet, dass mit
¥ (x) auch

Y (x) = e ¥ (2)
Losung der Dirac-Gleichung ist. Dies nennt man eine globale Symmetrie und bezieht
sich dabei auf die Orts- und Zeitunabhangigkeit von ¢. Laft man die Forderung nach

Orts- und Zeitunabhéngigkeit von ¢ fallen, so dass ¢ nach ¢ — ¢ (z) {libergeht, so
spricht man von lokalen (=Eich-) Symmetrien

o — @ ().

Ausgehend von der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen mit der Ladung ¢

(19 — m) ¥ (2) = 0

wird also eine lokale Phasentransformation

U (z) = exp (i (2)) ¥ (2)
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A.7. Das Eichprinzip

durchgefiihrt, wobei die Dirac-Gleichung unter dieser Transformation nicht invariant
bleibt:

(17 0u =m) ¢’ (x) = (iv"0u — m)exp (ip (z)) ¥ (x)
= exp (ip (2)) (70 — m) ¥ () =" (Ou (2)) ¥/ (x) -
0

Das Feld ¢’ (z) ist also keine Losung der freien Dirac-Gleichung. Geldnge es, die-
sen zusétzlichen Term zu kompensieren, so hdtte man die urspriingliche Invarianz
wiederhergestellt. Dies gelingt durch das Einfiihren eines Eichfeldes A,, welches
sich gerade so transformiert, dass es den Zusatzterm kompensiert. Hierzu ist die
Einfiihrung einer kovarianten Ableitung

D, =8, +iqA, (A.10)

notig, so kann man die Invarianz wiederherstellen, wenn alle partiellen Ableitungen
0y, durch die kovariante Ableitung D,, ersetzt werden. Die Dirac-Gleichung lautet
dann

(17" Dy —m) ) () = 0.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden im Eichprinzip zusammengefasst: Es wird
postuliert, dass die Dirac-Gleichung invariant gegeniiber einer beliebigen lokalen
Phasentransformation ist. Dies ist im Feldfreien Raum unmdglich, vielmehr ist die
Existenz eines Vektorfeldes erforderlich, welches dann gleichzeitig eichtransformiert
wird
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A.8. Gruppenstruktur der U (1), SU (2) und SU (3)

Bei der Analyse von kontinuierlichen, differenzierbaren Transformationen betrachtet
man nur infinitesimale Transformationen, bzw. auf infinitesimale Generatoren b. Fiir
eine Transformation

Y (x) = Ut (x)
wird der Ansatz
U = el¥?

gemacht, weil U aufgrund der Normerhaltung unitér sein soll. Die Reihenentwick-
lung ergibt

. 1 .
U= eléb = 1+i<pb+5(i<pb)2+...“’:°1+igpb. (A.11)

Aus der Forderung, dass sich die Erwartungswerte der Operatoren F' durch eine
Symmetrietransformation nicht dndern

(A|F|A) = (A'|F'|A") = <A\UTF’U1A>
folgt das allgemeine Transformationsgesetz
F—F =UFU"
Fiir die infinitesimale Anderung §F = F’ — F folgt die Beziehung
OF = —i[F,p].

Gewdhnlich versteht man unter einer Liegruppe bereits die konkrete Darstellung in
Form von Matrizen, denn der Satz von Ado besagt, dass man jede endlichdimen-
sionale komplexe Lie-Algebra als eine Lie-Algebra von Matrizen darstellen kann.
Die Elemente dieser Gruppen sind invertierbare Matrizen mit nichtverschwinden-
der Determinante, wobei die Gruppenmultiplikation mit der Matrizenmultiplikation
zusammenfallt.

Eine Gruppe von Matrizen heifst reguldr, wenn jedes Element der Gruppe, also jede
Matrix A quadratisch ist und eine zu ihr inverse Matrix A~! existiert, derart dass

A-AT=1.
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A.8. Gruppenstruktur der U (1), SU (2) und SU (3)

Unterliegen die Matrizen keiner weiteren Einschrankung, so bezeichnet man sie als
general linear

GL (N,R) ={A € reelle N x N Matrix}
GL(N,C) ={A € komplexe N x N Matrix} .

Gruppen unitérer (komplexer) Matrizen AAT = ATA = 1 erhalten den Buchstaben
U

U (N) = {GL (N,C) |[AAT = ATA = 11}

und Gruppen orthogonaler (reeller) Matrizen AAT = AT A = 1 den Buchstaben
O

O(N)={GL(NR)|AAT = ATA=1}.
Matrizen, deren Determinante Eins ist det A = 1, bezeichnet man als speziell

SL(NR) ={GL(NR)|det A =1}
SL(N,C) ={GL(N,C)|det A =1}

Orthogonale und unitdre Matrizen mit der Determianante Eins bezeichnet man
als

SO (N,R) = {GL (NR)|det A = 1]AAT = ATA = 11}
SU (N,C) = {GL (N,C)|det A = 1] AAT = ATA = 11} .

Die Gruppe der unitiren Matrizen U (N) besitzt N? Generatoren, withrend die
Gruppe der speziellen unitire Matrizen SU (N) gerade N? — 1 Generatoren be-
sitzt.

e FEin Beispiel fiir eine U (1)-Eichsymmetrie ist in Kapitel A.7 gegeben. Mit
U = e

ist U eine 1x 1-Matrix, fiir die UUT = 1 gilt. Im Standardmodell ist die U (1)-Gruppe
die Symmetriegruppe der Quantenelektrodynamik.

e Fir die SU (2) ergeben die Pauli-Matrizen (A.3) eine mogliche Darstellung

[Ja,Jb] = i€gpede, a,b,c € {1,2,3}
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wobei die Generatoren hier die Form
Ji = O'Z‘/Q

haben, und der Levi-Civita-Tensor ey, mit (€123 = +1) verwendet wurde. Auf-
grund der Unitaritdt der Matrizen lassen sie sich in der Form

U:( “ b) mit  |a|® + b]* =1

—b* a*

darstellen. Das ist deshalb von besonderer Bedeutung, weil das in dieser Arbeit
betrachtete Eichfeldfeld in der SU (2) Fundamentaldarstellung vorliegt. Sowohl in
den abzuspeichernden Feldkonfigurationen als auch bei der Parallel-Kommunikation
werden nur die Parameter a und b kommuniziert, bzw. abgespeichert, was den zu
betreibenden Kommunikations-Aufwand halbiert.

Alle Matrizen der Gruppe SU (2) kénnen nun durch die Pauli-Matrizen in der Spi-
nordarstellung beschrieben werden

.3
U = exp <—; ngi(fz) .
=1

Im Zusammenhang mit Kapitel A.6 bleibt zu erwdhnen, dass die Elemente des
zweidimensionalen, komplexen Darstellungsraumes, auf welche die U’s wirken mit
den SU (2)-Spinoren identifiziert werden kénnen.

Im Standardmodell ist die SU (2)-Gruppe die Symmetriegruppe der elektroschwa-
chen Kraft. Allerdings besitzt die SU (2) fiir diese Arbeit auch eine besondere Bedeu-
tung, da das hier betrachtete SUSY-Modell lediglich auf einem Farbdublett beruht.
Es werden also nur zwei Farbladungen betrachtet. Hierdurch reduziert sich die Eich-
matrix V' (3.12) in der fermionischen Wirkung auf eine 3 x 3-Matrix. Im Vergleich
zu einem realistischeren Drei-Farb-Modell mit einer 8 x 8-Matrix vereinfacht sich
der Rechenaufwand dadurch deutlich.

e Fiir die SU (3) ergeben die Gell-Mann-Matrizen eine mogliche Darstellung
(10, Th] = ifapeTe, abee{l,...8) mit T,=\/2.

Jede SU (3)-Matrix ldsst sich darstellen als

. 8
U = exp (—; Z goi)\i> .
1=1
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Fiir die Strukturkonstanten gilt die Jacobi-Identitat
Jabe fede + Sface fave + fade foce = 0,
sie lauten
Ji2s = +1, fass = fors = \f
J1ar = — f156 = faa6 = fast = f3a5 = —faer = %

Die Gell-Mann-Matrizen haben die Form

010 0 —i 0 1 0 0

M= 100], X=[i0o0], X=[0-10],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 —i 000

M=[000], XM=[00 0], X=[001],
100 i 0 0 010
00 0 10 0

M= 00 —i |, &:§§ 01 0 (A.12)
0 i 0 00 —2

Im Standardmodell ist die SU (3) .-Gruppe die Symmetriegruppe der starken Kraft.
Eine andere SU(3) Symmetriegruppe ist die Flavour SU (3);, sofern man die Fla-
vours up, down und strange der drei leichtesten Teilchen betrachtet. Das Mesonen-
Multiplett wird durch ein Oktett und ein Singulett mit

33=8041

dargestellt. Der Singulett-Zustand wird fiir Spin 0 durch das 7’ = s3-Teilchen re-
produziert. Im angeregten Spin 1-Zustand entspricht das Singulett dem ¢ = s3s-
Teilchen. Das zur Oktett-Darstellung gehorige Teilchensprektrum ist in Abbildung
A.2 veranschaulicht.
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Spin 0, Paritat —1 Spin 1, Paritdt —1
s—=1 us (KT) st (K*0) us (K*T)
o 47 (0 a7 (0 B
- EA N wd () da (o) W AN ud (o)
e

ut + dd (w)

s=—1

st (K-) i (K) @ () si (K
g=-1 ¢=0 g=1 g=-1 ¢=0 g=1

Abbildung A.2.: Dies ist die irreduzible Darstellungen der Flavour-SU(3). Die

SU(3) ist mit up-, down- und strange-Quark im Oktett realisiert. Hier wurde die
Strangeness s gegen die Ladung ¢ aufgetragen.

Das Baryonen-Multiplett erhélt die
3R3®3=108d8d10

Darstellung. Das Oktett in Abbildung A.2 reproduziert die 8-Darstellung und das
Dekuplett steht fir die 10-Darstellung.

Spin 1/2, Paritit +1 Spin 3/2, Paritét +1
udd (n) uud (p) ddd ( udd (A9) uud ( uuu (ATT)
s=0
0
dds (X7) Udb =9 dss (XT) dds x uds (2*0) uus M
s =
uds (A)

sss (27)

s=-3 \q:—l

Abbildung A.3.: Hier sind das Oktett und das Dekuplett fiir Baryonen abgebildet.
Die Strangeness s ist gegen die Ladung ¢ aufgetragen.
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A.9. Chirale Symmetrie

Bei der Suche nach einer fermionischen Gitterwirkung spielt die chirale Symme-
triebrechung eine wichtige Rolle. Sie lasst sich nach dem Theorem von NIELSEN und
NINOMIYA (siehe Anhang B.2) nur schwer vermeiden. Dieses durch Diskretisierung
verursachte Gitterartefakt hat weitreichende Auswirkungen auf das Teilchenspek-
trum und die Massen der Teilchen (welche Auswirkungen spontane physikalische
Symmetriebrechungen haben, wird in Kapitel 1.2 erortert).

Die unitére Transformation der Felder vy, (x)
Ui () — 7O iy () (A.13)

mit den Generatoren T}, der Symmetriegruppe und dem Drehwinkel ©¢ fiihrt zu
einem erhaltenen Strom. Erhaltene Strome, die auf Symmetrietransformationen be-
ruhen, werden Noether-Stréme genannt. Aus der Variation der Lagrangedichte 6L
folgt unter Beriicksichtigung der Kontinuitéitsgleichung 0#j,, = 0

oL

R ey S
Ju FIGRTS, AR

Aus der Dirac-Gleichung fiir die freie Theorie ergibt sich die Lagrangedichte fiir
masselose Fermionen zu

L =iy iy
Eine Transformation der Form (A.13) fithrt zu einem erhaltenen Vektorstrom
V; = lﬁk'YuTl?ﬂﬁl'
Eine Transformation der Form
Y (z) — efi%gangli/)l (x) (A.14)
fiihrt zu einem erhaltenen Axial-Vektorstrom
A = Prysy T

Ist eine Theorie unter beiden Transformationen invariant, beinhaltet sie eine chirale
Symmetrie. Durch hinzufiigen z.B. eines Masseterms zur Lagrangedichte

Lges. = L+ Ly — 0Lges. = Ly = 01§, # 0,

wird die chirale Symmetrie gebrochen, da der Axial-Vektorstrom nicht erhalten
bleibt.
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A.10. Die supersymmmetrische Ward-ldentitat

Die Super-Yang-Mills-Wirkung
S _ d4 1 Fa Fzz 1 S\a Dab)\b
SYM — z Z uvt uy + 5 Tty

(siehe auch Formel (2.16) in Kapitel 2.9) ist aufgrund ihrer Konstruktion invariant
unter den supersymmetrischen Transformationen € (z)

§A, = —2g e (2) (A.15)
0N = ‘—QU'FG({L’) (A.16)
0N = EE(J:) o-F . (A.17)

€ (z) ist in diesem Fall ein lokaler, also ortsabhingiger, grassmannwertiger Para-
meter. In Anhang A.9 wurde bereits angesprochen, dass zu jeder kontinuierlichen
Symmetrie einer Theorie, ein erhaltener Noether-Strom j, existiert. In diesem Fall
hat der Superstrom die Form

, i
Ju(x) ="Tr {ng (@) Yuour A (x)}
Ihre Lagrange-Dichte &ndert sich nur um totale Divergenzen dieses Stromes
0L = €0ujy

Die Kernaussage der Takahashi-Ward-Identitaten ist nun, dass der Erwartungwert
einer Observable O unabhéingig von einer Eichtransformation ist

Dabei wird angenommen, dass die Theorie frei von supersymmetrischen Anomalien
ist. Ward-Identitdten haben in der theoretischen Physik eine besondere Bedeutung,
da sie an die Stelle der Erhaltungssétze treten, die durch die Quantisierung ungiiltig
gewordenen sind. Der Erwartungswert eines Operators berechnet sich gemafs

1
)= / D[A,] D[N Oe~S
und es gilt unter lokaler SUSY-Transformation mit der Leibnitz Kettenregel
0=—(6SO) + (00) . (A.18)
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Mit
0§ = —/d4me(x) X, (z)
ist der Noether-Strom > gegeben zu
5 (@) = =22 T {For (@) 20reh ()}

Hieraus erhéalt man nun die supersymmetrische Ward-Identitét

(042 (2) O (y)) = 0

Dabei wird angenommen, dass O auferhalb des Definitionsbereiches von €(z) loka-
lisiert ist, so dass die Variation dO verschwindet. Insbesondere ist y # x.

Wird die Supersymmetrie durch das explizite Einfligen eines Masseterms in die
Wirkung gebrochen

1 1< -
SSYM = /d4x {4FﬁuFﬁ,, + §>\a7uDZb>\b +mg oA (z) A? (x)} :
so fiihrt dies zu einem zusétzlichen Term y (x) in Gleichung (A.18) der Form
i
X (z) = 2; Tr {F,: (z) ou: A (z)}

mg o ist hierbei die nackte Gluinomasse. Die Ward-Identitit hat damit die Form

(005 (2) O (y)) = mg 0 (x () O (y))

Hieraus wird ersichtlich, dass die Supersymmetrie durch einen Term proportional
zu mg o gebrochen ist und nur fiir mg ¢ — 0 zuriickgewonnen werden kann.
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A.11. Grundziige einer allgemeinen Yang-Mills-Theorie

Nachdem in Abschnitt A.8 ein Einblick in Gruppen und ihre Darstellungen gegeben
wurde, folgt nun ein kurzer Uberblick iiber eine allgemeine nicht-abelsche Eichtheo-
rie. Der Feldstérke-Tensor wird in einer YANG-MILLS-Theorie beschrieben durch

Fl, = 0,A% — 0,A% + go fape AL AS,

wobei fup. die Strukturkonstante fiir eine unitdre Eichgruppe G und g¢ die nackte
Kopplung ist. Die Gruppenelemente kénnen nach A.8 durch die Generatoren T'* der
Gruppe und die Parameter w®

iw*Te

g=e

parametrisiert werden. Die Strukturkonstanten werden {iber die Algebra definiert
mittels

T = ifune T

Der wesentiche Unterschied zu einer abelschen Eichtheorie ist das Nichtverschwinden
des Kommutators. Das hat Selbstwechselwirkungen fiir die Eichfelder zur Folge.
Ublicherweise sind Generatoren orthonormiert

1
Tr <T“Tb) = ub.

Die kovariante Ableitung in der fundamentalen Darstellung wird in nicht-abelschen
Theorien tiber

(DuFuw)" = 0,F%, + gofarcALFS,
definiert. Mit Hilfe der Generatoren werden A, und F),, definiert zu

Ay = —igA;T* und  Fy, = —igF T

’

Es gilt der Zusammenhang

Fu =0,A, —0,A, + [ALA]. (A.19)
Die YANG-MILLS-Wirkung lautet
1 1
Svm =55 d'e T Fu Py = 4 / d'zFS,FL,.

Der Feldstéirketensor und das Matrixpotenzial verhalten sich schliefslich unter Eich-
transformation wie

_ _ i
Fo.—g 1Fw,g und A, — g 1Aug+%g lﬁug.
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A.12. Adjungierte Darstellung

Bei dem Aufbau der SUSY-Theorie im Superfeld-Formalismus (Kapitel 2.8) stellt

sich heraus, dass sich die Fermionen hier in der adjungierten Darstellung befinden.

Die adjungierte, irreduzible Darstellung der SU(N,) wird durch Matrizen der Di-

mension (N2—1)x (N2—1) realisiert, die durch die Strukturkonstante f,. festgelegt
sind mit

C

(1% =i = [ (771

Die Eintridge der Darstellungsmatrix des Generators a (a =12,...,N2 - 1) sind

durch die Strukturkonstanten mit ifup. determiniert. Die (N2 — 1)-komponentigen
Vektoren transformieren sich dabei in diesem Darstellungsraum wie

by — <eicpa(T”)>Z¢c_ (A.20)

Anstatt die Felder nun als (N2 — 1)-dimensionale Tensoren 1. Stufe mit dem Trans-
formationsverhalten (A.20) aufzufassen, konnen auch spurfreie N, x N.-Matrizen
gewahlt werden. Mit den Generatoren in der Fundamentaldarstellung gilt dann

(6)) = ¢" (T}

Dann werden die Felder als Matrizen, also Tensoren 2. Stufe beschrieben, die dem
Transformationsverhalten

T

¢ — UpUT = ("17) ¢ (e™"1") (A.21)

gehorchen. Das (A.20) und (A.21) dquivalente Beschreibungen sind, lésst sich tiber
die Taylorreihendarstellung und Neuordnung der Exponentialfunktion beweisen. In

der vorliegenden Arbeit werden die Felder in der adjungierten Darstellungsform
verwendet.

Im Fall der Fundamentaldarstellung gilt die in Kapitel A.7 gefundene kovariante
Ableitung (A.10)

Duo (z) = 0u¢ () + A (z) ¢ () -

Die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung lautet

Duo (x) = 0ud (x) + [Au,0 ()] . (A.22)
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A.13. Grassmann-Zahlen

Super-Zahlen erhélt man in der einfachsten Form aus einer Konstruktion
z =c1 + 2,

dabei sind c1,co € C, wobei ( der Generator einer Grassmann-Algebra ist. Hier ist
sofort zu sehen, dass das Quadrat von Grassman-Zahlen verschwindet, da sie der
Grassmann-Algebra gehorchen:

¢+ ¢ = 2(¢7)? = . (A.23)

Im Allgemeinen sind Super-Zahlen aus mehreren Generatoren (* aufgebaut, wobei
man den Koeffizienten c¢; als Korper zx und die mit Generatoren verbundenen
Komponenten als Seele zg bezeichnet

1

2= ool + el b el (b (A24)
~— k)
2K ;g

Grassmann-Zahlen kénnen durch Matrizen dargestellt werden. Eine Représentation
fiir eine Grassmann-Algebra, die mit zwei Grassmann-Zahlen ¢! und ¢? aufgebaut
wird, kann durch 4 x 4-Matrizen dargestellt werden

0000 0 0 00 000 0
1000 0 0 0 0 000 0
S=looo0oo0] 21 0 00 9““=|l000o0
0010 0 -1 0 0 1000

e Zur Ableitung von Grassmann-Zahlen:

Man kann eine konsistente Analysis mit Grassmann-Zahlen konstruieren, indem
man die Ableitung mit

0 — b ab
aCal—O und ag‘ag =9 (A.25)

definiert. Fiir den Aufbau einer Supersymmetrie auf dem Superraum-Formalismus
ist es notwendig, eine analytische Funktion f zu einer super-analytischen Funktion
F' zu erweitern, derart dass

F(z) = F (zx + 29) (zr) + Z f ) 23 (A.26)
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ist. Das Einsetzen der Seele von (A.24) in die Super-Funktion (A.26) liefert fiir
k=2

F(z) = f(co)+fY(co) <01C1+C2C2+21!C12C1C2>

= fo+ Al +f2C2+%f12C1C2~ (A.27)

Hohere Terme treten aufgrund der Eigenschaft (A.23) nicht auf. Die Darstellung
(A.27) findet in Kapitel 2.4 Verwendung. Die einzelnen Terme der Entwicklungsreihe
werden mit den reduziblen Darstellungen identifiziert.

e Zur Integration von Grassmann-Zahlen:

Um das Pfadintegral fiir ein Fermi-Feld korrekt zu reproduzieren, definiert man
Linearitat

/ (a1 f(C) + azg(O)) dC = ay / F(C)dC + az / 9(C) dc

fiir zwei analytische Funktionen f(¢) und g(¢).

Die partielle Integrationsformel

0
[|55)] ac=o
ergibt die Integrationsregel

/ 1d¢=0 und / ¢bdce = 5. (A.28)

An Formel (A.25) und (A.28) ist zu erkennen, dass Differentation und Integration
im Gegensatz zur gewOhnlichen Analysis dquivalent, also gleichartige Operationen
sind.

Ein wichtiges Integral, welches im Zusammenhang mit fermionischen Modellen auf-
tritt, ist das Gaufssche Integral mit Grassmann-Variablen. Dieses lautet fiir zwei
Variablen

/ dCdCe™ %6 = / dCd¢ (1 - al¢) = —a, (A.29)
und fiir 2N Variablen mit der N x N Koeffizientenmatrix A
/ dNEdN ce=SA¢ = det A. (A.30)

Im Gegensatz zum komplexen Fall tritt hier die Determinante anstatt ihres Inversen
auf.
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A.14. Die Pfaffsche Form

Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix M,g = —M g, kann immer als
das Quadrat eines Polynoms der Matrixeintrage geschrieben werden. Dieses Poly-
nom wird die pfaffsche Determinante der Matrix genannt. Im Folgenden wird ge-
zeigt, dass das Integral aus Gleichung (3.14) als Pfaffsche Determinante aufgefasst
werden kann.

Mit der Umformung A = AC und der Definition CQ = M folgt

/D[)\] e N = /D[)\] e N = /D[)\] e M,

Bei den Majorana-Spinoren A handelt es sich um Grassmann-Zahlen. Das Maf ist
gegeben mit D [A| = d\;...d\gy,. Es kann gezeigt werden, dass sich ein Gauss-
Integral {iber Grassmann-Zahlen als Pfaffsche Determinante auffassen lasst

_1 1
/D P‘] e 2MA = pf (M) = WealﬁlnﬂNﬁNMalﬂl .- 'MOéNﬂN'

Dazu wird die Funktion nach (A.26) in einer Potenzreihe entwickelt

_1 1 "
/D D\] e 2 Ez,y Ao May Ay = /D [)\] oMy <_ Z )\mey)\y> .
z,y

Hierbei ist m die Anzahl der Generatoren. Sie sind auf dem Gitter proportional zu
der Anzahl der Gitterpunkte. Die Entwicklung ist exakt, da hohere Potenzen auf-
grund der Struktur der Grassmann-Algebra nicht auftreten (siche Formel (A.23)).

Bei Ausmultiplikation des Produktes treten nur Terme auf, die eine Permutation der
Form {A;... Ao} enthalten, da alle anderen Terme wieder 0 ergeben. Das Integral
lautet dann

1 m
T / d\; ... dom <—;Am/\4wxy> =

_ 1
- omym)

/ A ddomAr - dam > (D) My gy Mgy i

oc€Som

Eine weitere Diskussion zum Signum erfolgt weiter unten. Mit der Integrationsregel
fiir Grassmann-Zahlen

/d)\l...d)\gm)\l...)\gm:1
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ergibt dies die Pfaff’sche Form

1
2mm

> (1T Miy gy - Mg, gy, =PE(M).

O'GSQm

Es sei angemerkt, dass eine analoge Rechnung fiir die Funktion mit zwei Dirac-
Teilchen eine Determinante zum Ergebnis hat

/D [\, 2] e @ = det Q.

Des Weiteren gilt der Zusammenhang

(Pf (M))? = det Q — Pf (M) = sgn Pf (M) - y/det Q.

In dieser Arbeit kommt die Pfaffsche Form bei der Ausintegration der Majorana-
Spinoren in Kapitel 3.7 vor. Bei der darauf folgenden Bosonifizierung tritt dann die
Determinante auf.
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A.15. Das Vorzeichen der Pfaffschen Form

Som ist die Menge aller bijektiven Abbildungen
o: {1,....2m} —{1,...2m}

und das Signum ist durch

+1 fiiro(1),...,0(2m) gerade Permutationen von 1...,2m
(1) =

—1 firo(1),...,0(2m) ungerade Permutationen von 1...,2m

gegeben. Die Berechnung des Signums ist numerisch allerdings recht aufwendig. Sie
ist mit einer LU-Zerlegung zur Determinantenberechnung vergleichbar [80].

In einer Monte-Carlo Simulation zum Update der Feldkonfigurationen kann ein
Vorzeichenwechsel nicht berticksichtigt werden, da keine Darstellung einer reellen
effektiven Wirkung mit negativem Pfaffian existiert. Es ist allerdings moglich, die
Vorzeichen-Problematik zu umgehen, indem der Betrag | Pf(M)| betrachtet wird.
Der Erwartungswert eines Operators wird berechnet mit

(0) = % / DUD N O [\ )\ e %5 = % / DUO [U] e % Pf (M).
Mit der Zustandssumme
Z= / DUe 5 Pf (M)
und dem Signum
Pf (M) = o |Pf (M))|
folgt

. DU [@ a}e*‘% IPf (M)
(0) = DU [o]e=Ss [PT (M)]

Das Vorzeichen wird also bei der Messung dem Operator O zugeschlagen

N (00)
(O oo™ e

()5, 4.1
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In der Praxis wird dabei das Vorzeichen fiir Konfigurationen mit den kleinsten
Eigenwerten untersucht, da nur bei diesen ein Vorzeichenwechsel stattfinden kann. In
einem reweighting step findet dann eine statistische Korrektur des Erwartungswertes
statt. Es gilt

SN 00/N SN 00 Nean. S0 — 5 O
Ziilai/N Zfilai Ny —N-
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A.16. Das Wess-Zumino-Modell

Das Modell von WESS und ZUMINO war 1974 das erste vierdimensionale supersym-
metrische Modell. Es wurde formuliert, noch bevor SALAM und STRATHDEE 1975
den Superraum-Formalismus einfiihrten, der die Grundlage fiir die Super-YANG-
MiLLs-Theorie darstellt. Es beschreibt zwei skalare Bosonen, die mit sich selbst
und mit einem chiralen Fermion wechselwirken. Aufgrund seiner Einfachheit ist das
WESS-ZUMINO-Modell ein beliebtes Beispiel, an dem sich wichtige Eigenschaften
supersymmetrischer Feldtheorien zeigen. Dariiber hinaus kann diesem Modell im
Kontext der perfekten Wirkung auf dem Gitter formuliert werden. BIETENHOLZ
zeigte 1998, dass das WESS-ZUMINO-Modell in zwei bzw. vier Dimensionen auf dem
Gitter formuliert werden kann, ohne die Supersymmetrie zu brechen. Allerdings ist
es physikalisch unrealistisch.

Die Idee von WESS und ZUMINO bestand darin, eine allgemeine Lagrangedichte zu
konstruieren, deren Bewegungsgleichungen

0 oL oL _,
Oz, <a <a¢/6x#>> eI

unter supersymmetrischen Transformationen invariant bleiben. Die einfachste su-
persymmetrische Lagrangedichte fiir ein chirales Multiplett enthélt den kinetischen
Term der Fermion- und Bosonfelder

‘Cchiral = £scalar + Efermion = _au¢*8u¢ - il/}-ra'uauw7

wobei 1 ein 2—komponentiger Weyl-Spinor ist. Die infinitesimale Supersymmetrie-
Transformation € &ndert ein Boson in ein Fermion und umgekehrt

bcp=cp und 60" = €lpl.

Damit die Lagrangedichte bis auf eine totale Ableitung invariant bleibt, muss v sich
transformieren wie

Ot =1i(0"0y), def und (54/}2 = —i(c"0u), ¢ e

Es kann gezeigt werden, dass die Bewegungsgleichungen unter diesen Transforma-
tionen invariant bleiben. Es gilt

0eLQkalar = —€0uot'e" + c.c.

0eLPormion = +e0u0"¢* + c.c. + tot. AbL.
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Dies ist das einfachste supersymmetrische Modell. Es beschreibt ein nicht wech-
selwirkendes, masseloses chirales Supermultiplett. Zur Verallgemeinerung wird ein
komplexes Spin—0 Hilfsfeld F' eingefiihrt, das keine eigene Dynamik hat und nur
algebraisch mit den anderen Feldern verbunden ist. Es wird gebraucht, damit die
SUSY-Algebra auch fiir virtuelle Teilchen erfiillt werden kann. Die Lagrangedichte
flir dieses Hilfeld lautet

Lyilfsteld = F°F

und hat keinen kinetischen Term, die Bewegungsgleichung ist also F' = 0. Damit
lautet die allgemeine Lagrangedichte

Lepiral = =" ¢ 0y — T a0, ) + F*F

mit den Transformationen

Sep = et Seg* = €'yt
Ot =i(0"0y), Pl + e F Sl = —i (0" 0p), ¢ e+ el F*
OF = ie' 510, SF* =10, 5 e

Als néchstes konnen Wechselwirkungen zwischen den fermionischen und bosoni-
schen Feldern eingebaut werden. Im WESS-ZUMINO-Modell findet dabei die Yukawa-
Kopplung Verwendung, wobei Wechselwirkungen zwischen skalaren Feldern, Fer-
mionfeldern und Massetermen existieren sollen. Im Rahmen eines minimalen Mo-
dells entsteht aber keine neue fermionische Wechselwirkung. Die allgemeinste renor-
mierbare Form der Wechselwirkung kann tiber

1. .. .
Lww = —5 Wiy + W'E; + c.c. (A-31)

dargestellt werden. Hierbei sind W% und W* Funktionen der Bosonfelder mit der
Dimension einer Masse m, bzw. m?2. Da auch der Wechselwirkungsterm unter su-
persymmetrischen Transformationen invariant sein soll, folgt fiir die Form des Su-
perpotenzials

1 1
W = §MZJ¢i¢j+gywk¢i¢j¢k

) o 1 .. 1 ..
i _ = MY, + k.
W 8¢iW 5 ¢]+6y PPk
. 5?2 1 .. 1 ..
Wil = W =M 4 ¢,
2600, oM T

Der zweite Term in Formel (A.31) enthélt nur Terme proportional zum Hilfsfeld

F

. 1. 1
W'E, = iM”%FiJréy”k%cﬁkFi
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Durch Einsetzen der Bewegungsgleichungen fiir F', die keine Zeitableitungen bein-
haltet, F; = —W und F* = —W' kann F eliminiert werden. Damit liisst sich der
zweite Term aus Formel (A.31) zu einem skalaren Potenzial zusammenfassen

V@O NWW, = M6+ 5 M"y,0i 6" + M "6, 6

1 ..
+Zywny;;ln¢i¢j¢k*¢l*'
Fiir gegebenes 3"7* bekommt man Skalar-Fermion-Fermion Kopplungen und vier-
fach Skalar Kopplungen, mit den Kopplungsstirken y“* und (yijk)2, die gebraucht
werden, damit sich die quadratischen Korrekturen bei der Higgsmasse im minimalen
supersymmetrischen Modell aufheben.

Mit

und

Wi:(g) und ¥ = (¢, 7))

lautet das WESS-ZUMINO-Modell ohne Kopplung

L = % [(0,A) (0" A) —m*A?] + % [(0,B) (0"B) — m*B?
—%\if (iy"8, — m) 0. (A.32)

Dabei ist A (x) ein reelles skalares Feld. B (z) ist ein reelles pseudoskalares Feld.
U (z) ist ein Majorana-Spinorfeld. Man kann an den Bewegungsgleichungen erken-
nen, dass das WESS-ZUMINO-Modell ein natiirliches Modell ist, sofern man eine
Symmetrie zwischen Bosonen unf Fermionen fordert. Die Bewegungsgleichungen
lauten

(O+m*) A =0 (Klein-Gordon)

(O+m?)B =0 (Klein-Gordon)
(iv"9, —m)¥ =0 (Dirac)
v (w“%u + m) =0 (Dirac)

Spéter zeigte Fumihikio SUGINO 2003, dass ein Teil der Supersymmetrie auch in
anderen Modellen rekonstruiert werden kann. Prinzipiell ist es nicht moglich, den
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Teil zu rekonstruieren, der mit den Generatoren der Poincaré-Algebra in Verbin-
dung steht. Hierdurch wird eine infinitesimale Translation induziert (siehe Kapitel
2.1), die prinzipiell nicht auf einem Gitter mit endlichem kleinstem Abstand a dar-
stellbar ist. In erweiterten supersymmetrischen Modellen mit AV > 1 kann aber der
Teil rekonstruiert werden, der nicht mit den Generatoren der Poincaré- Algebra in
Verbindung steht. Hierbei bedient man sich der Orbifoldization (siehe [96]). Einen
anderen Ansatz verfolgt auch Simon CATTERALL mit der twisted SUSY-Algebra
[99].
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B. Erganzungen zur Theorie auf dem
Gitter

B.1. Die Ableitung auf dem Gitter

Die Ableitung einer gegebenen Funktion f an einer Stelle = in eine Richtung p wird
auf dem Gitter durch eine endliche Differenz der Funktion an der Stelle f (z) und
dem benachbarten Punkt f (z + afi) ersetzt. An Stelle des Differenzials dz wird die
Differenz durch den Gitterabstand a geteilt, da dieser die kleinstmogliche Entfernung
auf dem Gitter darstellt:

AL (2) = = {f (o + af) — £ ()}

Aquivalent zu dieser sogenannten Vorwdrtsableitung wird die Riickwdrtsableitung

ATRF () = L (f (@)~ [ (x — af))

und die symmetrisierte Ableitung definiert mit

AL () = o {f (a4 afp) — f (¢ — ait)}.

Fiir den Fall eines gegen 0 gehenden Gitterabstandes gehen die Gitterableitungen
in die Kontinuums-Ableitung iiber. Fiir die kovariante Ableitung der adjungierten
Darstellung findet sich mit (A.21) eine analoge Form fiir die Vorwérts-

_!

DLat,vorf (I‘) -

{U} @) f @+ ai) U (@) = (@)} (B.1)
Riickwarts-

DLat,rﬁCkf (z) :2 {f () = U, (z —app) f (x — ajr) U; (x — a,tl)}
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B. Erganzungen zur Theorie auf dem Gitter

und symmetrisierte Ableitung

1

l t7 —
Dﬂa symf (SC) _2a

(Ul @) f @+ ap) U (2)
Uy (@ = ap) f (z = ap) Uj (z — ajt) }.
Am Beispiel der Vorwértsableitung ist durch Einsetzen der Eichlinks
Uy (z) = e @ Ul (z) = e
(vgl. Formel (3.3)) und Entwicklung in einer Taylorreihe (siehe (3.2)) zu erkennen
D™ f () = Ouf (2) + [Au () .f (2)] + O (a).

Das ist fiir a — 0 &quivalent zur kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstel-
lung im Kontinuum (A.22):

lim D" f () = Dy f ().
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B.2. Die Fermionendoppler in der naiven Gitterwirkung

Durch die Formulierung auf einem hyperkubischen Gitter werden Quantenfeldtheo-
rien auf einem natiirlichen Weg regularisiert. Am Beispiel des Fermionfeldes ¢ (z) ist
zu erkennen, dass es ein natiirliches Abschneiden hoher Impulse, einen ultraviolett-
cutoff, gibt. Die Impulsdarstellung ist durch die diskrete Fourier-Transformation
zZu

6(p) = a'e "¢ (x)
x
gegeben. Sie ist periodisch in den Impulsen

~ +27T
Pu = Pu a

weshalb die Ortsfunktion auf die erste Brillouin-Zone

beschrankt wird. Sie lautet dann

4 ~
b () = / (j;)’¢ ).

(B}

O[3

Da die betrachteten Gitter ein endliches Volumen V = L3T = L,, haben, wihlt man
die Ortsfunktion ebenfalls periodisch mit

¢(x)=¢(x+alyp),

mit dem Einheitsvektor fi in die p-Richtung. Die Wahl periodischer Ortsfunktionen
auf endlichen Volumina fiihrt dazu, dass die Impulse ebenfalls diskret sind

21 1 .
p#:;f‘; mit 1, =0,1,...,L, — 1.

Damit geht das Integral in eine Summe iiber

d*p 1
/ (271')4 - a4L3T Z

lu

Die Periodizitéat fiihrt bei der Simulation fermionischer Zusténde auf dem Gitter
allerdings zu unphysikalischen Artefakten. Der Gluino-Propagator berechnet sich
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nach

(T{M@)A(2)}) (T{A (@) A(2)})C

wobei die Zustandssumme Z gegeben ist durch
Z = /DW e~ SF = /D[)\] 6_%fd4x5\'7uD,u)\ _ /DP\] 6—%>\CQ)\'

Es muss also

(T{A@A@)) = (@7 U]) (B.2)

gelost werden, um Korrelationsfunktionen mit fermionischem Inhalt zu erhalten.
Die Bildung der kovarianten Gitterableitung fiir die adjungierte Darstellung (siehe
(B.1)) fithrt zu einer naiven Fermion-Matrix der Form

1
Qy U] = 1 Z {5y,x+ﬂ7uvu (z) — 5y+ﬂ,x7uvf (y)} + Mgy (B.3)
o

Hier wurde schon die Definition der Eichmatrix (3.12) verwendet, auferdem wurde
der symmetriebrechende Term fiir die Gluino-Masse beriicksichtigt. Der WILSON-
Fermion-Propagator A, ; ist durch die inverse Eichmatrix definiert. Er dient dazu,
die Erwartungswerte (B.2) zu berechnen.

Um eine Darstellung des Propagators zu finden, ist es instruktiv, die Form
Z Qy,zAz,a: = Ozy
z

zu betrachten. Mit (B.3) der Fourierdarstellung
1 L
AZ@ - adI3T Z elk(z x)Ak
k
ergibt sich

1 ~
zz: Qy,zAz,r - ZZ: m zk: Ak

1 ik(z—x
' (4 Z {0y, o407V (2) — 5y+ﬂ,Z’YuVuT ()} + mézy) elh=)
7
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B.2. Die Fermionendoppler in der naiven Gitterwirkung

Dies kann mit

2
ky = LZ <z + > Loe{01,....L,—1} (B.4)

zusammengefasst werden zu

1 -
Z Qy7zAz,x = m Z Ak
z k

1 i A\ o ik(y—z
-<4Z{wV (y — Ay e — 7.V (y + @) e ’“ﬂ}+m>e’“<y )

m

Der Faktor 1/2 in Formel (B.4) findet seine Ursache in den antiperiodischen Randbe-
dingungen fiir Fermionen. In der freien Theorie gilt V' = 1. Damit folgt insgesamt

ZQyz 2, 4L3T Z Nk (;Z{%‘ sinku} +m> eik(y*x)
m

- A eik(yfx)
173 Z k
a L T .

Da die Summe iiber die Exponentialfunktion schon die diskrete Fouriertransforma-
tion der dzy-Funktion darstellt, folgt

. —1
Ay = (;Z{'y“sinkzu}qtm) . (B.5)

Dieser Propagator ist nicht dquivalent zum Kontinuumspropagator
Akz = (lﬂ—l_ m)_l ’

da die Sinusfunktion in den Ecken der 1. Brillouin-Zone nicht verschwindet. Dadurch
entstehen bei einem 4-dimensionalen Hyperkubus 2% — 1 = 15 Fermiondoppler mit
den Impulsen p,, = 7/a (siche Abbildung B.1).

Aufbauend auf dieser Erkenntnis zeigten H.B. NIELSEN und M. NINOMIYA 1981 [52],
[52], dass dieses Phdnomen unter sehr allgemeinen Voraussetzungen wie Lokalitét,

Hermitizitdt und Translationsinvarianz auftritt. Sie bewiesen, dass es nicht méglich
ist, eine freie Gitter-Wirkung der Form

Sp=a'> ¢yD(y— )¢,
zy

derart abzuédndern, dass gleichzeitig folgende Bedingungen erfiillt sind:
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A\ /

\\\ //
N

Abbildung B.1.: Losungen des Gitter-Fermion-Propagators.

Der Operator D (z) ist lokal.

e D (p) ist invertierbar fiir p # 0.

Seine Fouriertransformation lautet D (p) = ivupu + O (apQ) fir p < 7/a.

Die chirale Symmetrie ist erhalten v5D + D~5 = 0.

Besonders der letzte Punkt ist eine fiir viele Fragen wichtige Eigenschaft. Chirale
Symmetrie bedeutet, dass die urspriingliche Wirkung invariant unter der Transfor-

mation

60—, d—e P9 und ¢y, G e (B.6)

ist (siehe Kapitel A.9).
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B.3. Uberblick iiber die Fermionwirkungen:
Wilson-Fermionen

Um das in Anhang B.2 angesprochene Fermionendoppler-Problem zu beheben, gibt
es mehrere, konkurrierende Verfahren, die bei der Simulation von Feldtheorien auf
dem Gitter angewendet werden. Da die Diskussion iiber ihre Vor- und Nachteile in
den letzten Jahren stets neu entfacht ist, soll an dieser Stelle ein kurzer Uberblick
gegeben werden.

WILSON schlug 1974 vor, die iiberfliissigen Fermionen zu entkoppeln, indem die
Mischung der Komponenten impulsabhéingig gemacht wird [44], [45]. Hierzu wird
ein Term Sy, proportional zur zweiten Ableitung A, zur Wirkung Sy addiert

.
Spw =8 = 8w =8 =5 > oM.
17

r ist hierbei der WILSON-Parameter, fiir den 0 < r < 1 gilt. Meistens wird r = 1
gewahlt. Bei der supersymmetrischen Fermion-Wirkung ist zu beachten, dass es
sich hier um eine kovariante Ableitung handelt. Zusammen mit einem Wilson-Term
proportional zu einem Gluino-Massenterm wird die Wirkung in Formel (3.8) ange-
geben. Durch diesen zusétzlichen Term folgt ein &hnlicher Erwartungswert fiir den
Fermionen-Propagator, jedoch wird die Masse in Formel (B.5) impulsabhéngig

2r . 9
= — 2).
m—m(p) =m+ Zn (Pu3/2)

Fir a — 0 divergiert die Masse an den Réndern der Brillouin-Zone, womit die
gewlinschten Doppler verschwinden.

Da der WILSON-Term also selbst wie eine Masse wirkt, bricht er die chirale Symme-
trie auch bei verschwindender Gluino-Masse (B.6). Trotzdem stellt diese Wirkung
im Kontinuumslimes einen Kandidaten fiir eine chirale Theorie dar. Bei WILSON-
Fermionen ist zu beachten, dass die Parameter renormiert werden miissen, um ein
masseloses Gluino zu erhalten. Die Masse m muss auf den kritischen Wert my,
eingestellt werden, der allerdings von der Eichkopplung 8 abhédngt und von vorn-
herein nicht bekannt ist. Diese Justierung ist ein Hauptproblem der numerischen
Simulation.
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B. Erganzungen zur Theorie auf dem Gitter

B.4. Staggered Fermionen

Eine weitere Moglichkeit, das Doppler-Problem zu beseitigen, wurde 1975 von Ko-
GUT und SUSSKIND vorgeschlagen [46]. Sie beschreibt ,iibereinandergelegte” Fermio-
nen. Die Grundidee ist, dass durch Halbierung der Brillouin-Zone die Nullstellen am
urspriinglichen Rand wegfallen. Durch diese Halbierung wird der effektive Gitter-
abstand verdoppelt. An jeder Ecke eines 2* Gitter-Hyperwiirfels liegt damit ein an-

effektiver Gitterabstand

Abbildung B.2.: Staggered Fermionen

derer Freiheitsgrad vor. Da ein Dirac-Spinor jedoch nur vier Komponenten besitzt,
werden hier vier entartete Fermionen beschrieben, die mit kiinstlich eingefiihrten
Flavours unterschieden werden kénnen. Ein Majorana-Spinor besitzt aufferdem nur
zwei unabhéngige Komponenten, sodass sich die Anzahl der Flavours verdoppelt.

Die naive Super- YANG-MILLS-Fermionwirkung lautet
Sp=a? Z Z { DUl (@) (2 + aj1) Uy () — X(xmA(x)} +3 " moA(@)A(x)
x
Mit einer Spln—Dlagonallslerung durch die Transformation
Az)=AA(z) und A(z)=A(z) Al
kann die Staggered Fermion-Wirkung gewonnen werden. Fiir die Matrizen gilt
Aly, Ay = gl = (1) T8t (p=1,2,3,4).

Eine der vier identischen Komponenten ergibt die Staggered Wirkung

S5=a*3"Y au, {Z\(x)Ug(x)A ( + a) Uy (z) — /_\(x)A(x)} +3 moA(@)Ax
) T
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B.4. Staggered Fermionen

die im Kontinuums-Limes vier Flavours von Dirac-Spinoren beschreibt. Um die An-
zahl der Flavours zu reduzieren, muss in einer QCD-artigen Wirkung mit Dirac-
Spinoren die vierte Wurzel gezogen werden. Dieses Verfahren nennt sich rooting. In
einer SYM-artigen Wirkung miisste die achte Wurzel gezogen werden

/ DUD [A,A]e 575 = / DUe™5 det Qtag

rooting
—

/DUeSg (det Qstag)l/8

Staggered Fermionen haben aufgrund der einfacheren Struktur gegeniiber Wilson-
Fermionen den Vorteil, dass sie sich im Fall der QCD leichter auf dem Gitter be-
rechnen lassen, die Simulation bietet einen deutlichen Geschwindigkeitsvorteil. Es
ist zu vermuten, dass diese Aussage auch fiir SYM-Wirkungen gilt. Ein weiterer
positiver Aspekt ist ein Uberbleibsel der chiralen Symmetrie Ueypen (1) ® Upgq (1) bei
verschwindenden Fermionmassen.

CREUTZ zeigte allerdings 2007 [53], dass bei Staggered Fermionen im Fall der QCD
nicht garantiert werden kann, ob sie den richtigen Kontinuumslimes wiedergeben.
Dariiber hinaus gibt es bei SYM-Wirkungen ein weiteres Problem mit dem rooting.
Es kann gezeigt werden, dass die Pfaffsche Form der WILSON Fermion-Matrix exakt
gleich der Wurzel ihrer Determinante multipliziert mit einem Vorzeichen ist. Das
gilt auch fiir Staggered Fermionen. Allerdings beschreibt die Staggered-Matrix acht
Majorana Fermionen und es ist unklar, welche der Wurzeln in der komplexen Ebene
verwendet werden muss.
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B.5. Domain Wall Fermionen

Domain Wall Fermionen stellen eine mogliche Formulierung dar, die es erlaubt, die
chirale Symmetrie masseloser Teilchen bei endlichen Gitterabstinden zu erhalten
[31]. Hierbei fithrte KAPLAN 1992 eine zusétzliche Dimension s fiir die Fermionen
ein, an deren Enden ,,Wéande” sind, oder aber der Massenterm sein Vorzeichen wech-
selt. [33]. Das Eichfeld wird davon unberiihrt in 4 Dimensionen belassen.

Die Masse ist eine monotone Funktion der zusétzlichen Dimension mit dem asymp-
totischen Verhalten

(s) e +m.

3|

Die chiralen Fermion-Felder sind exponentiell an den Réndern der Zusatzdimen-
sion lokalisiert und besitzen im Limes einer unendlich grofsen 5. Dimension keine
Uberlappung.

Die Domain Wall Fermion-Wirkung kann angegeben werden als
Sf = Z ggff,s (Df)xs,m’s’ be’s/-
s, s’

Hierbei ist 1 < s < Ng und Ny ist die Anzahl der Gitterpunkte in der 5. Dimension.
Der Operator Dy hat in s-Block Gestalt die Form

o+ D —O’PL 0 0 mfPR
—oPr o+D —oPp --- 0 0
0 —oPr o+D --- 0 0
Df - : : : .. : : (B'7)
0 0 0 -« 0+D —oPp
mfPL 0 0 -+ —oPr o+ D

Hier wurde der Projektionsoperator (A.9), sowie das Verhéltnis o = a/as verwen-
det. Wahrend a der iibliche Gitterabstand ist, ist a; der Gitterabstand in der 5.
Dimension.

Domain Wall Fermionen bieten die Moglichkeit, die chirale Symmetrie bei endlichem
Gitterabstand zu realisieren. Damit wird kein Feintuning der Gluinomasse benétigt.
Dariiber hinaus tritt das Vorzeichenproblem (siehe Kapitel A.15) hier nicht zuta-
ge. Dem steht ein erhohter Rechenaufwand gegeniiber, der durch die zusétzliche
Dimension begriindet wird. Bei Domain Wall Fermionen werden neue Parameter
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B.5. Domain Wall Fermionen

eingefiihrt. Ly ist die Kantenldnge des Gitters in der neuen Dimension und durch
mg wird die Hohe der Wand festgelegt. Uber diese beiden Parameter wird die effek-
tive Masse m. s der Fermionen bestimmt zu

Meff = mo (2 —mg) [mf +(1- mo)LS} :

Das Ziel ist es, die neue Dimension groft genug werden zu lassen Ly — oo, um kleine
effektive Massen simulieren zu kénnen. Aktuell beschéftigen sich zwei Arbeitsgrup-
pen mit diesem Thema. Zum einen handelt es sich um eine Forschergemeinschaft
um Joel GIEDT [74], zum anderen beschéftigt sich Michael G. ENDRES mit diesem
Thema [75].

Es gibt weitere Moglichkeiten, Fermionen auf dem Gitter zu simulieren. Es seien
hier die Neuberger Overlap Fermionen erwidhnt [32], die mit den Domain Wall
Fermionen verwandt sind. Eine vollig neue Methode beschrieb CREUTZ 2008, in-
dem er eine vollig neue Hexagon-Gitterstruktur vorschlug [54] [55]. Diese Variante
befindet sich allerdings im Moment noch im Friithstadium ihrer Entwicklung.
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B.6. Eigenschaften der ()-Matrix

Mit der Definition von ) kann man zeigen, dass

15Qys = L=k Y (L +7%75) Vi + (1= 75747%) Vil
m
= 1-kY L=9)Vit+@+y) VI
I

— {]1 —52(1—7;) v+ (]1+72) (VMT)T}T

i
v=v {]l—mZ(]l—i—’yu)Vu—i-(]l—vﬂ)VfT}

o
= Qf
ist. Mit dieser Relation folgt
@w)' = AlQ!
= Q'
(B.8)
=" %707
= @

und damit ist 15Q = Q = Qf hermitesch. Im Code wird schlieflich Q
berechnet, da @ schon hermitesch ist, also QT = Q. Weiterhin gilt

det [15Q] = det @ — det @ € R
sowie
ceect=qQ"
und

CrsQsC ™ = Q.

= 750

(B.9)

(B.10)

Mit (B.9) und (B.10) kann gezeigt werden, dass CQ) antisymmetrisch ist. Die Eigen-

werte sind zweifach entartet und die Fermion-Determinante ist positiv.
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B.7. Schwinger-Dyson Kopplungsfluss

Fiir die Festlegung der effektiven Wirkung wurde in [61] die Schwinger-Dyson Me-
thode umgesetzt. Hierbei wird fiir einen Link U; die Grofe

1 a « Re Tr(U,G
F = ZH/dUZImTr(T U,G§) 2 Re Tr(UiG)
l

berechnet. Mit [ werden alle Links mit der Ausnahme von [ bezeichnet. G ist eine
Summe iiber Stapel G fiir einen Link mit

B
Gi=>) FGT
o
Fir infinitesimale Transformationen
TOL
U, — <1 + i€2> U,
fihrt die Invarianz von F zu
dF 7%\
- = H/dUl Re Tr <<2> UlGla>
l

¢ T¢
+ ImTr <2UZG?> Im Tr <2U1G?>] e2ReTr(UiG1) _ (.

Mit einer Darstellung der Generatoren 7%, z.B. im Falle der SU(3) durch die Gell-
Mann Matrizen A%, kann der Erwartungswert berechnet werden zu

gRe (Tr (U,GP)) = ; %{ ~ Re(Tr (UGFUG])) +Re (Tr (G7 (G7)1))

S Re(Im T (UG InTr (UiG7))

Diese Gleichung kann fiir die geblockten Konfigurationen verwendet werden. Der
Kopplungsfluss ist in Abbildung B.3 veranschaulicht.
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Figure 1. Coupling Flow in (Bu,fx) Space

Abbildung B.3.: Kopplungsfluss fiir verschiedene Kopplungen Quelle: [61]
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B.8. Der Kalkreuter-Simma-Algorithmus

In einem PHMC-Algorithmus verwendet man in der Regel im Metropolis-Schritt
Polynome, deren Ordnung nicht so hoch gewéahlt wird, dass eine Matrix bis auf Ma-
schinenprézision exakt reproduziert wird. Dies geschieht, um den Rechenaufwand in
Grenzen zu halten. Stattdessen berechnet man in einem Reweighting-Step nachtrég-
lich Korrekturfaktoren, sodass der Algorithmus exakt wird. Neben der in Kapitel
4.13 angesprochenen statistischen Methode wurde auch das Kalkreuter-Simma Ver-
fahren erprobt [87]. Dieses Verfahren dient dazu, die kleinsten Eigenwerte zu den
Eigenvektoren einer Matrix zu finden, und funktioniert wie folgt:

e Man bestimmt mit dem konjugierten Gradientenverfahren den kleinsten Ei-
genwert A\n;n und den kleinsten Eigenvektor v, einer Matrix A.

e Danach definiert man den Projektor P+ = 1 — vynin (Uimin,-)-

e Mit diesem Projektor bestimmt man den zweitkleinsten Eigenwert, indem das
konjugierte Gradientenverfahren auf P+ AP+ angewendet wird.

e Somit kann man schlieRlich mit

k—1
PrAPS und Pf=1-) ui{v,)

i=1

die k kleinsten Eigenwerte berechnen.

Da die Projektoren Pkl nur mit endlicher Genauigkeit bestimmt werden koénnen,
wird dieses Verfahren nach wenigen Schritten numerisch instabil. Der Algorithmus
kann stabilisiert werden, indem nach jedem Iterationsschritt eine Diagonalisierung
durchgefiihrt wird, derart dass M;; = (v;,Av;) ist. Die resultierenden Eigenvektoren
kénnen zur Berechnung besserer Schétzer fiir die Eigenvektoren v; von M benutzt
werden. Dazu geht man wie folgt vor:

e In einem ersten Durchlauf werden die k& Eigenvektoren v; mit einer geringen
Genauigkeit approximiert.

e Daraus wird eine sehr kleine Matrix M berechnet, deren Diagonalisierung
wenige Iterationsschritte in Anspruch nimmt. Fiir die Diagonalisierung kann
der QR-Algorithmus verwendet werden.
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e Die resultierenden Eigenvektoren £ werden normiert und so sortiert, dass
die zugehorigen Eigenwerte eine monoton wachsende Folge in ¢ bilden.

e Verbesserte Schétzer v, fiir die Eigenvektoren von A kénnen damit aus
k .
=3y mit i=1,... &
j=1

gewonnen werden. 53@ ist dabei die j-te Komponente des i-ten normierten
Eigenvektors von M.

e Nach der Diagonalisierung setzt man das konjugierte Gradientenverfahren mit
neuen Startvektoren v, fort.

Es hat sich herausgestellt, dass die Unterbrechung des CG in unterschiedlichen Ab-
stdnden stattfinden sollte. Anfangs profitiert der Algorithmus von den zwischenzeit-
lichen Diagonalisierungen, spéter leidet die Effizienz des CG unter den Unterbre-
chungen, da jedes Mal eine neue konjugierte Suchrichtung gefunden werden muss.
Es zeigt sich, dass zwischen der i-ten und ¢ + 1-ten Diagonalisierung 5 + 10 - ¢ Su-
chiterationen des CG durchgefiihrt werden sollten.

Am effizientesten ist eine Hybrid-Korrektur. Dazu kombiniert man das stochastische
Verfahren aus Kapitel 4.13 mit dem Kalkreuter-Simma-Algorithmus. Letzterer dient
dann dazu, die k£ kleinsten Eigenwerte zu bestimmen, die sich einem statistischen
Verfahren entziehen.
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B.9. Der Algorithmus des Konjugierten
Gradientenverfahrens

Die inverse Fermion-Matrix (Qfl)zl;i wird mit einem Quellterm w berechnet, wobei

das prominenteste Beispiel wohl eine Quelle mit Delta-Verteilung in Raum (z,y),
Farbe (a,b) und Spin (a,3) ist

W = 5y Sabbas

Es werden aber von dem Problem abhingend verschiedene Quellen verwendet. Fiir
Zweischleifen-Rechnungen benutzt man z.B. stochastisch verteilte Quellen. Der Lo-
sungsvektor z Verkniipft den Propagator an dem Punkt z,a,oc mit einem anderen
Punkt y,b,8. Es gilt also das lineare System

z=Q tw

zu l6sen. Beim Konjugierten Gradientenverfahren wird anstelle dessen aber das Sy-
stem

Qz=w

betrachtet. Um nun den Losungsvektor z zu finden, geht man iterativ vor. In einem
ersten Schritt setzt man

und berechnet das Residuum
so=1r0=w — Q2
In einem zweiten Schritt wird fiir n = 0,1,2,...

|7"n’2

<5n7Q3n>’

berechnet. Falls das Residuum 7,41 die Bedingung |r,, 41 ]2 < ¢ erfiillt, so ist 2,11 die
Losung mit der benétigten Genauigkeit 4. Im anderen Fall wird mit einem dritten
Schritt fortgefahren und

an = Zntl = Zn + GnSnp, Tl = Tn — @@y (B.11)

2
Tn+1
n — | ’Z+|2’ ) Sp+1 = Tntl + bnsn
n

berechnet. Anschliefend wird zu Schritt zwei (B.11) zuriickgekehrt. Dieser Algo-
rithmus kann auch auf nicht-positive Matrizen erweitert werden, insofern man zu
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einer Matrix A eine Matrix B findet, sodass BT A positiv definit ist. In den meisten
Fallen wird B = A = @ gesetzt. In einem ersten Schritt wird dann

ro=w—Azy so = BTrg
gesetzt. In einem zweiten Schritt wird jetzt

2
|BTr,|

n = (sn,BtAsp)’

Zntl = Zn + ansSn, Tptl = Tn — anAs, (B.12)

berechnet und falls die gewiinschte Genauigkeit nicht erreicht wurde, in einem drit-
ten Schritt

_ ’B+Tn+1’2

b
"Bt

Sn+1 = B+7"n+1 + bnsn

ermittelt und dann zu Schritt zwei (B.12) zuriickgekehrt. Ein Codeschema zu diesem
Algorithmus findet sich an Anhang C.2.
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B.10. Das Krylov-Unterraum-Verfahren

Krylov-Unterraum-Verfahren sind iterative Verfahren zum Loésen grofer, diinnbe-
setzter linearer Gleichungssysteme. Die Verfahren sind sogenannte Black-Box-Ver-
fahren, die sich durch einfache Implementierung und Robustheit auszeichnen. Ge-
geben ist das lineare Gleichungssystem

Az =10 (B.13)

mit der Matrix A € R™*™. Zu einer beliebigen Néherungslosung xg fiir z und dem
Residuum rg = b — Axg ist der m-te Krylov-Unterraum /C,,; der von den Vektoren
ro, Arg, ..., A" lrq aufgespannte Untervektorraum. Die Naherungslosung x,, € zg+
K, geniigt der Bedingung, dass der Vektor b — Az, orthogonal zu allen Vektoren
eines Unterraumes L,, steht. Diese Bedingung heifit Galerkin-Bedingung. Spezielle
Losungsverfahren ergeben sich durch die konkrete Wahl des Raumes £,,. Beim CG-
Verfahren ist z.B. £,, = K,,. Es gibt also zahlreiche Verfahren. Neben Auswahl
der speziellen Krylov-Unterraummethode ist die Wahl des Vorkonditionierers von
Bedeutung. Dieser formt das lineare Gleichungssystem aquivalent um, so dass die
Loésung unverdndert bleibt, sich aber giinstigere Eigenschaften fiir die Konvergenz
ergeben. Speziell diese FEigenschaft ist beim Deflating von besonderer Bedeutung.
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B.11. Die Galerkin-Projektion

Wie in Anhang B.10 schon erwéhnt wurde, entspricht bei einer orthogonalen Projek-
tion, wie sie beim Konjugierten Gradientenverfahren Anwendung findet, £, = ICp,.
Die Galerkin-Projektion [123] beschreibt eine Néherungslosung Z des Gleichungs-
systems (B.13), wobei € K, sodass b — AZ L L. Mit anderen Worten kann eine
orthogonale Naherung

T =x0+96, 0ek
gefunden werden, wobei die Orthogonalitéatsrelation
(ro—Adw) =0 , Vwel (B.14)

gilt. Dies kann auf die Matrixdarstellung tibertragen werden. Sei V' = [vg, ... ,Up)]
eine n X m Matrix, deren Spaltenvektoren eine Basis von K bilden und W =
[Wg, . .. wypy] eine n x m Matrix, deren Spaltenvektoren eine Basis von £ bilden,
dann habe die Naherungslosung die Form

r=z0+Vy

und die Orthogonalititsrelation aus Formel (B.14) liefert als Gleichungssystem fiir
den y-Vektor

WTAVYy = WTr.

Unter der Annahme, dass die m x m-Matrix W7 AV nicht singulér ist kann nun als
Darstellung fiir &

F=wo+V (WTAV) " W

angegeben werden, die fiir das Deflating eine iiberaus wichtige Rolle spielt.
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B.12. Die Erzeugung der Polynome

Die verwendeten Polynome werden mit der Methode der kleinsten Quadrate berech-
net, sie wird in [148] und [149] beschrieben.

Ziel ist es, eine reelle Funktion f (z) in einem Intervall z € [e,A] durch ein Polynom
P, (z) vom Grad n zu approximieren. Dazu muss die Abweichung des Polynoms von
der Funktion derart

N 3
5= [NET)}/E dx w(a:)2 [f(l‘)—Pn(x)]2

minimiert werden. Hierbei ist w (x) eine willkiirliche reale Gewichtungsfunktion und
N¢ ) eine Normierung der Form

A
Nor= [ dow(@? f(a)

Ein typisches Beispiel fiir eine zu approximierende Funktion f (x) ist

f(x) = ) mit >0 und 0<e<A
und einem Polynom P (). Die Gewichtsfunktion w (z) wird zur Optimierung der

relativen Abweichung zu

gewahlt. Es hat sich als sinnvoll herausgestellt, die Polynome P, in orthogonalen
Polynomen ¢ zu entwickeln

n A
Pn (.%') = Z dnud)l/ (.Z‘) mit / dz w (x)Q ¢M (:C) (bV (l’) = Ouvu-
v=0 €

Neben der Normierungskonstanten ¢, werden im Folgenden weitere von Bedeutung
sein. Sie werden bestimmt zu

q = f;\ dxw(ac)2d>(x)2 , Dy, = L’\ d:cw(x)QqZ)(a:)za:,

Sy = f;\ dew (z)*z¥ b, = fj dzw () f (x) by () .

267



B. Erganzungen zur Theorie auf dem Gitter

Die Entwicklungskoeffizienten d,,,, von P,,, die §,, minimieren sind gegeben durch

dm/EdV:bl-

Qv

Der minimale Wert von 62 ist

n
o =1-N1Y dyb,
v=0

Die ersten zwei orthonormierten Polynome mit p = 0,1 sind durch
S1
¢o(x) =1, d1(x)=2——

50
gegeben. Die hoheren Ordnungen kénnen mit der Relation

¢u+1 (.%') = (.%' + ﬁu) ¢,LL (.T}) + 7#—1¢,u—1 (x) mit p=12,...

ermittelt werden. Die Rekursionskoeflizienten sind durch

Pu du
Bp=——"— und y,_1=—
g 'm # qu—1

festgelegt.

Die Polynome

v=0

(B.15)

(B.16)

(B.17)

werden also aus den orthogonalen Polynomen ¢ entwickelt. Diese wiederum haben

mit den Koeffizienten f,, 0 < v < die allgemeine Form

“w
Gu () = Z Suwah ™
v=0

Die Koeffizienten selbst konnen iiber das Rekursionsschema (B.17) und fi11 = —s1/s0

(siehe (B.16)) ermittelt werden. Man erhilt

fuo = 1 durch Normierung
fii = —si1/s0
fu-i—l,l = fu,l + ﬁu
furiz = fu2+Buful +vu-1
fur1is = fusz+Bufu2 +Yu-1fu-11
Juripw = fup T Bufup—1+Yu1fu-1,-2
Juttpr1 = Bufup + Va1 u—1p-1-
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Tabelle B.1.: Nomenklatur der Polynome in unterschiedlichen Simulationen und
benstigte Approximationsgenauigkeit o

Ferling Montvay Liischer Approximation
P P, P 5 ~ 1073
Py Py P 51 ~ 107
P3 P, P, 51 ~ 1077
P, P P, 51 ~ 107

Die Polynome P,, konnen dann iiber (B.15) berechnet werden. Die Konstanten haben
dabei die Form

m
qu = E f,u,VSQufzz
v=0

m
Pp = Z f,uz/ (32;L+1—1/ + f,u132,u—1/)
v=0

[ A
b = D b [ dew (@) f (@)
v=0 ¢
Die Erzeugung der Polynome geschieht im Vorfeld der eigentlichen Gittersimulation.
Dabei findet derzeit ein Programm Verwendung, dass in C++ geschrieben wurde
und auf Routinen aus der Class Library for Numbers (CLN) zurriickgreift. In an-
deren Fallen wurden die Programme auch mit dem komerziellen Programm Maple
berechnet. Ein weiteres Programm, dass ebenfalls auf der CLN Bibliothek basiert,
berechnet das Wurzelpolynom von P;. Die Ausgabedaten kdnnen nicht direkt in ei-
ner Simulation verwendet werden, sondern bediirfen speziellen Formatierungen. Fiir

die unterschiedlichen Simulationen wurden Awk-Skripte entwickelt, die diese Arbeit
iibernehmen.

Zu beachten ist eine Besonderheit bei der Nomenklatur der Polynome. In der PHMC-
Simulation, auf die sich die vorliegende Arbeit bezieht, werden in Anlehnung an
vorherige Entwicklungen die gleichen Bezeichnungen verwendet, wie in den TSMB-
Simulationen. Montvay und Liischer verwenden z.T. davon abweichende Bezeich-
nungen
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B.13. Reskalierung der Polynome

Der Algorithmus zur Erzeugung der Polynome weist auf verschiedenen Intervallab-
schnitten eine unterschiedliche Approximationsgiite auf. Das Problem ist numeri-
scher Natur. Soll eine Approximation mit einem Polynom der Ordnung n auf einem
Intervall [¢,A] der Form

nh_)rgo P, (x)= mia mit  x € [e,M]
durchgefiihrt werden, so kann auf dem gesamten Intervall nicht die gleiche Ap-
proximationsgiite gewéhrleistet werden (siehe hierzu auch Abbildung 4.2 in Kapitel
4.12.4). Die Qualitdt der Approximation kann durch eine Reskalierung der Polynome
in einem gewissen Rahmen jedoch erhoht werden, ohne dabei die Polynom-Ordnung
verandern zu miissen. Hierzu wird

x ==

r

mit dem Reskalierungsfaktor r definiert. Anstatt

1
P(z)=ay+az+...+apz" ~ —

xOL
wird
n 1
P(g> :ao—}—aly—l—...—i—an <g> ~
r r r (7)
T
mit den gleichen Koeffizienten (ay, ..., a,) auf dem Intervall

y € [re, Tl

approximiert. Werden reskalierte Polynome verwendet, so ist die Q2-Matrix im Up-
date ebenfalls mit r zu multiplizieren, da

1
r*P (%) o~ " mit y € [re,rA]

ist. Die Reskalierung ist durch die groften Eigenwerte der Q?-Matrix limitiert. Bei
einer Wahl von r» = 0,5 halbiert sich das Spektrum nach oben. Hierdurch ergibt
sich eine natiirliche Begrenzung der Reskalierung, da darauf geachtet werden muss,
dass der grofste Eigenwert im Approximationsintervall bleibt. In simulationsiiblichen
Szenarien konnen die Werte fiir r selten kleiner als 0,6 gewéhlt werden.
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C.1. Deflating nach Orginos und Stathopoulos im Detail

Startpunkt ist ein initialer Schétzer 79, der zusammen mit der Fermion-Matrix @,
der sogenannten EIGCG-Funktion! iibergeben wird. Diese verhilt sich in den ersten
m Schritten wie der normale Conjugate Gradient (CG), mit der Ausnahme, dass
no nach jedem Approximationsschritt i mit i € {1,...,m} als v; = nj/|n¢| in einem
sogenannten Eigenwerte-Suchraum V' abgespeichert wird.

Es ist das Ziel, einen folgenden Schétzer mit einer Galerkin-Projektion zu prékon-
ditionieren, sodass der Inversionsalgorithmus schneller konvergiert (zur Galerkin-
Projektion siehe auch Anhang B.11). Hierzu wird die Lanczos-Matrix benétigt. Sie
ist eine spezielle Hessenberg-Matrix in Tridiagonalform und kann {iber

T, =ViQV

berechnet werden. Es ist aber effizienter, sie direkt aus den Koeffizienten zu be-
stimmen. Hierzu werden die Koeffizienten a; und §; des CG in einer Matrix der
Form

1 VBo
aQ aQ

a 1 4 Bo
aQ a1 + aQ

gesammelt.

'Die Bezeichnungen entsprechen denen der Referenz [126]
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Sind m Iterationsschritte erreicht, wird fiir 7;, das System der Eigenpaare gelost,
sowohl fiir

T.Y =YM
als auch fiir die (m — 1) x (m — 1) Untermatrix
Tm1Y =Y M.

Hierbei sind Y und Y Eigenvektormatrizen und M sowie M sind Diagonalmatrizen
mit den zugehorigen FKigenwerten. Das zusétzlich das Eigensystem der Untermatrix
gelost und berticksichtigt wird, ist eine Spezialitdt, die in der Literatur als Thick
Restarting bekannt ist, und die Qualitdt der Approximation verbessern soll.

Es werden jeweils die Ne, Eigenvektoren mit den kleinsten Eigenwerten behalten und
der Groke nach spaltenweise angeordnet. Zu Y wird eine Reihe Nullen hinzugefiigt,
damit sie mit Y zu einer Rechtecksmatrix [Y’; Y] zusammengefasst werden kann,
die schlielich zu orthogonalisieren ist. Dazu wird eine QR-Zerlegung durchgefiihrt.
Diese Zerlegung besagt, dass man jede m x n Matrix A mit m > nin A = O -
R, in eine quadratische und orthogonale m x m Matrix O und eine obere m x n
Rechtecksmatrix R aufspalten kann

[O7R] =qr ([Y’Y])

Nun wird eine orthonormale Ritz-Basis fiir den Raum berechnet, der durch [Y,Y]
aufgespannt wird. Dazu wird

H =0}y TnOou,,

gesetzt. Oyp,, ist die Matrix der 2N,, ersten Spalten von O. Damit ist H eine
2N¢y X 2N, Matrix, deren Eigenpaare mittels

HZ=7ZM
berechnet werden. Jetzt wird der CG restarted, wobei hierzu die neu gestartete Basis

V mit

vi=Y (0Z),vn {i=1,...2Ne}

n=1

verwendet wird. V besitzt nun 2N, Spalten und der Iterationsindex wird auf 2N, <
m gesetzt. Auferdem wird

Ton,, =M
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gewahlt. Nach dem Restart werden weitere Koeflizienten an T}, und Residualvek-
toren an V angehéngt. Die einzige Ausnahme bildet die erste Iteration nach dem
Restart. Hier wird ein Satz innerer Produkte ngNe“HQV benotigt, um die 7 + 1.
Spalte und Zeile von T, explizit zu berechnen. Das Matrix-Vektor-Produkt kann
umgangen werden, indem @Qp aus dem vorhergehenden CG-Schritt gespeichert wird
und

w = Qp - ijpprev

berechnet wird. Das erspart etwas Rechenaufwand. Man setzt dann die i + 1. Zeile
von T,, als

Titv1,14 = wlvy/ ;]

Gleiches passiert fiir die 7 + 1. Spalte. Da der fiir den néchsten Iterationsschritt

O
O O O O

Abbildung C.1.: Beispiel fiir T;,, mit Ne, = 2 und m = 9. Die 2N, X 2N, ersten
Eintrage wurden zu M gesetzt (hier rot), die 2N, + 1. Zeile und Spalte (blau)

wurden zu n]T-AV gesetzt. Der Rest (griin) entspricht dem normalen Update von
T

benotigte Residualvektor ng in diesem Verfahren ungenutzt bleibt, benotigt EIGCG
anfangs genauso viele Schritte, wie ein unangetasteter CG. Durch den zusétzlich
betriebenen Aufwand erhoht sich sogar die Rechenzeit. Das Verfahren wird s mal
wiederholt, was lediglich dazu dient, den Suchraum V' zu optimieren.

Der Rechenvorteil besteht in der Hinzuschaltung eines Vorkonditionierers, der spa-
tere Schitzer derart verbessert, dass der CG in weniger Rechenschritten konvergiert.
Dazu wird ein gegebener Schétzer mittels Galerkin-Projektion

Zo=2z20+V (WTAV)_l WTW[)
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Linear system residual norm

0 500 1000 1500 2000 2500
Number of iterations (matrix—vector operations)

Abbildung C.2.: Konvergenz des Solvers. Blau eingezeichnet sind 24 INCREMENTAL-
CG TIterationen, rot die letzten 24 INITCG Iterationen Quelle [126].

auf einen Krylov-Unterraum projeziert. Die CG-Iteration wird dann mit dem pra-
konditionierten Schéitzer durchgefithrt. Weitere Hintergriinde dazu finden sich in
Anhang B.10 und B.11. Da in dem vorliegenden Fall V' = W ist, zg = 0 gewéhlt
wird und T}, = VT AV ist, erfolgt der Start mit

Z0 = VT;lvao

Conjugate Gradient mit vorgeschalteter Galerkin-Projektion bezeichnet man als IN-
ITCG. In der Regel werden also zuerst s Schitzer mit dem langsameren EIGCG-
Algorithmus berechnet und danach auf den schnelleren INITCG umgeschaltet, bei
dem der Suchraum nicht weiter verfeinert wird. Jetzt sollte die Anzahl der Itera-
tionsschritte bis zur Konvergenz abnehmen. Es ist auch mdglich, beide Verfahren
zu mischen und damit schon ab dem zweiten Schétzer im EIGCG-Algorithmus eine
Projektion vorzunehmen. Eine weitere Verfeinerung des Verfahren nennt sich INCRE-
MENTALCG. Hierbei wird zuerst die Projektion eines Schitzers mit einem Suchraum
U durchgefiihrt. Wahrend des EIGCG-Prozesses werden weitere Ritz-Vektoren in ei-
nem neuen Suchraum angelegt und zum Schluss wird U gegen V' zu einem neuen
Suchraum orthogonalisiert, der die Grundlage fiir die néchste Projektion bildet.
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C.2. Pseudocode: Conjugate Gradient mit Deflation
Erweiterung

In Algorithmus 1 wird ein Pseudocode dargestellt, der das Konjugierte Gradienten-
verfahren in seiner einfachen Form darlegt. In dieser Form kann das Programm dazu
verwendet werden, positiv definite, hermitesche Matrizen zu invertieren.

Die Methode kann nun analog zu Anhang B.9 auf allgemeine, nicht positiv definite
hermitesche Matrizen, erweitert werden (siehe auch [10]). Dazu wird eine hermite-
sche Matrix B definiert, mit B = A, sodass das Produkt B A wieder positiv definit
ist. Die Ergénzungen, die dem Konjugierten Gradientenverfahren hinzugefiigt wer-
den, sind in Algorithmus 2 rot unterlegt.

Als direkte Erweiterung des Konjugierten Gradientenverfahrens, wird ein Schétzer
auf einen orthogonalen Unterraum projeziert. Diese Prozedur nennt sich INITCG
und ist in Algorithmus 3 dargestellt.

Die Projektion erfolgt mit einem Eigenvektor-Suchraum sowie der Lanczos-Matrix,
die zuvor mit dem EIGCG-Algorithmus berechnet wurde (siehe hierzu auch Algo-
rithmus 4).

ALGORITHMUS 1: CONJUGATE GRADIENT
Iteration zur Losung der Gleichung Ay = ¢
Initialisation

wahle einen Schétzer yo;

s0 = ¢ — Ayo;
wo = S0;
Iteration

for 7 = 0,1,... until covergence do
Vi = (85:85) / (wj,Awj) ;

Yi+1 = Yj + YWy

Sj41 = 85 — v Aws;

Gj+1 = (85+1,85+1) / (85,55) ;

Wjt+1 = Sj41 + 0j41w5;

end do
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ALGORITHMUS 2: ERWEITERTER CONJUGATE GRADIENT
Iteration zur Losung der Gleichung Ay = ¢
Initialisation

wahle einen Schétzer yo;

sp = ¢ — Ayo;
wy = BT s;
Iteration

for j = 0,1,... until covergence do

v = (B"s5B"sj) [ (wj,B" Awj) ;

Yji+1 = Yj + Vjwy;

Sj+1 = 85 — 7 Aw;;

Ojr1 = (B sj41,B s541) / (B 5,87 s5) ;
wis1 = BT sj1 + 8j1wj

end do

ALGORITHMUS 3: INITCG

Iteration zur Losung der Gleichung Ax = b
Initialisation

wéhle einen Schétzer x_q;

r_1=b— Ax_y;

To=x_1+ W (WTAW) - M/Tr,l; Galerkin-Projektion
ro = b — Axg;

po = Bro;

Iteration

for j = 0,1,... until covergence do

ar = (B re,B i) / (pk, BT Ap) ;

Th+1 = Tk + QPk;

Th+1 = Tk — A Apk;

Brr1 = (B rig1,Brp11) / (Bt re, B ry) 5
Phi1 = Brep1 + Beiprs

end do
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1.  ArLcorIiTHMUS 4: EIGCG(nev,m)
2. Bestimmung von V' mittels restarting-CG
3. Initialisation
4. V=1
5. Iteration
6. for j = 0,1,... until covergence do
7. Standard CG-Iteration
8. erganze T; um drei Elemente
9.  if (size (V,2) == m)
10. 16se T,,,Y = Y M, fiir die nev kleinsten Eigenvektoren und Eigenwerte
11. 16se Tp,—1Y = Y M, fiir die nev kleinsten Eigenvektoren und Eigenwerte
12. [Q.R] = ¢r ([Y,if,oD Jund H = QUT,,Q
13. l6se HZ = ZM fiir die 2nev kleinsten Eigenvektoren und Eigenwerte
14. Restart: V =V (QZ) und Topey = M
15. Setze die 2nev + 1 Spalten von Topepr1 = M als VHAT‘j
16. endif
17V = Vil
18. end CG
19. gebe nev Ritz-Vektoren als V fiir die néchste eigCG-Prozedur zuriick

Da der Aufwand und der Speicherplatz linear mit der Iterationszahl steigen, ist es
iiblich, nach k Schritten die berechnete Basis zu verwerfen und die Iteration mit der
aktuellen Naherungslosung neu zu starten. Ein besonderes Verfahren ist dabei das
thick restarting, bei dem mehr Ritz-Vektoren als eigentlich benétigt bereitgehalten
werden.

Die EIGCG-Routine dient dazu, fiir die ersten s Schétzer die kleinsten Eigenvektoren
zu ermitteln. Sie werden mittels der Routine INCREMENTALCG kumulativ gesam-
melt und bilden eine Krylov-Matrix V. Diese Matrix findet fiir die nachfolgend zu
berechnenden Schétzer bei der Galerkin-Projektion im INITCG-Algorithmus ihre
Anwendung. Diese Projektion sollte dazu fiithren, dass der Algorithmus nach we-
sentlich weniger Schritten konvergiert, als ein einfacher Conjugated Gradient. Die
folgenden Erlduterungen beziehen sich auf Algorithmus 4 und dienen zum besseren
Versténdnis.
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In der eigCG-Routine wird zuerst ein Conjugate Gradient Algorithmus ausge-
fithrt (7.). Die Unterraum-Matrix V' setzt sich anfangs aus den CG-Residuen
zusammen (4.).

Die LANCzOS-Matrix kann dariiber mit T,,, = VT AV berechnet werden (8.).

Nach m Schritten wird die Iteration gestoppt und mit Rayleigh Ritz die
k = nev kleinsten Eigenvektoren bestimmt. Da hier das thick restarting zur
Anwendung kommt, wird das Verfahren sowohl fiir 7;, als auch fir T,, 1
durchgefiihrt(10.,11.).

Anschliefsend wird eine orthonormale Ritz-Basis fiir den Raum [Y,f/] berech-
net (12.,13.).

Zum Schluss wird die neue V-Matrix und die Projektionsmatrix berechnet
(14.), mit der der CG neu gestartet wird. Der CG f&hrt bis zum néchsten
restart damit fort, neue Residualvektoren an die V-Matrix anzuhédngen.
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C.3. Details zum Liischer-Deflating

Wiéhrend der Ansatz von Orginos und Stathopoulos kleine Eigenwerte innerhalb
der Prozeduren zur Matrix-Inversion herausfiltern, 16st Liischer das Problem durch
die Einfiithrung nicht {iberlappender Blocks von Gitterpunkten. Das Gitter wird
in unabhéngige Untergitter aufgespalten und die Fermionen-Determinante wird in
ein Produkt aus einem Block-Dirac-Operator und einem weiteren Term faktorisiert,
der die Eichfelder in den verschiedenen Blocken koppelt. Damit gibt es also zwei
Formen von Fermion-Forces, zum einen die Block-Force, zum anderen die Block-
Wechselwirkungs-Force. Letztere steuert die niedrigsten Moden des Dirac-Operators
bei.

Dieser Algorithmus liefert deshalb sinnvolle physikalische Resultate, obwohl das Git-
ter in unterschiedliche Blocks eingeteilt ist, weil die Fermion-Felder lokal koh&rent
sind. Ein lokal kohérentes Feld meint dabei ein Feld, dass lokal durch eine relativ
geringe Anzahl an Feldern gut approximiert werden kann. Die Unterteilung des Git-
ters fiihrt dazu, dass sich die niedrigsten Feldmoden nicht iiber das gesamte Gitter
ausbreiten kénnen. Damit verbessert sich die Konditionszahl und der Algorithmus
ist auf den Untergittern schneller. Die niedrigsten Moden werden separat behandelt
und anschliefsend hinzugefiigt.

Der Ansatz von Liischer ist insbesondere fiir das PHMC-Update von Bedeutung. Im
Gegensatz zum Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus, findet bei den Fermion-Forces kei-
ne Matrixinversion statt, sondern die inversen Matrizen werden durch ein Polynom
approximiert. Hier konnen keine Deflating-Ansétze zum Tragen kommen, sofern sie
sich auf Modifikationen eines Lanczos-Verfahrens beziehen, da diese schliefslich Ma-
trixinversionen durchfiihren.

Nun im Detail:

e Startpunkt ist die Aufteilung des Gitters in nicht {iberlappende Blocks A de-
ren Groke in der Regel auf 4% festgelegt wird. Die Blocks sind dabei vollig
unabhéngig.

e Durch eine so genannte smoothing procedure wird zu Beginn einer jeden MD-
Trajektorie ein Satz Fermion-Felder ¢; (), = 1,...,N; erzeugt. Es werden
also Ny dieser Felder stochastisch mit dem Wertebereich [—1,1] erzeugt.

e In Liischer’s Algorithmus sind die Felder dann zuerst drei Mal mit dem mul-
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tiplikativen Schwarz-Algorithmus Mj,, prékonditioniert, derart dass

1 () = Mgapy (z)  ist.
Nun werden sie mit

0 sonst

¢ () wenn x € A,
it~ {
auf die einzelnen Blocks A projeziert.
Ein gegebenes Fermion-Feld 1 kann mit einem orthogonalen Projector P auf

den Raum S, der von der Orthonormalbasis ¢; (z),...,pn (x) dargestellt ist,
abgebildet werden

Py (z) =) oén () (dr,1)).

7=

Das Gesamtsystem setzt sich aus dem "inneren” System S und dem ”"Auferen”,
komplementiren System ST zusammen

N
v(@)=x(@)+ ) on(@) (A7), (o)
=1
Hierbei ist der kleine Dirac-Operator definiert durch
Ag = (ox,Dé1) , kl=1,...,N.

Er beschrankt sich auf den Deflation-Unterraum S.

Die inhomogene Dirac-Gleichung

Dy (z) = (x)

spaltet sich dabei in zwei unabhéngige Gleichungen

PrLDx(z) = Prn(x)
(1-Prp)x(z) = 0
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auf, wobei die Definition der Projektoren

PV (z) = ZD@ ) (60.9)

PrU(z) = Zm w (61,D0)
k,l

’

benutzt wurde.

Die smoothing procedure glattet die Fermion-Felder. Das Resultat ist, dass die Kom-
ponenten des Feldes entlang der héchsten Moden des Dirac-Operators unterdriickt
werden und die Felder daher einen starken Uberlapp mit dem Unterraum haben,
der von den niedrigsten Moden des Operators aufgespannt wird.

Der Nachteil an diesem Algorithmus ist, dass das System fiir einen gegebenen
Source-Vektor nicht exakt gelost werden kann. Die Propagation des Deflation-Sub-
spaces ist dariiber hinaus nicht reversibel, wobei sich die Verletzung der Reversibi-
litdt proportional zur Solver-Toleranz verhélt.
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C.4. Der PHMC-Algorithmus im Detail

Der Aufbau des Programms fiir die SU(2). Eichgruppe ist vergleichbar mit dem
SU(3).-Fall. Sie konnen deshalb gemeinsam erlautert werden. Der prinzipielle Un-
terschied besteht in der Anzahl der Farben. Hieraus resultieren Unterschiede in der
Eichmatrix, sowie bei den verwendeten Generatoren. An den entsprechenden Stellen
wird explizit darauf hingewiesen.

C.4.1. Kompilieren

Das Programm wird aufgrund der bestédndigen technologischen Fortschritte mit
wechselnden Rechnerarchitekturen konfrontiert. Um den Ubergang zu erleichtern
und die Arbeitsschritte zu automatisieren, werden POSIX-Standardkonform Make-
files eingesetzt. Mit

./ configure

wird ein Shell-Skript ausgefiihrt, dass die Rechnerarchitektur identifiziert und ein
spezielles Makefile auf .makefile.inc linkt. Diese Makefiles, z.B. Makefile. jump
beinhalten systemspezifische Angaben. Hierzu zéhlen der auf dem Rechner vorhan-
dene Compiler, seine Optimierungsflags sowie Pfade zu eingebundenen Bibliothe-
ken. Falls ein Makefile fiir eine bestimmte Maschine (noch) nicht existiert, muss es
mit den zum Projekt gehorenden Informationen erstellt werden. Die genaue An-
passung der Flags kann einen erheblichen Geschwindigkeitsgewinn hervorrufen. Das
Programm wird dann mit

make

oder

gmake

kompiliert. Hierbei wird das GNUmakefile ausgewertet. Dieses erstellt die gewiinsch-
te ausfilhrbare Datei, z.B. su3sym. Es ist zu beachten, dass die maximale Grofe ei-
niger Arrays schon zur Kompilierzeit festgelegt wird. Da eine statische Verarbeitung
schneller durchgefiihrt werden kann als eine dynamische, wird dies insbesondere bei
geschwindigkeitssensitiven Grofen durchgefiihrt. Die zentrale Sammelstelle fiir der-
artige Variablen ist die defines.h. Hier wird z.B. die Gittergrofe in rdumlicher

#define GLOBAL_S 6
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sowie separat in zeitlicher Richtung mit GLOBAL_T festgelegt. Die Anzahl der Prozes-
soren, die das Programm in jeder Richtung zur Verfiigung stellen soll, wird iiber

#define GRID_X 2
bzw. GRID_Y, GRID_Z und GRID_T eingestellt. Mit
#define MAXORDER1 100

wird die Ordnung des ersten Polynoms festgelegt. Diese Grofe ist fiir die Skalarfelder
von Bedeutung. Die Fermion-Matrix wird durch die Wurzel des ersten Polynoms
approximiert, dessen maximale Ordnung durch

#define  MAXSINGLEORDER1 10

festgelegt wird. Da sich das Determinant-Breakup aus Kapitel 4.16 auf die Ordnung
der Polynome und die Verarbeitung im Tensorprodukt auswirkt, wird es ebenfalls
in der defines.h {iber

#define MAX_KAPPAS 2

eingestellt. Es gibt viele weitere Grofen, die in dieser Datei eingestellt werden. Von
besonderer Wichtigkeit ist noch

#define  NNXYZT (LATX+LATY*LATZ*LATT),

dass die Anzahl der Gitterpunkte auf einem Prozessorkern angibt. Wird das Pro-
gramm seriell ausgefiihrt, ist dies dquivalent zur Gesamtanzahl aller Gitterpunkte.
Der Halo ist fiir die Parallelkommunikation relevant. Hier wird zwischen dem einfa-
chen Halo fiir die Fermion-Felder NFXYZT und einem Halo der doppelten Breite fiir
die Eichfelder NFXYZT_ext unterschieden. Diese Fallunterscheidung wurde bei der
Einfiihrung optimierter Eichfelder (siche Kapitel 3.8) relevant. Abhéngig von der
verwendeten Architektur wird

#define USE_STATIC bzw. #undef USE_STATIC

genutzt. An dieser Stelle sei auch erwahnt, dass rechnerspezifisch bei dem Filehand-
ling zwischen ios::openmode und ios::open_mode unterschieden wird. Fiir Intel-
Prozessoren gilt #undef G3X, wiahrend im Fall von IBM Prozessoren #define G3X
zu wéhlen ist. Hierdurch werden unterschiedliche £ileI0.h Header-Dateien einge-
bunden.
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C.4.2. Start des Programms und Ablauf der Simulation

Das Programm kann z.B. mit

mpirun —np 4 ./su2sym
lokal auf vier Prozessoren ausgefiihrt werden. Auf Grofirechnern werden die Re-
chenjobs iiber eine Queue verwaltet. Das Programm wird dann mittels Jobscript

gestartet. Diese Skripte finden sich in der zum System gehérenden Dokumentati-
on.

Zu Beginn wird die main-Routine in der main.C angesprungen. Dort wird eine
Simulation-Klasse der Form

Simulation* su2sym(new Simulation(argc, argv));

instanziiert. Die Methoden der Klasse werden in der simulation.h deklariert. Der
Konstruktor wird in der simulation.C definiert. Die erste Methode ist

prepareMPI(argc, argv);
Der Ablauf ist technischer Natur. Hier wird mit MPI_Cart_rank der MPI-Rank
des Prozessors abgerufen und einem grid zugeteilt. Hierzu ist es wichtig zu verste-
hen, wie der parallele Ablauf eines Programms funktioniert, dass mit dem Message

Passing Interface (MPI) verwaltet wird. Das Programm wird durch mpirun jedem
Prozessorkern mitgeteilt (sieche Abbildung C.3). MPI ordnet jedem Prozessor eine

|10rank 0 1 2 3

Abbildung C.3.: Parallele Verwaltung des Programms mit MPI

Nummer zu, die ihn wahrend der gesamten Laufzeit eindeutig identifiziert. Durch
das Abfragen dieser Nummer kann sich jeder Prozessor in dem Grid lokalisieren und
kennt dariiber hinaus die ihm benachbarten Prozessoren. Als néchstes wird in
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ReadParameters();

die Datei config.dat gedffnet. In dieser Datei finden sich alle zur Simulation be-
notigten Parameter. Neben den physikalischen Grofen 8 und x wird dort die Ord-
nung der Polynome, die Schrittweiten des Sexton-Weingarten Algorithmus, oder die
Koeffizienten der verbesserten Eichwirkung definiert. Es ist zu beachten, dass die
Ordnung der Polynome dabei nicht, die in der defines.h definierte Maximalgrofe,
iibersteigt. Das Determinant-Breakup wird indirekt festgelegt, indem die polyno-
mialen Parameter n-fach eingelesen werden. Auflerdem l&sst sich hier das Verhalten
des konjugierten Gradienten oder die Grofse des Deflating-Raumes aber auch z.B.
Smearing-Radien fiir die Korrelatoren determinieren. In

ReadPolynomial() ;

werden die Polynome eingelesen. Hierauf wird im folgenden Abschnitt noch einge-
gangen. Als néchstes wird mit

LatticeTool();

die Gittergeometrie festgelegt. Jeder Knoten des Prozessor-Arrays verwaltet ein lo-
kales Untergitter, dessen Grofse ein Teiler des Gesamtgitters ist, wobei der Teiler
selbst der Anzahl der Prozessoren in gegebener Richtung entspricht. Beispielsweise
ergibt sich in x-Richtung

#define LATX  (GLOBAL_S/GRID_X) .

In diesem Untergitter wird nun jedem Punkt (z,y,z,t) ein eindeutiger Feldindex
[0, NNXYZT) zugeordnet. Die Liste wird von vornherein so sortiert, dass sich im obe-
ren Teil [0, NHALF) alle geraden Gitterpunkte befinden und im unteren Teil alle
ungeraden. Dieses Vorgehen vereinfacht die Verarbeitung der prakonditionierten Q-
Matrix (siehe hierzu auch Kapitel 4.15.1, insbesondere Abbildung 4.6).

— Man kann zu Testzwecken einen Array-Vergleich mit dem Programm von Ist-
van MONTVAY durchfiihren. Da sich die Nomenklaturen an dieser Stelle in beiden
Programmen unterscheiden, kann kein direkter Vergleich durchgefiihrt werden. Es
bedarf zuerst einer Indexkonversion.
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C.4.3. Die parallele Konzeption

Neben der Nomenklatur fiir das lokale Untergitter wird in LatticeTool() auch
der Halo definiert. Der Halo eines Gitters entspricht den Gitterpunkten, die sich
nicht auf dem lokalen Untergitter befinden, deren Felder aber fiir die Berechnungen
notwendig sind. Hierbei handelt es sich um die néchsten Nachbarpunkte auf den
benachbarten Prozessorgrids.

Halo des 1. Prozessors

Lokales Gitter ¢ Lokales Gitter
auf dem 1. Prozessor auf dem 2. Prozessor
® 6 ® ® 6 606 O
® 6 ® ® 6 606 O
® 6 ® ® 6 6 O
® 6 ® & 6 606 O
® 6 ® ® 6 06 O
® ® ® ® 6 606 O

Abbildung C.4.: Das Halo des ersten Untergitters bei einfacher Parallelisierung auf
zwei Prozessorkernen

In Abbildung C.4 ist ein Halo dargestellt, wie er in seiner einfachsten Form bei
einer Simulation auf zwei Prozessoren auftritt. Falls eine optimierte Eichwirkung
eingesetzt werden soll (siche Kapitel 3.8), so bendtigt man einen groferen Halo (sie-
he Abbildung C.5). Dies ist durch die Verwendung von Rechteckplaquetten in der
Eichwirkung begriindet. Dadurch miissen auch iiberndchste Nachbarpunkte kommu-
niziert werden, um S, zu berechnen. Da zur Kalkulation der fermionischen Wirkung
keine iibernéchsten Nachbarpunkte notwendig sind, kann sich hier auf die Kommu-
nikation eines Halos einfacher Grofe beschrinkt werden. Dies minimiert dariiber
hinaus die parallele Kommunikation und wirkt sich positiv auf das Skalierungsver-
halten des Programms aus. Die in der Abbildung griin dargestellten Gitterpunkte
zeichnen Orte aus, die sich auf mehr als einem benachbarten Untergitter befinden.

Als néchstes wird die Funktion
mpiTypes();

aufgerufen. Die Definition dieser Funktion findet sich in der mpiTypes.C. Sie ist
flir die Kommunikation des Halos zusténdig. Hier wird anhand der Position des
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Lokales Gitter mit Eichfeldhalo Lokales Gitter mit Halo
fir das adjungierte Feld
® ®© © 6 06 060 0 00
® ®© © 6 06006 0 00 ® ®© 6 6 6 06 0O
® ®© 6 0606 06 0 0 0 ® 6 6 06 06 0 0 O
® © 6 0606 06 0 0 0 ® 6 6 006 0 0 O
® ®© 6 06606 0606 0 0 0 ® 6 ® 006 0 0 O
® ®© 6 0606 0 0 0 0 ® © ® 06 0 0 0O
® ®© © 06606 060 0 0 0 ® © 6 06 0 0 O
® ®© 6060606 06 060 00 ® 6 0606 06 0 O
® ®© © 6 06 06 0 0 00 ® © 6 6 06 06 00O
® © © 6 06 06 06 0 00

Abbildung C.5.: Volle Parallelisierung in alle Richtungen. Rechts ist ein Gitter (blau)
mit einem einfachen Halo (rot) fiir Fermionen abgebildet. Eichfelder mit verbesserter
Wirkung verwenden Halos der doppelten Grofle. Die griinen Halopunkte befinden
sich auf mehr als einem Untergitter.

jeweiligen Untergitters im Prozessorgrid entschieden, von welchem Knoten ein Teil
des Halos aus dem Speicher gelesen wird. Prinzipiell wird dabei zwischen Vektor-
Daten und Matrix-Daten unterschieden. Die vektorwertigen Skalarfelder sitzen auf
den Gitterpunkten. Ihre Werte werden {iber die

mpiVectorTypes() ;

ausgetauscht. Im weiteren Verlauf des Programms werden die Vektoren iiber ein
MPI_Request eReq[VECNUM]; ausgetauscht. Die Felder auf den Links zwischen den
Gitterpunkten vermittelt die Funktion

mpiGaugeHaloTypes() ;

Im Hauptprogramm wird dies durch SetGaugeHalo() ermoglicht. Ist die Gitter-
struktur und das Kommunikationsreglement aufgestellt, konnen geméf den Einstel-
lungen der config.dat, die Polynome reskaliert werden. Danach werden mit

SetFields(Peak,Range) ;.

die Felder eingelesen. Die Routine befindet sich in der field.C. Dort wird entschie-
den, ob eine gegebene Konfiguration eingelesen wird, ein Testfeld mit wohldefinier-
ten Eintrégen, oder zufilligen Startwerten verwendet werden sollen. Im letzten Fall
spielen die beiden iibergebenen Werte eine besondere Rolle. Uber diese ist der Peak
und der Range der gaussverteilten Zufallszahlen festgelegt. Fiir Testzwecke empfiehlt
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es sich, den Algorithmus mit einem cold start zu beginnen. Das bedeutet, dass alle
Feldeintréage zu 0 gewdhlt werden. Ein zweiter Programmablauf sollte mit einem hot
start beginnen. Diesmal werden alle Feldeintrége stochastisch gewéhlt. Im Gleichge-
wicht sollten beide Simulationen in ihrer Fehlertoleranz die selben Erwartungswerte
fiir die Observablen liefern.

In der Kurziibersicht hat der Konstruktor Simulation(argc, argv) die Form

prepareMPI(argc, argv)
l

ReadParameters()

!
ReadPolynomial ()

i

LatticeTool()

|
mpiTypes()
l
SetFields(Peak, Range)
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C.4.4. Die Verarbeitung der Daten

Die Simulationsparameter befinden sich in der config.dat. Das Einlesen findet in
der start.C statt. Hier werden auch die Parameter fiir die Polynome festgelegt. Thre
Maximalgrofse ist durch den Wert in der defines.h limitiert. Die Polynome selbst
werden wie schon erwahnt, durch die Funktion

ReadPolynomial () ;

in das Programm aufgenommen. Die Koeffizienten werden nacheinander fiir die vier
in Kapitel 4.12 besprochenen Polynome eingelesen. Wie bereits in Kapitel 4.9 ausge-
fiihrt, handelt es sich um quadratisch optimierte Polynome, die mit einem externen
Programm erzeugt werden. Prinzipiell kann ein beliebiges Programm zu ihrer Erzeu-
gung verwendet werden. Das Programm von Istvin MONTVAY zur Erzeugung von
Py bis Py sowie jenes zur Erzeugung von /P ist allerdings uneingeschrinkt empfoh-
len. Im ersten Fall handelt es sich um discret2-5, im zweiten um quadroptRoot.
Beide Programme basieren auf der Class Library for Numbers (CLN) [157]. Es ist
zu beachten, dass MONTVAY’s Nomenklatur fiir die Polynome von der in dieser
Arbeit genutzten Form abweicht (néheres hierzu findet sich Anhang B.12). Die Ko-
effizienten der Polynome werden samt zusétzlicher Informationen als ASCII-Dateien
abgespeichert. Eine direkte Einbindung in das Update-Programm ist nicht mdoglich.
Zuerst miissen Sortierungsskripte die Koeffizienten auf die richtige Form bringen.
Diese und eine ausfiihrliche Anleitung hierzu liegen dem Update-Programm bei.
Die aufbereiteten Dateien finden ihren Platz in dem Unterordner ./Data. Da der
Algorithmus zur Erzeugung der Polynome auf verschiedenen Intervallen eine un-
terschiedliche Approximationsgiite aufweist, wird eine Reskalierung empfohlen. N&-
heres hierzu findet sich in Anhang B.13. Der Reskalierungs-Parameter wird in der
config.dat iibergeben. Falls der Faktor ungleich 1 ist, wird nach dem Einlesen der
Polynome in der start.C durch die Funktion RescalePolynomial() eine Reskalie-
rung durchgefiihrt.

Um die Felder zur Simulation vorzubereiten, wird die Funktion
SetFields(Peak,Range) ;

aufgerufen. Es gibt die Moglichkeit, einen hot start, einen cold start oder einen

Start mit zufdllig gewéhlten Variablen durchzufithren. Auferdem kann eine zuvor

durchgefiihrte Simulation weiter entwickelt werden. In diesem Fall wird die zuletzt

abgespeicherte Konfiguration wieder eingelesen. Das ist in Féllen wichtig, in denen
fiir einen Lauf mehr Statistik erzeugt werden soll, oder um den Simulationsprozess
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nach einem Absturz wieder aufnehmen zu konnen. Zusétzlich ist das Abspeichern
von Konfigurationen auf Rechnern mit limitierter Rechenzeit, der sogenannten wall
time von besonderer Bedeutung. In diesen Szenarien wird auch der seed fiir den
Zufallsgenerator abgespeichert, um den reibungslosen Fortlauf des Programms zu
garantieren. Der Neustart des Zufallsgenerators ist sinnvoll, wenn ausgehend von
einer Gleichgewichtskonfiguration neue Replika? erzeugt werden sollen. Diese Mog-
lichkeit findet Verwendung, um den Prozess der Thermalisierung einzusparen.

Die Information dariiber, welche Feldkonfiguration einzulesen ist, wird beim Ab-
speichern einer Konfiguration erzeugt und in der offset.dat hinterlegt. Soll nun
an eine alte Konfiguration angekniipft werden, so ist in der SetFields (Peak,Range)
die Funktion

FieldRead(Init);

aufzurufen, die sich in der £ieldI0.C befindet. Mit dem Wert Init wird festgelegt,
ob Daten einzulesen sind. Werden die Feldkonfigurationen in der config.dat mit 0
initialisiert, so findet kein Einlesen der Felder statt. Dies entspricht einem Neustart
der Simulation. Ist der Wert 1, so werden die Eichfelder der entsprechenden Datei
aus dem Ordner ./Data importiert. Die explizite Nummer der Konfiguration ist in
der offset.dat hinterlegt. Die Daten selbst sind als FEaternal Data Representation
(XDR) abgespeichert [158]. Der Vorteil dieses Formates liegt in seiner Maschinenu-
nabhéngigkeit. Der prinzipielle Aufbau hat die in Listing 1 gezeigte Form.

Fiir den Fall, dass das Programm parallel ausgefiihrt wird, liest der Prozessor mit
Rank 0 das Gitter ein und verteilt es auf die einzelnen Prozessoren. In diesem Fall
ist zusétzlich das Halo notig, dass im Anschluss eingelesen wird. Da es kaum einen
zuséatzlichen Mehraufwand bedeutet, befinden sich alle systemrelevanten Parameter
am Ende der Datei. Beim Einlesen der Daten werden diese mit den Werten aus
der config.dat verglichen. Hierdurch wird vermieden, dass ein zwischenzeitliches
Andern der Parameter zu fehlerhaften Ergebnissen fiihrt. Es ist wichtig anzumerken,
dass es sich bei dem Fundamentalfeld FundGauge zwar um ein vierkomponentiges
Feld der Form

FundGauge( W ;VZ* )

handelt, da es aber nur zwei unabhéngige Komponenten gibt, wird nur

2Ein Replika werden erzeugt, indem man eine frithe, aber meist thermalisierte Feldkonfigurati-
on einliest. Der Zufallsgenerator wird neu gestartet. Durch Replika kann die Statistik erhéht
werden oder das Auftreten eines Fehlers analysiert werden.
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for(grid_t = 0; grid_t < GRID_T; ++grid_t) for(tt = ST; tt < LATT+ST; ++tt)
for(grid_z = 0; grid_z < GRID_Z; ++grid_z) for(zz = SZ; zz < LATZ+SZ; ++zz)
for(grid_y = 0; grid_y < GRID_Y; ++grid_y) for(yy = SY; yy < LATY+SY; ++yy)
for(grid_x = 0; grid_x < GRID_X; ++grid_x)
{
if(rank_table[grid_x] [grid_y] [grid_z] [grid_t] == master)
{
if(world_rank == master)
for(xx = SX; xx < LATX+SX; ++xx)
for(mu = 0; mu < 4; ++mu)
for(int ii(0); ii < 2; ++ii)
{
red += xdr_float(&xin, &tmp);
red += xdr_float (&xin, &tmp2);
FundGauge [index_site [xx] [yy] [zz] [tt]] [mu] [ii]
= Complex (tmp,tmp2) ;

Listing 1: Auszug aus der Einleseroutine fiir das fundamentale Eichfeld der SU(2)

FundGauge [site] [mu] [0] w

FundGauge [site] [mu] [1] A

abgespeichert. Fiir den Fall, dass im Update die volle Matrix bendtigt wird, er-
folgt ihre Erzeugung an gegebener Stelle. Da MONTVAY’s Programm die Felder im
Binarformat abspeichert, ist eine direkte Verwendung dieser Konfigurationen nicht
moglich. Es existiert aber ein Konvertierungsalgorithmus, der aus der Einleserou-
tine des MONTVAY-Programms und der Abspeicherroutine des hier besprochenen
Programms besteht. In einem Zwischenschritt ist dafiir gesorgt, dass die Feldindi-
zes umgeordnet werden. Der Konverter muss gegebenenfalls angepasst werden, da
das MONTVAY-Programm in verschiedenen Versionen unterschiedliche Strukturen
anlegt.

Das Abspeichern der Konfigurationen wird nach dem Trajektoriendurchlauf durch
FieldWrite(STOP, cf, evs);

realisiert. Der erste Ubergabewert lautet CONTINUE oder STOP. Der erste Fall hat
ein abspeichern der Zwischenergebnisse zur Folge, im zweiten Fall werden die Da-
teien geschlossen und die offset.dat fiir eine spétere Wiederaufnahme der Simu-
lation geschrieben. Optional kénnen hier die kleinsten Eigenwerte mit evs und die
Korrekturfaktoren des Reweightings cf iibergeben werden (die Neugewichtung der
kleinsten Eigenwerte wurde in Kapitel 4.13 behandelt).
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— Es ist nicht sinnvoll, nach jedem Sweep die Konfigurationen herauszuschreiben,
da dies bei grofsen Feldern zu unnétigem Speicherplatzbedarf und erhéhter Rechen-
zeit in der Analyse der Felder fiihrt. Es wird empfohlen, in einer Probesimulation die
Autokorrelationszeit der zeitlichen Plaquette zu bestimmen und den Speicherzyklus
darauf anzupassen. Eine kleine Redundanz hat allerdings eine positive Auswirkung
auf die Signale der Korrelatoren, sodass mit einer etwas héheren Frequenz abgespei-
chert werden sollte, als es die Autokorrelationszeit vorschlagt.
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C.4.5. Randbedingungen und adjungiertes Eichfeld

Bei der Verarbeitung des Fundamentalfeldes werden periodische Randbedingungen
in alle Richtungen verwendet. In Abbildung C.6 ist die Verkniipfung der néichsten
Nachbarn der Kantenpunkte dargestellt. Fin wichtiger Hinweis bezieht sich auf die

Lokales Gitter Lokales Gitter
auf dem 1. Prozessor auf dem 2. Prozessor

YA AN AYAY AN AN AWANAWAWA

—>‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Y A\ A\ \4 A\ V<>

-0 @ @& & 0 e <>
<~+. o & & o o +>
<—+. o & & o o <>
<~+Q o 6 & o o +>
wndbJib iR J0JB JENENENINIY IS

Abbildung C.6.: Die Pfeile zeigen die nédchsten Nachbarpunkte und damit die Rand-
bedingung fiir die Felder an den Kanten an. Im Fall des adjungierten Eichfeldes ist
in Zeitrichtung eine Multiplikation mit —1 aufgrund der Antiperiodizitéit notwendig.

adjungierten Eichfelder fiir die fermionische Wirkung. Sie werden nicht separat ab-
gespeichert, da es sich hierbei um keine unabhingigen Gréfsen handelt. Sie lassen
sich aus dem Fundamentalfeld nach Formel (3.12) zu

Vs (@), = 2Tr [Uf (2) T°U, () ']

berechnen. Die Formel stammt aus Kapitel 3.6. Im Falle einer SU(2). finden die
Pauli-Matrizen Verwendung, im Fall der SU(3). benétigt man Gell-Mann-Matrizen.
Um die Geschwindigkeit zu optimieren, kénnen zur Ermittlung von V direkt die
einzelnen Elemente berechnet werden. Eine Matrixmultiplikation ist dadurch nicht
notwendig. Die Routine wird nach der Einleseroutine fiir die Fundamentalfelder
mit

AdjointLink();

aufgerufen. Die Funktion ist in der field.C definiert. Bei der Erzeugung dieser
Felder sind direkt die antiperiodischen Randbedingungen in zeitlicher Richtung
berticksichtigt. Die Felder werden hier mit -1 multipliziert.
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C.4.6. Das Update

Nachdem das Grid konstruiert, die Parallelkommunikation definiert und alle bend-
tigten Daten eingelesen wurden, findet in der main.C der Aufruf der Funktion

update();
statt. Hier werden zunéchst warm up sweeps durchgefiihrt, sofern in der config.dat
angefordert. Wéahrend dieser Durchlaufe findet die Erzeugung einer Gleichgewichts-
konfiguration statt. Es werden keine Messungen durchgefithrt. Im Regelfall wird
aber nach jedem Durchlauf der Sexton-Weingarten-Trajektorie die Messroutine
Measure(true, MeasureStart);
aufgerufen. Bei der Messung wahrend des Updates werden elementare Grofen be-
rechnet, die Auskunft iiber die Giite der Simulation sowie die Qualitit der gewéahlten
Parameter geben. Die Iterationen benotigen wenig Rechenzeit und helfen, die Simu-
lation zu steuern. Die Ergebnisse finden sich in ASCII-Form in einer .sequen-Datei
im Ordner ./Data.

e Dort wird der momentane sowie der durchschnittliche Wert der Plaquette in
zeitlicher und rdumlicher Richtung bestimmt. Dies ist durch den Aufruf der
Funktion
MeasurePlaqPoly(Sumt, Sums, Sump)

in der measure.C realisiert.

e Auferdem wird die Akzeptanzrate der HMC-Trajektorie sowie der Rauschkor-
rektur determiniert.

e Dariliber hinaus werden der absolute und der maximale Wert der Eichkraft
und der Fermionischen Kraft ermittelt.

e Es konnen noch weitere Observablen wie z.B. Wilson-loops hinzugeschaltet
werden. Hierzu wird die Routinen

MeasureWilson (WtLoop [LENSW] [LENTW])

aufgerufen, die sich ebenfalls in der measure.C befindet.
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Die Anzahl der Durchléufe der Trajektorie wird ebenfalls in der config.dat festge-
legt. Dies entspricht einer Schleife iiber die Funktion

SexWeinUpdate (MeasureCycle,NumTraject,Tlength,NumDivG,NumDivQ,

AvDelta,ExDelta,AccrTraj,AverGf,MaxiGt,
AverQf ,MaxiQf ,AccorNoisy) ;

Die iibergebenen Grofen haben die in Tabelle C.1 angegebenen Bedeutungen. Im

Tabelle C.1.: Bedeutung der Ubergabewerte des Sexton-Weingarten Algorithmus

MeasureCycle Messungszyklus im Update

NumTraject
Tlength
NumDivG
NumDivQ
AvDelta
ExDelta
AccrTraj
AverGf
MaxiGf
AverQf
MaxiQf

AccorNoisy

Anzahl der Trajektorien zwischen einem Korrekturschritt
Lénge der Trajektorie

Divisor fiir die Anzahl der Gluonschritte
Divisor fiir die Anzahl der Gluinoschritte
Durchschnittlicher Wert fiir AH
Exponent der Energiedifferenz von AH
Akzeptanzrate der PHMC-Trajektorie
Durchschnittlicher Wert der Gluonkraft
Maximaler Wert der Gluonkraft
Durchschnittlicher Wert der Gluinokraft
Maximaler Wert der Gluinokraft

Akzeptanzrate der Rauschkorrektur

Sexton-Weingarten-Algorithmus werden Eich- und Fermionfelder zuerst gesichert,
damit sie im Falle eines Verwerfens der Trajektorie in der Rauschkorrektur zuriick-
geschrieben werden kdnnen.

Nun wird eine neue Trajektorie berechnen. Die Funktion

Pgstart();

erzeugt gaussverteilte Start-Impulse. Mit
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PseudoFermionStart () ;

werden die pseudofermionischen Felder ebenfalls gaussverteilt zu
W (g) = e~ ¢T1(@)¢! (C.1)

gewahlt. Die Skalarfelder werden als Scalar [kapNum] [site] [mm] [rr] bezeichnet.
Sie haben eine Spin-Komponente [mm] sowie eine Farb-Komponente [rr]. Da es sich
um die Farbe in einer adjungierten Darstellung handelt, gehéren hier drei Kompo-
nenten zur SU(2)., wahrend in Féllen einer SU(3). acht Komponenten bendotigt
werden.

Das Determinant-Breakup wird ebenfalls verwendet. Die Felder werden deshalb nach
[kapNum] sortiert. Sie sind an den Orten [site] lokalisiert. Da die Q?-Matrix wie in
Kapitel 4.15.1 beschrieben, even-odd prakonditioniert ist, wird nur die obere Héilfte
des Arrays benétigt. Die Summation geht also bis NHALF, da sich in diesem Teil des
Arrays die Werte zu den geraden Gitterpunkten befinden.

Jeder Multiplikation mit der Q—Matrix wird iiber eine Multiplikationsroutine aus-
gefithrt. So auch in diesem Fall. Die Multiplikation von QTQ - ¢ erfolgt durch die
Funktion MultipPolyRecur(2,eta,theta,AdjGauge,kapNum). Auf die Multiplika-
tionsroutinen wird in Abschnitt C.4.7 gesondert eingegangen.

Auch zu Beginn einer neuen Trajektorie werden die Felder zwischengespeichert,
da die neuen Konfigurationen im Monte-Carlo Schritt ebenfalls verworfen werden
kénnen. Als néchstes wechseln sich die Funktionen

PgStep(DeltaTg6,0.0,avergf ,maxigf,averqf ,maxiqf) ;

und UStep(DeltaTg4) ;

nach dem in Kapitel 4.14 eingefiithrten Schema ab. Siehe hierzu insbesondere Ab-
schnitt 4.14.4.

Der Algorithmus hat zusammengefasst die in Tabelle C.2 angegebene Struktur

Die Entwicklung der Trajektorie wird im Detail durch PgStep und UStep ausgefiihrt.
Sie entsprechen der in Kapitel 4.8 eingefiihrten Form der Bewegungsgleichungen

d d
TPy =-DS;~DS; und  —Usy = ~iPyUs -

296



C.4. Der PHMC-Algorithmus im Detail

Tabelle C.2.: Uberblick iiber den Sexton-Weingarten Algorithmus
Backup von FundGauge und AdjGauge

!
— Schleife {iber die Trajektorien
!
PgStart();
!
PseudoFermionStart();
1
Backup von FundGauge und AdjGauge
1
Berechnung der Energie 1
1
Integrationsschema mit PgStep; und UStep;
1
Berechnung der Energie 2
l
Durchfithrung des Akzeptanz-Rejektionsschrittes
l
— FEnde der Schleife
!

Rauschkorrektur durch NoisyCorrection;

UStep ist demnach leicht zu berechnen, es bedarf lediglich einer Multiplikation des
Eichfeldes mit dem Impulsfeld. Die Berechnung von PgStep gestaltet sich deut-
lich aufwendiger. Der vom Sexton-Weingarten Algorithmus iibergebene Parameter
DeltaTg bzw. DeltaTq entscheidet, ob ein Teilschritt in bosonischer oder fermioni-
scher Richtung berechnet wird. Im ersten Fall wird {iber die Funktion

GaugeForce(mu, site, gforce);

die Eichkraft berechnet. Falls der Parameter withImpGauge auf true gesetzt ist, so
wird die in Kapitel 3.8 eingefiihrte, verbesserte Eichwirkung

1 1
S, =13 COZReTr{l —~ 3Uplaq} —i—chReTr{l —~ BUM}

plag rect

verwendet. Im zweiten Fall erfolgt ein Aufruf von

QuarkForce(mu, site, gforce);.
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Hierzu werden die in Kapitel 4.10 eingefiihrten Felder qbgk) und qbgk) mit der Rou-
tine AuxBoson() berechnet. Es handelt sich hierbei um die Felder aux1 und aux2.
Auch in diesem Teil ist das Determinant-Breakup berticksichtigt. Die Ableitung der
Q-Matrix wird nicht berechnet, sondern analytisch eingefiigt. Die entsprechende
Darstellung findet sich in Kapitel 4.11. An dieser Stelle existiert ein weiterer Unter-
schied zwischen SU(2). und SU (3). Simulation. Im ersten Fall werden die Elemente
des Levi-Civita-Tensors verwendet im zweiten Fall benttigt man die Strukturkon-
stanten fup.. In der Funktion

TensorProd(Complex Aux1 [NVXYZT] [4] [3],
Complex Aux2[NVXYZT][4][3], const int kapNum);

wird die Produktbildung durchgefiihrt. Ndheres zum Tensorprodukt findet sich in
Kapitel 4.10. In der Gesamtiibersicht findet sich der Algorithmus in Flussdiagramm
6.
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Flussdiagramm des Update-Programms

C discret2-5, quadroptRoot )

q SetFields() )
iter=0 |
¢ Speichere {U;} ) ( Lade letzte {U;} )z ~
traj=0
r—’( Pgstart () )
C PseudoFermionStart () )
C AuxBoson () )
! ;
TensorProd ()
PgStep()
Mit GaugeForce()
und QuarkForce ()
[ UStep() ]
1]
\ SexWeinUpdate () }
i e
- ‘ reject )
‘ MC mit Energy () ‘
. accept
traj+1 nein
traj=NumTraj
SpectrumMinMax ()
( GaussVector () )
accept reject
1 NoisyCorrection() —
iter+1

Flussdiagramm 6: Dieses Flussdiagramm bezieht sich direkt auf Flussdiagramm 5
aus Kapitel 4.16. Die Eintrige in den Boxen wurden durch konkrete Funktionsnamen
ersetzt.
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C.4.7. Die Multiplikationsroutinen

Ein Grofiteil des numerischen Aufwandes muss fiir die Vektor-Matrix-Multiplikation
mit der fermionischen Matrix () aufgewendet werden, da es sich hierbei um eine sehr
grofte Matrix handelt. Sie ist mafigeblich an der Gesamtgeschwindigkeit der Simula-
tion beteiligt. In ihr ist unter anderem die Farbe kodiert. Die Q-Matrix besitzt einen
3 x 3 Farbunterraum, da in adjungierter Darstellung drei Freiheitsgrade zur SU(2).-
Theorie gehoren. In einer SU(3). Theorie hat die Matrix einen 8 x 8 Farbunterraum.
Dementsprechend wird ungeféahr ein siebenfach erhohter Rechenaufwand zur Simu-
lation, bei ansonsten gleichen Parametern, bendtigt. Dieses Argument liefert den
Grund fiir die vorldufige Beschrankung auf Simulationen mit zwei Farbfreiheitsgra-
den.

Da die @Q-Matrix eine grofte, diinnbesetzte Matrix mit gewissen Symmetrien ist,
wurden spezielle Routinen entwickelt, die eine Multiplikation mit ihr beschleunigen.
An erster Stelle ist die Funktion

Multiply (PREC_HERM,eta, eReq,etap, epReq, AdjGauge, kapNum);

aus der Datei multip.C zu nennen. In dieser Datei werden alle Multiplikationsrou-
tinen mit ) gesammelt. In ihr wird ein gegebener Vektor eta mit der adjungierten
fermionischen Matrix AdjGauge multipliziert, sodass der resultierende Vektor etap
die Form

Mp = Qn
hat. Hierbei wurden die in Kapitel 4.15 eingefiihrten Konventionen benutzt. Q =

v5@ ist hermitesch und Q ist die even-odd prikonditionierte fermionische Matrix.
eReq und epReq entsprechen dem Halo der Vektoren eta und etap. Dies ist fiir einen
parallelen Programmablauf von Bedeutung. Als ersten Parameter konnen anstatt
PREC_HERM auch andere, in Tabelle C.3 zusammengefasste, Werte iibergeben werden.

Es gibt zwei Orte im Update, an denen eine Multiplikation mit der priakonditionier-
ten hermiteschen Matrix stattfindet. In Flussdiagramm 5 aus Kapitel 4.16 ist zu
erkennen, dass

ol =QNUP* ¢

ist. Die Multiplikation mit der quadratischen Matrix wird in

MultipPolyRecur(2,eta,theta,AdjGauge, kapNum);
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Tabelle C.3.: Ubergabewerte fiir die Multiplikationsroutine

Ubergabewert | Multiplikation mit

HERMITE hermitescher Q-Matrix N =70 -1
NON_HERM nicht-hermitescher ()-Matrix np=Q N
HERM_SQR Quadrat der hermiteschen Q-Matrix np = (75@)2 -n
PRECOND prikonditionierter Q-Matrix Np = Cj N
PREC_HERM hermitescher, priakonditionierter é—Matrix Np = ( :) ]
PREC_HERM_SQR | Quadrat der Q-Matrix Ny = ( :>2 1

durchgefiihrt. Der erste Koeffizient gibt den Index des verwendeten Polynoms an.
Nach Formel (C.1) wird eine Multiplikation mit dem Polynom P; derart

—¢- P, (QQ) ot

durchgefiihrt. Hier verwendet man das zweite Polynom, welches der Relation Py =
v/ P1 geniigt. Dadurch erhélt man einen Vektor der Form & = /P, - ¢ = P5 - ¢.

Im Tensorprodukt wird die Funktion

MultipPrecHermOe(eta, eReq, AdjGauge, kapNum);
angewendet, um die Produktsumme zu bilden.
Im Rahmen der Analyse sind Matrix-Inversionen nétig. Das in Kapitel 4.15.3 erléu-
terte Verfahren der LU-Prékonditionierung wird ausgefiihrt. Hierzu gibt es ebenfalls
eine Multiplikationsroutine, die durch

MultipLorU(orth, Vou, kapNum, 1, 1);
aufzurufen ist. Durch den vorletzten Ubergabewert, wird entschieden, ob eine Mul-
tiplikation mit der L-Matrix (0) oder der U-Matrix (1) stattfinden soll. Der letzte
Ubergabewert kann +1 oder -1 sein. Im Fall von -1 wird mit den inversen Matrizen
L=, bzw. U~ multipliziert. Das Resultat Vou ist das Ergebnis aus dem Eingabe-

vektor orth multipliziert mit L oder U. Also ist Vou=orth* (L oder U).

Da die Qualitdt der Multiplikationsroutinen grofen Einfluss auf die Iterationsge-

301



C. Erlauterungen zu den Algorithmen

schwindigkeit hat, gibt es an dieser Stelle Optimierungsmoglichkeiten. Moderne
Prozessoren besitzen erweiterte Befehlssétze. Diese versetzen sie in die Lage, spe-
zielle Operationen besonders schnell auszufiihren. Namentlich gibt es z.B MMX,
SSE 1-4 von Intel, 83DNow! von AMD, Double-Hammer oder AltiVec von IBM. Der
Geschwindigkeitsvorteil liegt mitunter bei einer Grofenordnung. Diese wird jedoch
fiir den Preis der Portabilitdt erzielt. Die Befehlssétze der einzelen Prozessoren sind
nicht kompatibel zueinander. Ein Wechsel der Rechnerarchitektur hat damit unter
Umsténden eine Neukonzeption dieser Routinen zur Folge. Dennoch wurden im Rah-
men der QCD SSE 2-Optimierungen implementiert, die im Falle der Berechnungen
auf handelsiiblichen PC-Prozessoren verwendet werden kénnen. Mit dem Befehls-
satz konnen die komplexen Zahlen der QCD-Fermion-Matrix besonders schnell mul-
tipliziert werden. Die adjungierte Matrix der SYM-Theorie beinhaltet jedoch reelle
Zahlen. Ein multiplikativer Geschwindigkeitsvorteil mit float-Datentypen kann mit
diesen Befehlssatz nicht realisiert werden.
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C.5. Die Tests

Um die Konsistenz und Integritdt des Programms zu gew&hrleisten, wurden ver-
schiedene Testmethoden etabliert, die im Folgenden vorgestellt werden.

C.5.1. Berechnung der Eichkraft

Ein erster Test ist durch die Funktion
TestGaugeForce(le-5);

realisiert. In ihr wird die Beziehung

U] = E{UY -E{U}) »

D.yjSy - = GaugeForce() (C.2)

iberprift. Dies ist mit der Entwicklung der Eichkraft in e gleichbedeutend. Der
Wert der Funktion wird ihr beim Aufruf iibergeben. Die Eichkraft wird nach

T.
U' = |cos (¢) 1 +isin (¢) ?] U
entwickelt. Die Energie berechnet sich mit der Funktion
GaugeEnergy () ;.

Danach findet eine Verschiebung

T.

Uy (2) = Uy (2) + )

statt. Die erneute Berechnung der Energie sollte geméfs Formel (C.2) in erster Néa-
herung dquivalent zur Eichkraft sein. Da somit die Kraft auf zwei unterschiedliche
Weisen berechnet wurde, ist dies ein gutes Indiz dafiir, dass sowohl die Funktion

GaugeForce () als auch GaugeEnergy() korrekt rechnen. Hierdurch kann eine Feh-
lerquelle des Programms eliminiert werden.
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C.5.2. Berechnung der fermionischen Kraft

Eine dquivalente Strategie kann fiir die fermionische Kraft QuarkForce() mit der
Routine

TestQuarkForce(le-5, true);
durchgefiihrt werden. Zur Berechnung der Kraft iiber die Ableitung wird in diesem
Fall die Funktion zur Berechnung der Gesamtenergie Energy() genutzt. Auch hier

wird e bei Funktionsaufruf iibergeben. Der zweite Wert ist entscheidend, ob zuféllige
Pseudofermion-Felder zur Anwendung kommen.
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C.5.3. Test der Multiplikationsroutinen

Um die korrekte Implementierung der Multiplikationsroutinen iiberpriifen zu kén-
nen, wurden hierzu ebenfalls Tests etabliert. Sie folgen dem Grundprinzip, Ergeb-
nisse auf verschiedene Arten zu erzielen und diese zu vergleichen. Falls vollstandig
unabhéngige Funktionen das gleiche Resultat liefern, ist die Wahrscheinlichkeit,
einen programmiertechnischen Fehler gemacht zu haben, dufserst gering. Schliefslich
miissen zwei konzeptionell unterschiedliche Fehler im Resultat den gleichen Beitrag
liefern. Natiirlich sind systematische Fehler, hierdurch nicht ausgeschlossen. Wird
nun zu Beginn einer Simulation die Funktion

TestMultipPoly();

aus der multtest.C aufgerufen, so erfolgt die Durchfithrung verschiedener polyno-
miale Tests. Die inverse Q2-Matrix, dargestellt durch die polynomiale Approximati-
on P, soll z.B. mit einem zufélligen gausschen Vektor 1 multipliziert werden. Dies
geschieht durch die Multiplikationsroutine MultipPolyProd. Diese Funktion mul-
tipliziert das Polynom in Wurzeldarstellung mit 7. Der gleiche Vektor kann aber
auch im rekursiven Schema durch MultipPolyRecur mit dem Polynom multipli-
ziert werden. Da in beiden Féllen das gleiche Resultat erzielt werden soll, miissen
die Differenzen bis auf Maschinenprazision 0 ergeben. Der Test erfolgt mit einem
gausschem Vektor und einem Einheitsvektor durchgefiihrt.

Da in den Routinen jeweils die Funktion
Multiply (PREC_HERM_SQR, Out, OutReq, orth, wReq, AdjLink, kapNum);

aufgerufen wird, sind sie jedoch nicht vollstdndig unabhéngig voneinander. Um einen
Fehler in der Multiply-Routine auszuschliefen, ist in einem zweiten Test das FEr-
gebnis von MultipPolyProd() mit dem einer MultipPolyProdSqrt() genannten
Funktion verglichen worden. Die zweite Funktion sollte das gleiche Ergebnis wie die
erste liefern, diesmal jedoch durch zweifache Hintereinanderschaltung der Funkti-
on Multiply(PREC_HERM, Out, OutReq, orth, wReq, AdjLink, kapNum) (siehe
hierzu auch Tabelle C.3). Ergeben beide Methoden bis auf Maschinenprézision das
gleiche Resultat, kann ein Fehler in den beiden Multiply-Routinen ausgeschlossen
werden.

In diesem Rahmen konnen auch Einsichten iiber die Qualitédt der polynomialen

Approximation gewonnen werden. Man bildet dazu das Matrix-Vektor Produkt mit
der hoheren Approximationsgenauigkeit P fiir die Q?>-Matrix und zieht das Ergebnis
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von der Pj-approximierten Matrix
MultipPolyRecur(1l, ...) - MultipPolyRecur(2, ...)= Residuum
ab. Im zweiten Fall ist das Polynom P; einer niedrigeren Ordnung verwendet worden.

Die relativen Approximationsfehler werden in dem Test fiir verschiedene Polynome
untersucht.
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C.5.4. Uberpriifung von Funktionen durch Testfelder

Mit einer weiteren Klasse Tests konnen die Funktionen aus Tabelle C.4 {iberpriift
werden. Hierzu erzeugt man unphysikalische Fundamentalfelder, bei denen jeder

Tabelle C.4.: Funktionen, die mit Testkonfigurationen tiberpriift wurden

Funktion Testfunktion
Multiply (PREC_HERM,...); TestMultPrec(...);
MultipPrecHermQOe(...); TestMultPrecOE() ;
ExponPg(...); TestExponPg() ;
PgStep(...); TestPgStep();
UStep(...); TestUStep();
AuxBoson() ; TestAuxBoson() ;
TensorProd(...); TestTensor();

Gitterpunkt mit einem eindeutigen Wert z.B. derart

uu[0] [0]
uul1] [0]

Complex (0.01*mu , 0.000001%st) ;
Complex(0.000001*st, 0.01*(mu+1));

kodiert ist. Dazu korrespondierend kann der Vektor n in der Form
etal[site] [mm] [cc]=Complex(0.0001*xg+0.001*yg+0.01*zg+0.1*mm+ cc);

gewahlt werden. Da die Ergebnisse fiir einzelne Komponenten in diesen Féllen leicht
nachzuvollziehen sind, kénnen die Routinen so auf Konsistenz tiberpriift werden.

Um die Funktion Tensorprod und AuxBoson zu iiberpriifen, wird ein determiniertes
Skalarfeld benétigt. Hier wurde die Form

st = (xg+1)*10000+(yg+1)*1000+(zg+1)*100+(tg+1) ;
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Scalar [kapNum] [site] [mm] [cc] =
Complex(0.0001*st-0.1*mm , Kappal[kapNum]+0.1lx*cc);

verwendet. Die Startwerte fiir Test-Impulse werden zu

PGauge [site] [mm] [cc] =
Complex (0.0001*st-0.5%mm , +0.03%cc);

festgelegt.
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C.5.5. Reversibilitatstest

Die Uberpriifung der Reversibilitit der Trajektorie erfolgt in einem weiteren Test.
Hierdurch kann eine korrekte Implementierung der SexWeinUpdate-Routine nach-
gewiesen werden. Wie in [105] gezeigt, fithren Verletzungen der Reversibilitiat nicht
notwendigerweise zu niedrigen Akzeptanzraten im Monte-Carlo Schritt. Diese Ra-
ten sind bei grofen Energiedifferenzen gering. Die Sexton-Weingarten Trajektorie
wirkt jedoch auch energieerhaltend, falls eine berechnete Trajektorie stark von ih-
rem wahren Wert abweicht und falsche Konfigurationen und Observablen erzeugt
werden.

Die Reversibilitit kann nun explizit {iberpriift werden, indem von einer gegebenen
Konfiguration gestartet wird. Hierzu konnen z.B. Testfelder dienen. Nach einem
vollstdndigen Durchlauf der Trajektorie werden die Vorzeichen aller Impulsvariablen
gedndert und danach eine neue Trajektorie berechnet. Die resultierende Konfigura-
tion sollte bis auf Maschinenprézision identisch mit der Startkonfiguration sein. Der

Fehler ¢ kann durch

6= > (|vf @ - v @))

bestimmt werden. Mit Uﬂ: (2) ist hierbei die Endkonfiguration, mit U}, () die An-
fangskonfiguration bezeichnet. Im Programm wird diese Funktion durch

ReverSexWein(TLengthCheck, NumDivg, NumDivq);

aufgerufen und bendétigt neben der Monte-Carlo Schrittlinge TLengthCheck einen
Divisor fiir die Eichschritte NumDivg und einen Divisor fiir die fermionischen Schritte
NumDivq.

Der Reversibilitdtstest kann helfen, Rundungsfehler zu vermeiden. Diese verstér-
ken sich exponentiell aufgrund der chaotischen Natur der klassischen Bewegungs-
gleichungen in einem Hybrid Monte-Carlo Algorithmus. Der Effekt spielt deshalb
auch bei sehr kurzen Schritten in der Monte-Carlo Zeit eine bedeutende Rolle. Der
Schwachpunkt dieses Tests ist, dass er nicht in der Lage ist, spiegelsymmetrische
Fehler aufzuspiiren. Ein falsches Vorzeichen konnte durch diesen Test z.B. nicht
entdeckt werden.
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C.5.6. Cross-Check

Im Rahmen der Fehlertoleranz diirfen die Messergebnisse nicht mit dem verwendeten
Algorithmus korreliert sein. Deshalb empfiehlt sich ein Vergleich von Observablen,
die mit unterschiedlichen Simulationsalgorithmen berechnet wurden. Ein Beispiel
ist der Vergleich der zeitlichen Plaquette zwischen einer PHMC-Simulation und
einer TSMB-Simulation bei gleichen Simulationsparametern. Da im vorliegenden
Fall zudem zwei konzeptionell identische PHMC-Algorithmen aus unterschiedlichen
Quellen zur Verfiigung standen, konnten sehr aussagekraftige Tests durchgefiihrt
werden. Hier fand ein direkter Vergleich des von Istvin MONTVAY entwickelten
Programms mit meinem Programm statt.

Uber einen qualitativen Vergleich von Erwartungswerten einiger Observablen hin-
ausgehend wurde ein sehr direkter Test implementiert. Die beiden Programme wur-
den mit identischen Startparametern ausgefithrt. Da in beiden Programmen eine
unterschiedliche Nomenklatur fiir die Feldkonfigurationen anwendung finden, mus-
ste die Testfeldroutine neu implementiert werden. Es konnte gezeigt werden, dass bei
gleichen Startwerten fiir die Impulse, Skalarfelder und Eichfelder unter Abschaltung
des Zufallsgenerators nach einem Trajektoriendurchlauf die Werte in den Arrays
identisch sind.
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C.5.7. Ergebnisse der Tests

Alle beschriebenen Tests wurden implementiert und erfolgreich durchgefiihrt. Es ist
sinnvoll, den Multiplikationstest zu Beginn einer jeden Simulation einmal durchzu-
fithren, da hierduch auch Aufschliisse iiber die Giite der polynomialen Approxima-
tion gewonnen werden konnen. Die Residuen sollten im Rahmen der Maschinenpréa-
zision, also auf 32-Bit Maschinen in der Gréfenordnung 1076 — 10717 liegen.

Die Berechnung der Eichkraft ergibt Differenzen in der Grokenordnung ~ 1075, Bei
der fermionischen Kraft ergeben sich je nach Schrittweite Differenzen der Grofen-
ordnung ~ 1072, Die Absolutwerte der Energien liegen in der Gréfenordnung ~ 103.
Die Differenzen entstehen durch die endlichen Schrittweiten Ty und Tp.

Es wurden mit Montvays SU(2) Programm als auch mit meinem SU(2) Programm
Updates mit Testfeldern unter Abschaltung des Zufallsgenerators durchgefiihrt. Es
konnte gezeigt werden, dass die erzeugten Feldkonfigurationen an beliebigen Orten
bis auf Rundungsfehler dquivalent sind.

Der Reversibilitiitstest ergab eine Abweichung von ~ 107® und war ebenfalls bis
auf Maschinenprézision genau.
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C.6. Ergebnisse der Simulation

In Tabelle C.5 sind die Parameter, der von Istvin MONTVAY durchgefiihrten Simu-
lation, eingetragen. Es wurde eine tree-level-Symanzik verbesserte Wirkung einge-
setzt. Die Eichkopplung g wurde zu 1,6 gewéhlt. Bei den mit s markierten Laufen
fand zusétzlich das STOUT-Smearing Verwendung. x ist der Hoppingparameter. T
bestimmt die Schrittlinge der gesamten Trajektorie. Die Schrittlinge in Eichfeld-
richtung Ty und in Impulsrichtung T p wird tiber den Divisor N, fiir Gluonen und
Ny fiir die Fermionfelder festgelegt (siehe hierzu Kapitel 4.14). In Tabelle C.6 ist ei-
ne Ubersicht iiber die verwendeten Polynome dargestellt. Das Determinant-Breakup
wurde zu ny, = 2 gewahlt.

Tabelle C.5.: Die PHMC Simulationen wurden mit den gegebenen Parametern von
Istvan Montvay durchgefiihrt. 8 wurde zu 1,6 gewéhlt. Die weiteren Gréfen sind im
Text erlautert.

Run L3.T K Neons T Anc% Apwrmc% Niaj Ny N,

A 162.32 [0.1800 2500 1.05 95.6 85.0 3 3 10
B 163.32 [0.1900 2700 1.05 96.4 88.7 3 35 10
Ca 163.32/0.2000 1973 0.99 82.9 90.6 2-3 3-5 10

Cbh 163.32/0.2000 8874 0.99 88.3 98.2 2-3 46 810

D 1633202020 6947 0.56 88.5 99.2 2-4 8 37
A 24348 /0.1980 1480 0.9 89.6 87.7 2 6 8
B 243.48/0.1990 1400 0.9 88.7 85.8 2 6 8
C 2434802000 6465 1.0 88.6 89.1 2 6 8
A, 24348 10.1500 370 1.0 973 97.4 2 6 8
By 24348 0.1550 1730 1.0 95.6 96.6 2 6 8
C, 24348 0.1570 2110 1.0 924 94.1 2 5 8
D, 24348 0.1575 2260 1.0 86.0 92.8 2 5 8
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Tabelle C.6.: Die Ordnung n; bis n4, der im Update verwendeten Polynome. €
und A entsprechen der unteren und oberen Schranke des Approximationsintervalls.
Die 9; entsprechen den Abweichungen der Approximationen vom realen Wert. Die
Werte entstammen dem Test fiir die Polynome. Die Simulation wurde mit einem
Determinant-Breakup n, = 2 von Istvan MONTVAY durchgefiihrt.

Run € A np ne ng T4 01 09 03 04

A 425-1073 34 50 80 100 140 1,2-107% 34.107% 72.107°7 34.107%
B |95-107* 3,8 8 130 300 360 1,9-107% 7,5.-1079 21.107% 58.10°10
Ca | 50-107° 4,0 180 270 700 820 2,8-107% 42.10797 6,3-107°7 6,3-10798

Cb | 5,0-1075 4,0 200 300 700 820 22-107% 32.107°7 6,1-1077 6,1-10708

D | 1,0-107% 4,0 800 1000 2700 3000 9,4-1079 88-10797 96-107°7 2,5.-10797
A | 1,0-107* 4,0 200 270 600 700 1,3-107%* 6,6-107°7 26-10797 2,1-10"98
B | 4,0-107° 4,0 270 370 800 920 1,25-107% 54-.10797 4,5.10797 51.107%
C |20-107° 4,0 350 500 1000 1150 1,1-107%* 2,8-10797 5,95-107%7 7,6-107%8

Ay | 5,5-1075 2,2 200 270 600 700 1,3-107% 6,6-10797 2,6-10797 2,1.107%
B, | 5,5-107° 2,2 200 270 600 700 1,3-107%* 6,6-10797 2,6-10797 21.107%
Cs | 5,5-107% 2,2 400 550 1200 1350 1,3-107%% 52.10797 92.10797 1,6-107%7

Dy | 1,1-107% 2,2 600 800 2200 2500 1,2-107% 6,5-10797 8,6-10797 1,8.107°7

Wiéhrend des Updates wird auf jeder Konfiguration die Plaquette in Zeitrichtung
ermittelt. Sie ist ein guter erster Parameter um die Qualitdt der Simulation zu
kontrollieren. Thre Werte fiir die einzelnen Runs wurden in Tabelle C.7 zusammen-
gefasst. Die Sommer-Skala sowie die Masse der adjungierten Pionen wurde nach der
Simulation von Kamel Demmouche analysiert. Als weitere Observable der Analy-
se wurden die Masse des 0" T-Glueballs gemessen (siehe Tabelle C.8). Zudem sind
die Ergebnisse fiir a-n’ und a- fo sowie g1 und gg,, gemessen und in Tabelle C.9
zusammengefasst. Tabelle C.10 beinhaltet die Ergebnisse der Gluinobille.
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Tabelle C.7.: Durchschnittlicher Messwert der zeitlichen Plaquette, sowie ihre Au-
tokorrelationszeit. A, entspricht dem Erwartungswert fiir den kleinsten Eigen-
wert einer Konfiguration. 7p und 7,,;, sind die zugehorigen Autokorrelationszeiten.
Durch r¢/a wird die Sommer-Skala sowie durch am die Masse des adjungierten Pi-
ons ermittelt. Fiir Konfigurationen mit STOUT-Smearing wurden die thick Links

verwendet.

Run (P) P (Amin) Tmin | To/a amy
Uthin

A |0,616060(54) | 7,5 | 0,017699(17) | 0,9 | 2,9(1) |1,3087(12)

B 0,623105(32) | 3,1 | 0,0045948(10) | 1,5 | 3,3(1) |1,0071(12)

Cb |0,635487(53) | 31,9 | 1,342(41) - 10~%4 | 58,4 | 4,242(87) | 0,5008(13)

D |0,639976(89) | 48,2 | 1,61(62) - 1079° 5,04(26) | 0,221(12)

A |0,632319(28) | 6,1 |3,631(20)-107%| 0,8 |3,885(63) | 0,6415(13)

B ]0,633827(23) | 4,3 | 1,990(17) - 1079 | 1,0 | 4,16(12) | 0,6257(93)

C 10,635610(33) | 15,0 | 8,883(71) - 1079 | 1,1 | 4,33(19) | 0,4947(13)
Uthick D(Uthick )

A, |0,881373(44) | 3,5 |6,810(37)-107%% | 1,0 0,9469(38)

Bs |0,887983(27) | 8,0 | 7,252(43) - 107% | 1,1 |4,324(39) | 0,5799(16)

Cs 10,891546(31) | 11,5 4,756(93) - 10795 | 2,1 | 5,165(88) | 0,3264(23)

D, |0,892600(31) | 14,1 | 9,95(29) - 107% | 2,5 |5,561(99) | 0,2015(93)
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Tabelle C.8.: Werte fiir die Masse des skalaren Glueballs 0™ im Grundzustand.
Im ersten Fall wurde zur Ermittlung die Variationsmethode eingesetzt (VM) (siehe
Kapitel 6.3.3), im zweiten Fall wurde die einfache Methode angewendet. [t1,t2] ist
das Intervall, das zur Bestimmung herangezogen wurde. Die Ergebnisse stammen

von Kamel Demmouche.

Run | NS, amg+ (V-M) | [t1,t2] | amg++ (diag) | [t1,ta]
A 300-2499 | 1,291(13) 1.3 |1,21(17) 1-3
B 100-2699 1,156(51) 1-3 1,14(10) 1-3
Ca |400-1972 | 0,927(40) 1-3  |0,952(84)  |1-3
Cb | 1800-10669 | 0,945(20) 1-4  |0,961(80)  [1-3
D |1700-6859 | 0,819(19) 1-2 [0,84(12) 1-4

Tabelle C.9.: Ubersicht iiber die Ergebnisse fiir a-n’ und a-f;
nach einer Analyse von Kamel Demmouche.

sowie gg1 und gg-,

Run | NYeOm | Noge | aerf a-fo [N | G 39

A 550 | 20 |1,3115(67) | 2,229(30) | 2200 | 1,862(21) |1,883(22)
B 600 | 16 |1,0396(72) | 1,27(18) | 2600 | 1,546(14) |1,574(33)
Ca 394 | 16 | 0,542(23) | 0,93(11) | 1573 | 0,984(12) |1,049(25)
C, | 1100 | 16 |0,5426(75) |0,931(60) | 4435 | 0,985(16) | 1,023(30)
D 646 | 22 | 0,361(60) | 0,87(10) | 5160 |0,7532(96) | 0,824(31)
A 345 | 16 | 0,675(18) | 1,15(12) | 1380 | 1,1433(73) | 1,187(15)
B 300 | 16 |0,6215(86) | 1,314(32) | 1200 | 1,1053(19) | 1,117(15)
c 585 16 | 0,536(24) | 0,863(81) | 1561 |0.9907(65) | 1,074(13)
A, 200 | 16 |1,0114(82)| 1,07(16) | 270 | 1,300(13) |1,329(26)
B, 200 | 16 | 0,614(23) |0,964(70) | 1530 | 0,9545(47) | 0,989(14)
Cy 400 16 | 0,416(29) |0,467(93) | 1811 |0,7151(87) | 0,742(20)
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Tabelle C.10.: Messergebnisse fiir das Gluino-Kondensat.

Run (AN Run (AN Run (AN

A | 11,3853(3) A ]10,8107(4) A, | 11,0770(3)
B | 11,1333(3) B |10,7559(3) B, | 10,8226(3)
Ca |10,6949(11) C|10,6941(4) C, | 10,6838(6)
Cy  |10,6970(10) D, |10,64166(64)

D |10,5440(19)
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