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EINLEITUNG

Im Jahr 1999 veroffentlichte R. Matthes die Arbeit [30] On some Poincaré-
series on hyperbolic space.  In dieser Arbeit werden Thetalifts von
reell-analytischen Poincaré-Reihen auf der oberen Halbebene zu einer
Kongruenzuntergruppe ['o(N) der Modulgruppe SLo(Z) betrachtet. Es
wird ein Zusammenhang hergestellt mit Poincaré-Reihen beziiglich des
hyperbolischen Abstands und einer diskreten koendlichen Untergruppe
I' der orientierungserhaltenden Isometrien Isot(H") des n-dimensionalen
hyperbolischen Raumes H", die ausgewertet werden in den sogenannten
Heegner-Punkten bzw. in Hyperebenen. Fiir den dreidimensionalen Fall
wird daraus eine Verallgemeinerung einer Formel von Maaf fiir die Fourier-
koeffizienten von gelifteten Spitzenformen hergeleitet.

Matthes betrachtet Selbergsche Poincaré-Reihen auf der oberen Halbebe-
ne H der Gestalt

P,(z,s) := Z (D)5 arslez+d)ys 2milvar+ipviyr)

T:(‘C‘ g) €T \To(N)

wobei z7 + iyr := Tz,Re(s) > 1. v bezeichnet eine Fundamentaldiskrimi-
nante und v, einen geeigneten Multiplikator.

Fiir eine diskrete koendliche Untergruppe I" von Iso™ (H") wird die durch
0 und beziiglich I' gebildete Poincaré-Reihe definiert durch

H(P,Q,s) =Y (8(P,Q))~"2+),

yer

wobei ¢ gegeben ist durch §(P,Q) := 2cosh(d(P, Q)). d(P, Q) bezeichnet
den hyperbolischen Abstand der Punkte P,Q) € H". Die Funktion § ist
eine Punkt-Paar-Invariante, d.h. fiir jedes v € Iso™(H") ist 6(yP, Q) =

S(P,y Q) .



Einleitung

H(P,Q,s) konvergiert absolut fiir Re(s) > 1 und spielt in der Unter-
suchung der Verteilung von hyperbolischen Gitterpunkten eine bedeutende
Rolle (vgl. [22]| und [23] fiir den Fall n = 2 und [10] fiir den Fall n = 3).

Fiir eine quadratische Form @ der Signatur (1,n),z = z+iy € H,w € H"
und eine (von w abhéngige) Majorante H,, von () wird nun von Matthes eine
geeignete Siegelsche Thetafunktion

HQ H(Z; ’U)) — Z 627ri(;cQ[a.]+inu,[a])

acZrtl

mit einem einfachen Transformationsverhalten unter einer Gruppe I'o(NV)
definiert. Es wird die mit dieser Thetafunktion geliftete Poincaré-Reihe

Pf(w,s):/ P,,(z,s)ynTHOQ,H(z,w)dy(z)
FN

:F(s—i-"T*g) 3 1

0T G (Hala + )

aczZ"t!
Qla]=v

betrachtet. Fy bezeichnet dabei einen Fundamentalbereich von T'y(V).

Um P?(w, s) als Funktion von § zu schreiben, wird die obige Summations-
bedingung umgeschrieben als Summation iiber hermitesche (2 x 2)-Matrizen
iiber C, o mit fester Determinante v # 0, wobei C; die zum quadratischen
Raum (R¥, q) mit ¢(zy, ..., zx) = —(2? + ... + 22) assoziierte Clifford-Algebra
bezeichnet. Diesen hermiteschen Matrizen sind im Fall v > 0 Punkte im
n-dimensionalen hyperbolischen Raum H" zugeordnet, die sogenannten
Heegner-Punkte, bzw. im Fall v < 0 Hyperebenen. Das Hauptresultat der
Arbeit von Matthes lautet wie folgt:

1 Theorem Sei I'(Q) die Einheitengruppe von @ und v eine Fundamental-
diskriminante. {a;,i € I} bezeichne ein vollstindiges Vertretersystem der
Aktion von T(Q) auf {a € Z™' | Qla] = v} mit Isotropiegruppe P;. Fiir
v > 0 besitzt P; endliche Ordnung f;. Seien n; die zu a; gehdrigen Heegner-
Punkte und g; die zu a; gehirigen Hyperebenen. Dann gilt fir Re(s) > ”T“ :

1. Im Fallv > 0 ist

47 H i, 25 — o=l
' oy 2 71 (002 =5

fiir w € H™. Die Summe enthdlt nur endlich viele Terme.
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Einleitung

2. Im Fall v < 0 st

1 T(2s + "3%)

94s+n—ds+ 2 7‘ ‘s+"T*3 I(s— nT—l)

S e

ZEI ’L\g’L

P)(w,s) =

fir w € H", und die Summe enthdlt nur endlich viele Terme. do
bezeichnet das hyperbolische Maf auf der Hyperebene.

Fiir den dreidimensionalen hyperbolischen Raum ergibt sich aus Theorem 1
mittels der Bezichung (PY(-,s),em). = (P,(:, 3),efn>F0(N) als Korollar eine
verallgemeinerte Koeffizientenformel fiir die Fourierkoeffizienten einer gelif-
teten Spitzenform. Dazu ist die Spektralzerlegung von H (w Ni, 28 — ”;1)
und die Fourierentwicklung einer gelifteten Spitzenform e’ zu berechnen.

2 Korollar (Verallgemeinerte Koeffizientenformel)

Seien n = 3, I' = I'(Q) und e, eine Spitzenform auf ['\H3. Dann sind
die Fourierkoeffizienten p,, der gelifteten Spitzenform e, im Fall v > 0 im
Wesentlichen gegeben als Summe der Werte von e, in den Heegner-Punkten

;.
TR Z 7 emm):

Im Fall v < 0 hat man

)= 3 Z/ o, o)

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden die Aussagen von Matthes
auf den dreidimensionalen hyperbolischen Raum mit der Aktion der Gruppe
PSL,(O) iibertragen, wobei O den Ring der ganzen Zahlen eines imaginér-
quadratischen Zahlkorpers K bezeichnet.

In Kapitel 1 werden grundlegende Bezeichnungen und elementare Eigen-
schaften der Gruppe PSLy(O) < PSLy(C) sowie deren Kongruenzuntergrup-
pen zusammengestellt.

Ausgehend von der Arbeit [34] von O. Richter wird in Kapitel 2 eine
geeignete Siegelsche Thetafunktion ©g y(P) auf dem oberen Halbraum H?
zu einer geraden quaterniren quadratischen Form S iiber O, einer zugeho-
rigen (komplexen) Majorante H und einem Ideal I C O eingefiihrt. Diese
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besitzt ein einfaches Transformationsverhalten unter einer gewissen Kongru-
enzuntergruppe [o(N) von PSLy(O) und dient als Integrationskern des im
Anschluss konstruierten Thetalifts. Es wird ein verallgemeinerter Siegelscher
Transformationssatz fiir Thetafunktionen bewiesen, welcher das Transforma-
tionsverhalten der Thetafunktion unter PSLy(Q) angibt. Um davon ausge-
hend Aussagen iiber das Verhalten der Thetafunktion in den Spitzen von
I' < PSLy(O) treffen zu konnen, ist die Klassenzahl von K als 1 vorauszu-
setzen.

In Kapitel 3 wird die zur Kongruenzuntergruppe I' = T7'T((N)T <

PSL,(O) gehorige Poincaré-Reihe P;(P,s) auf dem oberen Halbraum defi-
niert. Dabei ist 7" eine geeignete Transformationsmatrix und i € A%, wobei
As = 75,70 das zu I gehorige Gitter bezeichnet.
Durch Parametrisierung der Majorante H von S in Abhéngigkeit von w, wq €
H? wird die Thetafunktion aufgefasst als Funktion auf H? x H3? x H3.
O(P,w, w,) konvergiert fiir festes wy kompakt gleichmiRig absolut auf H? x
H3. Bildet man fiir Re(s) > 1 und i # 0 das Skalarprodukt der in den
Spitzen von I' exponentiell verschwindenden Poincaré-Reihe mit der The-
tafunktion, so stellt sich eine Zetafunktion Z;(w,wy, s) ein, die als Thetalift
der Poincaré-Reihe aufgefasst werden kann.

Ziel ist es, die Zetafunktion als Poincaré-Reihe H(w,wyp, s) zu einer ge-

eigneten koendlichen Untergruppe I'* von SLy(C) zu schreiben.
Mit Hilfe einer Einbettung von O* in den Modul My(O) der (2 x 2)-Matrizen
iiber O lésst sich die Summationsbedingung bei der Zetafunkion Z;(w, wy, s)
umschreiben als Summation iiber gewisse Matrizen aus My(O) mit fester
Determinante 0 # p € O. Es wird eine koendliche Gruppe I'* < SLy(C)
angegeben, die auf diesen Matrizen (bijektiv) durch Multiplikation von links
(und von rechts) operiert, wobei die Zahl der Bahnen endlich ist. I'* ist
kommensurabel mit SLy(O). Weiter wird ein vollstéindiges Vertretersystem
{Aj,j € J} der Rechtsnebenklassen beziiglich dieser Operation von I'* ge-
wahlt. Die Zetafunktion ist als geliftete Poincaré-Reihe eine Funktion der
hyperbolischen Abstandsfunktion ¢ und folglich in den Variablen w, wy inva-
riant unter I['* x I'*. Z;(w,w, s) kann somit als Poincaré-Reihe H (w,7;, s)
geschrieben werden, die ausgewertet wird in den Punkten n; = Ajw, € H?.
Dies ist die Aussage des Hauptsatzes Theorem 4.2.16. Mit Hilfe der Spek-
tralzerlegung von H(w,wy,s) lisst sich dann die Spektralzerlegung der Ze-
tafunktion angeben, und es zeigt sich, dass die Zetafunktion eine auf die
ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzbare Funktion ist, die holomorph
in der Halbebene Re(s) > 0 ist bis auf einen Pol der Ordnung 1 in s = 1.
Weiter werden Aussagen iiber das asymptotische Verhalten von H (w, wy, )
bzw. Z;(w,wo, s) an der Konvergenzabszisse s = 1 aufgefiihrt.

Bildet man das Skalarprodukt der Poincaré-Reihe P;(P, s) mit einer ge-
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lifteten Spitzenform, so wird der fi-te Fourierkoeffizient der gelifteten Spit-
zenform extrahiert. Dieses Skalarprodukt stimmt iiberein mit demjenigen
der Zetafunktion und der Spitzenform selbst, und mit der Spektralzerlegung
der Zetafunktion erhidlt man dann durch Vergleich der berechneten Skalar-
produkte als Korollar eine verallgemeinerte Koeffizientenformel fiir die Fou-
rierkoeffizienten einer gelifteten Spitzenform (vgl. Kapitel 5).

In Kapitel 6 werden die allgemeinen Ergebnisse an Hand eines Spezialfalls
erlautert. Es wird der Ring Z[i] der ganzen Gaufschen Zahlen betrachtet.
Die der Thetafunktion zu Grunde liegende quadratische Form S wird kon-
kret gewdhlt. In diesem Spezialfall wird eine geeignete Gruppe I'* explizit
angegeben und die Abhéngigkeit der Zetafunktion von der hyperbolischen
Abstandsfunktion § elementar nachgerechnet.

Im zweiten Teil der Arbeit (vgl. Kapitel 7) wird die Rankin-Selberg-
Methode fiir (', x)-automorphe Funktionen fiir den Fall des dreidimensiona-

len hyperbolischen Raumes mit der Aktion einer koendlichen Untergruppe I'
von PSLy(O) behandelt.

Die Idee der Rankin-Selberg-Methode ist es, L-Funktionen als Integral
einer oder mehrerer automorpher Funktionen gegen eine Eisensteinreihe dar-

zustellen. Die Funktionalgleichung der Eisensteinreihe geht dann iiber auf
die L-Funktion.

Im klassischen Fall der oberen Halbebene H mit der Aktion der Gruppe
SLy(Z) beinhaltet die Rankin-Selberg-Methode Folgendes: Es seien f: H —
C eine SLy(Z)-automorphe Funktion und z = z + iy € H. Dann besitzt f
(in co) eine Fourierentwicklung der Gestalt

E(z,s) sei die reell-analytische Eisensteinreihe, die fiir Re(s) > 1 definiert
ist durch

1 —48
E(z,s) = > y(r2) = 5y" Y lez+d[™*,
7E(SLa (Z)) o0 \SLa (2) e

wobei y(yz) = Im(vyz). Dann folgt mit Hilfe des typischen ,Auseinanderfal-
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tungstricks* (unfolding trick) fir Re(s) > 1:

/ f(2)E(z, s)du(z) = / f(2)y*du(2)
SL2(Z)\H (SL2(Z))oo \H

= /Ooo (/Olf(:vﬂy)d:v)y”dy
= /0 ) ao(y)y*dy.

Fiir die absolute Konvergenz des Integrals muss dabei vorausgesetzt wer-
den, dass f fiir y — oo hinreichend schnell verschwindet und fiir y — 40
(gleichméfig in ) polynomial wéchst, was speziell fiir Spitzenformen erfiillt
ist. Die meromorphe Fortsetzbarkeit auf die ganze komplexe Ebene und die
Funktionalgleichung der Rankin-Selberg-Transformierten

R(f,s) == /0 N ao(y)y’~*dy

folgen aus der meromorphen Fortsetzbarkeit und der Funktionalgleichung
der Eisensteinreihe E(z, s).

Die Rankin-Selberg-Methode wurde von Zagier [42] erweitert auf auto-
morphe Formen, die fiir y — oo nicht hinreichend schnell abfallen, wobei ein
vereinfachter Beweis des in [42] formulierten Theorems angegeben ist in [17].
Eine Erweiterung auf Kongruenzuntergruppen von SLy(Z) findet sich in [16].
Der dort angegebene Beweisansatz ist jedoch zu korrigieren.

In der vorliegenden Arbeit werden die meromorphe Fortsetzbarkeit der
Rankin-Selberg-Transformierten auf die gesamte komplexe Ebene sowie ei-
ne Funktionalgleichung fiir die Rankin-Selberg-Transformierte fiir den Fall
des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes mit der Aktion einer belie-
bigen koendlichen Untergruppe I' von PSLy(O) bewiesen. An I' werden
keine Zusatzvoraussetzungen gestellt. Es werden (T, x)-automorphe Funk-
tionen betrachtet, die fiir r — oo nicht hinreichend schnell abfallen. Da
der Charakter x als nichttrivial auf [' vorausgesetzt ist, wird die Rankin-
Selberg-Transformierte nur fiir die singuldren Spitzen von I' erklart. Wie im
klassischen Fall ergibt sich die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung
fiir die Rankin-Selberg-Transformierte aus der Fortsetzbarkeit und der Funk-
tionalgleichung der Eisensteinreihen.

Bei der Berechnung der Rankin-Selberg-Transformierten der Thetafunk-
tion fiir die Kongruenzuntergruppe I' = T~ 'T'4(dxq)T von PSLy(O) stellt
sich eine Zetafunktion ein, die formal aus der in Kapitel 3 definierten
Zetafunktion Z;(w,wy, s) hervorgeht, wenn ji = 0 gesetzt wird. Formal
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lasst sich Zy(w, wo, s) auffassen als geliftete Eisensteinreihe, wobei der nullte
Summand der als Integrationskern dienenden Thetafunktion auszuschliefen
ist.  Abschliekend wird das asymptotische Verhalten der Zetafunktion
Zo(w, wo, s) beschrieben.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. J.
Elstrodt fiir die Anregung zu dieser Arbeit und seine stets freundliche Be-
gleitung und Betreuung bedanken. Mein besonderer Dank gilt auch Herrn
Prof. Dr. F. Grunewald, der mir bei einigen Problemen weitergeholfen und
wertvolle Hinweise gegeben hat. Auferdem mochte ich mich bei meinen Kom-
militonen bedanken, die mich durch das Studium und diese Arbeit begleitet
haben. Erwdhnen méchte ich hier insbesondere Christian Blex und Nicole
Raulf. Bei Dominik Volker bedanke ich mich fiir niitzliche Tipps im Umgang
mit KTEX. Mein Dank gilt ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft
fiir die Forderung im Rahmen des Graduiertenkollegs ,,Analytische Topolo-
gie und Metageometrie® sowie Herrn Prof. Dr. W. Scharlau fiir die immer
angenehme Arbeitsatmosphére.
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Kapitel 1

GRUNDLAGEN

1.1 DER DREIDIMENSIONALE HYPERBOLISCHE RAUM

Als Modell des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes wird der obere
Halbraum

H? := Cx]0,00]
= {(z,r)|z€ C,r >0}
= {(z,y,2) | z,y € R,r > 0}
betrachtet, welcher aufgefasst wird als Teilraum der Hamiltonschen Quater-
nionen H := H(—1,—1). Mit der Standard-R-Basis 1,1, j, k von H schreibt
man fiir Punkte aus H3
P=(z,r)=(z,y,r) = 2+ rJ,

wobei z = z+1y,j = (0,0, 1). Punkte aus dem oberen Halbraum werden also
geschrieben als Quaternionen mit verschwindender vierter Komponente.

H? wird versehen mit der hyperbolischen Metrik
_da® +dy? +dr?
= . )

ds® : (1.1.1)

Das zugehorige Volumenelement ist gegeben durch

dy — dxdgdr’
T
und der zu (1.1.1) gehorige hyperbolische Laplace-Beltrami-Operator hat die
Gestalt
0? 0? 0? 0
Amp2( L9 L9 9 1.1.2
" (83:2 +3y2+8r2) "or ( )
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1. Grundlagen

Auf dem oberen Halbraum H? operiert die Gruppe PSLy(C) :=
SLy(C)/{*E>} der orientierungstreuen Isometrien fiir die hyperbolische Me-
trik vermoge der Mobius-Transformation

P+—— MP = (aP+b)(cP+d)! (1.1.3)

(P e B M= (2%) € PSLy(C)), wobei die Inversenbildung im Schiefkdrper
der Quaternionen vorzunehmen ist. Die Operation von PSLy(C) auf H? ist
effektiv.

In der gesamten Arbeit wird die Bezeichnung M = (‘g g) sowohl fiir
Elemente von SLy(C) als auch fiir ihre Klassen in PSLy(C) benutzt.

1.1.1 Folgerung Fir P = z+ jr € H* und M = (%) € PSLy(C) kann
(1.1.3) in der Form M (z+jr) = z*+jr* geschrieben werden mit Koordinaten

S (az + b)(cz + d) + acr?

lcz + d|? + |c|?r?
r r

DT et AR e T P 1 dP
Dabei bezeichnet ||cP + d|| die euklidische Norm des Vektors cP + d € R*:

I

(1.1.4)

*

leP + dlf* = |ez + df* + |c[*r*.

BEWEIS: Nachrechnen. O

1.1.2 Satz Die hyperbolische Metrik und damit auch der hyperbolische Ab-
stand sowie das hyperbolische Volumenelement sind PSLo(C)-invariant.

PSLy(C) ist die Gruppe orientierungserhaltender Bewegungen der hyperboli-
schen Geometrie in H3. Man identifiziert PSLy(C) = Isot (H?).

BEWEIS: Siehe [4]. Die Invarianz der hyperbolischen Metrik l4sst sich leicht
fiir die Erzeuger (§¢) und (9 3') von SLy(C) nachweisen. O

1.1.3 Folgerung Aus der Invarianz der hyperbolischen Metrik in Bezug auf
PSLy(C) folgt die PSLy(C)-Invarianz des hyperbolischen Laplace-Beltrami-
Operators A, d.h.

A(foS)=(Af)oS firS € PSLy(C) und f € C*(H?).

BEWEIS: Die Bemerkung ist Konsequenz eines allgemeinen Satzes, siehe
([19], S. 387, Prop. 2.1). Die Invarianz lisst sich jedoch auch direkt fiir
die Erzeuger von SLy(C) nachrechnen. O

Im Folgenden wird eine Operation von GLy(C) auf H? benétigt.

10



1.1. Der dreidimensionale hyperbolische Raum

1.1.4 Definition Fiir P € H3 und M = (2¢Y) € GLy(C) sei

MP := (y/det(M))™ (aP + b)(cP + d)~"/det(M), (1.1.5)

wobei y/det(M) den Hauptzweig der Wurzel bezeichnet, der durch die Ar-
gumentfixierung —7 < arg(-) < 7 festgelegt ist. Die Inversenbildung ist im
Schiefkérper der Quaternionen vorzunehmen.

1.1.5 Folgerung

1. Durch (1.1.5) wird eine Operation von GLo(C) auf dem oberen Halb-
raum H? definiert.

2. Fir P =z+jr € H  und M = (¢Y) € GLy(C) ldsst sich (1.1.5) in
der Form
M(z +jr) =z" + jr’

schreiben mit Koordinaten

oo (az +b)(cz + d) + acr? _ (az + b)(cz + d) + acr?
B lcz +d|2 + |c[2r2 |lcP + d|? ’
. | det(M)|r _ | det(M)|r

lcz+d]2+ |e2r2  ||eP +d||?

3. Das Zentrum Zy, := {aF | a € C*} von GLo(C) operiert trivial auf
H?, d.h. fir (§8) € GLy(C) und P € H? gilt:

a 0
(20)per

Daher definiert die Operation von GLy(C) auf H? in natiirlicher Weise
auch eine Operation von PGLy(C) auf H3.

4. Es qult:
NN N AN :
( 0 \/;—1 J= 0 1 J]=%z + Jr,
d.h. die Borel-Gruppe

Boo:{< \g; Zf;f) \zecc,r>o}cSL2(<D)

operiert bereits transitiv auf H>.

11



1. Grundlagen

5. Der Stabilisator des Punktes j € H? in Bezug auf die Operation (1.1.5)
ist gegeben durch SU(2)Zy. Daher kann H?® mit dem symmetrischen
Raum

GL2(C)/SU(2) Zs = SL2(C)/SU(2)

identifiziert werden.

BEWEIS: Nachrechnen. Vgl. ([20], S. 60f.). O

1.1.6 Bemerkung Wegen Folgerung 1.1.5, 3. ist die hyperbolische Metrik
auch invariant unter PGLy(C). Damit folgen die Invarianz des hyperbolischen
Abstands sowie des hyperbolischen Volumenelements und des hyperbolischen
Laplace-Beltrami-Operators unter PGLy(C). O

1.1.7 Definition Fiir P,Q € H®, P = zp + jrp,Q = 2z¢ + jrg, sei

|2p — 2q* + 15 + 15

§(P,Q) = (1.1.6)

QTPT‘Q
1.1.8 Satz Fiir P,Q € H? ist der hyperbolische Abstand d(P, Q) gegeben
durch
coshd(P, Q) = (P, Q).
Insbesondere ist § eine Punkt-Paar-Invariante, d.h. 6(M P, MQ) = §(P,Q)
fiir alle M € GLy(C).

BEWEIS: Vgl. ([10], S. 6, Prop. 1.6 ). Aus der Punkt-Paar-Invarianz von ¢
unter SLy(C) ergibt sich mit Folgerung 1.1.5, 8. die Punkt-Paar-Invarianz
von § unter GLo(C). O

Im Folgenden wird auf Grund der einfachen Gestalt von § mit 6 an Stelle
des hyperbolischen Abstands d gearbeitet.

1.1.9 Satz Fiir P,Q € H3, P = zp + jrp,Q = 2z + jro und M = (2%) €
SLy(C) gilt:

1
(P, MQ) = ST <|(azQ +0b) — zp(czg + d)‘2 + | —czp +al?ry

+ lezq + dPry +|cfrird).

Fiir feste P,Q € H? ist der Ausdruck 6(P, MQ) daher eine positiv definite
hermaitesche Form in a, b, c,d.

BEwEIS: Vgl. ([10], S. 7, Prop. 1.7). O
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1.2. Imagindr-quadratische Zahlkérper

Folgerung 1.1.10 ist wesentlich fiir die Ableitung der J-Abhingigkeit der
Thetafunktion in Kapitel 4.

1.1.10 Folgerung Fir M = (%) € GLy(C) gilt:
o1 1
| det(M)[0(4, Mj) = 5Spur(MMt) = 5 (lal* + [B]* + [el* + |d]*),
also insbesondere:
N — 1
8(j, Mj) = 5Spur(MI') = 2 (|af* + b + |ef* + |d])
fiir M € SLy(C).

BEWEIS: Die Behauptung ergibt sich durch elementares Nachrechnen unter
Benutzung von (1.1.6) und Folgerung 1.1.5. Fiir M = (24) € GLy(C) ist

L0l wobei cj -+ d|? =

| = . 1 . 3 . — _bd+ac o
Mj = zyj + jrauy mit 2y = oGt TMy =
c|? + |d|?, so dass man erhilt:

|2; — 2mj|? + 75+ 1

6(j, Mj) =

21T M

bd + ae|? + (|c|? + |d|*)? + |ad — bel?
2lad — bel(|c]? + |d|?)

|a> + [b* + |ef* + |d]?

2|ad — bc|
_ ESpur(Mﬁt)
2 | det(M)|

1.2 IMAGINAR-QUADRATISCHE ZAHLKORPER

Es seien D < 0 quadratfrei und K = Q(\/ﬁ) der imaginédr-quadratische
Zahlkorper mit der Diskriminante
_J D, fallsD=1mod 4,
e 4D, falls D = 2,3 mod 4.

O = Ok bezeichne den Ring der iiber Z ganzen Zahlen in K. Dann ist O
ein freier Z-Modul vom Rang 2, und es ist {1,wp} eine Ganzheitsbasis von
O iiber Z, wobei

B #, falls D = 1 mod 4,
Wwp = (1.2.1)
VD, falls D = 2,3 mod 4.
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1. Grundlagen

1.2.1 Definition Eine Teilmenge A C K, A # {0}, heikt (gebrochenes) Ide-
al, falls gilt:

1. A ist eine additive Gruppe.
2. Firae A,be O ist ab € A.

3. Es gibt €in 0 # a € O mit aA C O.

Die Gruppe der gebrochenen Ideale wird im Folgenden mit M bezeichnet.
Ein Ideal heifst ganz, falls A C O.

Die multiplikative Gruppe K* von K operiert auf der Gruppe der gebro-
chenen Ideale M durch Multiplikation. Der Quotient

Ix = M/K*

iibernimmt eine Gruppenstruktur von derjenigen von M. I ist eine endliche
abelsche Gruppe und wird als Idealklassengruppe von K oder O bezeichnet.
Die Ordnung

der Idealklassengruppe heilst Klassenzahl von K.

Der Ring O der iiber Z ganzen Zahlen in K ist ein Hauptidealring, falls
K die Klassenzahl Eins besitzt. Dies bedeutet explizit, dass fiir D nur die
Werte
{-1,-2,-3,-7,—11,-19,—43, —67, —163}

zugelassen sind (vgl. z.B. [32]).
Das Inverse eines Ideals A € M ist gegeben durch
A ={z e K|zACO}.

A~ ist ebenfalls ein Ideal. Jedes ganze oder gebrochene Ideal A C O ist
ein Gitter in K. Fiir ein Gitter A C C ist das beziiglich o duale Gitter A*
gegeben durch

A* = {z € C|o(za) € Z fiir alle a € A}, (1.2.2)

wobei o(za) = Spur(za) = za + za = 2Re(za) = 2 < Z,a > . Offensichtlich
gilt (A#)# = A. A¥ ist ein Ideal, falls A ein Ideal ist. Die obige Definition
des dualen Gitters wird z.B. in [34] gewdhlt. Wegen o(za) =2 < Z,a > gilt
fiir das zu A beziiglich < -,- > duale Gitter

N ={z€C]| < za>¢€Zfir allea € A},

14



1.3. Untergruppen von PSLy(C)

das z.B. in [10] betrachtet wird:
A° =287, (1.2.3)

Diese Beziehung wird im Folgenden oft benétigt. Das duale Gitter von O ist
gegeben durch

0% = §,!
mit der Differente 0k des Zahlkorpers K. Im vorliegenden Fall K = Q(v/D)
und O = Zwp] ist 0 ein ganzes Hauptideal, und es gilt:

6k = (WD) = (wp —wD)O = /DO,

wobei p,, (X) = X2 —0(wp)X + |wp|? das Minimalpolynom von wp bezeich-
net (vgl. ([32], S. 207)). Mit

1 1 L falls D =1 mod 4,
= — _ = v A o (1.2.4)
b, (wp) /Dy svp falls D =2,3mod 4
gilt dann:

O# = 5;(1 :TDO.

1.2.2 Lemma Sei A € M. Dann ist A ein Gitter, und das zu A duale
Gitter ist gegeben durch

A# = —11) Al =rpA7"
VYK

mit Tp wie in (1.2.4).

BEWEIS: Vgl. ([10], S. 368, Lemma 2.7). Nach Definition des dualen
Z-Gitters ist A#* = A*, wobei A* den Komplementirmodul beziiglich der
Spur o(-) = 2Re(:) bezeichnet. Nach ([28], S. 57) gilt A* = Jz'A~! mit
der Differente 6x des Zahlkérpers K. Da A~! ein Ideal ist, folgt mit
6t = ﬁ(’) wegen OA~! = A~! die Behauptung. O

1.3 UNTERGRUPPEN VON PSLy(C)
Die Riemannsche Sphire P'C = C U {oo} wird aufgefasst als Rand des
oberen Halbraumes H3. Ein Element von P'C wird beschrieben durch [z, ]

mit 2,y € C, (z,y) # (0,0).

15



1. Grundlagen

1.3.1 Definition Sei I' < PSLy(C) eine Untergruppe. Fiir ein P € H3 U
P'C bezeichnet
Ip:={yel|yP =P}

den Stabilisator von P in T.
I, :={y € Tp | Spur(y) = £2}
ist die maximale unipotente Untergruppe von I'p.

1.3.2 Bemerkung Seien I' < PSLy(C) eine diskrete Gruppe und P € H3.
Dann ist der Stabilisator I'p von P in I' eine endliche Gruppe. O

1.3.3 Definition Ein Element ( € P!C = C U {oco} heikt Spitze einer
diskreten Gruppe I' < PSL,(C), falls der Stabilisator I's von ¢ eine freie
abelsche Gruppe vom Rang 2 enthilt. Die Menge der Spitzen von I' wird
mit Ct bezeichnet.

Eine Spitze ¢ von I' heifst singuldr beziiglich eines Charakters x auf I', wenn
x|T'¢ trivial ist, d.h. wenn x(M) =1 fiir alle M € I'; gilt.

1.3.4 Satz Sei I' < PSLy(C) eine diskrete Gruppe mit endlichem Kovolu-
men. Dann hat T nur endlich viele I'-Klassen von Spitzen.

BEWEIs: ([10], S. 51). O
Die Untergruppe PSLy(O) < PSLy(C) hat die folgenden Eigenschaften:

1.3.5 Lemma 1. PSLy(O) ist eine diskrete Untergruppe von PSLy(C).

2. PSLo(O) hat endliches Kovolumen, ist aber nicht kokompakt.
BEWEIs: Vgl. ([10], S. 312). O

1.3.6 Folgerung PSLy(O) besitzt nur endlich viele Klassen wvon nicht
PSLy(O)-dquivalenten Spitzen.

BEWEIS: Klar nach Satz 1.3.4 und Lemma 1.3.5. O

1.3.7 Definition Die Abbildung j sei definiert durch
j:]PlK—)IK, [21,22] = < 21,29 >*

mit < 21,29 >= 210 + 220, < 21, 20 >*= Klasse von < z1, 29 >.

16



1.3. Untergruppen von PSLy(C)

1.3.8 Theorem Die induzierte Abbildung
j : PSLQ(O)\IPlK = PSLZ(O)\CPSLQ(O) — IK

st eine Bijektion.

BEWEIs: Vgl. ([10], S. 315). O

1.3.9 Folgerung Ist O ein Hauptidealring, so gibt es nur eine Spitzenklasse
in PSLy(O). Insbesondere sind in diesem Fall alle Spitzen von PSLsy(O)
PSLy(O)-dquivalent zu oo.

Fiir ein Ideal 0 # A C O ist die Hauptkongruenzgruppe der Stufe A
gegeben durch

rmy={<32>esumn‘<zg>z<é ?)mMA}

I'(A) ist Normalteiler von endlichem Index in SLy(O).

fTM%:{(?Z)ePﬂdO”(? Z)s(%1f1>mMA}

bezeichnet die volle Kongruenzgruppe der Stufe A in PSLy(O).

1.3.10 Definition Eine diskrete Untergruppe I' < SLy(C), die SLy(C)-
konjugiert zu einer Gruppe ist, welche I'(A) (A # 0) enthilt, heift Kon-
gruenzuntergruppe in Bezug auf SLy(O). Analog fiir PSLy(O).

Ein wichtiges Beispiel einer Kongruenzuntergruppe (vgl. Kapitel 2) ist
fiir jedes Ideal 0 # A C O gegeben durch

mmyz{(ﬁg)epadonceA}

Fir ein N € O sei I'y(N) := T[y((N)), wobei (N) := NO das von N in O
erzeugte Hauptideal bezeichne. Entsprechend sei

me:{<zg)ePﬂdOHbeA}

17



1. Grundlagen

1.4 AUTOMORPHE FUNKTIONEN UND
FOURIERENTWICKLUNG IN DEN SPITZEN

1.4.1 Definition Sei I' < PSLy(C) eine diskrete Gruppe. Eine automorphe
Funktion zur Gruppe I' mit Parameter A € C ist eine Funktion f : H> — C
mit den folgenden Eigenschaften:

1. f ist I'-invariant.
2. f € C?*(H?) und f geniigt der Differentialgleichung —Af = \f.

3. f wichst polynomial in allen Spitzen von I', d.h. ist ( = Mcoo (M, €
PSL,(C)) eine Spitze von I, so existiert eine Konstante K > 0 mit
f(Me(z 4+ jr)) =0(F") fir r— oo
gleichméfig beziiglich z € C.

Eine Funktion f : H* — C heikt (T, x)-automorph, wenn 2. und 3. erfiillt
sind und an Stelle von 1. gilt:

. f(MP) = x(M)f(P) fir alle M € I" mit einem Charakter x auf I'.

Der Vektorraum der I'-automorphen bzw. (T, x)-automorphen Funktionen
wird mit A(T, \) (bzw. A(T, x, \)) bezeichnet.

Ist lediglich die Invarianzbedingung 1. bzw. 1’. erfiillt, so heift f schwach
[-automorph bzw. schwach (T, x)-automorph.

1.4.2 Theorem Sei A ein Gitter in C und A# das beziiglich o duale Gitter.
f:H? — C sei eine A-invariante C?— Funktion (d.h. fir f € C*(H?) gelte
f(P+~v) = f(P) fir alle v € A), die der Differentialgleichung —Af = \f
geniigt. FEs werde ein s € C gewdhlt mit A = 1 — s2. Auferdem wachse
f(z + jr) polynomial fir r — oo, d.h.

f(z +jr) = O(r")

fiir r — oo gleichmdfig beziiglich z € C mit einer Konstanten K. Dann
besitzt f in oo eine Fourierentwicklung der Gestalt

flz+ir) = @o(r,s)+r > p(i)K,(4r|filr)e®™ @) (1.4.1)
0AENF

mit

Bo(r.s) = aortt® + bor'=%,  falls s # 0,
T Yar + borlog(r), falls s = 0.

K bezeichnet die modifizierte Besselfunktion (vgl. [29]).
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1.4. Automorphe Funktionen und Fourierentwicklung in den Spitzen

BEWEISs: Vgl. ([10], S. 105f.). Dabei ist die geringfiigig abweichende Defini-
tion des dualen Gitters A# zu beachten. Vgl. dazu (1.2.3). O

Dabei ist fiir eine Funktion f € A(T", A\) und eine Spitze {( = M;00 von I'
das zu M~ IP'gMC gehorige Gitter A¢ zu betrachten, das gegeben ist durch

MM, = { <(1) ‘i’) (weAd.

Offensichtlich ist f(M.P) eine A -invariante Funktion.

1.4.3 Definition Eine Funktion f € A(I',A) (bzw. A(T, x, A)) heikt Spit-
zenform auf I', falls f in allen Spitzen ( = Moo von ' exponentiell ver-
schwindet, d.h.

f(M(z+jr)) =0("") fir r— o0

gleichméfig in z mit einer Konstanten € > 0.

Im Folgenden wird der Hilbert-Raum der quadratintegrablen schwach I'-
automorphen bzw. schwach (T, x)-automorphen Funktionen mit L*(I"\H?)
bzw. L?(T'\H?, x) bezeichnet. In diesem Hilbert-Raum liisst sich —A nach
([10], Chapt. 4) zu einem nicht-negativen, selbstadjungierten Operator fort-
setzen, der wieder mit —A bezeichnet wird.

Ist der Charakter x auf ' nicht trivial, so verschwindet jede konstante Funk-
tion in L*(I'\IH?, ) identisch und ist daher keine Eigenfunktion von —A.
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1. Grundlagen
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Kapitel 2

DIE THETAFUNKTION

Im folgenden Abschnitt wird eine geeignete Siegelsche Thetafunktion
Os(P) auf dem oberen Halbraum H? zu einer geraden quaterniiren
quadratischen Form S iiber O, einer zugehorigen komplexen Majorante
H und einem Ideal I C O eingefiihrt. Diese Thetafunktion besitzt ein
einfaches Transformationsverhalten unter einer gewissen Kongruenzunter-
gruppe I'g(N) von PSLy(O) und dient als Integrationskern des im Anschluss
konstruierten Thetalifts.

Es wird ein verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir Thetafunk-
tionen bewiesen, welcher das Transformationsverhalten der Thetafunktion
unter PSLy(O) angibt. Um davon ausgehend Aussagen iiber das Verhalten
der Thetafunktion in den Spitzen von I' < PSLy(O) treffen zu konnen,
ist die Klassenzahl von K als 1 vorauszusetzen. Eine von 1 verschiedene
Klassenzahl erfordert zusitzlich neue Uberlegungen.

2.1 TRANSFORMATIONSVERHALTEN DER THETAFUNKTION

2.1.1 Definition Eine Matrix S € M, (O) heikt gerade, falls S = S* sym-
metrisch ist und falls 2 die Diagonalelemente von S teilt.

Im gesamten Abschnitt ist S € M,,(O) als gerade und (iiber C) invertierbare
Matrix vorausgesetzt.

2.1.2 Definition S hat die Stufe ¢ (¢ € O), falls gilt:
1. ¢S7!' € M,(O) und ¢S~ ist gerade.

2. Fiir jedes ¢ € O mit gS™' € M,,(O) und GS~! gerade ist ¢ € ¢qO, d.h.
q ist (beziiglich der Norm) minimal mit der Eigenschaft 1.
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2. Die Thetafunktion

Die folgende Definition gilt fiir beliebige (symmetrische) Matrizen S €
M, (C):

2.1.3 Definition Eine Matrix H € M,,(C) heift Majorante von S, falls gilt:
1. H ist eine positiv definite hermitesche Matrix, d.h. H = " mit
H{g} =9'Hg > 0 fiir alle g € C", g # 0.
2. HS 'H=S5.

2.1.4 Definition Sei H € M, (C) eine Majorante von S. Fiir ein Ideal
I C Ound P = z+ jr € H® wird die Thetafunktion definiert durch

Os,u(P) = ) exp{mi((Slg]z+ S[glz) +2iH{g}r)}

gem

- Z exp{ﬂ'i(G(S[g]Z) + 2iH{g}7‘) }

ger™

2.1.5 Bemerkung Da H{g} (g € I*) eine positiv definite hermitesche Form
ist, konvergiert ©g y(P) kompakt gleichméfig absolut auf dem oberen Halb-
raum H3. %

Die Thetafunktion ©g g(P) besitzt nach [35] das folgende Transformati-
onsverhalten:

2.1.6 Satz Seien H € M,,(C) eine Majorante von S, I C O ein Ideal in O
und P = z + jr € H3. Dann gilt:

1. Firte O ist @S’H(P-i-t) = ®S,H(P)-
2. Fiir M = (27) € To(I*0kq) ist
Os,u(MP) = xs(M)N(YP +6)?Ogu(P)
= xs(M)||lvP +0[|"©s,a(P),

wober 5 das Gewicht der Thetafunktion und xs eine nur von S, M und
I abhingige 8-te Finheitswurzel ist.

Os.u(P) ist damit eine wverallgemeinerte Hilbertsche Modulform —auf
Lo(I?6xq) vom Gewicht % (im Sinn von Richter ([34], S. 16)).

BEWEIs: Vgl. (|35], Abschnitt 3) und (|34], S. 35ff.), wobei dort fiir den Fall
eines imaginarquadratischen Zahlkorpers r; = 0 zu setzen ist. 0

I? = I - I ist hier nicht zu verwechseln mit 2 = I x I. Aus dem Zusam-
menhang geht jedoch stets eindeutig hervor, welche Bedeutung gemeint ist,
so dass die Schreibweise I? in beiden Fillen benutzt wird.
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2.1. Transformationsverhalten der Thetafunktion

2.1.7 Lemma Seien A € O,A # 0,A := (3 ,% ). Dann gilt:

Osuar(P) = Osu(APA) = Og u(AP),
wobes

Os.m(P) == Z exp{m’(o(S[g]z) + 2iH{g}r)},

ge(AIn)
und fir M = (2%) € I := A 'T(I?0xq)A < PSLy(C) ist
(")S’H;)\[(MP) = XS(AMAil)”CP + d“n@S,H;)\I(P).

BEWEIS: Fiir A € O und P = z + jr € H? ist wegen \j = j\

AP = ( 3 AQI >P:AP/\:)\Qz+j\/\|2T,

so dass sofort Og g.ar(P) = Osu(APA) = Ognu(AP) folgt. Daraus ergibt
sich mit Satz 2.1.6 fir M = (24) € I' = A 'T(I?0kq)A, also AMA™! €
[o(I?6%q), das folgende Transformationsverhalten:

Osa(MP) = Ogu(A(MP))
= Osu((AMAH)AP)
= Xs(AMA Y |leama-1(AP) + dapra-1]|"Os, 1 (AP)
= Xxs(AMA Y)|[eana-1(AP) + dapra-1]"Os, 100 (P)-

Dabei ist

-1 _ a  XNb\ [ axma-1 bama— 2
= (5 ) = (2 Y e

und mit AP = A2z + j|\|?r folgt

||CAMA*1(AP) + dAMA*1||2 :|CAMA—1Z(AP) + dAMA*1|2 + |CAMA—1|2(T‘(AP))2
=|cz + d* + |¢|*r?
=llcP +d|%,

so dass man fiir M = (%) € I erhilt:

Os,api(MP) = xs(AMA™)||cP + d||"Os g (P).
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2. Die Thetafunktion

Im Folgenden wird der Fall I = O betrachtet. Die Thetafunktion ©g ;4 (P)
aus Definition 2.1.4 wird mit der Matrix

T .— (\/Zl \;%) (2.1.1)

wie folgt transformiert: Fiir P = z + jr € H? setzt man
OS,H(P) = T%GS,H(THIP)
=r2 Z exp{mi(o(rpSlg)z) + 2ir|rp|H{g})}. (2.1.2)

geon

Diese Transformation der Thetafunktion ist wesentlich fiir die Siegelsche
Transformationsformel 2.2.1, da sich nur dann die dort angegebene geschlos-
sene Form ergibt.
Sei T' wie in (2.1.1). Im Folgenden wird der nur von M, S und 7" abhéngige
Charakter
x:I' —C

auf I' := TT(0xq)T ! betrachtet, der definiert ist durch
x(M) := xs(T *MT) (M eT), (2.1.3)
wobei x5 den Charakter auf I'g(0x¢q) aus Satz 2.1.6 bezeichnet.

2.1.8 Lemma Y ist trivial auf I' .

BEWEISs: Nach Satz 2.1.6, 1. ist xg offensichtlich trivial auf (I'g(dxq))’,,, und
fiir (§.%) € (Do(0kq))so mit € € O* und P = z + jr € H? gilt:

0¢?!
Os.((§)P) =Osu(€®z +jr) = Os.u(P).

Es folgt die Trivialitit von xs auf (Fo(0xq))oo- Wegen T'
T(To(0xq))ooT t ist x damit trivial auf T'y,.

ool

05,1 (P) besitzt das folgende Transformationsverhalten unter I':

2.1.9 Satz Seien T wie in (2.1.1), x wie in (2.1.3). Dann gilt fir M =
ab) eI =TTo(0xq)T " :

05,1 (P) ist also eine verallgemeinerte Hilbertsche Modulform auf I' vom Ge-
wicht 0, d.h. 85 g (P) ist schwach (T, x)-automorph.
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2.1. Transformationsverhalten der Thetafunktion

BEWEIS: Es ist 0 (M P) = r(MP)>0g,4(T~'(MP)). Damit folgt die Be-
hauptung aus Lemma 2.1.7 mit A = 7L O

2.1.10 Lemma Sei T wie in (2.1.1). Dann gilt:
I'=TTy(6kq)T~" =To(q) NT°(15") < PSLy(O).

Insbesondere ist T = TTy(6xq)T™" also eine koendliche Untergruppe von
PSL,(0).

BEwEIS: Nachrechnen. O

Im Anschluss wird die Gruppe I := {M € I' | Spur(M) = +2}
bestimmt, welche bei der Berechnung der Zetafunktion in Kapitel 3 bendtigt
wird. Eine einfache Rechnung ergibt:

2.1.11 Lemma Fiir T = TT(0xq)T ' < PSLy(O) ist T gegeben durch

I, = {i (é j’) \wETD—lo}/{iEz}. (2.1.4)

Das zu T gehirige Gitter ist also Ay, = Tp O.

Im Folgenden wird an Stelle von (2.1.4) kurz

r, = {(é Ci)) |w € TDfl(’)}

geschrieben.

2.1.12 Lemma Das beziiglich o duale Gitter A% von Ay, = 7, O ist gege-
ben durch

1
A = 20=—0. (2.1.5)
Dy

Dabei bezeichnet Ay, das zu I gehdrige Gitter.

BEWEIS: Klar nach Lemma 1.2.2. O

2.1.13 Bemerkung Seien S und H wie in Definition 2.1.4. Zu jeder
symmetrischen und invertierbaren Matrix S € M, (O) gibt es eine Matrix
D € GL,(C) mit S = S[D]. Sei nun S € M, (O) eine symmetrische inver-
tierbare Matrix mit S = S[D], wobei D € GL,(O). Dann ist die Matrix
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2. Die Thetafunktion

H = Eth — H{D} eine Majorante von S, falls H eine Majorante von S
ist, denn H ist eine positiv definite hermitesche Matrix, und es gilt:

— =—1 o ~
HS H=D'(HS 'H)D=D'SD=28.
Damit erhilt man:

05 5(P) = r Z exp{m(a(TDS'[g]z) + 2@'7“|TD|I:I{g})}

geon

= r: Z exp{m’(a(TDS[g]z) + 2ir|TD|H{g})}.
geDO
Fiir D € GL,(0O) ist DO™ = O", so dass sich fiir die Thetafunktion 65 5(P)
beziiglich S und H ergibt:

05 7(P) = re Z exp{m(a(TDS[g]z) +2i7‘|TD|H{g})}

geon

= 0Osu(P).

Die Thetafunktionen von S und einer Matrix S = S[D] mit D € GL,(O)
stimmen also (erwartungsgemaif) iiberein, wenn man die Majoranten in na-
tiirlicher Weise wihlt. O

2.2 VERALLGEMEINERTER SIEGELSCHER
TRANSFORMATIONSSATZ FUR THETAFUNKTIONEN

Der Siegelsche Transformationssatz, welcher im Spezialfall O = Z]i] von C.L.
Siegel bewiesen wurde (vgl. [39]), gibt das Verhalten der Thetafunktion unter
der Gruppe PSLy(O) an. Um mit dem Transformationssatz Aussagen iiber
das Verhalten der Thetafunktion in den Spitzen von I' = TTo(6gxq)T " =
To(g) NT%(75") < PSLy(O) treffen zu konnen, ist die Klassenzahl von K als
1 vorauszusetzen, da in diesem Fall alle Spitzen von I' nach Folgerung 1.3.9
PSL,(O)-dquivalent zu oo sind.

2.2.1 Satz (Verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir
Thetafunktionen) Seien S = S* € M,,(O) eine gerade invertierbare Ma-
triz, H € M,,,(C) eine Magjorante von S und ¢ € S~'O™. Die Thetafunktion
zur Charakteristik v sei fiir P = z + jr € H? definiert durch

Og’H(P) =r2 Z exp{mi(o(tpS[g + ¥|z) + 2ir|Tp|H{g + ¥}) }.

geOQm
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2.2. Verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir
Thetafunktionen

Dann gilt fir M = (%) € PSLy(O) :

1. Hng(MP) = ¢miolabSW]) . Hgf/’H(P), falls ¢ = 0;

2. 0% g(MP) = |det(S)[|e™™ Y A(Sw,9)0%x(P), fallsc#0,
weS—1Om mod O™

wobei AM(w, 1)) gegeben ist durch die Gaufische Summe

/\(U], w) = Z eﬂ'ia(%TDS[g—l—'tp])ewia(%TDS_I['UJ])eZﬂ'iU(TD(’icik)tw).

geO™ mod cO™

FEs stellt sich also wieder eine Thetafunktion bzw. eine (endliche) Summe
von Thetafunktionen mit Gaufischen Summen als Vorfaktoren ein.

Fiir den Beweis des obigen Satzes wird die folgende verallgemeinerte
Transformationsformel fiir Thetafunktionen benétigt:

2.2.2 Lemma (Verallgemeinerte Transformationsformel fiir The-
tafunktionen) Seien S = S* € M,,,(O) eine gerade invertierbare Matriz,
H € M,,(C) eine Majorante von S, 7p wie in (1.2.4) sowie n € C*™. Fer-
ner setzt man w := (%) € C*™ fir w € C™. Fir P = z+ jr € H? sei

U:=Up:= ( D28 |TD|irﬁ> € My, (C). Dann gilt:

Z"TD‘TH TDZS

Z em’U[m—n] — \det(S)\*IHz—i-er*m Z efm’U—l[mH—Zm’(m)t".

neom ne@m

BEWEIS: Vgl. [2] und [40]. Dabei ist die abweichende Definition von U zu
beachten. Fiir n = a 4+ wpb € O™ (a,b € Z™, wp wie in (1.2.1)) ist

n\ _ (En wpkny a

n)  \E, wpE,) \b)’
und die Behauptung folgt durch Anwenden von ([39], S. 122, Lemma 1) auf
die Matrix P = —3U; mit

L Em wDEm
0 e (B )]
Es ist
Z erilntnl — | _ iU1|_% Z e-ﬂ'U’l[MH?m(M)tn’
neoOm neOm
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2. Die Thetafunktion

wobei det(—iU;) gegeben ist durch

= (—0)*|det(S)[* - |z + jlrp|r||*™(—mp")*™

(I det(S)| - |z + gr|I™)*.

Dabei ist wp —wp = v/Dg = - nach Definition von 7. Fiir die Berechnung
von det(U) s. ([40], S. 369 Mltte) und zur Definition bzw. Fixierung von
v/det(—:Up) vgl. ([13], S. 1, Bemerkung 0.8 und S. 19, Hilfssatz 0.10) oder
([7], S. 6f.). O

BEWEIS DES VERALLGEMEINERTEN SIEGELSCHEN TRANSFORMATIONS-
SATZES: Es seien P = MP mit P =z + jr € H*, M = (2%) € PSL,(0).
Ferner setzt man

. _( ™zS i|tp|rH
U:=Up:= (i|TD|rH Tp2S
sowie
n:= (g) e C’™ fir neC™
Dann ist

Uln + 9] = 7p28[n + ¥] + 10280 + 9] + i|p|r(n + ©) H(n + )
+itpr(n+ ) H(n + )

2.2.1
= 1pzS[n + Y] + 7pzS[n + Y| + 2ir|Tp|H{n + ¢} ( )
= O'(TDZS[TL + 1/)]) + 2ir|tp|H{n + v},
also
05 y(P)=1% ) emVinty], (2.2.2)

Zu 1.) Im Fall ¢ = 0 hat man wegen d = a~

~ a b az+b . r 9 e
P:MP:(0 d)P:T+]W:az+ab+3r\a|,

und es ist
0% o (MP) =r(MP)% Y} emiVlntl

neom
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2.2. Verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir
Thetafunktionen

mit

0 oe Us = mo(a?z +ab)S  i|ltpllal?*rH
P \UdlmpllerH  tp(a?z + ab)S

so dass sich ergibt:

Ohtu] = Ulatn+ o)+ (7 —0 Jintul
= Ula(n + 9)] + mpabS[n + 9] + TpabS[n + )]
Ula(n +9)] + o(TpabS[n + 1))
= Ula(n +¢)] + o (rpabS[n] + 2rpabn’ Sy + 7pabS[y]).

Fiir die Thetafunktion erhilt man damit wegen o(rpabSin|) € 2%,
o(tpabn'Sy) € Z und |a| = 1:

0hg(P) = r(MP)F Y ¢l

neom
_ |a|mr% Z em’U[a(n—Hﬁ)]em’a(TDabS[n])GZﬁia(TDabntS'zp)

neom
.eﬂiU(TD abS[y])
— T% Z eﬁiU[an—l—a'zp] -eﬁiU(TDCLbS[’(ﬁD
neom
— em’a(TDabS[w]) . 7”% 7riU[n—|—a1/J}
e m
— em'a(TDabS ea'(p( )

Dabei ist zu beachten, dass a € O wegen ad = 1 eine Einheit in O ist.

A

Zu 2.) Im Fall ¢ # 0 wird P = 2 + j# € H? zerlegt in
FA) = g + C_lplc_l
c

mit

d d
P1:_P271,P2:P+E:(Z+E)+j7',
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2. Die Thetafunktion

wobel Py = z+jr1, Py = zp+jry € H?. Damit ist £ = 24+c¢ %z, 7 = [¢| 11,
und es folgt fiir das zu P gehorige U:
0 _ TDQS Z|TD|fF
o Z‘TDWH TDQS
(ot +c*x)S  ilmplle| *rH
~ \ilmp||c|?rH TD(% +c7%2)S

_(™%S 0
(75 2w

mit
b (oS ol nE
"\l H  tpe?mS )
Fiir die Thetafunktion ergibt sich also wegen (2.2.1):
0% 4 (P)=r(P)% Y eriUnty
neom
=r( ]5)% Z o Ti0(7D £ S[n+y]) il [n+v)]

neom
= f]"(P) 2 Z eWZJ(TDCS[n—}—w])eﬂl —
neom

= T(P)% Z Z evria(TD%S[nc+g+1/;])e7riﬁ1 M]

geO™ mod cO™ ne@™

mit
0= (s, )
iltp|lrH  Tp2S )’

und wegen

o(tp2S[nc+ g+ ¢))

= o(m2{S[nd +2(nc)'S(g +v) + Slg + ¥]})

o (acoS[nl) +20 (amon'S(g + ¥) +o (£ Sl + )

) €37 o ez g
folgt

0a(P) = r(P)F Y3 eretmisiergrud it [Ltnetoto)]

geEO™ mod cO™ neO@™

— T‘(P)% Z ewia(%TDS[g-F’lﬁD Z em'f]l [M]

geEO™ mod cO™ neom
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2.2. Verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir
Thetafunktionen

Eine Anwendung der Transformationsformel aus Lemma 2.2.2 auf die zweite
Summe ergibt:

S emitintnl = | det(S) Mz + a7 D e rpn 2ot om),

neOm neQm
wobei 7 := gtw € C™ gesetzt wird. Nach Definition von P; und P gilt
weiter:

|lcP + d||™

sl = P = B = 1P+ 4 = 2

so dass folgt:

Z emilhlntnl \det(S)\’lincp +d|™ Z ¢ miUy HTpnl+2mio(ntTpn)

[e[™

neOm ne@m

Im Anschluss wird U7 berechnet. Wegen HS~t =S H st

(TDz15 i|TD|r1ﬁ>( TS ! —i|TD|r1H1>

ilTp|rH  Tp2S —i|TD|T1F_1 TS

= |rp|? (lz1> +77) Em 0
0 (I + 1) Em )’
so dass man wegen Py = —P, ' = — |z1|z?+rf +j|z1|21+T% erhélt:
ﬁfl . 1 TDzl,S”l —Z'|TD|7°1H71
T T nP(alP ) \~implnH S
_ 1 —207pS™ ! —i|tp|roH !
T ol \—ijplnH | —pEmS )

’i|TD|_1T2H ! (TD)_IZQS_l

(ZQ(TD)_ls_l ’i|TD|_1T2H_1>
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2. Die Thetafunktion

wobei (U7 1)t = U;!. Damit ergibt sich mit (2.2.1):

. 29TpS iltp|lroH ™
S s =
0 ron) <Z|TD|T2H TpzeS—T )[ ]
B ( TDS L dlrplrH Y >[ ]
Z|’7'D|7'H p(z + )

—TDS 1 nl + 2tpS™Y  dltp|rH ! )
= n N _ n
TD(g)s—l S il B st )

= (ETDS*I[n] +0(rpzSYn]) + 2ir|rp|H  {n}

)
TDS_l[TL]> + o (tp2S[S~'n]) + 2ir|tp|H{S 'n}
)

und mit 7(P)

A

QZ,H(P) = | det(S)| e[ ™2 Z oo (4D Slg+4])
9€O™ mod cO™
. Z eWio—(dETDS_l[n])eﬂiU[S_ln]e?W’iO’(nt’an)

neom

= [det($)Mel T Y (DD emetmslor)

neO®m™ geO™ mod cO™
- €

[des(S)/ e[ mr 37 A, g)emVis

neoOm
| det(S)|~"[e| %

Z Z /\ n+w ) mU[S™H(S(n+w))]

ned®™ weS—10™m mod O™

io(4rpS=1[n]) ema(ntmn)) . miU[S ™ n]

mit der Gauischen Summe

)\(’LU, ¢) = Z GMU(%TDS[9+1/’])67TiU(%TDS_l[w])e27ria(nt7'pw).

geO™ mod cO™
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2.2. Verallgemeinerter Siegelscher Transformationssatz fiir
Thetafunktionen

Wegen ad — bc =1 gilt fiir n € O™ :

AMS(n+w),v) = Z eﬂ'(ff(m%S[.q+«z:]+rp%S[n+w]+2m(fﬂcr )ts(nw)))
geO™ mod cO™

= Z i (7 (702 Slg+91+7p L ad—be)Sn+27p dut Snt7p L 5[w]) )
geO™ mod cO™

.em'( (QTD (ad—bc)ntS(g+y)+27p L th(g-l-'Lb)))

_ Z o (o (702 S[g+1+2 7 SIndl—bdrp S[nl+ 2rpw! S(nd)) )
geO™ mod cO™

. em' (a (TD 4 Slw]+2%7p (nd)tS(g+¢)+%TD’wt5(g+1/J)) )

. Z em’ (0’(%TDS[g—F’l[H-nd]—F%TDth(g—F’l/)—I—nd)—FTD %S[w]) )
geO™ mod cO™
- ¥ oi (7 (£708lg+01+ 2rp (Sw)(g+w)+ Lrp 5" [5u]))

geO™ mod cO™

= A(Sw, ¥),

so dass sich insgesamt ergibt:

HZH(P) = |det(S)| te| ™2 Z A(Sw, 1) Z iU n+w]
weS~1O™ mod O™ neom

= [det(S)[ | D A(Sw, )08 5 (P).

weS~1O0™ mod O™

d

2.2.3 Bemerkung Ist auch ¢S~! gerade, so lassen sich die GauRschen Sum-
men weiter auswerten, wodurch die 2. Formel in Satz 2.2.1 erheblich verein-
facht werden kann. Dieser Spezialfall ist fiir die vorliegende Arbeit jedoch
nicht von Bedeutung. Die zugehorigen Rechnungen sind ausgefiihrt in [2]
bzw. [39]. Vgl. auch [7] fiir den Fall der hyperbolischen Ebene. O

2.2.4 Bemerkung Im Fall einer von 1 verschiedenen Klassenzahl A besitzt
PSLy(O) h nicht PSLy(O)-dquivalente Spitzenklassen. Insbesondere ist al-
so eine beliebige Spitze von I' = T !'T'(dxq)T < PSLy(0O) im Allgemeinen
nicht mehr PSLy(O)-dquivalent zu oco. Die obige Transformationsformel lie-
fert daher im Fall Klassenzahl h # 1 keine Information iiber das Verhalten
der Thetafunktion in den Spitzen von I'. Dieser Fall erfordert somit neue
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2. Die Thetafunktion

Uberlegungen.

Zu jeder Spitze ¢ von ' = T 'T(dxq)T existiert fiir h # 1 lediglich eine
quasi-ganze Matrix (s. [10], S. 368) M, mit M. = oco. Fiir den Fall be-
liebiger Klassenzahlen wire also zu priifen, ob fiir ein quasi-ganzes M, eine
dhnliche Siegelsche Transformationsformel gilt. Darauf wird an dieser Stelle
verzichtet. O
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Kapitel 3

THETALIFT VON POINCARE-REIHEN

3.1 DIE ZETAFUNKTION

Im Anschluss wird die zur Kongruenzuntergruppe I' = TTy(6xq)T~"' =
To(q) NTO(75") von PSLy(O) gehérige Poincaré-Reihe P (P, s) (Re(s) > 1)
auf dem oberen Halbraum H? definiert. P;(P, s) weist ein zur Thetafunktion
analoges Transformationsverhalten unter I' auf. Bildet man fiir i # 0 den
Thetalift dieser Poincaré-Reihe, so stellt sich eine Zetafunktion ein, welche
nach geeigneter Parametrisierung der Majorante H in der Thetafunktion
aufgefasst werden kann als Funktion auf {s € C : Re(s) > 1} x H?® x H>.
Um Aussagen iiber die Konvergenz des Thetalifts machen zu konnen, ist die
Klassenzahl von K als 1 vorauszusetzen, da der Siegelsche Transformations-
satz nur in diesem Fall das Verhalten der Thetafunktion in den Spitzen von
I angibt (vgl. Abschnitt 2.2).

Im Folgenden wird S = S* € M,,(O) als gerade und invertierbare Matrix
der Stufe ¢ vorausgesetzt, H € M,(C) ist eine Majorante von S. Dann ist
die Thetafunktion fiir O gegeben durch

Os.u(P) =12 Y exp{mi(o(rpSlgle) + 2ir|7n|H{g})}.
geon
Wie in Abschnitt 2.1 sei I' = TT(qdx)T~! < PSLy(0O), wobei die Transfor-
mationsmatrix 7" definiert ist durch T = (‘F(;1 \/(%) Ferner ist Ao, = 7 o
das zu I'_ gehorige Gitter, und das beziiglich o zu Ay, duale Gitter ist nach
Lemma 2.1.12 A%, = 73 0.
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

3.1.1 Definition Seien i € A% = 720 und s € C mit Re(s) > 1. x sei
der Charakter auf I' aus (2.1.3). Dann wird fiir P = zp + jrp € H? die
Poincaré-Reihe P;(P,s) definiert durch

Pﬁ(P, 8) = Z WTH;eQWi(U(ﬁzMP)+2’i|[~l|TMp)’
MEeTL\T

wobei F;o gegeben ist durch

r, = {(é Tf) ‘TLETBIO}.

Dabei ist zu beachten, dass der Charakter x aus (2.1.3) nach Lemma 2.1.8
trivial auf Ty, und damit trivial auf T”_ ist. Damit ist fiir i € A% jeder
Summand invariant unter I, und P;(P,s) ist wohldefiniert. Fiir i = 0

ergibt sich eine Eisensteinreihe zur Gruppe I' (vgl. Kapitel 7).
Durch einfaches Nachrechnen zeigt man (vgl. ([10], S. 350, Lemma 6.6)):

3.1.2 Folgerung 1. P;(P,s) konvergiert absolut fir alle s € C mit
Re(s) > 1. Die Konvergenz ist gleichmdfig auf jeder kompakten Teil-
menge von H? x {s € C | Re(s) > 1}.

2. Fir N € T und s € C mit Re(s) > 1 gilt:
Pi(NP,s) = x(N)Pu(P,s).

Die Poincaré-Reihe besitzt folglich ein zur Thetafunktion 0s g(P) ana-
loges Transformationsverhalten unter I.

3. Pu(P,s) erfillt fir Re(s) > 1 die Differentialgleichung
AP Py(P,s) = dx|ji(1+ 25)Pa(P, s+ 1) + (1 — s Pa(P, ).

Im Folgenden ist die Klassenzahl A von K als 1 vorauszusetzen, da das Ver-
halten der Thetafunktion in den Spitzen von I' wesentlich fiir die Konvergenz
des im Anschluss definierten Thetalifts ist. Auf Grund des Transformations-
verhaltens der Thetafunktion fg x(-) und der Poincaré-Reihe P(-, s) ist die
folgende Definition fiir 0 # i € A% sinnvoll, sofern das Integral konvergiert:

3.1.3 Definition Seien die Bezeichnungen wie in Definition 3.1.1. Zusétz-
lich werde 0 # i € A% = 720 vorausgesetzt. Dann wird fiir Re(s) > 1 die
Zetafunktion Zs g ;(s) definiert durch

Do als) = /f 050 (P)Pa(P, s)dv(P),

wobei F einen Fundamentalbereich von I' bezeichnet.
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3.1. Die Zetafunktion

3.1.4 Folgerung Das obige Integral konvergiert fiir Re(s) > 1 absolut.

BEWEIS: Die absolute Konvergenz des Integrals in co ist klar, und nach dem
Siegelschen Transformationssatz gilt in einer beliebigen Spitze ( = Moo von
I, wobei M¢ = (2%) € PSLy(O),c#0:

Osn(McP)| = [det($) el ™| 3T A(Sw, 0)08,4(P)
weS—1O” mod On
< rHdet($) el ™ DD ASw,0)]
weS—1O" mod O™

. Z exp{—?wr\TD|H{g + w}}

geon

Offensichtlich verschwindet P;(P,s) exponentiell in co. In einer beliebigen
Spitze ( = Moo von I' mit M, wie oben betrachtet man die zu I" konju-
gierte Gruppe G = M{lfMg. Diese hat die Spitze oco. Da L genau dann
ein Vertretersystem von Rechtsnebenklassen von G7 in G durchlduft, wenn
M = McLM; ! ein zugehoriges Vertretersystem fiir [ in ' durchlduft, ist
Pa(M; 'P,s) = P¢(P, s) die Poincaré-Reihe fiir G in co. Daraus folgt das ex-
ponentielle Verschwinden von P;(P, s) in der Spitze ¢, und insgesamt ergibt
sich die Behauptung. O

3.1.5 Bemerkung Die Zetafunktion Z;(w,wo,s) kann als Thetalift der
Poincaré-Reihe P;(P, s) beziiglich der koendlichen Gruppe I' aufgefasst wer-
den (vgl. Bemerkung 5.1.2). O

3.1.6 Satz Seien 0 # i € A% = 750. Dann gilt fiir Re(s) > 1:

|DK‘% I(G+s—1) gyl
Zs.mils) = 2 (QWQ‘TDD%HA Z (H{g} + 2|“|) ’ ) (3.1.1)
geo™

Slgl=2u
wobei = 75" i gesetzt wird.

BEWEIS: Wird der zu M = F, gehorige Summand der Poincaré-Reihe mit
fa(P,s) = rptoe?milolizp)+2iliilre) hegeichnet, so folgt wegen fsp(MP) =
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

X(M)0s.(P) (M €T) fiir Re(s) > 1:

L G5.1(P) P (P, 5)dv(P)

_ /f Osu(P) S X(M)fa(MP,s)dv(P)

= X 0D [ BsalITP) (P 5)iv(P)

= X [ PP sanr)

MeTL \T

_ /F - 05,12(P) fa(P, s)dv(P)

- / h / L g2nilo(aze) +2iflrr)
0 C/(r5'0)

n . B drp
2 E e o (TpS[glzp) 27r\TD|7"PH{9}dzP :

B © 2ts—2 2mio((i—57pS[g))7P)
= Tp </ € ’ dZP)

geon
¢ 2@\ H{gbre g,

Die obige Vertauschung von Summation und Integration ist auf Grund der
Konvergenz des F-Integrals der Betragreihen zulassig.

Esist i € .(T[_fl(?)# und 17pS[g] € 9O = TA(7,'0) C THO = (1,' O)#,
d.h. zp s e?ric(Ei=5mSll)2r) gt (751 O)-periodisch, so dass folgt:

/ eQﬂia((ﬁ—%TDS[g])zP)dZP _ VOI(@/(Tﬁlo))a falls %TDS[Q]:Q,
C/(r50) 0, sonst.

Das Volumen des Fundamentalparallelogramms von C/(7;,'O) ist nach Lem-

3
ma 3.1.8 gegeben durch vol(C/(r,'0)) = Dxl®  Damit ergibt sich fiir die
D 2
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3.1. Die Zetafunktion

Zetafunktion:
_ |Dkl? 342 _on(alil+rp|H{g}rp
Zsmu(s) = 9 Z ' ’ v
geon 0
Slgl=27p"i
|DK|% [ e

= —— > (@l +ImlH{g}))
geon
Slgl=27p," i

o0
. / e—tt(%‘f‘s—l)—ldt

0

D)2 T(% +s—1) Z

~1\—2—s+1

geo™
Slgl=275" &
|DK|g F(% + s — ]_) ( 4]
o H{g}+2lpl) 2",
> Qarlmo )T 2
Slg]=2u

wobei p = 7, i € 151 (130) = 7pO = OF gesetzt wurde. Insbesondere
sieht man, dass die obige Summe wegen S|[g] € 20 nur fiir p € O C 0¥, d.h.
fi=T1pp € OF C 120 = (15,7 O)# mit u € O, nicht leer sein kann. O

3.1.7 Folgerung Sei i € O%, d.h. u = 75'[i € O. Die Zetafunktion kann
fir Re(s) > 1 geschrieben werden als

|Dglz T(2+s—1) Cngn
- H{g}+2|p|) >
2 (271"7‘DD§+S?1 Z ( {g} ‘lu’|)

geo
Slgl=2u

IDg|? T(2+s5-1)
2 (2r|rp|)e et

NS (H{Ug+2Mu) T

geL(S,211) U€EAut(S,0)

Zs,1,1(5)

Dabei bezeichnet L(S,2u) ein genaues Vertretersystem der Losungsmenge
{g € O" | S[g] = 2u} modulo der Automorphismengruppe Aut(S,O) =
{V € SL,(O) | S[V] = V} von S diber O. Die Automorphismengruppe
Aut(S, C) = SO(S, C) wird in Abschnitt 3.2 vollstindig bestimmt. Vgl. auch
Abschnitt 4.2. Die duflere Summe ist nach Korollar 4.2.12 endlich. Vgl
auch ([8], S. 27).
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

Das Volumen des Fundamentalparallelogramms von C/(75,'O) lisst sich
elementar berechnen.

3.1.8 Lemma FEs gilt:
1
vol(C/(75'0)) = vol(C/0) - N (7") = 5| Dic.

BEWEIS: {l,wp} mit wp wie in (1.2.1) ist eine Z-Basis von O, und es gilt
vol(C/0) = —“2DK. Als Z-Basis von 75,'0 C O wird {TDfl,TD*wD} ge-
wahlt, und die Behauptung ist klar. O

3.2 BESTIMMUNG DES MAJORANTENRAUMS VON S

Im Folgenden wird n = 4 vorausgesetzt. Ziel ist es, die Zetafunktion in
Abhiingigkeit von w,wo € H? als Poincaré-Reihe H beziiglich der hyperbo-
lischen Abstandsfunktion 0 zu schreiben. Zun#chst wird dazu die spezielle
orthogonale Gruppe einer (beliebigen) symmetrischen Matrix S € GL4(C)
bestimmt, mit deren Hilfe sich der Majorantenraum von S angeben lisst (s.
Satz 3.2.10). Durch Parametrisierung der Majorante der Matrix S € M4(O)
in der Thetafunktion in Abhéngigkeit von w,w, € H? erhilt man dann
eine w, wy-Abhéngigkeit der Thetafunktion, die sich auf die Zetafunktion
ibertragt. Durch Umschreiben der Summationsbedingung in (3.1.1) als
Summation iiber gewisse (2 x 2)-Matrizen iiber O mit fester Determinante
# 0 folgt schlieklich die Abhéngigkeit der Zetafunktion von 6 (w, wy).

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts gelten fiir beliebige Klassenzahlen h.

Zu jeder Matrix S = S € GL4(C) gibt es ein C' € GL4(C), so dass
S = Sp[C] fiir
0 0 0
0 0 -1
0

0 (3.2.1)
0

1
0
0
0
mit S = Sy und Syt = Sy gilt. U := My(C) ist ein vierdimensionaler

Vektorraum mit quadratischer Form det(4) = ad —be (A = (24) € My(Q)),
die beschrieben wird durch £.S:

a d

1 b 1 —c

550[ . ]—§(a,b,c,d) b = ad — be.
d a

40



3.2. Bestimmung des Majorantenraums von S

Im Anschluss wird die spezielle orthogonale Gruppe von Sy bestimmt.
3.2.1 Definition Fiir U = My(C) wird die Abbildung ¢ definiert durch

¢ : SLy(C) x SLy(C) — GL(U),
(g,h) +— (ur guh™").

3.2.2 Lemma ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus mit Bild in der speziellen
orthogonalen Gruppe

SO(Sp, C) = {V € SL4(C) | So[V] = So}

von Sp.

BEWwWEIS: Die Gruppenhomomorphismuseigenschaften von ¢ rechnet man

sofort nach: Seien (g,h),(g,h) € SLy(C) x SLy(C). Dann ist fiir jedes
A € My(C) nach Definition von ¢:

¢(9, (3, h)(A) = (g, h)(GAR™") = ggAh~'h™" = (g9§)A(hh)™!
= ¢(93, hh)(A).

¢ ist somit ein Gruppenhomomorphismus, denn offensichtlich ist

Sei (g, h) € SLy(C) x SLy(C). Die lineare Abbildung ¢(g, h)(u) = (u —
guh™)u = (‘;‘ g) € My(C), wird vermittelt durch eine Matrix A(g,h) €
M4 (C), welche definiert ist durch

(073} [0
B B . (&1 ﬂl) (04 5) -1

= A(g, h b = h™. 3.2.2
84! (g, ) 7]’ wobel Mo 01 g v 9 ( )
o1 )

Mit g =: (§592) € SLy(C) und h =: (}2 2) € SLy(C) lasst sich A(g, h)
explizit angeben. Es ist

gihs  —gihs  g2hs  —gohs
—gihe  g1hi —gohy  gohy
A(g,h) =
(g ) g3hs  —g3hs  gihs  —guhs
—gsho  gshi  —gsho  gshy

_ (9B ga(h7Y)
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

Die Determinante von A(g, h) ist gegeben durch

det(A(g, h)) = det(@;g 1; E 32))

(R 1) ) g1 E> 92E2))
= det
¢ (( 932 giEo

(9194 — 9293)° (det( h)?

(det(g))*(det(h)) *

= 1,

und einfaches Nachrechnen unter Benutzung von ¢194 — gogs = 1 = hihy —
h2h3 liefert

A(ga h)tSOA(ga h) = SO-
Also ist A(g,h) € SL4(C) eine Einheit von Sy und wegen S, ' = Sy auch eine
Einheit von Sy, d.h. A(g,h) € SO(Sy, C) und A(g,h) € SO(S;',C). O

Im Folgenden werden ¢(g, h) und die zugehorige Matrix A(g, h) identifi-
ziert.

3.2.3 Folgerung A(g,h)tA(g, h) ist eine Majorante von Sp.

BEWEIs: A := A(g, h)tA(g,h) ist eine positiv definite hermitesche Matrix
und da A(g, h) nach Lemma 3.2.2 eine Einheit von Sy und S;* € My(R) ist,
gilt:

AS,TA = A(g,h)'A(g, h)S, "Alg, h)!A(g, )
A(g, h)' A(gt, h*)tSy " A(gt, ht) A(g, h)
= A(g, h)'(Sy ")t Alg, h)
= A(gah)tSOA(gah)
- S().

3.2.4 Lemma Der Kern von ¢ ist gegeben durch

Kern(d)) = {(EQ’ E2)7 (_EQ, _EQ)}
BEWEIS: Nach Definition von ¢ gilt:

(g,h) € Kern(¢) & u = guh ! fiir alle u € My(C).
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3.2. Bestimmung des Majorantenraums von S

Fiir u = E, ist dann insbesondere g = h, und aus ug = gu fiir alle u € M5(C)
folgt ¢ = +Es.

Die Behauptung lésst sich auch einfach durch Benutzung der expliziten Dar-
stellung von A(g, h) (s. (3.2.3)) nachrechnen. O

3.2.5 Lemma Das Bild von ¢ ist gegeben durch
Im(¢) = SO(SO7 C)a

wobei SO(Sy, C) die spezielle orthogonale Gruppe von Sy bezeichnet. Damit
15t

6 : SLy(C) x SLy(C) —  SO(So, T),
(g,h) — (ur— guh™)

(u € My(C)) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, der nach Lemma
3.2.4 einen endlichen Kern besitzt.

BEWEIS: Offensichtlich gilt fiir die (komplexen) Dimensionen:
dim(SLy(C) x SLy(C)) = 6 = dim(SO(Sy, C)).

Ferner ist das Bild der zusammenhéngenden Menge SLy(C) x SLy(C) unter
¢ wieder zusammenhéngend und nach Lemma 3.2.2 enthalten in SO(Sy, C).
Da SO(Sy, C) nach ([19], S. 344, Lemma 4.2) zusammenhéngend ist, folgt
die Behauptung mit ([19], S. 102, Theorem 2.1). O
Eine weitere wesentliche Eigenschaft von ¢ ist die folgende:

3.2.6 Lemma Fur SU(2) = Stab(j) gilt:

#(SU(2) x SU(2)) = SU(4) N SO(Sy, C).
BEWEIS: Zunichst wird gezeigt: Fiir g, h € SU(2) = Stab(j) ist ¢(g,h) €
SU(4). Bei der Isomorphie C* 22 M, (C) entspricht dem kanonischen Skalar-
produkt < z,w >= z;W; + ... + z4w; auf C* in My(C) das Skalarprodukt

< A, B >:= Spur(AB') = Spur(AB)

fir A = (42),B = (uiu:) € My(C). Zu bestimmen ist nun die Ad-
jungierte ¢(g, h)* von ¢(g,h) beziiglich dieses Skalarproduktes fiir (g, h) €
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

SLQ(@) X SLQ((D) Es ist

< ¢(g9,h)(A),B>=<gAh™',B >
Spur(gAh~ ' B*)
Spur(Ah ' B*g)
Spur(A(g"B(h*)™)")
=< A ¢BMh) >
=< A, ¢(g", h")(B) >,

so dass gilt:

o(g,h)" = é(g", h").

Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt somit fiir (g,h) € SU(2) x
SU(2):

¢(g,h) (g, h) = (9", h*)d(g, h)
= #(g9"g, h"h) = ¢(Es, Ey)
= E4’

d.h.
&(g,h) € SU(4) fiir g,h € SU(2),

und wegen ¢(SU(2) x SU(2)) C ¢(SLy(C) x SLy(C)) = SO(Sy, C) ist damit
ezeigt:
S #(SU(2) x SU(2)) c SU(4) N SO(Sp, C).

¢ ist nach Lemma 3.2.4 und Lemma 3.2.5 ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus mit endlichem Kern. Daher ist das Urbild des Kompaktums
SU(4) N SO(Sy, C) kompakt. Nach ([19], S. 316 und S. 346) ist aukerdem
SU(2) x SU(2) maximal kompakte Untergruppe von SLy(C) x SLy(C), so
dass man erhilt:

¢ 1(SU(4) N'SO(S,, ©)) € SU(2) x SU(2).

Daraus folgt die Behauptung.

Die Beziehung ¢~1(SU(4) N SO(Sy, C)) € SU(2) x SU(2) ldsst sich unter
Benutzung von (3.2.3) auch elementar nachrechnen: Seien g,h € SLy(C)
und ¢(g, (h~")") € SU(4). Nach (3.2.3) ist ¢(g, (h7")}) = (g;ﬁ Ziﬁ), und es
gilt #(g, (h~")") € SU(4) genau dann, wenn fiir je zwei Spalten w;, w; (1 <
i,7 < 4) von ¢(g,(h™")") die Bedingung < w;, w; >= d;; erfiillt ist. Aus den
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3.2. Bestimmung des Majorantenraums von S

sich daraus ergebenden Orthogonalitdtsbedingungen erhilt man dann wegen
det(g) = det(h) = 1 nach kurzer Rechnung g, h € SU(2). O

Die spezielle orthogonale Gruppe von Sy ist nach Lemma 3.2.5 gegeben
als Bild von SLy(C) x SLy(C) unter dem Gruppenhomomorphismus ¢.
Gesucht ist nun die spezielle orthogonale Gruppe einer (beliebigen) symme-
trischen Matrix S € GL4(C). Diese ergibt sich durch Transformation aus
derjenigen von Sy. Sei C' € GL4(C) mit

S = 5[C] = C'S,C.
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

3.2.7 Lemma Die spezielle orthogonale Gruppe SO(S, C) von S ist gegeben
durch
SO(S,C) = C1S0O(S,, C)C.

BEWEIS: Sei A € SO(Sy, C). Dann gilt
S[CT'AC] = (CT'AC)'S(C'AQ)
= C'AY((Cc7H)'sC hHAC
= CYA'S,A)C
= C'S,C
S,

so dass C"'AC € SO(S,C). Ebenso zeigt man, dass jedes CBC ™! mit
B € SO(S, ©) enthalten ist in SO(Sy, C), und es folgt die Behauptung. O

An Stelle des Gruppenhomomorphismus ¢ wird auf Grund von Lemma
3.2.7 im Folgenden der zu S = Sy[C] gehérige Gruppenhomomorphismus ¢¢
betrachtet.

3.2.8 Definition Der Gruppenhomomorphismus ¢¢ wird definiert durch

¢ : SLo(C) x SLo(C) — C71SO(Sy, ©)C = SO(S, T),
(g,h) — C7'¢(g,h)C

mit ¢ wie in Definition 3.2.1.

Wie bereits gezeigt, ist A A mit A € SO(Sp, C) eine Majorante von
So. Die Majoranten von S erhélt man dann durch Transformation mit
C € GL4(C) wie folgt:
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

3.2.9 Folgerung Seien A € SO(Sy, C) und S = Sp[C] mit C € GL4(C).
Dann ist

M :=C'(A'A)C = (AC)(AC) = (C'C){CACY

eine Majorante von S. Dabei ist (étC) eine Majorante von S, und C~*AC €
SO(S, C) ist eine Einheit von S.

BEWEIS: Offensichtlich ist M eine positiv definite hermitesche Matrix, und
es gilt:

MS 'M = C'(AA)CS 'T'AA)C
= C{((A'A)T, (A'4)C
= C'S,C
= S

Ebenso ist C C eine positiv  definite hermitesche Matrix mit
(C'c)S7'(C'c) = C'CS-ICIC = C'S,C = S, und C~'AC ist nach
Lemma 3.2.7 eine Einheit von S. 0

Wie oben sei S = Sy[C] mit C € GL4(C). Die Majorante M von S aus

Folgerung 3.2.9 setzt sich zusammen aus der Majorante (5tC) von S und
der Einheit C~'AC € SO(S,C) von S mit A € SO(Sy, C). Der folgende
Satz, der im reellen Fall auf C.L. Siegel (vgl. (|39], S. 87)) zuriickgeht und
fiir beliebige symmetrische Matrizen S € GL,(C) gilt, zeigt, dass sich jede
Majorante H von S in der Form H = P{V} mit V € SO(S,C) und einer
festen Majorante P von S schreiben léisst.

3.2.10 Satz Sei S € GL4(C) symmetrisch. Alle positiven hermiteschen Li-
sungen H von

HS 'H=S (3.2.4)

sind gegeben durch
H = P{V}, (3.2.5)

wobei V' alle Matrizen in SO(S, C) durchliuft und P eine feste positive her-
mitesche Losung von (3.2.4) ist. Der Majorantenraum

P(S) := {H € My(C) | H positiv definit hermitesch, HS 'H= S}
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3.2. Bestimmung des Majorantenraums von S

von S ist also fiir eine feste positiv definite hermitesche Losung P von (3.2.4)

gegeben durch
P(S)={P{V} |V €S0(S,C)}.

Die reelle Dimension des Majorantenraums von S st
dim(P(S)) = 6.

BEWEIS: Zunéchst wird gezeigt, dass H = P{V} mit V € SO(S,C) und
einer (festen) Majorante P von S eine Losung von (3.2.4) ist.

Offensichtlich ist H eine positive hermitesche Matrix, und wegen VS~V =
S™l o VISV = S gilt:

HS'H = V'PVS VPV =V'P (VS Wi PV
— 1

= VY(PS 'P)V=V'SV
S.

Es bleibt zu zeigen: Alle Losungen von (3.2.4) haben die Form (3.2.5).
Sei H eine (beliebige) positive Losung von (3.2.4). Dann existiert nach
([40], S. 365) eine komplexe Matrix C' € GL4(C) mit

d 0 0 0
H{C}=E wd S[c]=a=|, © 6?3 5
0 0 0 dy4

mit positiven reellen dy, ..., ds. Einsetzen von H = (C@t)*1 inHS 'H=25
liefert A = A, d.h. d_k_l = dy fiir k = 1,...,4. Also ist A = E;, und man
hat:

H{C}=E, und S[C|=E,

mit einer komplexen Matrix C' € GL4(C). Zu einer weiteren Losung H von
(3.2.4) existiert nach obiger Rechnung eine komplexe Matrix L € GL4(C)
mit H{L} = E und S[L] = E, so dass folgt:

S[C]=E=S[L] baw. S=S[LCY.
Damit ist W := LC~! € O(S, C), und man erhilt:
H=(CT) ' = (L) {W} = A{W},

wobei H = (Lff)_1 eine Majorante von S und W € O(S, C) eine Einheit
von S ist.
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

Weiter wird gezeigt: Zu jeder Majorante H von S und fester Majorante
P von S gibt es ein V' € SO(S, C) mit H = P{V'}. Die Matrix

0
0
o | € O(4,R)

o O O =
oS O = O
o = o O

-1

ist eine Einheit von E, mit det(U) = —1. Weiter ist S iiber C dquivalent zu
Ey, d.h. es gibt ein C € GL4(C) mit S[C] = Ey, so dass S = (C*)~'C~! =
(CCH™ und CUC! ist wegen S[CUC™!| = (C~HU?C~!' = (CCH ' =S
eine Einheit von S mit det(CUC™!) = —1.

Nach dem ersten Teil des Beweises kann jede Majorante H von S = (CC?)~!
geschrieben werden als H = P{W} mit der festen Majorante P = (C’ét)’1
und einem W € O(S,C). Fiir diese Majorante P gilt P{CUC '} = P.
Ist nun det(W) = —1, so ist CUC™'W € SO(S,C) und H = P{W} =
P{CUC~'W}.

Zu jeder Einheit W € O(S, C) mit det(W) = —1 gibt es also ein T' € O(S, C)
mit det(7) = —1, so dass H = P{W} = P{V} mit V := TW € SO(S, C)
geschrieben werden kann. Der Majorantenraum von S ist damit gegeben
durch

P(S)={P{V} |V eSO(S,C)}

mit P = (C@t)*l. Eine beliebige Majorante @ von S ldsst sich nach dem
Bewiesenen darstellen als @) = P{V,} mit einem geeigneten V;, € SO(S, C).
Wegen {Q{V} | V € SO(S,C)} = {P{WWV} |V € SO(S,C)} = P(95) ist
damit die erste Aussage des Satzes bewiesen.

Offensichtlich lasst sich der obige Beweis fiir beliebige symmetrische Matri-
zen S € GL,(C) durchfiihren.

Um die Dimension des Majorantenraums P(S) zu bestimmen, geniigt
es, speziell S = F; und damit SO(E,, C) = SO(4,C) zu betrachten. Die
Abbildung

SO(4,C) — P(Ey), V+—VV
ist nach dem ersten Teil des Satzes surjektiv und gibt Anlass zur transitiven
Operation (V, P) V'Pv (V € SO(4,C),P € P(E4)) von SO(4,C) auf
P(E4). Der Stabilisator von FEy ist gleich SU(4) N SO(4, C), so dass folgt:
P(E;) =2S0(4,C)/(SU(4,C) nSO(4, C)).

48



3.3. Die Thetafunktion auf H3 x H?® x H?

Die (reelle) Dimension von SU(4) N SO(4,C) = SO(4,R) ist dim(SU(4) N
SO(4,C)) = 6, wie man mit einem einfachen Abziahlargument fiir die Di-
mension von SO(4, R) zeigt. Damit ergibt sich fiir die reelle Dimension des
Majorantenraums P(S) :

dim(P(S)) = dim(P(Ey))
= dim(SO(4, C)/(SU(4) N SO(4,C))
= 12-6
6.

3.3 DIE THETAFUNKTION AUF H? x H? x H3

Im Anschluss soll die Thetafunktion s g (P) in Abhéngigkeit von Parametern
w,wy € H® angegeben werden. Dazu wird die Majorante H von S unter
Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 in Abhéngigkeit von w,wy €
H3? passend parametrisiert.

3.3.1 Lemma (Iwasawa-Zerlegung von SLy(C)) Jedes FElement wvon
SLy(C) kann eindeutig geschrieben werden in der Form

y=1l-a-k mit lEL:z{(é ?):UEC},

ven= (4 1) 00)

k €Stab(j) = SU(2).

BEWEISs: Fiir v € SLy(C) wird die Abbildung v — vj =: u(y) + jv(y) =:
w(7y) betrachtet. Mit

ist Py = w(y) = 74, so dass 7 'Py,) € Stab(j). Da die Zerlegung ()
von P,(,) eindeutig ist als Element von LA, folgt die Behauptung. Vgl. auch
Folgerung 1.1.5, 4. U
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

3.3.2 Definition Jedem w = u + jv € H? wird die Matrix

(1) 2)- (¥

zugeordnet. Insbesondere ist P; = Es, und es gilt P,j = w.

S-S

) € SL,(C)  (3.3.1)

Seien w,wy € H3. Im Folgenden werden die den Matrizen P,, P,, €
SL,(C) nach Folgerung 3.2.9 zugeordneten Majoranten H,,,, von S = Sy[C]
(C € GL4(Q©)) betrachtet:

3.3.3 Definition Fiir w,w, € H? sei die Majorante H,,,, von S = Sp[C]
definiert durch

Huy = (C'C){¢c(Py", Pal)} = (6(P5 1, Ppl)C)'6(Py " Pl )C. (3.3.2)
Dabei ist ¢c(Py", Pyl) = C'¢(P, ", P,l)C € SO(S, C) nach Lemma 3.2.7
eine Einheit von S, und C'C ist eine Majorante von S.

Bezeichnet || - || die euklidische Norm in C*, so gilt fiir z € C*:

Hyu{z} = (8(Py", Pa)C) (8(Py ", Py )C){z}
16(P, "5 Puy ) (C)|”.

3.3.4 Folgerung Seien w,w, € H3. Jede Majorante H von S = Sy[C] ldsst
sich in der Form H, mit Hy., wie in Definition (3.3.2) schreiben, d.h.

P(S) = {Hyuw, | w,wo € H*).

BEWEIS: Seien w,w, € H?. Der Majorantenraum P(S) von S ist nach

Satz 3.2.10 gegeben durch P(S) = {(57:0){‘/} | Ve SO(S,C)}. Da die
Abbildung ¢¢ : SLa(C) x SLe(C) — SO(S, C) nach Lemma 3.2.5 surjek-

tiv ist, gilt P(S) = {(C'C){dc(M~,N-1)} | M,N € SLo(C)}. Schreibt
man M = P,UN = P,V mit V,;IW € SU(2), so ist ¢c(M~,N~1) =
dc(U ™,V 1po(Pyt, Pyl), und wegen ¢o(U ', V1) e SU((C'C),C) er-
gibt sich:
P(S) = {(CO{gc(M ',N )} | M,N e SLy(C)}

= {(CO{ec(U T,V Y Hec(P, ", Pyy)} | w,wo € B}

= {([C'O){sc(P,", P} | w,wy € HP}

= {Huyuw, | w,wy € H?}.

t
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3.3. Die Thetafunktion auf H3 x H?® x H?

Im Folgenden wird S € My(O) als gerade und invertierbare Matrix vor-
ausgesetzt, fiir die eine (iiber C!) invertierbare Matrix C' € M4(O) existiert,
so dass

S = S,[C).

Setzt man nun H,,,, als Majorante fiir S in die Thetafunktion ein, so ergibt
sich die gesuchte (w, wp)-Abhéngigkeit der Thetafunktion:

3.3.5 Definition Fiir P,w,wy € H* sei 6(P, w, wy) := 0s,p,,, (P), also
O(P,w,w) = Z exp{mi(o(rpS[g)z) + 2ir|Tp| Huwe{9}) }
geo

mit der Majorante H,,, von S aus (3.3.2).

3.3.6 Lemma 0¥ (P, w,wy) konvergiert fiir festes wy, € H® kompakt gleich-
mafig auf H® x H3. Dabei ist 0¥ (P, w,wy) fir v € ST'O* wie in Satz 2.2.1
definiert durch

0¥ (P, w, wg) = r? Z exp{m’(a(TDS[g + ¥)2) + 2ir|mp| Hyw, {9 + w}) }

ge0t

BEWEIS: Es seien K x K' C H® x H® mit kompakten Mengen K und K,
Pe K, weK' e S 10%wy € H? fest. Zunichst wird fiir g € O* gezeigt:

Huw{(g+¥)} > allg+ 97

fiir ein geeignetes a > 0.
Begriindung:  Hyy, ist eine positiv definite hermitesche Matrix und lésst
sich somit darstellen als

A 0 0 0

| 0 A 0 O
Huo =T | 00 % o0 |U (3.3.3)

0 0 0 A

mit U = U(w) € SU; und \; = N(w) > 0 (1 < ¢ < 4) fir alle w € K'.
Seien w € K' fest und A\g = Ag(w) der kleinste Eigenwert von H,,,,. Seien
r € C* mit ||z]] = 1 und {vy,...,v4} eine Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren zu {A,..., \s}. Aus z = Zj.:l a;jv; erhdlt man wegen ||z|| = 1 sofort
Z;Zl loj|> = 1, und es ergibt sich:

4

4
(Huww, o, T) = Z o[22 > (Z |C“j|2> Ao = Ao,
=1

i=1
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

wobei das Gleichheitszeichen gilt, wenn das zum Eigenwert )y gehorige o; =
1 ist und alle anderen ¢; = 0 sind. Damit folgt:

Ao = Xo(w) = min{{Hyyp,z,7) |2 € C ||z|| = 1}.

Bezeichne S := {x € C* | ||z|| = 1} die euklidische Einheitssphire. Fiir
festes wo € H? ist ¢ : K' x S — R, (w,9) — (Hyw,9,9) eine stetige
Funktion, die wegen (Hyuw,g,9) > 0 fiir alle w € K, g € S, auf K’ x S ein
positives Minimum hat, d.h.

. — i . >
J)IélKIl,/\o(’bU) J]IélKnl Ignelg’l <waogag> >a>0

fiir ein geeignetes a > 0. Mit (3.3.3) folgt daraus fiir alle w € K':

0+ ) Huwo(g + %) = MallU(g + 9)I2 = Mollg + ¥ [1> > allg + )%

und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

FirP=z24+jre KmitC>r>e>0, we K'und g € O*,7) € S7104,
kann man dann wie folgt abschétzen:

|exp{mi(co(mpSlg + ¥]z) + 2ir|Tp| Huwe{g + ¥}) }|

(3.3.4)
< exp{—QWTDeaHg + 7,0||2}.

Damit ist C? > geor exp{—2n7peal|g+ ¢|*} eine konvergente Majorante fiir
6% (P, w, wy). O

3.3.7 Bemerkung Aus der Abschitzung (3.3.4) liest man sofort ab, dass
6% (P, w,wp) beliebig oft ,unter dem Summenzeichen“ stetig partiell differen-
ziert werden kann, da die bei jeder partiellen Differentiation der Summanden
hinzukommenden Terme nur polynomial wachsen und somit vom Exponen-
tialterm exp{—2n7peal|g + ¥} dominiert werden. O

Gesucht ist das Transformationsverhalten der Thetafunktion in Abhéan-
gigkeit von den Variablen w,wy € H3.

3.3.8 Lemma Seien w,wy € H3, A € C, Ty, Ty € SLy(C) und g € O*. Dann
gilt:

1. Hyw{Ng} = |A\*Hyuo {9}

2. Hpg Tl’wo{g} = wa0{¢C(TO_1a Tl_l)g}'
Insbesondere ist Hyyy wyl9} = Huwwo{dc(Ty *, Fa2)g}-
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3.3. Die Thetafunktion auf H3 x H? x H?

Fiir den Beweis von Lemma 3.3.8 wird die folgende Aussage bendtigt:
3.3.9 Lemma Fir jedes Ty € SLo(C) gilt mit einem k € Stab(j) = SU(2) :
1o P,y = Pry,k.

BEWEIS: Es ist TyP,j = Tow = PrywJ. O

BEWEIS vON LEMMA 3.3.8: Die erste Aussage ist klar.
Zu 2.) Nach Lemma 3.3.9 und Lemma 3.2.6 gilt:

Hrwriwlg) = (CC){oc(Prl, le())}{g}
= (CO){pclkP, Tk 7 He}
= (CO){gclk, ko)dc(P, >¢C<T(;1,Tf1>}{g}
= (9c(k, k)T Cocl(k, kO){¢C( Py Heo(Ty T Y g}
= Tk, ko) ¢ (k ko)C{c(Py )}{¢C(To T ) g}

= C'Cl{oo(P,", wo)}{asc( T g}
= wwo{d)C(TO 7T1 ) }

O

Fiir das Transformationsverhalten der Thetafunktion beziiglich P, w, wq €
H? folgt daher insgesamt:

3.3.10 Satz Seien P = z+ jr € H3, w,wy € H® und T = (*/T_g_l \/%) wie
n (2.1.1). x sei der Charakter aus (2.1.3). Dann gilt:

1. (P +t,w,wg) = 0(P,w,wy) firte O.
2. O(MP,w,wy) = x(M)§(P,w,wp) fiir M € T =TTo(dxq)T .

3. 0(P, Tow, Thvwy) = O(P,w,wy) fir (Tp,T1) € ¢5'(SO(S,0)), wobei
SO(S, 0) := SO(S, C) N SL4(O).

BEWEIS: 1.) und 2.) sind klar nach Satz 2.1.6.

Zu 8.): Nach Lemma 3.3.8 gilt Hyyw 1ywe19} = ww0{¢C(TO LT g } und
fiir oc(Ty ', T7") € SO(S,0) und g € O* ist h == ¢o(Ty ', T, g € 04 so
dass folgt:

Slgl = Sl(éc(Ts ', T 1)~ h] = S[(¢c(Ty, T171) ][] = S[A].
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3. Thetalift von Poincaré-Reihen

Weiter hat man ¢¢(Ty ", 77 O* = 04, da éc(Ty ', T7") € SO(S, O) ins-
besondere ein Element von SL4(0) ist. Fiir ¢c(T,; ', T7') € SO(S, 0) gilt
also:

0(P, Tow, Thwo) = 1’ Z (0 (7D S[glz+2ir|Tp | Huwwe {$c(Ty T ' )g})
geo!
= 2 Z (0 (tp S[(bc(Tg Ty 1)~  hl2)+2ir|7p | Huwwg {h})
h€po(Ty T 10!
— 2 Z ewi(a(TDS[h]z)+2ir|'rD|wao{h})

heO4
= 0(P,w,wy),

und wegen ¢c(T, ', Ty ) € SO(S,0) & ¢c(Ty,Ty) € SO(S,0) folgt die

Behauptung. O

3.3.11 Folgerung Seien 0 # i = 7ppu € OF mit p € O, w,wy € H3. Die

Majorante H,y,, von S sei definiert wie in (3.3.2). Dann ist die Zetafunktion
Z(w, W0, 8) = Z8, Hypu i (5)

in Abhingigkeit von w,wy € H? fiir Re(s) > 1 gegeben durch

Zp(wyun,s) = 22 LD S g gy 20 335)

+1
2 (27T|TD|)S 9604
Slgl=2u

BEWEIS: Klar nach Satz 3.1.6. O
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Kapitel 4

SPEKTRALZERLEGUNG DER ZETAFUNKTION

Im Anschluss wird eine Einbettung von O* in den Modul My(O) der (2 x 2)-
Matrizen iiber O angegeben. Mit Hilfe dieser Einbettung lésst sich dann
die Summationsbedingung bei der Zetafunkion Z;(w,wo,s) umschreiben
als Summation iiber gewisse Matrizen aus My(QO) mit fester Determinante
0 # p € O. Auf diesen Matrizen operiert eine geeignete koendliche Gruppe
I'* < SLy(C) mit endlich vielen Bahnen (bijektiv) durch Multiplikation von
links (und von rechts). Es zeigt sich, dass die Zetafunktion eine Funktion
des hyperbolischen Abstands ¢ ist und somit als Poincaré-Reihe H (w, wy, s)
zu I'* geschrieben werden kann.

Aufserdem wird bewiesen, dass die Zetafunktion eine auf die ganze komplexe
Ebene meromorph fortsetzbare Funktion ist, die holomorph in der Halbebene
Re(s) > 0 ist bis auf einen Pol der Ordnung 1 in s = 1.

Es wird das asymptotische Verhalten von H(w,wp,s) bzw. Zi(w,wo, s) an
der Konvergenzabszisse s = 1 angegeben.

Im Folgenden ist S = S* € My(O) als gerade und invertierbare Matrix

vorausgesetzt, fiir die eine (iiber C!) invertierbare Matrix C' € My(O)
existiert, so dass S = Sy[C] (vgl. S. 51).

41 EINBETTUNG VON (O%

Fiir die (gerade) Matrix

00 0 1
00 —10

So=1¢ -1 o o |SMO
10 0 0



4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

wie in (3.2.1) mit S} = Sy, S;' = Sp und = = (1, To, T3, 24)" € O* ist

S()[$] = 2(1?1$4 - IQIE?,) = 2det (z; iz) ,

so dass mit dem O-Modul-Isomorphismus

QO : 04 — MQ(O),
T, Ty > (4.1.1)

t
Tr = ($1,$2,$3,l‘4) ? <
I3 T4

gilt:
T
Z3

Solz] = 2det ( Zi) = 2det(Qp(z)).

Seien C' eine invertierbare Matrix aus My (O) und S := Sy[C]. Dann ist
S = S € M4(O) symmetrisch und invertierbar. Wegen S[z] = 2 det(2y(Cx))
fir z € O* ist S auRerdem gerade.

4.1.1 Lemma Sei Qq wie in (4.1.1). Der O-Untermodul M (O) von My (O)
werde definiert durch
Mg (O) = Qo(COY).

Dann ist die Abbildung 2 := g o C,

Q:0" — M¢(0),
z — Q(Cx)

ein O-Modul-Isomorphismus.

BEWEIS: Q = Qg0 C ist ein O-Modul-Isomorphismus, da Qg : O* — M,(O)
ein @-Modul-Isomorphismus und C' : ©O* — CO* bijektiv ist. O

4.1.2 Lemma Seien w,wy € H® und g € O*. Weiter sei wie oben S = Sy[C]
mit einer invertierbaren Matriz C' € My4(O). Dann gilt fir die Majorante
Hyy wie in (3.3.2):

Huwolg} = (6P, 5, o) 6(P, ", Pu)){Cy)
= 2|det(Q(9))] - 8 (w, (g)wo).

Die positiv definite hermitesche Form Hy,,{g} ist also eine Funktion der
hyperbolischen Abstandsfunktion 6. (Fir Q(g) ¢ GLo(C) ist die rechte Seite
in natirlicher Weise als Grenzwert aufzufassen.)
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4.1. Einbettung von O*

BEWEIS: Fiir w,w, € H3 P,, P,, € SLy(C) wie in Definition 3.3.2 und
Q(g) = Q(Cg) = (28) € Mc(O) setzt man

L aq b1 L 1{a b
e (0 8 emr (9

Dann ist a1d; — bic; = ad — be, und es gilt:

aq a

b 1 e b 1

U =arst e || = A pacs)
dq d

mit der darstellenden Matrix A(P,', P, ') des Gruppenhomomorphismus ¢ :
SLy(C) x SLy(C) — SO(Sp, C) aus dem Beweis von Lemma 3.2.2, so dass
sich fiir H,,, im Fall W; € GLy(C) mit Folgerung 1.1.10 und auf Grund der
Punkt-Paar-Invarianz von § (s. Satz 1.1.8) ergibt:

Huwlg) = (A(P,%, Pol) A(P,Y, Pul)){Ca}

a
— @hed ABLPY AP P
d

ai

— _|n

= (alablacladl)
4]
d;

= a2+ [baf? + |1 |2 + |da|?
= 2|a1d1—b161|5(j,W1j)

= 2|ayd; — 5101‘5(ija PwWIj)

- 2|ad—bc|(5(ij, (ﬁ z) Pwoj)
= 2|det((g))|6 (w, A(g)wo).

Im Fall W, ¢ GLy(C) ist in (x) eine Grenzwertbetrachtung durchzufiihren.
Vgl. auch [2] und ([7], S. 38f.). Der Beweis in [2] ist jedoch insofern aufwen-
diger, als dort die Aktion von GLy(C) auf #(—1,—1) benéotigt wird. Dies
wird im vorliegenden Beweis mit dem allgemeinen Lemma 1.1.10 vermieden.

0
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

4.1.3 Bemerkung Im Spezialfall w = wy = j, also P, = Ey = P,,, lasst
sich die 0-Abhéngigkeit von H;;{g} elementar nachrechnen. Seien dazu g €
0* S = Sy[C] mit einer invertierbaren Matrix C € M4(O) und Q(g) =
Q(Cyg) = (‘Z g) € M¢(0O). Dann ist nach Definition von Hj; :

Higt = (oL BT o(P, P {Ca)
= E{Cg}
= [af? + [bf> + ] + |a

= 2| det(€2(9))|0(4, 2(9)7)-
Im letzten Schritt wurde Folgerung 1.1.10 benutzt. Vgl. auch Kapitel 6. ¢

In Abhingigkeit von P,w,w, € H? ergibt sich mit Lemma 4.1.2 die folgende
Darstellung fiir die Thetafunktion:

4.1.4 Satz Seien P,w,w, € H2. Dann gilt mit Mc(O) = Q(O*) wie in
Lemma 4.1.1:

O(P,w,wy) = Z exp{2mi(o(rp(ad — bc)z))

(1) ereco

— 4rr|rpllad — belé (w, (¢ 4)wo) }.

BEWEIS: Mit Lemma 4.1.2 ergibt sich fiir P, w,wy, € H?, g € O* und Q(g) =
(¢5) € Mc(O) wegen Slg] = 2(ad — be) = 2det (2 ) = 2det(Q(g)):

O(P,w,wy) = r Zexp{m (t5S[g)2)) — 2777 Hwwo {9} }

ge0!

=7 Zexp{Qm (7p det(€2(g))2))

geot

— dmr|rpl| det(Q(g))]0 (w, Q(g)wo) }
= 2 Zexp{?m o(rp(ad — be)z))

(45)evc@
— 4mr|rpllad — be|d(w, (2 4)wo) }-

O

Da § eine Punkt-Paar-Invariante ist, folgt die Invarianz der The-
tafunktion in den Variablen w,w, € H? unter einer (koendlichen) Gruppe
['* < SLy(C), welche durch (g,h) - M := gMh™" (g,h € T*, M € Mc(0))
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4.2. Der Hauptsatz

auf Mg (O) agiert. In Ubereinstimmung mit Satz 3.3.10 gilt dabei offenbar
I* x I'* C ¢ (SO(S, 0)). Vgl. dazu Abschnitt 4.2.

Die folgende Differentialgleichung ist wesentlich fiir den Nachweis der I'-
Automorphie des Thetalifts in Kapitel 5:

4.1.5 Satz Seien P = x +1iy+ jr,w = u; +iug + jv € H® und wo € H? fest.
Dann st

APO(P,w,wy) = AVO(P,w, wy)

wobei die hyperbolischen Laplace-Beltrami-Operatoren AF und A™ gegeben

sind durch
2 2 2

or?  Oy?  Or? or’

0? 0? 0? 0

wo.__ 2 oy
Ati=u (8u%+8u§+8vz> You

BEWEIS: Die Reihendarstellungen (und partiellen Ableitungen) fiir
O(P, w,wy) konvergieren fiir festes wy € H?® nach Lemma 3.3.6 kompakt
gleichmifig absolut auf H® x H?. Also geniigt es, die Behauptung fiir die
einzelnen Summanden zu zeigen, was durch langwieriges, aber elementares
Berechnen der partiellen Ableitungen erfolgt. Fiir die explizite Rechnung
siehe [2]. Vgl. auch (|7], Kapitel 6). O

4.2 DER HAUPTSATZ

Die von der hyperbolischen Abstandsfunktion ¢ abhingige Zetafunktion soll
nun geschrieben werden als Funktion einer beziiglich § gebildeten Poincaré-
Reihe H. Es werden die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.1 verwendet.

Offensichtlich operiert die Einheitengruppe SO(Sy, Q) := SO(S,, C) N
SL4(O) von Sy iiber O auf der Menge

{9 € 0" Solg] = 21},

wobei 0 # p € O. Sei S = Sy[C] mit einer (iiber C) invertierbaren Matrix
C € My(0). Die Gruppe SO(S, Q) := SO(S, C) N SL4(O) operiert offenbar
auf

{g € 0" | S[g] = 2u}.
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

Es wird gezeigt, dass das Urbild ¢z'(SO(S, ©)) von SO(S, O) unter ¢¢ mit
endlich vielen Bahnen auf der Menge

Mc(O), = {M € Mc(0) | det(M) = u}

aller Matrizen aus M¢c(O) = Q(O*) mit fester Determinante 0 # y € O
operiert,.

4.2.1 Satz ¢;'(SO(S,0)) ist arithmetisch in SLy(C) x SLy(C), d.h.
o5 (SO(S, O)) ist kommensurabel mit SLy(O) x SLy(O).

Satz 4.2.1 folgt aus dem allgemeinen Satz 4.2.4 fiir arithmetische Gruppen.
Bevor dieser formuliert und bewiesen wird, werden noch einige Bezeichnun-
gen eingefiihrt.

4.2.2 Definition Sei K C C ein algebraischer Zahlkérper, O sei der Ring
der iiber Z ganzen Zahlen in K. Eine iiber K definierte affine algebraische
Gruppe G ist eine Untergruppe von GL,(C) (fiir ein n € N), die die Nullstel-
lenmenge einer endlichen Menge von Polynomen mit Koeffizienten in K in
den Eingéngen von GL,(C) ist. Ist R ein Unterring von C, so ist die Gruppe
G(R) der R-Punkte von G definiert als

G(R) := G N GL,(R).

Seien G, H iiber K definierte affine algebraische Gruppen. Ein Homomor-
phismus ¢ : G — H heifit K-rational, falls ¢ durch Polynome mit Koeffizi-
enten in K in den Matrixeingéingen von G gegeben werden kann.

4.2.3 Definition Eine Untergruppe I einer iiber K definierten affinen alge-
braischen Gruppe G heifit arithmetisch, falls I' kommensurabel mit G(O) :=
G N GL,(O) fiir ein n € N ist.

Diese Definition ist in (|33], S. 171) fiir den Fall K = () angegeben. Nach
([33], S. 175) ist dies jedoch keine Einschréinkung. Man benutzt hier die
Basisreduktion von K nach Q.

In [5] wéhlt Borel eine engere Definition. Er setzt zusétzlich I' < G(K)
voraus. In ([15], Section 1) wird gezeigt, dass das aber nicht zu einer kleineren
Klasse von Gruppen fiihrt.

4.2.4 Satz Se1 K C C ein algebraischer Zahlkérper, und G, H seien tiber
K definierte affine algebraische Gruppen. Weiter sei ¢ : G — H ein surjek-
tiver K -rationaler Homomorphismus mit endlichem Kern. Dann ist ' (A)
arithmetisch fiir jede arithmetische Untergruppe A < H.
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4.2. Der Hauptsatz

BEWEIS: Seien die Voraussetzungen wie im Satz. Nach ([33|, S. 174, Theo-
rem 4.1) ist ¢(I") arithmetisch fiir jede arithmetische Untergruppe I' < G.
(Dabei ist K = @ vorausgesetzt. Durch Basisreduktion folgt jedoch der all-
gemeine Fall eines algebraischen Zahlkorpers, vgl. ([33], S. 175).) Es folgt,
dass Ay := ¢(G(O)) kommensurabel mit A ist.

Sei U := Ay N A, und sei F' der Kern von ¢. Nach Voraussetzung ist F'
eine endliche normale Untergruppe von G. Damit ist I'y := F - G(O) eine
arithmetische Untergruppe von G, da G(O) endlichen Index in I'; hat. Es
gilt ¢'(A;) = I'y. Die Untergruppe U hat endlichen Index sowohl in A; als
auch in A, und da F endlich ist, folgt daraus, dass ¢~ (U) endlichen Index
in $~'(A;) und in ¢~'(A) hat. Da ¢~'(A;) arithmetisch ist, folgt, dass auch
#~'(A) diese Eigenschaft besitzt.

Im vorletzten Schritt wurde benutzt, dass fiir Untergruppen U; < U, < H,
wobei U; endlichen Index in Us, hat, auch der Index von ¢—1(U;) in ¢~1(Us)
endlich ist. Hierzu ist zu beachten, dass die von ¢ induzierte Abbildung
¢: ¢ Y(Us)/¢p Y(Uy) — Uy /Uy eine Bijektion ist. 0

BEWEIS VON SATZ 4.2.1: SLy(C) X SLy(C) und SO(S, C) sind affine al-
gebraische Gruppen in GL4(C), SLy(O) x SLy(O) und SO(S, O) die zuge-
horigen Gruppen der O-Punkte. Weiter ist ¢¢ ein surjektiver K-rationaler
Homomorphismus mit endlichem Kern (vgl. Lemma 3.2.4 und Lemma 3.2.5).
Dann ist ¢ (SO(S, O)) nach Satz 4.2.4 arithmetisch in SLy(C) x SLy(C),
d.h. ¢5'(SO(S, 0)) ist kommensurabel mit SLy(O) x SLy(O). O

4.2.5 Korollar Sei I'* < SLy(C) mazimal mit der Eigenschaft
™ x ™ C ¢5'(SO(S, 0)). (4.2.1)
Dann ist T'* kommensurabel mit SLy(O), und I'* x I'* operiert auf der Menge
Mc(0)y = {M € Mc(O) | det(M) = p}
(0 # p € O) durch (g,h) - M := gMh™" (M € M¢(0),g,h € T*).

BEWEIS: Da das Urbild ¢,'(SO(S, 0)) von SO(S,O) unter ¢c nach Satz
4.2.1 arithmetisch in SLy(C) x SLo(C) ist, ist I'* arithmetisch in SLy(C) und
damit kommensurabel mit SLy(O).
Fiir M € M¢(0) = Q(0* und (g,h) € T* x T'* gilt nach (3.2.2) im
Beweis von Lemma 3.2.2:
gMh™" € 99(04)’1_1:990(0(9) ( (9 h)0(94)
= Mc(0),
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

und mit det(gMh=1) = det(M) = pu folgt die Behauptung. O

4.2.6 Korollar Sei I'* wie in (4.2.1). I'" N SLy(O) ist eine Kongruenzun-
tergruppe von SLy(O). Damit ist T* nach Definition 1.3.10 eine Kongruenz-
untergruppe beziiglich SLy(O).

BEWEIs: Da I'* nach Korollar 4.2.5 kommensurabel mit SLy(O) ist, hat
I'* N SLy(O) endlichen Index in SLy(O). Die Matrix C' € M4(O) ist als
invertierbar iiber C vorausgesetzt. Damit ist C' invertierbar iiber K, und es
existiert ein 0 # ¢ € O mit ¢qC 1 € My(O). Wegen C~! = (det(C)) 'C# mit
der zu C komplementiren Matrix C# € M, (0), kann ¢ = det(C) gewihlt
werden. Fiir die Hauptkongruenzgruppe

- {(2 4 emaen] (2 )= (1) )

der Stufe g gilt:
(q) x T(q) C ¢5' (C7'SO(So, 0)C' NSO(S, 0)) C ¢ (SO(S, V),

wie man unter Verwendung von (3.2.2) im Beweis von Lemma 3.2.2 leicht
nachrechnet. Die Gruppe I'(g) liegt in einer maximalen Untergruppe I'*, die
die in Korollar 4.2.5 genannten Eigenschaften hat, und wegen I'(q) C SLy(O)
ist I'(¢) C I'*NSLy(O). Damit ist [*NSLy(O) eine Kongruenzuntergruppe von
SLy(0©). Nach Definition 1.3.10 ist I'* auferdem eine Kongruenzuntergruppe
beziiglich SLy(O). O

4.2.7 Bemerkung Ist C' € GL4(0O), so folgt aus ¢c(SL2(O) x SLy(0)) C
SO(S, O), dass SLy(O) enthalten ist in IT'*. O

Es wird gezeigt, dass I'* x I'* mit endlich vielen Bahnen auf M¢(O),
operiert.

4.2.8 Satz Seien K ein tmagindrquadratischer Zahlkorper und 0 # p € O.
Weiter sei A < SLy(C) x SLy(C) eine zu SLy(O) x SLy(O) kommensurable
Untergruppe, die Mo(O), = {M € My(O) | det(M) = u} invariant lisst.
Dann operiert A mit endlich vielen Bahnen auf My(O),,.

Die Behauptung folgt aus dem Elementarteilersatz von Steinitz, der hier
fiir (2 x 2)-Matrizen iiber O formuliert wird. Zunéchst werden noch einige
Bezeichnungen eingefiihrt: Sei I' = GLy(O) x GLy(O). I' operiert auf My (O)
durch

(g9,h) - M := gMh! (g9,h € GLy(0), M € My(0)).
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4.2. Der Hauptsatz

Weiter setzt man fiir M = (29) :
Di(M) :=< a,b,c,d >, Dy(M) :=det(M)O =< det(M) > .

Hier ist < a,b,c,d > das von a,b,c,d erzeugte O-Ideal. Wegen Dy(M) C
D1(M) sind auch

EL(M) =Dy (M), Ey(M):=Dy(M)-Dy(M)™*
Ideale in O.

4.2.9 Satz (Steinitz) Seien die Bezeichnungen wie oben, und seien A, B €
M2 (O) mit det(A) # 0 # det(B). Dann sind dquivalent:

1. A und B liegen in derselben I'-Bahn.

BEWEIs: Vgl. (|41], S. 352 (oben)). Dabei ist zu beachten, dass die Rénge
von A und B beide gleich 2 sind. Somit sind die von Steinitz definierten
Zeilenklassen und Spaltenklassen jeweils die Hauptklassen in der Idealklas-
sengruppe von @, und die zusitzlichen Bedingungen in dem Aquivalenzsatz
fallen weg. 0

4.2.10 Lemma Seien A, By, By C O Ideale, die alle nicht das Nullideal sind,
und es gelte A C By, By. Dann sind dquivalent:

1. Bl == Bz.
2. ABt = AB; .

BEWEIS: 1.) impliziert offensichtlich 2.). Die andere Richtung folgt durch
eine offensichtliche Rechnung in der Gruppe der Ideale. O

Fiir 0 # p € O seien
My(0),, := {M € My(0) | det(M)O = p0O}
und
Z(p) := {B | Bist ein Ideal mit pO C B C O}.

Da der Quotient O/uQ endlich ist, ist Z(u) fiir jedes p # 0 eine endliche
Menge.
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

4.2.11 Satz Seien die Bezeichnungen wie oben, und sei 0 # p € O. Die
Abbildung
@ : T\My(0),, = Z(n), A Di(A)

1st wohldefiniert und injektiv. Die Menge der I'-Bahnen in MQ(O)L st also
endlich.

BEWEIS: Satz 4.2.11 folgt sofort aus Satz 4.2.9 und Lemma 4.2.10. u

Ist K imagindrquadratisch, so hat SLy(O) x SLy(O) endlichen Index in
I'. In diesem Fall sei M2(O), := {A € My(O) | det(A) = u}. Offensichtlich
gilt M2(0), C M2(0),, und My(0), ist eine SLy(O) x SLy(O) invariante

o

Teilmenge von My(0O)),. Daraus folgt Satz 4.2.8.

4.2.12 Korollar 1. ¢ (SO(S, 0)) operiert mit endlich vielen Bahnen
auf Mc(O0), = {M € M¢c(O) | det(M) = pu}.

2. Sei I'* wie in (3.3.2). Dann operiert I'* x I'* auf M¢(O), mit endlich
vielen Bahnen.

BeEwEIs: Klar nach Satz 4.2.4, Korollar 4.2.5 und Satz 4.2.8. Dabei ist zu
beachten, dass M¢(0), eine unter ¢, (SO(S, ©)) invariante Teilmenge von
MZ(O)“ ist. O

Das Transformationsverhalten der Thetafunktion beziiglich der Variablen
w, wy € H? lisst sich damit wie folgt beschreiben:

4.2.13 Satz (Zusatz zu Satz 3.3.10) Sei die koendliche Untergruppe I'*
gegeben wie in (4.2.1). Dann gilt:

H(Pa TOw: leO) = e(P: w, UJ())

fir (To, Th) € T* x T'*. Insbesondere ist O( P, Tow, woy) = 0(P,w, wp) fir Ty €

.

BEWETS: Wegen I'* x T* C ¢, (SO(S, O)) folgt die Behauptung sofort aus

Satz 3.3.10. O
Mit Lemma 4.1.2 erhélt man aus Folgerung 3.3.11 fiir die Zetafunktion:

4.2.14 Satz Seien w,wy € H3, 0 # i = mpp € OF (€ O) und Mc(0) =
Q(O*) wie in Lemma 4.1.1. Dann ist die Zetafunktion fiir Re(s) > 1 gegeben
durch

_ [Dxl? Tis+1) S (5w, Awg) +1)

~1\s+1
2 (47T|r“|) AEM(0)
det(A)=p

Zu(w, wo, s)

64



4.2. Der Hauptsatz

und es gilt:
Z(Tow, Trw, s) = Za(w, wo, s)

fir (To, Ty) € T'* x I'*. Insbesondere ist Zz(Tow,wo,s) = Zz(w,wo,s) fir
Ty € I'.

BEWEIS: Fiir g € O* mit S[g] = 2 € 20 ist det(2(g)) = pu € O, so dass sich
aus Folgerung 3.3.11 mit Lemma 4.1.2 wegen Q(O%) = M¢(0O) fiir Re(s) > 1
ergibt:

Dyl? T(s+1 —s1
Zalw,wn,s) = KL ICED S o)+ 2
2 (QW‘TDD ge04
S[gl=2p

‘DK‘% F(S + 1) Z ( —s—1
= — (5(w,Aw0) + 1)
2 (47TWD o AEMc(O)
det(A)=p

mit i = Tpu € OF. Weiter operiert die Gruppe I'* x I'* nach Korollar 4.2.5
auf M¢(0), durch (g, h)-M = gMh™* (M € Mc(0), (g, h) € T*xI'*), so dass
die Invarianz der Zetafunktion unter I'* x I'* aus der Punkt-Paar-Invarianz
von ¢ folgt. O

4.2.15 Folgerung I'* operiert auf Mc(O), mit endlich vielen Bahnen (bi-
jektiv) durch Multiplikation von links (und von rechts).

BEWEIS: GLy(O) operiert auf O? und lidsst I,(0) := {U C
O? | U ist Untermodul von endlichem Index n} invariant. Weiter ist I,,(O
endlich. Seien My(O)), = {M € My(O) | det(M)O = pO} und n =
N(pn) # 0. Dann ist die Abbildung GLy(0)\M,(0)), = I,(0), (¢4) —
< (a,b), (c,d) > nach dem Elementarteilersatz von Steinitz fiir die Linksé-
quivalenz von Matrizen (vgl. ([41], S. 344)) wohldefiniert und injektiv, und

es folgt die Behauptung. O

Das folgende Theorem stellt das Analogon des Hauptresultates der Arbeit
von Matthes [30] dar. Zur besseren Ubersicht werden an dieser Stelle alle fiir
den Hauptsatz wichtigen Voraussetzungen und Bezeichnungen sowie fiir den
Hauptsatz relevante bisherige Ergebnisse noch einmal aufgefiihrt.

S € My(0O) ist als gerade und invertierbare Matrix vorausgesetzt, fiir die
eine (iiber C!) invertierbare Matrix C € M,(O) existiert, so dass S = Sy[C]
mit Sy wie in (3.2.1) ist. Die Thetafunktion g g (P) ist definiert wie in

65



4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

(2.1.2), wobei H eine Majorante von S bezeichnet (s. Definition 2.1.3). Nach
Folgerung 3.3.4 lésst sich jede Majorante H von S = Sy[C] in der Form H,,,
mit H,,,, wie in (3.3.2) schreiben, so dass man die Thetafunktion

O(P,w,wo) = Os,m,,, (P) = r? Z exp{m(o(TDS[g]z) + 2ir|TD|waO{g})}

ge04

auf H3 x H?® x H? erhilt. Bildet man nun fiir 0 # i = 7pp € OF und
Re(s) > 1 den Thetalift der Poincaré-Reihe P;(P,s) (s. Defintion 3.1.1)
beziiglich 6(-, w,wp) und der Kongruenzuntergruppe I' = TTo(dgq)T ' <
PSL,(O) wie in Satz 2.1.9, so stellt sich die Zetafunktion

Dkl T(s+1 e
Zﬁ(wawms) = | K|2 (S+ s)-f-l (wa0{g}+2"u") 1
2 (27r|7'D|) Py

Slgl=2p

ein (vgl. Satz 3.1.6 bzw. Folgerung 3.3.11). Fiir g € O* ist

Hyuo{g} = 2| det(Q(g))] - 0 (w, Q(g)wo),

wobei €2 den O-Modul-Isomorphismus aus Definition 4.1.2 bezeichnet, wel-
cher O* bijektiv einbettet in den Untermodul M¢(O) := Q(O*) von My(0).
Die von § abhiingige Zetafunktion (s. Satz 4.2.14) ist beziiglich der Variablen
w invariant unter der koendlichen Gruppe I'* aus (4.2.1).

Der Hauptsatz besagt nun, dass sich Z;(w,wy,s) schreiben lisst als
Poincaré-Reihe H(w,n;, s) ausgewertet in gewissen Punkten 7; = A;w, € H?
(wo € H? fest), wobei {A;,j € J} ein vollstindiges Vertretersystem der
Rechtsnebenklassen beziiglich der Operation von I'* auf

Mc(0), ={A € Mc(0) | det(A) = u}
bezeichnet. J ist nach Folgerung 4.2.15 endlich.

4.2.16 Theorem (Hauptsatz)

Seien w,wy € H?,0 # i = Tpu € OF (u € O), I' = TT(6xq)T™! <
PSLy(0) wie in Satz 2.1.9, T* wie in (4.2.1). Ay = 75, O bezeichne das zu
I gehdrige Gitter, {A;,j € J} bezeichne ein vollstindiges Vertretersystem
der Rechtsnebenklassen beziiglich der Operation von I'* auf

Mo(0), = {4 € Mo(0) | det(4) = ).
Dann ist {A;,j € J} endlich, und mit

n; = Ajw() € H3 (_] € J, Wy € ]H3 f@St)
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und der Poincaré-Reihe

HP,Q,s):= > (8(P,MQ)+1)"""" (P,Q € H®Re(s) > 1)

MeT™

gilt fir Re(s) > 1:

DK % S + ]_
Zp(w,wg,s) = | 2| s—|—1 ZH w, 1, S) (4.2.2)
(4r i)™ 57

Die Summe enthdlt nur endlich viele Terme.

BEWEIS: Seien die Bezeichnungen wie im Theorem. Das Vertretersystem
{A;,j € J} ist nach Folgerung 4.2.15 endlich, und nach Satz 4.2.14 gilt fiir
Re(s) > 1

Za(w,wy,s) = [Dk|® I'(s+1) Z (5(w,Aw0) +1)_S_1

2 (47T|/7")8+1 AEM(O)
det(A)=p

|Dg|5 D(s+1) —s—1
5 4 S+1 Z Z ( w Mn] + 1)
| ‘ jeJ Mel'*

Dy|2 s+1
| ;‘ 4| ‘SHZme,
jE€J

mit ﬁ(w,nj, 8) =D wrer= (5(w, Mnj) + 1)_8_1. O

4.3 VERHALTEN VON FI(P, (), s) AN DER
KONVERGENZABSZISSE

Die koendliche Gruppe I'* sei definiert wie in (4.2.1). Dann gilt:

4.3.1 Satz Die bzgl. § gebildete Poincaré-Reihe

HPQ,s5)=Y (6(PQ)+1)"""

yET*

konvergiert absolut und gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von H3 x
H? x {s | Re(s) > 1}.
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

BEWEIS: Wegen |(6(P,7Q) + 1)7871\ < (6(P, ny))fRe(s)fl fiir v € T* und
Re(s) > 1 folgt die Behauptung aus der absoluten und gleichméfigen Kon-
vergenz von H(P,Q,s) =>_ . (6(P, ny))_s_1 auf kompakten Teilmengen
von H? x H? x {s| Re(s) > 1}. Vgl. ([10], S. 84f., Prop. 1.3). O

Fiir P,Q € H? und z > 1 ist
T(P,Q,z): =[{y el [§(P1Q)+ 1<z}

=|{yel™*|d6PQ) <z—1} (4.3.1)
=7(P,Q,z—1)

mit 7 aus ([10], S.85). Dabei ist §(P, Q) = cosh(d(P,Q)) (vgl. Satz 1.1.8),
so dass (P, Q,z) =0 fir 1 < z < 2 gilt.

4.3.2 Bemerkung Fiir z > 2 hat die Zahl 7(P,Q, z) die folgende geome-
trische Bedeutung: 7(P, @, z) ist gleich [ mal der Zahl der Gitterpunkte
des hyperbolischen Gitters I'*(), die enthalten sind in der abgeschlossenen
hyperbolischen Kugel mit Mittelpunkt P und Radius arcosh(z — 1). O

Gesucht ist das asymptotische Verhalten von 7 (P, @, x) fiir x — oc.

4.3.3 Lemma FEs gibt eine Konstante Ci(P) > 0, die nur von P und T*
abhéngt, so dass fiir alle Q € H® und x > 1 gilt:

#(P,Q,z) < Ci(P)(z —1)°.

C1(P) kann als Funktion gewdhlt werden, die auf kompakten Teilmengen von
H3 beschrinkt ist.

BEWEIS: Der Beweis von ([10], S. 68, Lemma 2.1.6) ldsst sich mit z — 1 =
cosh(t) (x < 2,t > 0) iibernehmen. Dabei wird die Abschiatzung des Volu-
mens einer hyperbolischen Kugel benutzt, vgl. ([10], S. 10, (2.9)). O

Fiir das folgende Lemma ist wesentlich, dass I'* eine koendliche Gruppe
ist.

4.3.4 Lemma FEs gibt Konstanten Co(P, Q) > 0 und zo(P, Q) > 2, die nur
von P,Q und T'* abhdingen, so dass fiir alle P,Q € H? und z > xo(P, Q) gilt:

ﬁ(P,Q,.Z‘) > CQ(P: Q)(:C - 1)2

Cy(P,Q) > 0 und zo(P, Q) konnen als Funktionen gewdhlt werden, die auf
kompakten Teilmengen von H? x H? beschrinkt sind.
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4.3. Verhalten von H(P,Q, s) an der Konvergenzabszisse

BEWEIS: Der Beweis folgt mit ¢t = arcosh(x — 1) fiir x > 2 aus dem Beweis
von ([10], S. 68, Lemma 2.1.7). Dabei geht u.a. Lemma 4.3.3 ein. O

Aus dem folgenden Lemma lassen sich die gesuchten Aussagen iiber das
asymptotische Verhalten der Poincaré-Reihe H (P, @, s) und der Zetafunktion
Zz(w, wy, s) an der Konvergenzabszisse s = 1 ableiten.

4.3.5 Lemma Sei K C H? kompakt. Dann gibt es Konstanten Cy > Cy > 0
und Ty > 2, die nur von K und I'* abhdngen, so dass fiir alle P,QQ € K, T >

> (B(PAQ) +1)72 < Ci(1+210g(D)), (4.3.2)
d(PyQ)+1<T
Y (B(PQ)+1) 2 >2C(logT —logTy) + Co — C1,  (4.3.3)
d(PyQ)+1<T
Y G+ ) 2 ()

S(PyQ)+1<T 5 (4.3.4)
+ CoT' 5 — C\Ty~%  fiir s > 1.

BEWEIS: Vgl. (|10], S. 86f.). Seien K C H? kompakt, P,Q € K,T > 2,5 €
R,1 <t<2<T. Nach Lemma 4.3.3 gilt fiir alle P,QQ € K,z > 1:

(P, Q,z) < Ci(z — 1), (4.3.5)

wobei C; nur von K und I'* abhéingt. Sei 6(P,Q) := 6(P,Q) + 1. Dann ist
#(P,Q,2) = {y € T* | 8(P,1Q) < o}, und es gilt

DR I070)

S(PyQ)T

T
= / 7577 (P, Q, ) (4.3.6)
t

T ~
= [z77'%(P, Q,l‘)]tT + (s + 1)/ %dw.

¢
Fiir s =1 und ¢ = 2 folgt daraus mit (3.1.2):

~ J— T —_
X sy <a(ZY v [ (5
<y <1 + 2/2Tx1dx)

= 01(1 +21og(§)).
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

Damit ist (4.3.2) bewiesen. Weiter gilt nach Lemma 4.3.4 fiir alle P,Q €
K, Xz Z TO Z 2:

(P, Q,x) > Cy(z — 1), (4.3.7)

wobei C5 und 7y nur von K und I'* abhingen. Wahlt man ¢t = 1,7 > T
auf der rechten Seite von (4.3.6) und schreibt >, so erhélt man mit (4.3.7)
die Abschétzungen (4.3.3) und (4.3.4). O

Eine genaue asymptotische Version der Abschitzungen in Lemma 4.3.3
und Lemma 4.3.4 sowie von (4.3.2) und (4.3.3) ist Gleichung (4.4.4) in Satz
4.4.5. Fiir das asymptotische Verhalten von H(P,Q,s) an der Konvergenz-
abszisse s = 1 gilt nach Lemma 4.3.5:

4.3.6 Folgerung Die Poincaré-Reihe H(P,Q,s) divergiert fir s < 1.
BEWEIS: Klar nach (4.3.3). O

4.3.7 Folgerung FEs gilt:
H(P,Q,s) =) (8(P,7Q) +1)7'"* — oo,

sl
yer* +

BEWEIS: Seien K C H? kompakt und P,Q € K,1 < s < 2. Lisst man in
(4.3.4) T — oo laufen, so folgt:

s+1

. OGP+ > Cy(K)—

(PQ)+1<T

mit einer von K abhingigen Konstanten C3(K) > 0. Daraus folgt die Be-
hauptung. O

4.3.8 Korollar Fiir w,wy € H? und 0 # i € OF gilt:
Zﬂ(wa Wo, 8) T e,
falls J in (4.2.2) nicht leer ist.

BEWEIS: Nach Theorem 4.2.16 ist

Dyl T
Zﬂ(w,wo,s):‘ g (s +

1) -
N H(w:n'as),
2 (4n|al)™ gze; ’

so dass sich im Fall J # () die Behauptung aus Folgerung 4.3.7 ergibt. [
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4.4. Spektralzerlegung und meromorphe Fortsetzbarkeit der Zetafunktion

4.4 SPEKTRALZERLEGUNG UND MEROMORPHE
FORTSETZBARKEIT DER ZETAFUNKTION

Mit Hilfe der Spektralzerlegung von H (P,Q,s), die im Anschluss berechnet
wird, lasst sich die Spektralzerlegung der Zetafunktion angeben.

Die koendliche Gruppe I'* < SLy(C) sei definiert wie in (4.2.1). Offen-
sichtlich ist H(P, @, s) I'*-invariant in den Variablen P, Q € H?, und es gilt:

4.4.1 Lemma Fiir festes P € H® ist H(P,-,s) € L*(T*\H?).

BEWEIS: Sei F ein Fundamentalbereich von T'*. Dann gilt nach ([10], S.
143, Lemma 2.1) fiir s € R,s > 1:

[APasrw@ = [ ¥ 60re)+) 6P+ 1) Q)

yer*

< / S 6(4P, Q) (P, Q) (@)

yer™
1+10g (vP, P))
< C Z 5(yP, P)s+1
yeT*

mit einer geeigneten Konstanten C', und die Summe konvergiert absolut nach
([10], S. 86, Prop. 1.4). Wegen der absoluten Konvergenz der obigen Integrale
gilt die obige Abschitzung auch fiir alle komplexen s mit Re(s) > 1, wenn
man iiberall die Betrige der komplexen Funktionen nimmt. 0

Auf Grund der I'*-Invarianz von ﬁ(P, Q,s) in P,@Q € H? und I:I(P, - 8) €
L?(T*\H?) hat H(P, Q, s) nach ([10], S. 278, (4.10)) die folgende Darstellung:

A(P,Q.s) =Y (6(P,MQ)+ 1)_5_1

MeT*

= h(Am)en(P)en(Q) (4.4.1)

meD

NIV 2 .
47ry <A / L+ 1) E, (P, i) E,(Q, it)dt

Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:

e h bezeichnet die Selberg-Transformierte von k(z) = (z + 1)=°7!

(Re(s) > 1).
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

D C N ist eine Indexmenge fiir ein maximales Orthonormalsystem
von Eigenfunktionen (e,,)mep von —A mit zugehorigen Eigenwerten
(Am)mep- Es gilt A, > 0 fiir alle m € D.

D~ bezeichnet die Indexmenge fiir die nicht-konstanten Eigenfunktio-
nen e, von —A zum Eigenwert \,.

Fiir m € D mit zugehorigem Eigenwert A, ist p, := /1 — A\p,. Dabei
ist pm € [0,1] fiir 0 < A, <1 und rein imaginér fiir A, > 1.

M, ..., Np ist ein Vertretersystem der Spitzenklassen von I';
I} :=T7  bezeichnet den Stabilisator der Spitze 7, in I'*;

I‘,’j’ bezeichnet die maximale unipotente Untergruppe von [7};
A, C C ist das zu T'* gehorige Gitter.

E,(P;s) = mZMEF*’W\F*T(BVMP)1+S bezeichnet die Eisen-

steinreihe beziiglich der Spitze 1, = B, 'co (1 < v < h) zur Gruppe I'*
(vgl. Kapitel 7).

Im Anschluss wird die Selberg-Transformierte kA von k(z) = (z + 1)7*7}

fir Re(s) > 1 berechnet. Fiir Re(s) > 1 setzt man:

glz) = 27 /000 k(u + cosh(z))du

3

= 27r/ (u + cosh(z) + 1) 'du
0

o0

0

Dann ist die Selberg-Transformierte h von k£ nach ([10], S. 121, Lemma 5.5)
gegeben durch

h(1+1t%) = / g(z)e™dx = g/ (cosh(z) + 1) *e"™dx.

o0

4.4.2 Lemma Fir Re(s) > 1 gilt:

/_OO (cosh(z) + 1)—seitzdx _ 25F(3 +?()2I:9()S — it)

N +it)(s — it)
(s+DI(s)

= 2\/%2—5“?
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BEWEIS: Nach (]|29], S. 10 oben) ist

/ (COSh(x)+1)—s€itwd$ — 2—5/ (cosh(%))_%emd:r

—o0 0

*© tr)
g [Tl
o (cosh(3))%
— 21—8.2/ Mdm
0

(cosh(zx))?s
_ 25F(s+it)P(s — it)
B ['(2s) ’
und mit der bekannten Legendre-Relation I'(2s) = 22:;;F(S)F(s + 3) folgt
daraus die zweite Formel. O

Fiir die Selberg-Transformierte h von k(z) = (z+1)7*"! (Re(s) > 1) hat
man damit gefunden:

(s + it)['(s —it) 4 527 (s +it)['(s —it)
=Ar

h(1+ %) = 2°*?
(1+#) m ['(2s+1) s  D(s+3)(s) ’

(4.4.2)

so dass sich aus (4.4.1) die folgende Spektralzerlegung der Poincaré-Reihe
H(P,Q, s) ergibt:

4.4.3 Satz (Spektralzerlegung von H(P,Q, s))

Seien die Bezeichnungen wie auf S. 72. Firm € D~y mit zugehorigem Eigen-
wert Ay, Set fy = /1 — Ay, Dann st die Spektralzerlegung von ﬁ(P, Q,s)
gegeben durch

H(P,Q,5)= Y (6(P1Q) +1)""
A3 27°T(s — 1)
vol(T*) T(s+ 1)
Arrs 2
M s O(s 1 1)
> T(s+ )T (s = ptm)em(P)em(Q)

m€D>0

h ’
2-¢ [T%:T%]

+
ﬁr(s+ DI(s+ 3) ; |A|

(4.4.3)

. / " (s + i)T(s — it) B, (P, it) B (Q, i) dt,

o0
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4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

wobei die Reihe absolut und gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von H3 x
H? x {s € C | Re(s) > 1} konvergiert.

Die Funktion H (P,Q,s) hat eine meromorphe Fortsetzung in die ganze
komplexe s-Ebene. Die fortgesetzte Funktion ist holomorph in der Halbebene
Re(s) > 0 bis auf einen Pol der Ordnung 1 in s = 1. Weitere Pole der
Ordnung 1 liegen in den negativen ganzen Zahlen. Ist \,, = 1 Eigenwert von
—A, so liegt in s = 0 ein Pol der Ordnung 2 vor, andernfalls ein Pol der
Ordnung 1. Im Fall e,,(P)en(Q) # 0 fir m € Dsy gibt es zusdtzlich Pole
erster Ordnung in s = tp, — 1 (pm # 0,0 € Z,1 > 0). Zu diesen Polen
kommt noch ein (nicht genau bekannter) Beitrag der Eisensteinreihen hinzu.

BEwEIs: Vgl. ([10], S. 84, Prop. 1.3 und S. 282f., Prop. 4.5). Nach Lemma
4.4.1 ist H(P,-,s) € L*(*\H?). Die Selberg-Transformierte h von k(z) =
(x+1)"1% ist gegeben durch (4.4.2), so dass die Vollstéindigkeitsrelation fiir
die L?-Entwicklung (4.4.3) von H(P,-, s) ergibt:

I (P, )]
B ‘ 47rg 27°T(s—1)2
h vol(T*) T(s+3)
= 3 [ et e — men(P)|

mED>

dt.

[T : %] 47r22 ST (s + it)['(s — it) N
T i Z A / I'(s+1I(s+3) B, (P,it)

Wie in ([10], S. 283) zeigt man dann die absolute und lokal gleichméfige Kon-
vergenz der rechten Seite von (4.4.3): Die linke Seite der obigen Vollstandig-
keitsrelation sowie die Integrale auf der rechten Seite sind stetige Funktionen
von (P, s) fir Re(s) > 1 (vgl. dazu ([10], S. 276, Prop. 6.3.7)). Mit Dinis
Theorem folgt dann die lokal gleichmifige Konvergenz der Reihe iiber die Ei-
genwerte und der Integrale auf der rechten Seite der letzten Gleichung bzgl.
(P,s) € H® x {s | Re(s) > 1}. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
und dem Cauchy-Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz konvergieren
dann die Reihe und die Integrale auf der rechten Seite von (4.4.3) absolut
und lokal gleichmiiRig bzgl. (P, Q,s) € H* x H? x {s | Re(s) > 1}. Damit
gilt (4.4.3) auch punktweise, und zwar lokal gleichméfig.

Nach der Stirlingschen Formel besitzt die Reihe in (4.4.3) eine meromorphe
Fortsetzung in die gesamte komplexe s-Ebene, wobei Pole nur in den oben
genannten Punkten auftreten konnen. Ist \,, = 1 Eigenwert von —A, so ist
fim = 0 und damit offensichtlich s = 0 eine doppelte Polstelle von H(P, Q, s).
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Weiter sind die Integrale

/ " D(s + it)T (s — it) B, (P, it B (Q. i)t

—00

holomorph fiir Re(s) > 0. Fiir den Beweis der meromorphen Fortsetzbarkeit
der Integrale auf die gesamte s-Ebene vgl. ([10], S. 284f.). O

4.4.4 Bemerkung Ist I' < SLy(C) oder I' < PSLy(C) eine koendliche
Gruppe und A;(I") der kleinste positive Eigenwert von —A, so besagt die
Selbergsche Vermutung, dass A (I") > 1 ist, falls I" eine Kongruenzuntergrup-
pe beziiglich PSLy(O) ist. Mit elementaren Methoden kann gezeigt wer-

den, dass fiir die Gruppen PSLy(Z[1]), PSLy(Z[v/—2]), PSLy(Z[**¥=2]) und

PSLy(Z[2Y=7]) A, (T) > 1 gilt. Vel. ([10], S. 347, Prop. 6.2). Fiir beliebilgle

Kongruenzuntergruppen I' konnte bisher lediglich bewiesen werden, dass 15¢

eine untere Schranke fiir A\ (T') ist (vgl. dazu ([10], S. 347)). O

4.4.5 Satz Seien P,Q € H?,T > 2. Dann gilt fiir die koendliche Gruppe I'*
wie in (4.2.1):

4
Y GPAQ+1) P~ —-logT firT —oo.  (4.4.4)
= vol(T'*)

5(PAQ)+1<T

BEWEIS: Nach Satz 4.4.3 ist

. - 4
lim(s — 1)H(P,Q, s) = Res(H(P,Q,8);5 = 1) = — (7Tr*)'
Diese Beziehung wird geschrieben in der Form
Z (6(P,7Q) + 1)—26—“08(5(1’,7Q)+1) ~ 4771- . 1
’ vol(I'™) t

yer=

fiir t — 0. Die Summe auf der linken Seite ist eine verallgemeinerte Dirichlet-
Reihe mit positiven Koeffizienten, so dass sich mit einem verallgemeinerten
Tauberschen Satz (s. [18], [26] oder [27]) ergibt:

A7
6(P,yQ) +1)7% ~ ~ - X fiir X — oo,
5 =
log(6(PyQ)+1)<X

und mit X = logT folgt die Behauptung. 0

()



4. Spektralzerlegung der Zetafunktion

(4.4.4) ist eine genaue asymptotische Version der Abschitzungen in
Lemma 4.3.3 und Lemma 4.3.4 sowie von (4.3.2) und (4.3.3).

Satz 4.4.3 ergibt eine neue Darstellung der Zetafunktion:

4.4.6 Theorem (Spektralzerlegung der Zetafunktion)

Seien die Bezeichnungen wie auf S. 72. Weiter seien 0 # i = tppu € OF
(v € O) und p, == V1 — XAy, fiir m € Dsy. {Aj,7 € J} bezeichne wie
oben ein vollstindiges Vertretersystem der Rechtsnebenklassen beziiglich der
Operation von I'* auf Mc(O), = {A € M¢(O) | det(A) = p}. Dann ist J
endlich, und die Spektralzerlegung von Zz(w,wy, s) ist fir Re(s) > 1 gegeben
durch:

4(|Dglr)?  T(s+1)I'(s—1)
vol (T'*) (87T|ﬂ|)s+1 [(s+ %)
A(|Dglm): 1
(8 |f)" " T(s +3)
DT T(s+ i) T(5 = pm)em(w)em(ny)

j€J meD>o

[Dil2ym 1 [Ty Ty]
(87|fl)* ' T(s + 3) 2

Zi(w, wo, s) =

||

v=1

S [ v (s — i), 0BT

jeg v —

Die Zetafunktion Zz(w,wy, s) ldsst sich in die ganze kompleze s-Ebene me-
romorph fortsetzen.

Ist in (4.2.2) J # 0, so gelten ferner die folgenden Aussagen iber die Pole
von Zg(w,wy, s) : Die fortgesetzte Funktion ist holomorph in der Halbebene
Re(s) > 0 bis auf einen Pol der Ordnung 1 in s = 1. Weitere Pole liegen in
den negativen ganzen Zahlen (Ordnung 2) und in 0. Ist \,, = 1 Eigenwert
von —A, so ist s = 0 eine doppelte Polstelle von Zz(w,wo,s), andernfalls
eine einfache. Im Fall ey, (w)en(n;) # 0 fiir m € D5y gibt es zusdtzlich Pole
erster Ordnung in s = Ly — 1 (U, # 0,0 € Z,1 > 0). Der Beitrag der
FEisensteinreihen ist nicht genau, wohl aber qualitativ bekannt (vgl. ([10], S.
284f1.)).

BEWEIS: Nach Folgerung 4.2.15 operiert I'* mit endlich vielen Bahnen auf
Mc(O),, so dass das Vertretersystem {A;,j € J} der Rechtsnebenklassen
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4.4. Spektralzerlegung und meromorphe Fortsetzbarkeit der Zetafunktion

beziiglich dieser Operation endlich ist. Nach Theorem 4.2.16 gilt:

|Di|3 T(s+1) ~
s H(wan',s)a
2 (4n|a)™ Z ’

und die Behauptung folgt durch Einsetzen der Spektralzerlegung von

H(w,n;,s) aus Satz 4.4.3. O

Zw,wo,ﬁ(s)

Mit Hilfe der Spektralzerlegung der Zetafunktion lassen sich Residuen und
Laurentkoeffizienten einfach berechnen. Dabei ist zu beachten, dass zu den
oben aufgefiihrten Polstellen noch ein (nicht genau bekannter) Beitrag der
Eisensteinreihen hinzukommt, so dass Uberlagerungen auftreten kénnen.

Die Zetafunktion erfiillt die folgende Differentialgleichung:

4.4.7 Satz Seien P,w,wy € H? und s € C mit Re(s) > 1. Dann gilt:

BEWEIS: Nach Satz 4.1.5 ist —APO(P,w,wy) = —AYH(P,w,wy), so dass
man mit der Integraldarstellung der Zetafunktion auf Grund der wesentlichen
Selbstadjungiertheit von —A erhilt (vgl. ([10], S. 140, Theorem 1.9)):

—AY Zpo,i(8) = /f(—A“’ﬁ(P,w,wo))Pﬁ(P,s)dZ/(P)

= /f(—APG(P,w,wO))P,z(P, s)dv(P)
_ /f (P, w, wy)(~ AP Py (P, 5))dv(P).

F bezeichnet einen Fundamentalbereich von T' = T Ty (0xq)T in H*. Bei
der obigen Umformung ist jedoch zu beachten, dass (-, w, wy) nicht im De-
finitionsbereich D von —A liegt. Da 0(P,w,w,) und alle partiellen Ablei-
tungen aber nur ein polynomiales Wachstum in den Spitzen von I' haben
und P;(P, s) exponentiell in allen Spitzen abfillt (s. Beweis von Folgerung
3.1.4), ldsst sich zeigen, dass alle ,Randbeitrige* im Beweis S. 136-140 des
oben angegebenen Theorems 1.9 fiir Y — oo gegen 0 gehen, so dass die obige
Umformung zuléssig ist.

Nach Folgerung 4.3.5 erhélt man dann fiir Re(s) > 1:

= A" Zuy o () = 47| (1 + 28) Zup oo (5 + 1) + (1 = 5%) Zus o, (5)-

Die Differentialgleichung lésst sich natiirlich auch durch termweise Differen-
tiation der Poincaré-Reihe H verifizieren. O
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Kapitel 5

EINE VERALLGEMEINERTE
KOEFFIZIENTENFORMEL

Ziel ist es, eine verallgemeinerte Koeffizientenformel fiir die Fourierko-
effizienten einer gelifteten Spitzenform anzugeben. Dazu wird zunichst
der Thetalift von Spitzenformen beziiglich der in Abschnitt 4.2 gewéhlten
koendlichen Gruppe I'* < SLy(C) erklart. Die wesentlichen Eigenschaften
des Thetalifts werden zusammengestellt.

Bildet man das Skalarprodukt der Poincaré-Reihe P;(P,s) mit einer
gelifteten Spitzenform, so wird der ji-te Fourierkoeffizient der gelifteten Spit-
zenform extrahiert. Dieses Skalarprodukt stimmt iiberein mit demjenigen
der Zetafunktion und der Spitzenform selbst, und mit Hilfe der Spektralzer-
legung der Zetafunktion aus Theorem 4.4.6 erhélt man dann durch Vergleich
der berechneten Skalarprodukte die gesuchte Koeffizientenformel.

Um das Verhalten des Thetalifts in den Spitzen von I' mit Hilfe der
Siegelschen Transformationsformel angeben zu kénnen, ist die Klassenzahl
von K als 1 vorauszusetzen.

5.1 DER THETALIFT

5.1.1 Definition Die koendliche Untergruppe I'* sei gegeben wie in (4.2.1).
f € L*(T*\H3, )\) sei eine Spitzenform auf I'* und Fr- ein Fundamental-
bereich von I'* in H3. Dann wird fiir P,w,w, € H? der Thetalift von f
beziiglich I'* definiert durch
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5. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

5.1.2 Bemerkung 1. Das Integral ffr* O(P, w,wy) f(w)dv(w) konver-
giert absolut, denn im Beweis von Folgerung 5.1.3, 8. wird gezeigt,
dass O(P, -, wp) in den Spitzen von I'* exponentiell verschwindet. Wei-
ter ist zu beachten, dass f eine Spitzenform auf I'* ist.

2. Die obige Definition des Thetalifts ist sinnvoll, da der Integrand nach
Satz 3.3.10 invariant unter I'* ist.

3. Im Fall schwach (T, x)-automorpher Formen ist die komplex konju-

gierte Thetafunktion als Integrationskern zu nehmen, damit der Inte-
grand invariant unter I' ist (vgl. die Definition der Zetafunktion in
Abschnitt 3.1). Eine beziiglich der Variablen P und der koendlichen
Gruppe T' = TTy(6xq)T~! zu liftende Funktion f ist als Spitzenform
auf L*(I'*\H3, x, \) vorauszusetzen. Auch in diesem Fall wird fiir die
geliftete Funktion die Bezeichnung Thetalift f? verwendet.
In Definition 5.1.1 wird (trotz der damit moglichen einheitlichen Defi-
nition des Thetalifts) auf die komplexe Konjugation der Thetafunktion
verzichtet, da nur der obige Ansatz die Beziehung (5.2.1) liefert, die
wesentlich fiir die Herleitung der Koeffizientenformel in Korollar 5.2.6
ist.

4. Die in Definition 3.1.3 eingefiihrte Zetafunktion Z;(w, wy, s) wird nach
3. als Thetalift Pf(w, wy, s) der Poincaré-Reihe P;(P, s) (beziiglich der
koendlichen Gruppe I') aufgefasst. Dabei ist zu beachten, dass P;(P, s)
keine Spitzenform auf I' ist (da Pj(P,s) keine Eigenfunktion von —A
ist). Fiir die absolute Konvergenz dieses Thetalifts vgl. Bemerkung
3.1.4. Im Folgenden wird Z;(w, wy, s) = Pg(w, wo, S) gesetzt.

%

5.1.3 Folgerung Seien P € H3 T = TTy(6xq)T ' wie in Satz 2.1.9, f €
C?*(T*\H?, \) eine Spitzenform und s € C mit A =1 — s*. Dann gilt:

1. fO(MP) = x(M)f(P) fir M € T =TT(qéx )T~ .
2. f°(P) erfillt die Differentialgleichung —AF f°(P) = X\f%(P).

3. fO(P) ist eine Spitzenform auf T und besitzt in oo eine Fourierentwick-
lung der Form

FAPy=r Y p()K,(dr|i|r)e* @),
0£RENE,

Ao = 751 O bezeichnet dabei das zur Spitze oo gehérige Gitter und K,
die modifizierte Besselfunktion.
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5.1. Der Thetalift

BEWEIS: Zu 1.) Das Transformationsverhalten von f?(P) folgt sofort aus
dem Transformationsverhalten der Thetafunktion (s. Satz 3.3.10).

2.) ergibt sich aus der Differentialgleichung fiir die Thetafunktion (s. Satz
4.1.5) unter Beriicksichtigung der wesentlichen Selbstadjungiertheit des hy-
perbolischen Laplace-Operators —A (vgl. ([10], S. 140, Theorem 1.9)). Da-
bei ist zu beachten, dass 6(P,w,w) und AYG(P,w,wy) beziiglich w qua-
dratintegrierbar sind, so dass 6(P,-,we) im Definitionsbereich D = {f €
LA(T*\H?) n C?*(H?) | Af € L*(I'*\H?)} von A liegt. (Vgl. dazu Lem-
ma 3.3.6, Bemerkung 3.3.7 und Satz 4.1.5. Alle Terme von A"0(P, w,w)
(w = u + jv € H?) verschwinden exponentiell fiir v — c0.) Es gilt also:

~APF(P) = i (w)(=AF (P, w, wy))dv(w)
= (w)(—A (P, w, wp))dv(w)

fr*

_ /f (=AY f (w))(P, w, wo)dv(w)

= )\/]: O(P,w,wp) f(w)dv(w)
= MfOP).

Zu 8.) Es ist zu zeigen, dass f%(P) in allen Spitzen von I' exponentiell
verschwindet. Fp« wird durch eine endliche Vereinigung von Spitzensektoren
des Typs

G=AH{w=u+jveH|ueP,v>v >0}

mit einem passenden Parallelogramm P C C iiberdeckt. Zunéchst wird die
Spitze oo betrachtet. Mit P = z + jr € H* ist wegen [ 1?f(w)dv(w) =

r? [g. 1 f(w)dv(w) =0:
F(P) = /f (O(P, w, wy) — 7°) f(w)dv(w),
-
und das wird majorisiert durch eine endliche Summe von Termen des Typs
/g [(0(P, w,wo) — r?) f (w)|dv(w).

Zu zeigen ist somit, dass diese Terme fiir r — 0o exponentiell verschwinden.
Es gilt
0(P, w, wo) — TQ‘ <r? Z exp{—re'waO{g}}
geot
970
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5. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

mit ¢ = 27|7p| und Hyw,{g9} = 2|det(Q(g))| - 6(w,2(g)wo) (vgl. Lemma
4.1.2). Fiir det(€2(g)) = 0 ist die rechte Seite als Grenzwert aufzufassen.

Es wird der Fall A = E, betrachtet. Sei M = Q(g) € GLo(C). Benétigt wird
eine Abschétzung fiir den Ausdruck ¢ (w, Q(g)wo) mit w = u + jv € H? fiir
v — 00. Bezeichnet d den hyperbolischen Abstand, so ist § < e?, und mit der
Dreiecksungleichung fiir d zeigt man, dass fiir alle w € H* und M € GLy(C)
gilt:

§(w, Mwy) =< e@MD) = §(vj, Mj).

Damit lisst sich fiir w € Gund M = (2 %) € GLy(C) die Funktion 6(w, Mwq)
nach oben und nach unten durch eine Konstante mal

1 1

AT — st 1p2 2 2 2,2
S0iMj) = 5o (87 +1a + (7 + 1))
1 jal* + b1 [c* +]d/”
-+ v
[ det(M)] 2 v 2

abschitzen. Weiter ist |f(w)| = O(e~) (e > 0), so dass der Beitrag zu f?
majorisiert wird durch

3 [ e ) o)
9604 g
970

<7 ¥ /weeveer((|a2+b2>3,+<|c|2+|d2>v)d_“
vo

'1)3
(a,b,c,d)teCO*

2 —ervo(|c|2+d|?) > —ev—er(la\2+|bl2)1d”
T E e € YTy

V3
(a,b,c,d)teCO4 vo

IA

Nach ([29], S. 85 bzw. S. 139) gilt:




5.1. Der Thetalift

so dass man fiir r > 1 fiir die Summe mit Termen |a|? + |b|*> # 0 erhilt:

2 2 o 2 2y1 dv
23 eerleta) / ¢—ev—er(lal+ )3 40

3
(a,b,c,d)teCO*
(aab)?é(oao)
€

> e—ervo(\6|2+\d|2)2(2—b2>-K2(2e r(|al + [b]2))
(a,b,c,d)teCco* 67"(|CL| +| | )

Vo

(a,b);ﬁ(o,())
< T% ;56*””0(‘0|2+|d|2)672e (|a[2+b]2)
(a,b,c,d)teCO? (lal* + [b*)1
(a7b)¢(070)
< ri ;5@*5\/;(|a\+|b|+\c|+\d|)
B (laf2 + [b[2)%

(a,b,c,d)teCO*
(a,b)#(0,0)

< i Z e~ €v7(lal+[bl+[e|+d])
(a,b,c,d)teCO*
(a,0)#(0,0)
< rie sV 3 e svilalthite i)
(a,b,c,d)teCcO*
(a,b)#(0,0)
< r2e= VT

mit € > 0. Fiir die Elemente aus CO* mit a = b = 0 ist
(o]
T,2€—ervo(|02+|d|2)/ e—evd_g < T,2€—ervo(|a|2+|b|2+|c|2+\d\2),
v
Vo

und man schétzt die zugehorige Summe analog ab. Insgesamt folgt damit
fiir den Fall der Spitze im Unendlichen und A = Ej :

Y [t fw)dv(w) < e

9604 g
9#0

mit € > 0, so dass f? fiir 7 — oo durch eine endliche Summe von Termen
majorisiert wird, die fiir » — oo schneller verschwinden als jede Potenz von
r. Weiter wird der Spitzensektor

G=AYHw=u+jveH|ueP,v>uv >0}

mit A # (§%) € SLy(O) betrachtet. Seien @ = A'w € G und wy € H? fest.
Dann findet man fiir M € GLy(C) unter Ausnutzung der Punktpaarinvarianz
des hyperbolischen Abstands:

5(@, Mwo) = ed(Q,Mwo) = ed(Q,MA—lj) — ed(w,AMA—lj) - ed(i'u,AMA—lj)’
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5. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

so dass man fiir v — oo genau die obige Abschitzung mit AMA~! an Stelle
von M erhilt.

In einer beliebigen Spitze ( = M¢oo von I' mit My = (2 4) € SLy(0), ¢ #
0, ist nach dem Siegelschen Transformationssatz 2.2.1:

|0(MP,w, wo)| < r?|det(S)] e > [A(Sw,0)]
weS~10% mod 04

Y exp{ 27|70 Huo g + w} }.

geot

so dass sich die obigen Aussagen fiir oo auf die iibrigen Spitzen von I’
ibertragen lassen. Zusammen mit 1.) und 2.) folgt:

f°(P) ist eine Spitzenform auf I' und besitzt eine Fourierentwicklung in
oo der Gestalt

fG(P) =7 Z p(fL)KS(47T|77L|T)€27TiU('FLz)'

0£ReAE

5.2 EINE VERALLGEMEINERTE KOEFFIZIENTENFORMEL

Im Anschluss wird fiir die Spitze co eine Beziehung zwischen dem n-ten
Fourierkoeffizienten einer gelifteten Spitzenform und der Summe der Werte
dieser Spitzenform in den Punkten 7; = Ajw, mit j € J und festes wy € H?
(vgl. Satz 4.2.16) hergeleitet. Nach Folgerung 4.2.15 ist J endlich. Dabei
werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

e Die koendliche Untergruppe I'* < SLy(C) sei gegeben wie in Lemma
4.2.1, und es sei I' = TTy(dxq)T ™! wie in Satz 2.1.9. A, = 7O
bezeichne das zu I'._ gehorige Gitter.

e ji € A% = 720 sei ein Element des dualen Gitters von Ay, = 7pO.

e f € C?(I'*\H3, ) sei eine Spitzenform auf I'*. Diese lasst sich schrei-
ben als Linearkombination der zum Eigenwert A gehérigen Funktionen
(€n)neps, des in Abschnitt 4.4 betrachteten maximalen Orthonormal-
systems von —A, so dass OBdA gleich f = e, fiir ein m € D+, gewdhlt
werden kann.

e Fiir den zu e,, gehorigen Eigenwert A, von —A sei p,, := /1 — A
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5.2. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

e pn(fi) bezeichne den fi-ten Fourier-Koeffizienten (zur Spitze oc) der
gelifteten Spitzenform e’ (vgl. Folgerung 5.1.3).

5.2.1 Lemma Mit den obigen Bezeichnungen gilt fiir Re(s) > 1 :

/f Pg(w,wo,s)em(w)du(w) = /fPﬁ(P,s)efn(P)du(P), (5.2.1)

wobei Fr« bzw. Fr einen Fundamentalbereich fir I' bzw. I' bezeichnet.

BEWEIS: Fiir Re(s) > 1 gilt:
[ Phw et
- /[ ([ P pa(psyiv(P) el

= [ nup) ([ TP s ) ) v

= /}“Pﬁ(P,s)efn(P)dl/(P),

da alle auftretenden Integrale nach Bemerkung 5.1.2 und Folgerung 5.1.3 fiir
Re(s) > 1 absolut konvergieren, so dass mit dem Satz von Fubini (vgl. etwa

(9], S-173f. und S. 176 Mitte)) die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der
Integrationen folgt. 0

5.2.2 Bemerkung Schreibt man (5.2.1) mit dem jeweiligen Peterssonschen
Skalarprodukt fiir Re(s) > 1 in der Form

<Pg(" s), 6m>r* = <P,1(-, s), efn>r7

so bringt die Formel zum Ausdruck, dass die Thetalifts aus Definition 5.1.1
und Defintion 3.1.3 bzw. Bemerkung 5.1.2 beziiglich des Peterssonschen Ska-
larprodukts formal adjungiert sind. O

Mit Hilfe der Spektralzerlegung von Zj;(w, wy, s) = Pg (w, wy, s) aus Theo-
rem 4.4.6 lasst sich nun das Integral

[ P s

berechnen. Es ist zu beachten, dass der Integrand nach Satz 4.2.14 invariant
unter I'* ist und das Integral somit unabhéngig von der speziellen Wahl des
Fundamentalbereiches.
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5. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

5.2.3 Lemma Seien die Bezeichnungen wie auf Seite 84 und 0 # i = Tpu €
O#. Dann gilt fiir Re(s) > 1:

[;g%mmw»wamww

4(|Dk|m)2 T(s + pim)T (8 = fim)
(87T|[L|)S+1 F( Z €m 77]

(5.2.2)

jedJ
Die Summe enthalt nur endlich viele Terme.

BEWEIS: Durch Einsetzen der Spektralzerlegung der Zetafunktion (vgl.
Theorem 4.4.6) ergibt sich wegen der Orthogonalitit von e, zum Eisenstein-
Integral:

/}_ Pg(w,wo, 8)em (w)dy(w)

A(|Dglm): 1
(8x|a)" ' T(s +3)

Z/ Z (s + pn)(s = pn)en(w)en(n;) em(w)dv(w)

jEJ TLED>0
(|DK|7T)2 I'(s + pum)T(s = pm)
= ~1\s+1 F( Z €m 77.7
(SW‘N’D jeJ
J ist nach Folgerung 4.2.15 endlich. O

Das Integral ff (P, s)ed (P)dv(P) extrahiert den fi-ten Fourierkoef-

fizienten zur Spitze oo von e/ | so dass sich wegen (5.2.1) eine Beziehung

zwischen dem [i-ten Fourierkoeffizienten einer gelifteten Spitzenform und
der Summe der Werte dieser Spitzenform in den Punkten 7; = A;wy mit
j € Jwy € H? fest, ergibt. Die Berechnung des Fpr-Integrals verliuft
weitgehend analog zum Beweis von Satz 3.1.6, wobei das folgende Lemma
sowie die Fourierentwicklung der gelifteten Spitzenform e’ in der Spitze oo
(vgl. Folgerung 5.1.3) benétigt werden.

5.2.4 Lemma Mit den Bezeichnungen von Seite 84 gqilt fir i # 0 und
Re(s) > 1

® e ~ —Am|fi F(S + ,um)F(S — Nm)
UK, (4| filr)e Al gy = \/7? .
[} 7 Bt Gela) T(s+1)
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5.2. Eine verallgemeinerte Koeflizientenformel

BEWEIS: Nach ([12], S. 50, Gleichung (26)) mit o = (3 gilt fiir Re(u+v) > 0,
Re(2a) > 0 :

o r r
/ T.H—le—arKV( )d?"— \/7 (/’L+V) (/’1’ V).
0 (2a)%  T(u+3)
Fiir 4 = s,v = p, und a = 47|fi| gilt offensichtlich Re(87|f|) > 0, und fiir

Re(s) > 1 ist Re(s + pm) > 0, da 0 < Re(uy,) < 1 nach Definition von iy,
so dass aus (5.2.3) die Behauptung folgt. O

(5.2.3)

5.2.5 Satz Seien die Bezeichnungen wie auf Seite 84, und es sei ji # 0
vorausgesetzt. Dann gilt fir Re(s) > 1:

/f Pa(P, s)el (P)du(P)

_ ‘DK|% VT (84 )0 (s = i)
2 (8|fl)® T(s+3) '

(5.2.4)

m (/1)

BEWEIS: Die Beziehung (5.2.4) folgt durch Einsetzen der Fourierentwick-
lung von e, und durch anschlieRende Anwendung von Lemma 5.2.4. Wird
der zu M = E, gehorige Summand der Pomcare Reihe mit fz(P,s) :=
rpse2rilo(Bzr)+2ire) hegeichnet, so folgt wegen el (MP) = x(M)el (P)
(M €7) fiir Re(s) > 1

/f Pu(P, )&% (P)du(P)

pm (1)K, (47|7|r) eQWi"(ﬁz)>

/ /(;/ TBIO ( O;é E(TBIO)

(7,1+s€27ri(a(ﬁz)+2iﬁ|'r)) dz @
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5. Eine verallgemeinerte Koeffizientenformel

- / o) K, (A7)
0

0£ne(Ty O #

(/ eZwia((ﬂ—ﬁ)z)dz) e—47r|ﬂ|7"d7,’
C/(r5'0)

und wegen ji — 71 € (7, O)* ist

/ 2rio((i—7)2) g,  — vol(C/(1;,'0)) = |D12<| , falls@ = f,
C/(t510) 0, sonst,

so dass sich mit Lemma 5.2.4 (mit 5 statt s) ergibt:

/]r Py(w, s)ed,(P)dv(P)

D} —— [ i i
= B0 | K Gnlilne i ar
0

3

Dglz—— [ _ _
= @ [t Grlalne i
0
K

Dl VA Tk s )
B IR o R T

2

g

Ein Vergleich der Ausdriicke (5.2.2) und (5.2.4) liefert schlieklich die ge-
suchte Beziehung:

5.2.6 Korollar (Verallgemeinerte Koeffizientenformel)

Es seien 0 # i = 7pp € OF (u € O) ein Element des dualen Gitters von O
und e, € (en)neps, eine Spitzenform auf I'* zum Eigenwert \,,. Weiter sei
n; = Ajwy (wy € H?), wobei {A;,7 € J} ein vollstindiges Vertretersystem
der Rechisnebenklassen der Aktion von T'* auf {A € Mc(O) | det(A) = u}
bezeichnet. Dann gilt:

= LN
pm() = > em(m).

jed

Dabei enthdlt die Summe nur endlich viele Terme.
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Kapitel 6

DER SPEZIALFALL O = Z]i]

In diesem Kapitel werden die bisherigen Ergebnisse an Hand eines Spezial-
falls erlautert.

6.1 EIN BEISPIEL

Es wird der Ring O = Z[i] der ganzen Gaukschen Zahlen betrachtet sowie
die Matrizen

00 0 1 1 0 1 0
00 —10 01 0 1

=10 -1 0 o] “Tlo -1 0 1 (6.1.1)
1 0 0 0 0 -1 0

1
C € M4(0) ist iiber C invertierbar, es ist det(C) = 4, und die symmetrische

Matrix
0

0
—2
0 0 -2
ist gerade und invertierbar, wobei S = 457!, ¢ = 4 ist damit die Stufe von S
(vgl. Definition 2.1.2). Fiir O = Z[i] hat man D = —1 = 3 mod 4 und daher
Tp = 2\% = —1%, so dass das duale Gitter von Z[i] gegeben ist durch

S = S()[C] = € M4(0)

S O O N
S N O
o OO

: . U Lo
Z[i]* = 1pZ[i] = —§Z[z] = EZ[z].
Die Abbildung

¢ 1 SLy(C) x SLy(T) — SO(S, ©),

(9,h) = C7'¢(g,h)C (6.1.2)
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6. Der Spezialfall O = ZJi]

mit ¢ aus Definition 3.2.2 ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und
es gilt:

SO(S,C) = C~'SO(S, C)C.
Ist A'A mit A = A(g, h) € 50(5),0) (g,h € SLy(C), vel. (3.2.2)) eine
Majorante von S, so ist C' (A A)C (5t0){0_1AC’} eine Majorante von
S. Wihlt man speziell g := P!, h:= P! € SLy(C) mit w, w, € H?, so ist

w

Hyuo = (C'O{C10(P, Y, PLYCY = (C'C){go(Py, P}

w T wWo

eine von w,wy € H* abhingige Majorante von S, und die Thetafunktion in
Abhéngigkeit von w,wy € H? ist dann fiir O = Z[i] gegeben durch

O(P,w,wy) = 7? Z exp{mi(c(7pS[g]z) + 2ir|7p|Hyw,{9}) }
9geL[]*

= r? Z exp{m’(o(—%S[g]z)—i—ierwo{g})}.

gez[i)*

Nach Satz 3.3.10 besitzt 0( P, w,w,) das folgende Transformationsverhalten:

6.1.1 Satz Fir P = z + jr € H>, w,wo € H? und T = (\/T_g_l \/%) mit

D = —% qilt:
1. (P + t,w,wo) = O(P,w,wp) firte O.

2. O(MP,w,wy) = x(M)O(P,w,wp) fiir M € T' = TTx(8)T* =Ty(4) N
]

(M
[°(2) < PSLy(Z[1)).
3. H(P, T()’(U,leo) = Q(P w ’(U()) fuir (To,Tl) € ¢C (SO(S O))

Weiter ist die Poincaré-Reihe fiir Re(s) > 1, T = [y(4) NT%2) und g =
THu = 1p € (2Z[i))* mit p € Z[i] definiert durch

PPy = S Xl i)
Mer, \I
= Y x(M)rijpe Cinmr)t2ilure)
Mer,\I
mit [ = (1)‘1’ ‘wEQZ[z]}



6.1. Ein Beispiel

Das Volumen des Fundamentalparallelogramms von C/(2Z[i]) ist offen-
sichtlich vol(C/(2Z[i])) = 4 (s. auch Lemma 3.1.8).

Seien 0 # i = —ip € (2Z[])* mit g € Z[i] und T' = TT,(8)T ™! =
[o(4) NTY(2). Dann gilt fiir Re(s) > 1 fiir die Zetafunktion:

ZS,H,;](S) = LQS,H(P)Pﬁ(P, S)dZ/(P)

[(s+1)

- vol(@/TBlZ[i])W

)~ (H{g}+2lul) "
gez[i)*
Slgl=2u

D(s+ 1)
—d—— > (H{g}+2[u) " "
(2m) .
gei)*
Slg]=2p

Im vorliegenden Spezialfall mit C wie in (6.1.1) ist der Z[i]-Modul-
Isomorphismus 2 gegeben durch

Q7] — MP(Z[i]),

xr + T3 To + T4 ) (613)

t
r=\1,T2,T3,Tq) ——
(21, 72, B3, 24) —To+ T4 T — T3

wobei fiir den Untermodul M{?(Z[i]) := M¢(Z[i]) von My (Z[i]) gilt:

MP(Z[i]) = {(Z 2) € My(Z[i]) | a+d € 2Z[i],b — c € 2Z][i],

a—de2Z[i],b+ce 22[2']} (6.1.4)

a b .
:{(c d) € Ma(Zli]) ‘CLEdmOdeEcmon},
6.1.2 Lemma MgQ)(Z[i]) ist ein Unterring von Mo (Z[i]).

BewEs: Es ist (19) € MY (Z[i]), und mit (22), (% %) e M (Z[) gilt
offensichtlich

a b (a VY _ (ad+bd ot +bd\ _\ @) 0
(C d) (C’ d') B (ca'—i—dc’ cb’+dd’) € My (Z[i])-
O

Es ist zu beachten, dass M (O) fiir eine beliebige (invertierbare) Matrix
C € M4(0O) im Allgemeinen kein Unterring von My (O) ist.
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6. Der Spezialfall O = Z]i]

6.1.3 Bemerkung Wegen ({9),(§%),(95),(%%) € MP(Z[1]) i
MgQ)(Z[i]) eine Ordnung vom Rang 4 in der Algebra My(K) = My(Q(: ))

(im Sinn von [6]), denn fiir (25 Z[z] ) ist

(cd)_2<01>+2<0—1>+210+2—10'
%

Auf Grund von Lemma 6.1.2 wird die folgende Untergruppe I'® von
SLy(Z[i]) betrachtet:

6.1.4 Definition Fiir M( )(Z[ ) wie in (6.1.4) sei

I'® = M (Z[i]) N SLo(Z][i])
(6.1.5)

= {(i 2) € SLy(Z[i]) ‘ a =dmod 2,b = cmod 2}.

Mit (3.2.3) rechnet man sofort nach:
r® x 1@ C ¢,'(30(S, 0)).

6.1.5 Folgerung I'® ist eine Kongruenzuntergruppe von SLy(Z[i]). T
operiert mit endlich vielen Bahnen auf der Menge

ME? (Z[i]), = {A € M (2[i]) | det(4) = u}
aller Matrizen aus Mgz)(Z[i]) mit fester Determinante 1 # 0 durch Multipli-
kation von links (und von rechts).

BEwEis: Offensichtlich gilt I'(2) ¢ I'® ¢ SLy(Z[4]) fiir die Hauptkongru-
enzgruppe ['(2) = {y € SLy(Z[i]) | v = (§9) mod 2} der Stufe 2, so dass
I'® endlichen Index in SLy(Z[i]) besitzt und insbesondere eine Kongruenzun-
tergruppe von SLy(Z[7]) ist. Nach Lemma 6.1.2 ist M (Z[i]) ein Unterring
von My(Zli]), so dass I'® = M (Z[z]) N SLy(Z[i]) auf M( )(Z[z])” durch
Multiplikation von links (und von rechts) agiert. Nach Folgerung 4.2.15 ist
{A;,j € J} endlich. O

6.1.6 Lemma Fir I'® = M (Z[i]) N SLy(Z[i]) ist
) = Stab(My” (Z1]),
wobei Stab(M(2 (Z[i])) den Stabilisator von M (Z[z]) in SLo(Z[i]) bezeichnet.
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6.1. Ein Beispiel

BEWEIS: Seien y € SLy(Z[i]), A € MP (Z[i]). Dann ist v € Stab(M{? (Z[4]))

gleichbedeutend mit yA € Mg )(Z[z]) fiir alle A € M(Q)(Z[z]) Wegen (§9) €
M{?(Z[i]) muss also gelten v € T, d.h. v € Stab(M{?(Z[i])) < v € I'®,
Dabei ist ,,<=* klar nach Lemma 6.1.2. O

Im Spezialfall w = wy = 7, also P, = P, = E», kann die /-Abhéngigkeit
der Zetafunktion unter Verwendung von Folgerung 1.1.10 und Folgerung
1.1.5, 3. elementar nachgerechnet werden. Fiir g = (g1, g2, 93,94)" € Z[i]*
ist dabei nach (6.1.3) Q(g) = (2477, 92794) = (28) € e M (Z[i]), wobei
Slg] = 2u fiir ein p € Z[i] nach Definition von €2 genau dann erfiillt ist, wenn
det(2(g)) = p. Daher kann die Summation iiber g € Z[i]* mit S[g] = 2u
umgeschrieben werden als Summation iiber Matrizen A € MgQ)(Z[i]) mit

det(A) = p. Fiir Re(s) > 1 gilt nach Folgerung 3.3.11:

Z(3, 3, 8)
AIN(s + 1
= 7(Ts—|——1 ) > Hjdgy +2/u)™
gezZfi)*
Slgl=2p
AT (s + 1) _— —s—
=== 3 (6@ o8 7)) {Ce} +21ul)
9EZ[i)*
Slgl=2p
4 1 e
~TOAD S (0o} +2u)
geZfi)*
Slgl=2p
AI'(s + 1 -
:%Z(kh + 932+ g+ 9ul®+ | — g2+ ol + g1 — gs|* + 2‘M|>
geZfi)*
Slgl=2p
4T 1 —s5—1
STOAD S (Jaf e+ 1+ 20
a=(2 b) em i)
det(A)=p

AC(s+1), s ( a 2 b 2 C |2 d 2 )51
= E — |+ |—= +|—=| +|—=] +2
7Ts+1 "u" |\//7 |\/ﬁ‘ |\/ﬁ| ‘\/ﬁ|
a=(ab)emP (zp)
det(A)=p

_Al(s+1) RENETAY ot
“ayn 2 (Spur(\/ﬁA(\/ﬁA) ) ”)
a=(ab)emP (zp)
det(A)=p

o8
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6. Der Spezialfall O = Z]i]

_4l(s+1) o —s-1
= GanlahH > (0649 +1)

A=(2 b )eM®P ()
det(A)=p

4F S+1 —s—1
27T|N| )+l Z Z *7’ MAZJ +1)

i€l per(2)

wobei H(j, Aij, s) = ZMer(z)( (], MA;j) + 1)_5_1 die beziiglich § gebildete
Poincaré-Reihe und {4;,i € I'} ein vollsténdiges Vertretersystem der Rechts-
nebenklassen der Operation von I'® auf M (Z[i]), bezeichnet. Da I'® mit

endlich vielen Bahnen auf M{’ (Z[z]) operiert, ist {A;, 7 € I} endlich, so dass
die obige Summe iiber I nur endlich viele Terme enthélt.

Zum Abschluss wird noch die asymptotische Aussage (4.4.4) fiir den be-
trachteten Spezialfall angegeben:

6.1.7 Satz Sei T > 2. Dann gilt fir die Kongruenzuntergruppe I'® <
SLy(O) aus Definition 6.1.4:

> (laf? + 1B + [ + 1P +2) 7 ~
(¢)ere
(|a|2+b 2+|c|2+|d|?)+2<2T

m ..
WIOgT f'U,'I"T_>OO

BEWEIS: Nach Folgerung 1.1.10 ist 6(j, Mj) = £ (|a|® + |b]*> + |c¢[> + |d|?) fiir
M = (2%) € SLy(C). Damit hat man nach Satz 4.4.5:

47
——logT ~ Y] 1) 2
ol T @y " 108 > (G + 1)
~er®?

6(jyg)+1<T
= 4- > (lal+ B+ e + |dI* +2)
(a b)EI‘(2)
cd
la|2+[b]2+|c|2+|d|2+2<2T

-2
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Kapitel 7

DIE RANKIN-SELBERG-METHODE FUR DIE
THETAFUNKTION

In Abschnitt 7.2 des vorliegenden Kapitels werden die Aussagen von [16]
iibertragen auf den Fall des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes mit
der Aktion einer (beliebigen) koendlichen Untergruppe I' von PSLy(O) (s.
Theorem 7.2.6). Auf Zusatzvoraussetzungen an I' wird verzichtet. Fiir einen
nichttrivialen Charakter y wird die Rankin-Selberg-Transformierte in einer
beziiglich x singuldren Spitze definiert fiir (I', x)-automorphe Funktionen,
die fiir r — oo nicht hinreichend schnell abfallen. Es werden die mero-
morphe Fortsetzbarkeit der Rankin-Selberg-Transformierten auf die gesam-
te komplexe Ebene sowie eine Funktionalgleichung fiir die Rankin-Selberg-
Transformierte bewiesen.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist der Beweisansatz in [16] zu kor-
rigieren. Die in [16] angegebene Menge Fr ist entgegen der dortigen Be-
hauptung kein Fundamentalbereich von I'. Der Beweis in [16] ist mit einem
Fundamentalbereich der Form (7.2.2) zu modifizieren.

Bei der Berechnung der Rankin-Selberg-Transformierten der Thetafunk-
tion (s. Abschnitt 7.3) stellt sich eine Zetafunktion ein, die formal aus der
in Kapitel 3 definierten Zetafunktion Z;(w,wy, s) hervorgeht, wenn ji = 0
gesetzt wird. Formal lasst sich Zy(w, wy, s) auffassen als geliftete Eisenstein-
reihe, wobei der nullte Summand der als Integrationskern dienenden The-
tafunktion auszuschliefen ist.

Zunichst werden einige grundlegende Eigenschaften sowie die Fourierent-
wicklung der Eisensteinreihen angegeben.
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7. Die Rankin-Selberg-Methode fiir die Thetafunktion

7.1 EISENSTEINREIHEN

7.1.1 Definition Sei I' < PSLy(C) eine diskrete Gruppe. x sei ein Charak-
ter auf I' und ¢ = A~ oo (A € PSLy(C)) sei eine beziiglich x singulire Spitze
von I', d.h. x|I'c = 1. Dann wird die Eisensteinreihe fiir I' in der Spitze ¢
definiert durch
Ea(Ps):= Y x(M)r(AMP)"*.
Mer,\T

Dabei bezeichnet I', = {M € I'¢ | Spur(M) = +2} wie iiblich die maximale
unipotente Untergruppe von I'¢.

7.1.2 Bemerkung Die Eisensteinreihe E4 (P, s) hingt ab von der Wahl von
A. Ist B € PSLy(C) ein weiteres Element mit ( = B™'oo, so stimmen
die Eisensteinreihen F4(P,s) und Eg(P,s) jedoch bis auf einen trivialen
Faktor iiberein, so dass F4(P, s) als die Eisensteinreihe fiir T" in der Spitze ¢
bezeichnet werden kann. O

7.1.3 Satz Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.1.1. Die Eisen-
steinreihe Ea(P,s) konvergiert fir Re(s) > oo absolut und lokal gleichmd-
Big, wobei oy die von P unabhingige Konvergenzabszisse von I' bezeichnet.
Im Bereich der absoluten Konvergenz stellen die FEisensteinreihen (I, x)-
automorphe Funktionen auf dem oberen Halbraum dar, die holomorph vom
Parameter s abhdngen, d.h. fir s € C mit Re(s) > og ist Ea(NP,s) =
X(N)E4(P,s) fir N € T'. Auferdem erfillt E5(P,s) fir Re(s) > oy die
Differentialgleichung

(—=A — (1 —=5%)E4(P,s) =0.

BEWEIs: Vgl. ([10], S. 100, Prop. 2.1) und ([10], S. 104, Cor. 2.4 und Prop.
2.5). O

7.1.4 Bemerkung Seien I' < PSLy(C) eine diskrete Gruppe und xr ein
Charakter auf I'. 7 sei eine beziiglich xr singuldre Spitze von I und A €
PSLy(C) mit An = oo. Ferner sei S € PSLy(C), und die Gruppe G <
PSLy(C) werde definiert durch

G:=S'TS.
Sei x¢ der durch x¢(9) :== xr(SgS™") (g € I') definierte Charakter auf G.

Dann ist ¢ = S™'n eine singulire Spitze von G mit (AS)( = oo, und L
durchléuft ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von G¢ in G' genau
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7.1. Eisensteinreihen

dann, wenn M = SLS~! ein zugehoriges System fiir [ in I durchléuft. Es
gilt:

Eas(Pys) = > xa(L)r((AS)LP)'*?
LeG,\G
= > xc(ST'MS)r(ASST'MSP)'*

Mer,\r

= > xe(M)r(AM(SP))*

MEeT)\T

= EA(SP, S).
Im Spezialfall S € I" und damit n = ¢ mod I' hat man insbesondere
Es(P,s) = x(S)E4(P,s).

Die Eisensteinreihen von I'-dquivalenten Spitzen stimmen also im Wesentli-
chen iiberein. Daher gibt es wegen des in Satz 7.1.5 ablesbaren Wachstums-
verhaltens von E4(-,s) genau so viele linear unabhéngige Eisensteinreihen
E4(-, s) wie ['-Aquivalenzklassen von singuliren Spitzen von T O

Im Folgenden wird die Klassenzahl von K als 1 vorausgesetzt. Es wird
die fiir Re(s) > 1 absolut konvergente Eisensteinreihe E4(P,s) zur Spitze
¢ einer (beliebigen) koendlichen Untergruppe I' von PSLy(O) betrachtet.
Dabei ist A € PSLy(O) mit ( = A~'oco zu withlen. (Wegen A € PSLy(O) ist
die Definition von E (P, s) unabhéngig von der Wahl von A, vgl. ([11], S.
99) bzw. ([21], S. 52).) Insbesondere wird in Abschnitt 7.3 die Kongruenz-
untergruppe I' = TTy(0xq) T~ < PSLy(O) betrachtet (vgl Abschnitt 2.1).

Die Fourierentwicklung von E4 (P, s) ist gegeben durch:

7.1.5 Satz (Fourierentwicklung der Eisensteinreihen)

Seien T eine koendliche Untergruppe von PSLy(O) und x ein Charakter auf
[. (=A" 00 undn = B oo mit A, B € PSLy(O) seien zwei Spitzen von T,
und C sei singuldr beziiglich x. Auferdem werde im Fall ( = n mod I' noch
A'B € T worausgesetzt. Weiter sei A, C C das zu (BTB™'), = BI'; B~!

gehorige Gitter, d.h. B, B~ = {(§%) ‘ w € Ay }. Dann gilt:

1. Ist auch n eine beziiglich x singuldre Spitze von I', so hat die Fisen-
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7. Die Rankin-Selberg-Methode fiir die Thetafunktion

steinreihe E4(P, s) inn fir Re(s) > 1 die Fourierentwicklung

EA(B'P,s)
= Ol TX(ATIB)|do| 7271

vt (X )

m=(%5)eRe
c#£0

RN . M <

vol(A,)T'(1 + s) oament
n

762“001%) 2mio( z)
> X(A_IMB)W> S(4r |l r)e?mo

M=(% %) ere,
c£0

Daber gelten die folgenden Bezeichnungen:

* %

Ry bezeichnet ein Vertretersystem (%) der Doppelnebenklassen in
AT{A""\ATB /BT B!

mit ¢ # 0. Falls n und ¢ T'-dquivalent sind, sei Ly € I so gewdhlt, dass
Lon = ¢, und dy sei definiert durch

-1 _ % *
= (33

Auperdem ist das Kronecker-Symbol 6, definiert durch

5= 1, fallsm={ modT,
me 0, fallsm# ( modT.

2. Ist die Spitze n nicht singuldir, so ist der nullte Fourierkoeffizient in
der Entwicklung von E4(P,s) fir Re(s) > 1 in der Spitze n gleich
Null. Ferner ist in der obigen Fourierentwicklung eine Ersetzung der
Form i — [ 4+ K1@1 + Koo fiir i € A# vorzunehmen, wobei &, 0o
eine Basis von A# 15t und 0 < Ky, ko < 1

BEWEIS: ([21], S. 53) und ([10], S. 111f.). Vgl. auch ([8], S. 53f.). Dabei ist
die geringfiigig abweichende Definition des dualen Gitters zu beachten. Fiir
den Fall 2. einer nicht singuldren Spitze n vgl. [36]. O
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Die Klassenzahl hx von K wird als 1 vorausgesetzt. Es wird eine (beliebi-
ge) koendliche Untergruppe I von PSLy(O) mit einem zugehorigen Charakter
x auf I" betrachtet.

Die Menge der Spitzen von I' und PSLy(0) ist gleich P'(K) = K U {oo},
und wegen [PSLy(O) : I'] < co hat I' nur endlich viele I'-Aquivalenzklassen
von Spitzen (vgl. Abschnitt 1.3). Es seien ay, ..., a € PSLy(O) so gewihlt,
dass

Th = 0100, Ty = (1300, ..., T = oy00 € PIC
ein Vertretersystem der Spitzenklassen von I' ist, wobei die Spitzen 7, ...,7,
(1 < p < h) singulér beziiglich x seien. Es wird a; = Fy gesetzt. (Wegen
hx =1 ist die Wahl von «; € PSLy(Q) mdoglich.)

Firi=1,....pund P € H? ist

Eu(Ps)i= Y x(jrla M

MeT}, \D

die Fisensteinreihe zur Spitze n;. Aukerdem setzt man firt=1,...,p:

1

7Ea
[Fni : F;],]

E;(P,s) := (P, s). (7.1.1)

%

E;(P, s) stellt im Bereich {s € C | Re(s) > 1} der absoluten Konvergenz eine
(T, x)-automorphe Funktion dar, die holomorph vom Parameter s abhingt.
E;(P, s) besitzt in den Spitzen 7, ..., 7, fiir Re(s) > 1 nach Satz 7.1.5 eine
Fourierentwicklung der Gestalt

Ei(a;P,s) = '™ + ¢y(s)rt 5+ ... firi=1,..,p, (7.1.2)

und im Fall 7 # j ist

Ei(ajP, s) = ¢y (s)r' ™% + ... firi,j=1,...,p (7.1.3)
mit den Dirichlet-Reihen
1 ™ x(Maj™)
ii = _ 714
913 (s) T, i T Jvol(A,,)s 2 c[2+2s (7.1.4)
M= 3) €Rasn,
c#0

aus Satz 7.1.5. Fiir ¢ # j ist die Bedingung ¢ # 0 in (7.1.4) automatisch
erfiillt, so dass sie unter dem Summenzeichen weggelassen werden kann.

Die Eisensteinreihen E;(P,s) konnen auf die ganze komplexe Ebene me-
romorph fortgesetzt werden (vgl. ([10], S. 232f., Theorem 1.2)):
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7.1.6 Definition Mit den Bezeichnungen von S. 99 setzt man:

Ei(P,s)
E(P,s) = : , P(s) = (¢ij(3))1gi,j§p'

E,(P,s)
Die Matrix ®(s) wird als Streumatriz bezeichnet.

7.1.7 Satz Die FEisensteinreihe E;(P,s) (1 < i < p) kann meromorph auf
die ganze komplexe Ebene fortgesetzt werden in folgendem Sinn: Es gibt eine
holomorphe Funktion g : C — C mit g # 0, so dass firi = 1,...,p das
Produkt g(s)E;(P, s) fortgesetzt werden kann zu einer Funktion auf H? x C,
die reell-analytisch in P und holomorph in s ist. Die fortgesetzten Funktionen
erfillen die Funktionalgleichung

E(P,—s) = ®(—s)E(P,s), ®(s)P(—s) = E,. (7.1.5)

Ferner gilt fir die fortgesetzten Komponenten E;(P,s) von E(P,s) die Dif-
ferentialgleichung

(A - (1-8)Ei(P,s)=0 (1<i<p), (7.1.6)

falls s kein Pol von E;(P,s) ist.

BEWEIS: Vgl. ([10], S. 232ff.). Der wesentliche Schritt ist der Beweis der me-
romorphen Fortsetzbarkeit der Eisensteinreihen. Die Funktionalgleichungen
lassen sich dann leicht ableiten. d

Fiir das folgende Lemma vgl. (|10], S. 243f., Theorem 1.11).

7.1.8 Lemma FEs gelten die Bezeichnungen von S. 99.

1. Die Eisensteinreihen E;(P,s) (1 < i < p) und die Eintrige von ®(s)
haben keine Polstellen in der Halbebene {s € C | Re(s) > 0} bis auf
endlich viele mdgliche Pole im Intervall 10,1] auf der reellen Achse.
Diese Pole sind einfach.

2. Fir o €]0,1] und 1 < i < p wird die Residuenfunktion definiert durch
RE;(P,0) := ResE;(P; s = o). Dann gilt:

RE,(-,0) € L*(T\H?, x).

7.1.9 Satz Seien die Bezeichnungen wie auf S. 99. Die Eisensteinrethen
E;(P,s) (1 <i<p) sind holomorph an der Stelle s = 1, falls x # 1.
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BEWEIS: Die Residuenfunktion RE;(P,1) ist nach Lemma 7.1.8 schwach
(T, x)-automorph, d.h. fiir N € T ist

RE;(NP,1) = x(N)RE;(P,1).

An der Stelle s = 1 liegt nach Lemma 7.1.8 hochstens ein Pol erster Ord-
nung vor. Weiter erfiillt E;(P,s) nach Satz 7.1.3 die Differentialgleichung
—A(E;(P,s)) = (1 — s*)Ey(P, s), so dass sich ergibt:

—ARE(P,1) = —A(lim(E;(P,s)(s —1)))
= lim(=A(Ei(P,5))(s — 1))
= lim((1 — $*)E;(P,s)(s — 1))

s—1

= lim(1 — sQ)PE%(EZ-(P, s)(s — 1))

s—1

= 0.

RE;(P,1) € L*(T'\H3, ) ist somit eine Eigenfunktion von —A zum Eigen-
wert 0 und damit konstant. Da der Charakter x nicht trivial auf I ist, folgt
RE;(P,1) = 0, und da in s = 1 nach Lemma 7.1.8 hochstens ein einfacher
Pol vorliegen kann, folgt die Behauptung.

Die Aussage des Lemmas wird im Fall der hyperbolischen Ebene allgemein
bewiesen in (|37], S. 322, Satz 13.7). O

7.1.10 Bemerkung Definiert man die Eisensteinreihe ohne Charakter, also
Ew(P,s) = 3 e \r T(MP)'*?, 50 hat E(P, s) an der Stelle s = 1 einen
Pol erster Ordnung, und das entsprechende Residuum ist die konstante Ei-
genfunktion von A. O

7.2 MEROMORPHE FORTSETZUNG DER
RANKIN-SELBERG-TRANSFORMIERTEN

Wie in Abschnitt 7.1 wird eine (beliebige) koendliche Untergruppe I' von
PSLy(O) betrachtet. Es gelten die Bezeichnungen von S. 99. Wie im Fall
der hyperbolischen Ebene zeigt man:

7.2.1 Bemerkung Sei I' < A < PSLy(C) mit [A : T] < co. n € P}(C) sei
eine Spitze von A. Dann ist  auch eine Spitze von I', und es gilt [A, : T,)] <
[A:T] < oc. O
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7.2.2 Lemma q«q, ..., € PSLy(O) seien wie auf S. 99 so gewdhlt, dass
M = 00,1y = 00, ..., N = apoo € PLC ein Vertretersystem der Spitzen-
klassen von I ist. Ferner sei V; ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen
von (a; 'Tay) s in (0 'PSLy(0)a;)o0. Dann ist

PSL,(0) :0 U resv (7.2.1)

i=1Vey;
eine disjunkte Zerlegung von PSLy(Q) in Rechtsnebenklassen beziiglich T.

BEWEIS: (i) Sei 71 = 00,72 = @200, ..., M, = apoo € PLC mit o; € PSLy(O)
ein Vertretersystem der Spitzenklassen von I' und sei S € PSLy(0). Dann
ist Soo zu genau einer der Spitzen 7; (1 < i < h) I'-dquivalent, d.h. es
gibt ein j € {1,..,h} und ein M € T mit Soo = Mn; = Majoo. Da-
mit folgt S = Ma;W mit W € (PSLy(0))s, und wegen (PSLy(0))s =
(a;lPSLg((’))aj)oo = UVEV]- (aj’lfaj)ooV ist W = SV mit einem geeigneten
8 = ozj_lfozj und V' € V;. Schreibt man 8 = ozj_lq/ozj mit v € T', so folgt
S = Mnvo;V € I'y; V.

(ii) Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung (7.2.1). Angenommen,
es gilt S = yao,;V = 6oy W mit S € PSLy(0),v,6 € I,V € V;,WW € V.
Da V und W die Spitze oo festlassen, ist Soo = ~yaj;00 = doyoo. We-
gen 7,0 € I folgt n; = my modI' und damit ;7 = £k auf Grund der I'-
Indquivalenz von 7; und n fiir 7 # k. Es gilt also yo;V = 6a;W, d.h.
(a;'67'yoy)V = W mit V,W € V}, und wegen o 10~ ya00 = oo ist dabei
o; (67 'y)a; € (o) 'Taj)o. Da Vj ein Vertretersystem der Rechtsnebenklas-
sen von (aj_lI‘aj)oo in (aj_lPSLQ(O)aj)oo ist, folgt V' = W und damit auch
« = 6. Die Zerlegung (7.2.1) ist somit eindeutig. O

7.2.3 Korollar Bezeichnet D (irgendeinen) Fundamentalbereich von
PSLy(O) in H? (2.B. den Fordschen Fundamentalbereich der Form

Dk ={z+jre B |z € Fk,|cz+d|* +|c|*r* > 1
fiir alle c,d € O mit < c,d >= (9}

mit einem Fundamentalbereich Fi der Gruppe (PSLy(O))s in C (vgl. ([10],
S. 318f.))), so ist

Fr =th U avD (7.2.2)

i=1Vey;

ein Fundamentalbereich von T in H3. Dabei bezeichnet V; wie oben ein Ver-
tretersystem der Rechtsnebenklassen von (] 'Ta;)ee in (o 'PSLy(0)) so-
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Im Anschluss wird die Rankin-Selberg-Transformierte einer Funktion F':
H? — C mit den folgenden Eigenschaften definiert:
F sei eine stetig differenzierbare schwach (T, x)-automorphe Funktion, P =
z + jr € H3 Dann besitzt F in der singuliren Spitze n; (1 < i < p) eine
Fourierentwicklung der Gestalt

F(o;P) = Z a}f (r)e2mio(hz)

feAl
wobei A,, das zur Spitze n; gehorige Gitter bezeichnet. Weiter gelte
F(o;P) = ¢i(r) + O(r ) fiir jedes N € N fiir r — oo

gleichméfig beziiglich z mit einer Funktion 1; der Gestalt

l
Cij  d. nij

hilr) = ﬁrdl] log™ (1), (7.2.3)

j=1 "

wobei ¢;j,d;; € C,n;; € Ny fiir 1 < ¢ < p, und F(o;P) wachse fiir r — 0

(gleichmifig beziiglich z) hochstens polynomial. Ferner wachse F'(a;P) fiir

r — 0o hochstens polynomial beziiglich 7 (gleichméfig beziiglich z), falls

p+1<i<h.

7.2.4 Definition Fiir F' gelten die obigen Voraussetzungen. Die Rankin-
Selberg-Transformierte von F in der singuldren Spitze 7; = ;00 (o €
PSLy(0),1 < i < p) von I' wird fiir s € C definiert als

Ri(F,s) := Aﬂp)mﬁmwm—%&mﬂwmm.

7.2.5 Bemerkung R;(F,s) ist wohldefiniert, da der Integrand invariant ist
unter o; ‘T, . R;(F,s) konvergiert absolut fiir Re(s) > 0. O

Jede Funktion v der Gestalt (7.2.3) hat die folgende, fiir den Beweis der
meromorphen Fortsetzbarkeit der Rankin-Selberg-Transformierten wesentli-
che, Eigenschaft:

Die Mellin-Transformierte einer Funktion ¢ wie in (7.2.3) verschwindet
identisch in dem Sinn, dass die Integrale fOTw(r)rl_sf—g und [ (r)r'=o 4,
die jeweils in einer Halbebene konvergieren, meromorphe Fortsetzungen auf
die gesamte komplexe Ebene besitzen, deren Summe identisch 0 ist. Dies
wird im Beweis von Lemma 7.2.7 nachgerechnet.
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7.2.6 Theorem Secien die Bezeichnungen wie auf S. 99. Dann gilt unter den
obigen Voraussetzungen an F: Die Rankin-Selberg-Transformierte R;(F,s)
(1 < i < p) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf die ganze kompleze
Ebene. Mogliche Polstellen sind s = d_” —1,s=1- d_” sowie die Polstel-
len von ¢;j(s). Dabei hat ¢;;(s) im Bereich {s € C | Re(s) > 0} hdchstens
endlich viele einfache Polstellen im Intervall |0, 1] auf der reellen Achse. Au-
Berdem gilt die Funktionalgleichung

Rl(F, S) Rl(F, —8)

E(Fa 8) = = (p(s) = @(S)ﬁ(F, _5), (724)
R,(F,s) R,(F,—s)

wobei ®(s) die Streumatriz ®(s) = (¢(8)ij)1<ij<p mit den Dirichlet-Reihen

®ij(s) aus der Fourierentwicklung der Fisensteinreihen in Satz 7.1.5 bezeich-
net (vgl. (7.1.4)).

BEWEIS: ..., € PSLy(O) seien wie auf S. 99 so gewahlt, dass n; =
00,7y = (00, ..., = apoo € PLC ein Vertretersystem der Spitzenklas-
sen von I' ist, wobei die Spitzen 7y, ...,m, (1 < p < h) singuldr beziiglich x
seien. Es ist ay = Ey. D = Dy sei der in Korollar 7.2.3 beschriebene Ford-
sche Fundamentalbereich beziiglich der Aktion von PSLy(O) auf dem oberen
Halbraum H3. Nach Lemma 7.2.2 kann ein Fundamentalbereich Fr von I in
H3 gewihlt werden als

h
‘FF:U U OjiVD

i=1Vey;

mit einem Vertretersystem V; der Rechtsnebenklassen von (o 'Tq;)e in
(a; 'PSLy(0) %) oo-

Zunichst wird die Rankin-Selberg-Transformierte von F' in der Spitze
oo betrachtet. Dazu ist der Integrationsbereich I',,\H* passend zu stutzen.
Man setzt:

D = T \H - |JVD= |J +&- VD

Vew: YET\T Ve
h
= U UUrevd)- | vD
Y€ET o\ i=1 VY, vew,

= LhJ U U 7v(a; VD).

1=1VeY; ~€el\I'
(’Yaﬂ#(EZ 71)
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Man kann sich dabei V; so gewéhlt denken, dass die Vereinigungen Jy ., VD
ab der Hohe r > 1 die Gestalt einer Sdule haben.

Fiir F : H* — C gelten die Voraussetzungen von S. 103. Das definie-
rende Integral fiir R;(F,s) wird in Teilintegrale zerlegt, deren meromorphe
Fortsetzbarkeit gezeigt werden kann. Dafiir ist die obige Wahl von Fr und D
wesentlich. Fiir P = z+ jr € H? und Re(s) > 0 lisst sich R;(F, s) schreiben
als:

R(Es) = [ TP G ()

(F(P) =41 (r))r'**dv(P)

Y€l \T vFr

I
e

(F(P) =41 (r))r'**dv(P)

I
i

Uyeroo\r U?:l Uvevi v(e: VD)

F(P)r'*sdy(P)
o Uvev; U yerg\r 7(eiVD)
(77i)¢(E2=1)

Yy (r)r' e du(P)

I
c—

S—

+ (F(P) =41 (r))r'**dv(P).

i

UVEVl VD
Mit
F(P)r'**dv(P),

Toon(s) = /
U?:l UveviU YET oo\ Y(a; VD)
(7ai)5£ E271)

(
Toop(s) := —/{)wl—(r)rHsdy(P),

IMM@FL P =)

gilt dann fiir Re(s) > 0:
Rl(F, S) = Ioo,F(S) + Iooﬂz,(S) + Ioo,F,'zp(S)-

F(P) — 91(r) verschwindet nach Wahl von ¢ hinreichend schnell fiir r —
00, 80 dass I ry(s) fiir jedes s € C konvergiert. Da (r) die Gestalt

2321 sg!rdii log" (r) hat mit ¢;j,d;; € C,n;; € Ny, konvergiert I, ,,(s) fiir
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Re(s) > 0. Dabei ist die Wahl von D zu beachten. I, r(s) lisst sich wie
folgt umschreiben:

Lo r(s) = / Y > F(yeiVP)r(ya;VP) du(P)
D yero\I' VeV
1<i<h
(1)#(F2,1)

= / o Y FleVP)x()r(vasV P) v (P)
D yeTo\T Vew;
1<i<h
(1 (o, )

:A(iZF(aN’P)(ﬁ Z mr(fyoziVP)Hs)

i=1 Vey; 7 e \T
-y F(VP)THS)dy(P)
Vev,
i 1
:/ (Z F(o;V P) Ew(0;V P, s)
D =1 Vey; [FOO FgO]
-y F(VP)T”S)dy(P)
vew
h
=> Y / F(a;VP)(Ei(e;V P, 8) — 6y, 00m ) dv(P)
i=1 vey; YD

mit dem Kronecker-Symbol §,, o, und der (normierten) Eisensteinreihe
Ei(P,s) = m——~Ex(P,s) wie in (7.1.1).

= Tool?]

Sei ey;(r, s) der nullte Term in der Fourierentwicklung von E1(P, s) in der
Spitze n; = ;oo (1 < ¢ < h). Dann ist ey;(r, s) nach Satz 7.1.5 sowie (7.1.2)
und (7.1.3) fiir Re(s) > 1 gegeben durch

O 00T T8 A(s)rts, falls1<i <
eu(r,S):{"“ P gulsr, fallsl<i<p, (7.2.5)

0, fallsp+1<i<h
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mit der Dirichlet-Reihe ¢1;(s) aus (7.1.4). Wegen d,, .o =0 firp+1<i<h
gilt dann fiir Re(s) > 0:

Iop(s)=>_ ) /D F(aVP)(E\(cV P, 8) — 0y 0ot **)dv(P)

i=1 Vey;

M-

Z F(o;V P)(Ei(e;V P, s) — exi(r, s))dv(P)

1 xey; 7P

Y /D F(aV P)Ey(a,V P, s)dv(P)

i=p+1 VeV,

+Z Z/DW%i(S)Tl_SdV(P).

=1 VEVz'

i

Dabei ist zu beachten, dass alle Integrale fiir Re(s) > 0 absolut konvergieren.
Fiir jedes i = 1,...,p verschwindet E;(a;V P,s) — e;(r,s) exponentiell fiir
r — o0o. Ebenso verschwindet Fi(o;V P, s) fiir p+ 1 < i < h nach Satz 7.1.5
exponentiell fiir 7 — oo, so dass die beiden ersten Terme der obigen Summe
absolut fiir alle s € C konvergieren, die keine Pole von FE;(P,-) sind, also
in ganz C meromorphe Funktionen von s darstellen. Der dritte Term der
obigen Summe wird fiir Re(s) > 0 geschrieben als

ZZ/DW¢M(S)T1_SCZV(P)

=1 VEV,'

= 23 [ TP = amenr ()

i=1 VeV;

+ 2‘;./7)¢i—(70)¢1i(5)7“1_5dl/(P)

= Z /D(F(az-VP) — i(r))ew(r, s)dv(P)

i=1 Vey;
- > [ P = (P
+ Z /Dwi(r)(bli(s)rlsdy(P).
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Damit erhilt man insgesamt fiir I, r(s) fiir Re(s) > 0:

Iop(s) = > ) /D F(a;VP)(E (VP s) — ey(r, s))dv(P)

i=1 Vey;

P Y Y /D F(aVP)Ey(a,V P, s)dv(P)

i=p+1VeY;

+ Z Z /D(F(oziVP) — 1i(r))ewi(r, s)dv(P)

i=1 Vey;

- /D FVP) = 61(r)r*du(P)

Vey:

+ ZZ/DM%AS)TI_SGZV(P),

=1 VeV;

so dass sich fiir die Rankin-Selberg-Transformierte von F in oo fiir Re(s) > 0
ergibt:

Rl(F, S) = oo,F(s) + Ioo,w(s) + Ioo,F,d)(S)

-y /D FlaiV P)(Ey(0iV P, s) — ex(r, s)) dv(P)

i=1 VEY;

+ Z Z/DWEl(aiVP,S)dV(P)

i=p+1Vey; (7.2.6)
D /D F(0iVP) = ba(r))exi(r, s)dv(P)
+ Gi(r)pui(s)r'—*dv(P) — | i (r)r'*dy(P).
% J

Fiir eine singuldre Spitze n; = ajo0o (1 < j < p) von I' ist die Rankin-
Selberg-Transformierte von F' in 7; gegeben durch

Ry(F,s) = /( TP ) ()

Dieser Fall wird auf den bereits betrachteten Fall n; = oo zurlickgefiihrt.
Dazu sei I' := aj’lFaj. [ ist eine koendliche Untergruppe von PSL,(O),

und es gilt Ty, = aj’anj «;. Die Spitzen 7); von T sind gegeben durch 7; =
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oflm mit 7; = @;00, wobei &; = a‘laz € PSLy(0). Dabei ist n; singulér
bezughch X genau dann, wenn 7; smgu]ar beziiglich x ist, wobei y den durch
X(9) == x(aj9a;") (9 € T') definierten Charakter auf T' bezeichnet. Der

Fundamentalbereich F+ von I' kann als

h
Fr=oj'Fo=J J @vD

i=1VeY;

mit d; = a; 'a; € PSLy(O) gewihlt werden. Weiter setzt man analog zu S.
104:

D; = (oj'Tyo)\H - | J VD = U VFa="ray) U vo
VeV F€(a; 'Tn;a;)\(a; 'Tay) vev;
= U ozj_lfy}"p - U VD = U U aj_lv(aiVD).
’7€Fnj\F Vey; ’yEFnj\F Vvey;
1<i<h
(77")#(E27])

Dabei bezeichnet V; ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von
(ozj_lFozj)oo =Ty in (aj_lPSLg((’))ozj)oo
Die Funktion
f:H*—>C, f(P):=F(q;P)
ist schwach (I, ¥)-automorph, was sofort aus der schwachen (I, )-
Automorphie von F folgt, und f(P) wéachst fiir » — 0 héchstens polynomial
(gleichmafig beziiglich z). Nach Definition von f ist die Fourierentwicklung

von fin n; = a;lm fiir 1 <7 < p gegeben durch die Fourierentwicklung von
F'in n;, so dass gilt:

f(@P) = F(q;P) = ¢;(r) + O(r~ ") fiir alle N € N fiir r — oo (7.2.7)

gleichméBig beziiglich z. Fiihrt man die obige Rechnung fiir die singulire
Spitze oo fiir die Gruppe I' = aj_lFaj mit der schwach (I, x)-automorphen
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Funktion f durch, so folgt aus (7.2.6) unter Verwendung von (7.2.7):

Ry (f,s) = /f - (f(P)— wj(r))r1+5dy(P)

"% IR et

oszP s)
’ zzp;l‘; / e VP oo 1] g M
+Z > / FGVP) = u(1)elr, 5) v (P)
+ZZ/@/& ¢ooz lsdy( )
N /p ~ bj(ryr'*edv(P),

wobei @; = a;'e; € PSLy(0). ﬁE (P,s) ist die (normierte) Ei-

sensteinreihe von T' zur Spitze oo von I' mit nulltem Term éy(r,s) =
L booi(s)r'™* (1 < i < p) in der Fourierentwicklung. Es gilt (vgl.
Bemerkung 7.1.4 mit A = S~" und o;V P statt P):

715 (@VPs) = =——=— Y  x@GrFave)

- TV
] Foo: Th] 27
= o 2. XOIr(eq eV e)
M = n 761“%\{‘

= Ej(O{,’VP, 8),
so dass man fiir 1 < ¢ < p erhélt:

€xoi(r,$) = nullter Term von WEOO(&iVP, s)
= nullter Term von E;(a;V P, s)

= eji(r,s).
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Damit ist die Rankin-Selberg-Transformierte fiir die singulére Spitze n; von
I" fiir Re(s) > 0 gegeben durch:

Rj(F’ S) :Roo(f, S)

= Z Z /D F(o;VP) (Ej(ozz-VP, s) — eji(r, s))dl/(P)

i=1 AeV;

N 'Zl VZV /D F(aiVP)E;(;V P, 5)dv(P)
: (7.2.8)

+Z Z /D(F(aiVP) — ;(r))eji(r, s)dv(P)

i=1 VeY;

+Z Z /Dwi—(r)%i(s)rlsdu(P)
=1 Vey;

Y (r)r'tedy(P)

D;
mit 75]- wie auf S. 109. Diese Gleichung wird mit

E(F, 8) = (Rl(Fa S): -'-aRp(Fﬂ 8))t =: (Rj(F’ S))pxl’

Ir(s) == (Z /DF(a,-VP)(Ej(aiVP, s) — eji(r, s))dy(P)) ;
fF’E(S) = <Z /DF(O,/ZVP)EJ(OAZVP, S)dl/(P)> 1,
oot = (S [TV P = hestryiv(r))

B0 = (XX [ atientsranr

— " (F (7‘)7‘1+sd1/(P)> ;
€i(r, ) == (&ji(r, 8))px1
in die Vektorform
R(F,s) = Ip(s) + Ipp(s) + Tpy(s) + Iy(s) (7.2.9)
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umgewandelt, um die meromorphe Fortsetzbarkeit und die Funktionalglei-
chung von R(F, s) zu zeigen.

Die Integrale Iy (s), I Fe(s) und I rp(s) konvergieren (wie bereits gezeigt)
komponentenweise absolut fiir alle s € C, die keine Pole von FE;(P,-) sind.
Sie stellen also in ganz € meromorphe Funktionen von s dar. Um die Funk-
tionalgleichung fiir ﬁ(F ,s) zu zeigen, geniigt es, dies fiir jeden Summanden
in (7.2.9) zu tun. Wegen

0

€i(r,s) = (eji(r,8))px1 = (r' By + ®(s)r'*) | 1| +— i-te Zeile

erhilt man mit der Funktionalgleichung (7.1.5) fiir ®(s):

Damit hat jeder Term in der Summe fiir I rp(s) die gesuchte Funktionalglei-
chung. Nach (7.1.5) ist

E(P,—s) = ®(—s)E(P, s),

so dass die Funktionen Iy g(s) und Ix(s) ebenfalls die gesuchte Funktional-
gleichung erfiillen. Zu zeigen bleiben also die meromorphe Fortsetzbarkeit
und die Funktionalgleichung fiir den Term I,(s). Sei
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wobei
) L ¢1:(s)
(@) =3 | %l ¢ |-r'TduP)

vey; ¢pi(5)
(7.2.10)

‘/wi(m 55: | - r+edu(p)
D; .
: px1

gesetzt wird. I, (s) konvergiert (komponentenweise) absolut fiir Re(s) > 0.
Das Integral

¢1:(s)
—/ i (r) : -r'*dy(P)
P bpi(s)

(7.2.11)

+ Z T/JZ(T) 5]'1' . T1+st(P)
Vvey; VD :
) px1

konvergiert offensichtlich fiir Re(s) < 0. Nach Lemma 7.2.5 stimmt die mero-
morphe Fortsetzung von (7.2.10) fiir 1); von der Gestalt (7.2.3) mit derjenigen
von (7.2.11) iiberein, so dass sich mit

0 0
¢1i(—3) : : :
o) | 1 | = ewe(-s) |1 =B [1| =0
¢pi(—8) px1 : : : px1
0 0

fiir jedes 7 ergibt: . .
O(s) 1y, (=5) = Ly,(s)-

Damit folgen die meromorphe Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung
fiir Ep(s), und die meromorphe Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung
von R(F, s) sind bewiesen.

Als mégliche Polstellen von R(F,s) hat man die Pole s = d;; — 1 und
s = 1—dy; der Komponenten von Iy(s), wie mit Lemma 7.2.5 aus der letzten
Zeile von (7.2.8) folgt. Thre Ordnung ist abhéngig von n;;. Weitere mogliche
Polstellen sind die Polstellen von ¢;;(s), und nach Lemma 7.1.8 besitzt ¢;;(s)
im Bereich {s € C | Re(s) > 0} hochstens endlich viele einfache Polstellen
im Intervall ]0, 1] auf der reellen Achse. O
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7.2.7 Lemma Sei 1; eine singulire Spitze von I'. D = Dk sei der in Ko-
rollar 7.2.3 beschriebene Fordsche Fundamentalbereich von PSLy(O) in H?
und D; = (a; 'Ty ) \H? — Uvey, VD der gestutzte Integrationsbereich fir
R;(F,s) (vgl. 5.109). ¥(r) = Lr¥log™(r) (n € No,d € C) sei eine Funktion
des Typs (7.2.3). Dann stimmen die meromorphen Fortsetzungen von

(r)yr'=*dv(P) und —/ﬁmrlisdl/(P)

vey; VD

tiberein. Polstellen liegen in s = d —1 und s = 1 — d. Ihre Ordnung ist
abhdngig von n.

BEWEIS: Zunichst wird gezeigt, dass die Mellin-Transformierte einer Funk-
tion ¢ der Gestalt ¢(r) = r%log"(r) wie in (7.2.3) identisch in dem Sinn
verschwindet, dass die Integrale fOTw(r)rl—ij—g und [ (r)rt—* % die je-
weils in einer Halbebene {s € C | Re(s) <« 0} bzw. {s € C | Re(s) > 0}
konvergieren, meromorphe Fortsetzungen auf die gesamte komplexe Ebene

besitzen, deren Summe identisch 0 ist. Fiir Re(s) > 0 gilt:

n

/OTw(r)r“% =y (=) T log T)™ (7.2.12)

m! (d—s—1)n—mtl’

m=0

Ist Re(s) < 0, so erhélt man analog:

n

/Too w(r)rl_s% =-y (= T (log T) (7.2.13)

m!  (d—s—1)n—mtl

m=0

Die rechte Seite von (7.2.12) bzw. (7.2.13) definiert eine meromorphe Fort-
setzung des zugehorigen Integrals auf die ganze komplexe Ebene, wobei
s = d — 1 eine Polstelle ist. Die Summe der meromorphen Fortsetzungen
von fOTw(r)rl_sf—g und [ ¢ (r)r' =% ist also identisch 0.

Eine analoge Aussage gilt fiir die Integrale fOT w(r)rl“f—g und
[ w(r)rt+s%. Man ersetze in den obigen Formeln s — —s. In diesem Fall
liegt eine Polstelle in s = 1 — d. Fiir ¢ an Stelle von 1 ist offensichtlich d
durch d zu ersetzen. Damit ist die obige Hilfsaussage bewiesen. Diese wird
nun benutzt, um die allgemeine Aussage des Lemmas zu zeigen:

Seien D = Dk der in Korollar 7.2.3 beschriebene Fordsche Fundamental-
bereich von PSLy(O) in H? und 7); eine singulére Spitze von I'. Dann gilt fiir

Re(s) > 0:

Z P(r)ri=*dy(P) = Z/VF (/T:)er_s%>dz,

Vey; VDx Vey;
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wobei z+T(z)j (T(z) > 0) den niedrigsten Punkt von V' Dy mit , komplexer
Koordinate“ z € Fk angibt. Fir D = —1,-3 ist T(z) = /1 —|2|? (vgl
([10], S. 324f.)). TIst Re(s) hinreichend klein, so gilt nach Definition von D,
entsprechend:

/zp Y= dy(P

Nach der zu Beginn des Beweises fiir die r-Integrale durchgefiihr-
ten Rechnung folgt damit, dass die meromorphen Fortsetzungen von
Uvey, [yp ¥ (r)r'=*dy(P) und — fﬁj (r)r'*5dy(P) iibereinstimmen. O

T(z) d

Z /V P(r)ri- T—g)dz

Vey;

7.3 DIE RANKIN-SELBERG-TRANSFORMIERTE DER
THETAFUNKTION

Wie in Abschnitt 7.2 ist fiir die Klassenzahl hx = 1 vorausgesetzt. Im
Folgenden wird die Kongruenzuntergruppe I' = TT((dxq)T~' = Ty (q) N
I'°(75") < PSLy(O) aus Abschnitt 2.1 betrachtet. Ferner seien P,w,wo €
H3. Theorem 7.2.6 wird nun angewendet auf die Thetafunktion

O(P,w,wg) = r° Z exp{mi(c(tpS[g]2) + 2ir|Tp|Hyw,{9}) }
ge0?
mit der Majorante H,,,, wie in (3.3.2), die wegen

(P, w,wo) = r° + O(e~cwwor)

als Funktion von P nicht quadratintegrierbar ist. (P, w,wp) ist nach Satz
3.3.10 schwach (T, x)-automorph, wobei x der Charakter auf I' aus (2.1.3)
ist. Fiir die nach Lemma 2.1.8 beziiglich x singulére Spitze 71 = oo von T ist

Yoo (r) = 1 (r) =17

Damit ist 1 (r) von der Form (7.2.3) mit d; = 2,¢; = ny = 0.

M = 00,y = 00,...., N = apoo € P'C mit a; € PSLy(O) sei ein
Vertretersystem der Spitzenklassen von I', wobei die Spitzen 7y, ...,1m, (1 <
p < h) singuldr beziiglich x seien. Fiir eine singulére Spitze n; = ;o0 (1 <
j <pa = (‘clj 32) € PSLy(0),c; # 0) von I' gilt nach dem Siegelschen
Transformationssatz 2.2.1:

0(c; Py w,wp) = | det(S)]~"|e;]™* Z A(Sw, 0)6“ (P, w, wy) (7.3.1)
wES—10% mod 04
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mit der Gaufischen Summe

)\(w, 1ﬁ) = Z emo(%TDS[g‘Hﬁ]) ewia(j—;TDS*[w]) eQwia((g;i;b)tTDw) '
g€0* mod ¢; O*

Den polynomial wachsenden Term von 6(«; P, w, wp) erhélt man fiir g = —w.
Dieser Fall tritt nur in einem einzigen Summanden in (7.3.1) auf. Fiir diesen
kann oBdA w = 0 gewidhlt werden. Man erhélt:

i(r) = r?| det(S)[ " es|~* - A(0,0).

1; ist somit von der Form (7.2.3). Fiir s € C mit Re(s) > 1, P = z+jr € H?
und das zu I, gehorige Gitter Ay, = 75O folgt:

Rl(ﬁ,s)
_ / (0(P, w, wo) — r (r))r+Hdu(P)

oo\1H3

dr
3

— O(P,w,w) — r2)r*tsdz—
F ] / /1;/ (1o lo) ° r

— / / / < em(U(TDS[g} 2))e 27r’rD|7"Hu;w0{g}dZ) d;‘
970
und wegen
3
/ (—rilo(roSlaa) g, —  VOUC/ (15 0)) = [P5=, falls S[g] = 0 (9 # 0),
C/(rp5t0) 0, sonst

ergibt sich fiir Re(s) > 1 mit der Rechnung aus dem Beweis von Satz 3.1.6:

1 |Dgl> T(s+1)

Ri(0,s) = . E Hyw,{g}) 51
1( ) [Foo . Fgo] 2 (27T|TD| +1 0¢g604( 0{ })
S[g]=0
= i o,
- [Foo . Fgo] o\w, Wy, S

mit der Zetafunktion

Zow ) = = S (o))

27T|TD‘ 0#£gc0*
S[g]=0
Formal erhélt man Zy(w, wy, s) durch Einsetzen von g = 0 in (3.3.5), wobei
der Summand fiir ¢ = 0 auszuschliefien ist.
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7.3.1 Bemerkung Die Rankin-Selberg-Transformierte der Thetafunktion
kann aufgefasst werden als mit einer , gestutzten“ Thetafunktion geliftete Ei-
sensteinreihe. Nach den Betrachtungen aus Abschnitt 7.2 kann diese Rankin-
Selberg-Transformierte auch als Summe von Termen aufgefasst werden, bei
denen eine ,gestutzte” Eisensteinreihe integriert wird. O

Es gelten die Bezeichnungen aus Theorem 7.2.6. [' = TTy(6xq)T ! =
To(g) NT°(75") sei die Kongruenzuntergruppe von PSLy(0) aus Abschnitt
2.1, x der Charakter aus (2.1.3) auf I'. ay,...,p, € PSLy(O) seien so ge-
Wahlt dass n; = 00,13 = 00, ..., My = apoo € PIC ein Vertretersystem der
Spitzenklassen von I ist, wobei die Spitzen 7y, ...,7, (1 < p < h) singuldr be-
ziiglich x seien. D sei der Fordsche Fundamentalbereich von PSLy(O) in H2,
und V; bezeichne ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von (o] 'T'a;) oo
n (o "PSLy(0)a)oo. Ferner sei D = T \H? — (J,,,, VD der gestutzte In-
tegrationsbereich der Rankin-Selberg-Transformierten (vgl. S. 104).

7.3.2 Korollar Mit den obigen Bezeichnungen gilt fir Re(s) > 1 :

Z()(U], Wo, 8)

ID|? T(s+1) el
= S+1 (wao{ }) ’
2 rlro]) 2, el

0#£gc0O*
S[g]=0

_ /F o P = 0 (r)r+edv(P)

= [Foo FI ]ZZ/ O,/ZVP’U) ’wo)(El(O!,VP 8) elz(r 5))dl/( )

i=1 VeY;

+ [T : T Z Z/ 0(cy P, w, wo) By (o P, s)dv(P)

+ [[o:T ]Z Z/ O(c; P, w, wo) — 1;(r))e1;(r, s)dv(P)
+ [[o:T ](ZZ Gi(r)bi(s)r'~*dv (P /w Jritdv(P)),
i=1 Ve

und die rechte Seite der obigen Gleichung definiert nach Satz 7.2.6 eine
meromorphe Fortsetzung der Zetafunktion Zy(w,wq,s) auf die ganze kom-
plexe Ebene mit einfachen Polen in s = 1 und s = —1. Weitere Po-
le kénnen nur noch in den Polen der Eisensteinreihen liegen. Im Bereich
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{s € C | Re(s) > 0} gibt es hochstens endlich viele einfache Polstellen im
Intervall 10, 1] auf der reellen Achse.

In Abschnitt 4.3 wurde das asymptotische Verhalten der Zetafunktion
Zi(w, wo, s) (fi # 0) an der Konvergenzabszisse s = 1 bestimmt. Der folgende
Satz beinhaltet das Satz 4.4.4 entsprechende Ergebnis fiir Zy(w, wy, s).

7.3.3 Satz Seien w,wy € H® und T > 1. Dann gilt:

Z (Hywo{9}) ™2 ~ Res(Zo(w,wy,s);s=1)-logT firT — co.
0#9€0*,5[g]=0
wao{g}ST

BEWEIS: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 4.4.5. g
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WS 1998/99-WS 2000/01 Diplomstudiengang Physik
mit Nebenfach Mathematik
an der Westfalischen Wilhelms-Universitat Miinster

ab SS 2001 Lehramtsstudiengang Chemie
fiir die Sekundarstufe I
an der Westfalischen Wilhelms-Universitat Miinster
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Lebenslauf

Priifungen: Vordiplom in Mathematik am 9. November 1998,
Vordiplom in Physik am 9. November 1998
an der Westfilischen Wilhelms-Universitdt Miinster

Diplom in Mathematik am 6. Dezember 2001
an der Westfalischen Wilhelms-Universitat Miinster

Erste Staatspriifung fiir die Sekundarstufen II und I
in Mathematik und Physik am 22. April 2003

Téatigkeiten: Studentische Hilfskraft
am Mathematischen Institut der Westfalischen
Wilhelms-Universitéit Miinster
von Juli 1999 bis Dezember 2001

Wissenschaftliche Hilfskraft

am Mathematischen Institut der Westfilischen
Wilhelms-Universitit Miinster

von Februar 2002 bis September 2002

Stipendiatin im Graduiertenkolleg

Analytische Topologie und Metageometrie

von Januar 2002 bis September 2002

am Mathematischen Institut der Westfalischen
Wilhelms-Universitit Miinster

seit Oktober 2002 wissenschaftliche Mitarbeiterin
am Mathematischen Institut der Westfalischen
Wilhelms-Universitat Miinster

Beginn der Januar 2002 am Mathematischen Institut der
Dissertation: Westfilischen Wilhelms-Universitat Miinster
bei Prof. Dr. J. Elstrodt
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