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Hubert Langlotz, Wilfried Zappe

Klausur- und Abituraufgaben mit dem TI 89/923+

Vorstellung eines Konzepts zur Entwicklung von Klausur- und
Abituraufgaben unter Bedingungen des Zentralabiturs. Die
TeilnehmerInnen kénnen gich an der Umarbeitung traditioneller bzw. der
Entwicklung neuer, "CAS-gerechter" Klausuraufgaben versuchen.

,,Es st nicht gesagt, dass es besser wird, wenn
es anders wird, wenn es aber besser werden
soll, muss es anders werden.*

G. C. Lichtenberg

In Thiiringen wird seit ca. zwei Jahren der Einsatz von CAS-Taschencomputern (TI-89) im
mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht der gymnasialen Oberstufe (Klassen 10 bis
12) an acht Gymnasien erprobt. Weil das Land Thiiringen Zentralabitur vorschreibt, miissen
sich in den Erprobungsschulen die Unterrichtsinhalte — vor allem aber die Aufgabenstellungen
in Klausuren und Abitur — recht eng an den bisherigen tradierten Inhalten orientieren. Die
Verfahrensweise fiir das Mathematikabitur ist z.Z. so, dass zundchst die Aufgabenstellungen
fiir die Kurse ohne TI-89 erstellt werden und dann auf dieser Basis die Abituraufgaben fiir die
Kurse mit TI-89 entwickelt (,,umgestrickt*) werden. Dabei ist immer darauf zu achten, dass
die Aufgabenstellungen gleichwertig bleiben. Im Grunde geht es bei dieser Vorgehensweise
immer darum, wie man die durch Verkiirzung von Rechenarbeit entstehenden Liicken an
Bewertungseinheiten kompensiert. Die Kompensierung soll also einerseits Gleichwertigkeit
herstellen, andererseits aber nach Mdoglichkeit auch die Aufgabe so dndern, dass Elemente
einer neuen Aufgabenkultur einflieen konnen.

(Vgl. TIMSS: ,,Im Mathematikunterricht in Deutschland wird generell zu viel Wert gelegt auf
das routinemifige, manchmal gar schematische Losen innermathematischer
Standardaufgaben. Zu kurz kommen insbesondere das selbstindige, aktive Problemlosen, das
inhaltliche, nicht-standardisierte Argumentieren sowie das Herstellen von Verbindungen
mathematischer Begriffe mit Situationen aus Alltag und Umwelt.*)

Aber nicht nur fiir unsere spezifischen thiiringischen Verhiltnisse hat dieses Vorgehen
Bedeutung.

BOHM schreibt in ,,Auf den richtigen Dreh kommt es an!*:

»Eine der am haufigsten gestellten Fragen nach Workshops oder Vortrdgen iiber den Einsatz
von Technologien im Mathematikunterricht ...ist die, wie man nun Aufgaben und Probleme
fiir Ubungen und Priifungen findet. Viele erfahrene Lehrer haben eine groBe Sammlung von
Aufgaben und man kann nur zu gut verstehen, dass sie ihre ,,Schitze* nicht gerne wegwerfen
und wieder wie zu Beginn ihrer Lehrerlaufbahn ganz von vorne anfangen wollen.... Meine
Standardantwort ist:* Du musst ja nicht alles &ndern. Nimm Deine Beispielsammlung und
versuche, einen anderen Blickwinkel zu erreichen. Es wird in vielen Fillen moglich sein, der
Aufgabe einen ‘Dreh’ in die richtige Richtung zu versetzen, und sie wird eine neue Qualitit
erhalten, sich auf ein anderes Ziel konzentrieren, neue Sichtweisen eroffnen oder einfach ein
wenig anders lauten.*

Die CAS-Arbeitsgruppe beim Thiiringer Institut fiir Lehrerfortbildung, Lehrplanentwicklung
und Medien (ThILLM) geht bei der Entwicklung von Klausur- und Abituraufgaben von
folgenden Uberlegungen aus:

- Komplizierte und aufwiandige Rechenoperationen entfallen in vielen Fillen, daher
kann die Erfolgssicherheit beim Losen von Aufgaben auch bei leistungsschwicheren




Schiilern steigen. Mit dem nunmehr reduzierten Aufwand fiir bisher iibliche
Rechenschritte sinkt aber der bisher iibliche Gesamtpunkte-Wert einer Aufgabe.

- Ein Aufriisten der Aufgabe durch zum Beispiel groflere Problemkomplexitit oder
verstirkte Aufnahme von Theorieelementen u. &. ist im geringen Umfang fiir den
leistungsstarkeren Teil einer Schiilergruppe erfolgreich praktizierbar.

- Mit gutem Erfolg lésst sich dagegen der Fortfall von Rechenschritten kompensieren,
wenn die Aufgabenstellung die Schiiler zur Planung und Analyse der einzelnen
Losungsschritte anhélt. Deren knappe und strukturierte Niederschrift, die Reflexion
des eingeschlagenen Losungsweges sowie eine kritische Wertung der Ergebnisse
sollte —wo dies sinnvoll ist- ein normaler zu bewertender Bestandteil einer
Schiilerlosung sein.

- Wenn sich auBlerdem neue Aufgabenteile erforderlich machen, so bleiben wir beim
Abitur stets innerhalb der Grenzen des Lehrplans und tradierter Inhalte von
Abituraufgaben, die bekanntlich eine stark orientierende Wirkung haben.
Verianderungen in Richtung offenerer Aufgabenstellungen sind fiir das gesamte Abitur
im Gange und haben so auch fiir die CAS-Klassen Relevanz.

In Anlehnung an BOHM (vgl. S. 1)wollen wir solche Ansitze zur Verinderung von Aufgaben
als Handlungsanweisungen zusammenfassend - aber ohne Anspruch auf Vollstandigkeit -
darstellen:

Veranlasse zur Niederschrift der Planung, Analyse, Diskussion und Begriindung von
Losungswegen.

Verwende verstirkt Aufgabenworter wie: ,,Beschreibe®, ,,Erklire®, ,,Untersuche®,
,.Klassifiziere®, ,,Begriinde*;

Fordere die kritische Wertung von Losungen.

Offne die Aufgaben durch Umkehren, Weglassen oder Variieren.

Nutze die graphischen Moglichkeiten des CAS-Rechners.

Verwende Bildschirmangaben des CAS-Rechners zur Formulierung von Aufgaben.

Stelle kleine zusdtzliche Aufgaben, bleibe stets innerhalb des Lehrplans.

Lasse selbstindigere Untersuchungen, z. B. bei Aufgaben mit Parametern zu.

uv.a. ?

Einige Beispiele sollen unser Vorgehen illustrieren.
Beispiel 1: Abituraufgabe Thiiringen 2000, Mathematik Grundfach, Analysis 1.1

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = x(1 — In x).

Original Verdnderung (CAS-Gruppe Thiiringen)

Untersuchen Sie den Graphen der Zeigen Sie durch Rechnung, dass der Graph der
Funktion f auf Schnittpunkte mit der | Funktion f nur den Schnittpunkt A(e; 0) mit der x-
x-Achse, lokale Extrempunkte und Achse hat.

Wendepunkte! Geben Sie Beschreiben Sie allgemein eine Losungsstrategie zur
gegebenenfalls deren Koordinaten an. | Ermittlung von lokalen Extrempunkten des Graphen
einer Funktion!

Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f auf
lokale Extrempunkte!

Weisen Sie nach, dass der Graph von f keine
Wendepunkte besitzt.




Beispiel 2: Kursarbeit Integralrechnung

2. Gegeben ist der Graph einer kubischen Funktion f durch

3.Gegeben ist die Funktion fdurch y = f(x) = {

a) Beschreibe wesentliche gemeinsame Eigenschaften der

nebenstehendes Bild.
/ Graphen der zu f gehorenden Stammfunktionen F.

Begriinde deine Aussagen!

J b) Skizziere und erkldre den Verlauf des Graphen der zu
gehorenden Ableitungsfunktion f .

x* fiir0<x<2

x fiir2<x<4

4
Erldutere, wie man I f(x)dx als Grenzwert einer geeigneten Untersumme ermittelt.
0

Beispiel 3: Kursarbeit Analysis

Original: Thiiringen Abitur 2000 LK Neue Formulierung:

Fiir jede reelle Zahl a (a > 0) ist
eine Funktion f, gegeben durch

Fiir jede reelle Zahl a ist eine
Funktion f, gegeben durch

y=f,(x)=a-In(x* +a)—a(xeR). y=f,(x)=a-In(x*+a)—a(
Untersuchen Sie den Graphen von XER).

f, auf Symmetrie!

Ermitteln Sie die Anzahl der
Schnittpunkte des Graphen von f,
mit der x-Achse in Abhédngigkeit

von a und geben Sie deren
Koordinaten an!

Klassifizieren Sie die Kurvenschar
anhand ihrer Graphen!

Beispiel 4: Abituraufgabe Bayern 2001
Gegeben gy = k-x-+4—k-x mitk € R* mit maximaler Definitionsmenge Dg. Der Graph

von gx wird mit Gy bezeichnet.

Original

Mogliche Verdnderung

d) Untersuchen Sie das
Verhalten von gi” bei
Annidherung an den rechten
Rand von Dy. Zeichnen Sie
Gos und G, unter
Verwendung bisheriger
Ergebnisse.

d) Untersuchen Sie das Verhalten von g~ bei
Anndherung an den rechten Rand von Dy
Kommentieren Sie in diesem Zusammenhang das

nachfolgende Bild von G; im I. Quadranten.
Beschreiben Sie, wie man die abgebildete ,,Schleife® aus
G erzeugen kann. Geben Sie dazu geeignete
Funktionen an.

HAld DEGAUT FUMC




Beispiel 5: Offnen durch Weglassen; Klausuraufgabe Grundkurs

Auf einem Grundstiick, das die Form eines rechtwinkligen Dreiecks hat, soll ein moglichst
groBBes rechteckiges Geldnde fiir den Bau einer Lagerhalle abgesteckt werden (vgl. Bild)

40 m

100
Verfasse fiir den Bauherrn eine begriindete Empfehlung fiir die Abmessung des Grundrisses
der Lagerhalle!

Beispiel 6: Offnen durch Weglassen; Klausuraufgabe Analytische Geometrie

Gegeben ist ein Wiirfel mit zwei Transversalen. Die eine Transversale /
verlduft vom unteren rechts vorn liegenden Eckpunkt zum oberen links
hinten liegenden Eckpunkt, die andere geht von der unteren links vorn
liegenden Ecke durch einen Punkt auf der oberen hinten liegenden
Kante (vgl. Bild). Untersuche, ob sich die beiden Transversalen
schneiden.

Beispiel 7: (vgl. BOHM, S. 1)

Entscheide Dich: Welcher der beiden Graphen gehort zur Funktion f und welcher zur ersten
Ableitungsfunktion von f ? Begriinde Deine Wahl!
Beschreibe, aus welchen bekannten Funktionsklassen die Funktion f zusammengesetzt sein
konnte und gib einen moglichen Funktionsterm an!

T Fex |_F3 i L T
|T" E Z2oon|Trace|Rearaph|Math Draw |- Ii'dis id

Hiall EnD nlTD FlbC

Beispiel 8: (vgl. BOHM, S. 1)

Du siehst den Graph einer Funktion y. Fiige den Graph einer stetigen Stammfunktion von y
hinzu, die durch den Punkt P( -3, -2) verlduft und gib den zugehdrigen Funktionsterm an!

TG (_fex |5 &l FE~ | Fav [T 7 =

w = Zoom|Trace|Rear-aphiHath|Draw] -

HilH Fnb ALTO TIHE

Beispiel 9:



Spieglein, Spieglein an der Wand; Klausuraufgabe Grundkurs

1. Die Strecke AB mit A(1; 1) und B(2; 1) soll am Ursprung gespiegelt werden!
Erlédutere eine grafisches Verfahren mit Zirkel und Lineal und ermittle die Losung
auBerdem durch ein analytisch-rechnerisches Vorgehen!

2. Der Punkt A soll nun an der Geraden g mit der Gleichung y = g(x) = 4x gespiegelt
werden. Erldutere ein analytisches Vorgehen und bestimme den Spiegelpunkt A’!
Vergleiche das Ergebnis mit der Losung durch geometrische Grundkonstruktionen mit
Zirkel und Lineal.

Es sei h eine zweite Gerade im R2. Erldutere, wie man die Gleichung der
Spiegelgeraden h* von h bei Spiegelung an g ermittelt.

3. Essind die Punkte P(1 |2 |a)und Q( 9|9 |3a) mitae R gegeben. Bestimme die

zugehorige Spiegelebene, die P auf Q abbildet!

Beispiel 10: Fir| Fer |FEr| Fa= | FE Fo-
eispiel 10 Tools|a13cbra|Calc|0bher|Framio|clcan Ue

Kommentiere folgende Bildschirmanzeige:

g 1
"l Inlx)) 7
1 1n(]=1]
'J[z-x]d}“ Z
Tl (o ]
FMAIN FAD ALTO FUHEZ

Beispiel 11: Der kleine mathematische Aufsatz

rfi T Fer TrsvT r-wT FE T FE™ T]
TE Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

Interpretiere die folgende Rechnung mit dem CAS -
Rechner geometrisch!

. . ) u[5 12]+wua [5 121
Schreibe einen kurzen mathematischen Aufsatz w[14 @]+ub [14 0]
dazu! bl RN [x u]

B soluelnormlubl — wxd = nokmiva — wxl . Jl
2w -3)
-

wElnormivb—uxI=noprmiva—uxd o
FAIW EAD AUTO FUMC Y4/20

Beispiel 12:

I’Fi T Fev GE I FE TE™
- E Algebra|Calc Dther*TF‘r‘ngElTElean Upﬁ

Beweise oder widerlege die ,,Warnung" des TI!

u sulue[ln(x) —1—>E -1-2=0, x]

¥ = 23,4955 or x=2.01728

solvelln{xd—x 10-1.-2=0,x>

P Larnind: More solutions may exist

[1] T3 Europe: Josef Bohm ,,Auf den richtigen Dreh kommt es an“ T3 Osterreich/
ACDCA am PI - Niederosterreich, Hollabrunn



Aufgaben fiir den Workshop
Thiiringen Abitur 2002 Leistungskurs

Aufgabe A2

Fiir jede reelle Zahl a (a > 0) ist eine Funktion f, gegeben durch
y:fa(x)za\/;—lnx , (xeR,x>0).

a)  Untersuchen Sie den Graphen von f,; auf lokale Extrem- und Wendepunkte
und geben Sie gegebenenfalls deren Koordinaten an!

Bestimmen Sie lim f, (x)!
x—0

Skizzieren Sie die Graphen von f] und f in ein und dasselbe
Koordinatensystem jeweils im Intervall 0 < x < 20!
Priifen Sie, ob die lokalen Extrempunkte aller Graphen von f, auf einer

2
€
Kurve k mit y = k(x) =In— liegen!
X

b)  Entscheiden Sie, ob einer der Minimumpunkte des Graphen von f, auf

einer Koordinatenachse liegen kann. Begriinden Sie Thre
Entscheidung! 3 BE

c¢) Finden Sie zwei positive reelle Zahlen r und s mit r #S so, dass das von
den Graphen der Funktionen f] und f, sowie den Geraden mit den

Gleichungen x = r und x = s begrenzte Flachenstlick einen ganzzahligen
Inhalt besitzt!
Geben Sie diesen Fldcheninhalt an! 4 BE

d) Essei Xy, die Wendestelle der Funktion f,, .

Zeigen Sie, dass die Wendetangente die y-Achse im Punkt
T(0; £, (x4, ) —1) schneidet! 4 BE

e) Fir 0 <p<9 ist durch die Punkte P(p; f](p)), S(p; > (p)),

Q(9; ] (p)) und R(9; f5 (p)) ein Rechteck definiert.

Ermitteln Sie p so, dass der Flacheninhalt des Rechtecks PQRS extremal

wird!

Um welche Art des Extremums handelt es sich?

Bestimmen Sie den extremalen Fldcheninhalt! 7 BE



Thiiringen Abitur 2000 Nachtermin Leistungskurs
Aufgabe 2

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A¢( - t; - 8; 1), By(4; - 4; 2t) und

C(0; - 8; 4) mit teR gegeben.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes t durch die Punkte A, B; und C genau eine Ebene g; bestimmt ist.
1 BE

b) Die Ebenen €-, und &3 schneiden sich in einer Geraden g. Ermitteln Sie eine Gleichung

dieser Schnittgeraden und beschreiben Sie die spezielle Lage dieser Geraden. Berechnen Sie

die GroBe des Schnittwinkels der beiden Ebenen.

5 BE
d) Fiir jedes ueR ist ein Punkt Dy( 4; -2u; u - 6) gegeben. Zeigen Sie, dass alle Punkte D, auf
einer Geraden h liegen. Weisen Sie nach, dass alle Punkte D, von der Ebene g3 den gleichen
Abstand haben und berechnen sie diesen

3 BE
e) Die Punkte D; und Dy sind benachbarte Eckpunkte eines Rechtecks. Die beiden anderen
Eckpunkte des Rechtecks liegen auf einer Geraden, die durch den Koordinatenursprung
verldauft. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Rechtecks!

3 BE
f) Die Punkte P(O;_§;§j , D3, Do und Q bilden in dieser Reihenfolge ein Rechteck. Das

Rechteck ist Grundflache einer geraden Pyramide mit dem Volumen 224 VE. Berechnen Sie
die Koordinaten der Spitze S dieser Pyramide!

3 BE



