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Einleitung

Das Studium von abelschen Varietédten Ag iiber endlichen Korpern ist ein wichtiges The-
ma der Zahlentheorie und der algebraischen Geometrie. Ein grundlegendes Hilfsmittel ist
die Zeta-Funktion (4,(s) von Aj.

Von Riemann und spéter Weil gibt es sogenannte “explizite Formeln” die einen Zusam-
menhang zwischen den Nullstellen und Polstellen der Zetafunktionen und Normen von
Primidealen herstellen. Wir zeigen eine entsprechende Formel fiir (4,(s), welche die Null-
und Polstellen in Beziehung zu den Normen des abgeschlossenen Punkte von Ag setzt.
Ziel der Arbeit ist die Interpretation dieser Formel fiir gewthnliche abelsche Varietéten
durch Analysis auf “verallgemeinerten Solenoiden” mit R-Operation wie von Deninger ver-
mutet [Den2]. Solenoide sind eine Verallgemeinerung von Mannigfaltigkeiten. Die lokale
Struktur von Solenoiden ist R™"x “total unzusammenhéngend”.

Die analytische Komponente dieser Arbeit ist ein transversaler Index Satz fiir den de
Rham Laplace Operator entlang einer (komplexen) Blidtterung F auf einem verallgemei-
nerten Solenoid. Wir bewiesen ihn mit Hilfe der Poissonschen Summenformel. Wir zeigen
auch einen transversalen Index Satz fiir den Dolbeault Laplace Operator langs F.

Fiir ein verallgemeinertes Solenoid X mit glattem Fluss ¢! betrachten wir die Spur des
Operators S;(a) = [, a(t)¢™dt auf dem Raum Harm},(X) der harmonischen Formen
auf X. Sie ist eine Distribution auf R.

Wir erstellen eine Formel, die eine Bezichung zwischen einer alternierenden Summe von
Distributionen und periodischen Orbits des Fluss ¢ herstellt.

Die transversale Index Theorie beziiglich Operationen von kompakten Gruppen wurde
von [Ati] initiiert.

Wir gehen jetzt naher auf den Aufbau der Arbeit ein:

In Abschnitt 1.1 definieren wir das 2¢g + 1-dimensionale verallgemeinerte Solenoid X =
(C9 xy ViT') xaAR. X ist ein topologischer Raum, der lokal homeomorph ist zu einem Pro-
dukt einer offenen Unterraumes von R?Y und einem total unzusammenhingenden Raum
ViI'. V und A sind geeignete diskrete Gruppen.

In Abschnitt 1.2 zeigen wir dass es einen Fluss ¢ auf X gibt, fiir den es gibt eine Bijek-
tion 7 zwischen den periodischen Orbits v und den endlichen Orbits der A-Operation auf
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C9 xy VI gibt.

In Abschnitt 1.3 definieren wir ein Maf§ auf X, das durch ein Maf§ i auf (C? x V;I') x R
induziert wird, welches A-und V-invariant ist.

Im Abschnitt 1.4 werden wir sehen, dass X ist ein geblitterter Raum mit Blattern
m(C9 x {0} x {t}) ist, wo m : (C9 x V;I') x R — (C9 xy V;I') x5 R die Projektion
ist. Die einzelnen Blétter sind isomorph zu C9.

Im Abschnitt 1.5 definieren wir eine Riemannsche Metrik g auf dem Tangentialbiindel T'F
an die Blatter F auf (CY x V;I') x R.

Wir benutzen die A-und V-Invarianz von g um eine Riemannsche Metrik auf X zu defi-
nieren.

Mit Hilfe der Metrik g und dem MaBp kénnen wir ein Skalarprodukt auf A%(X) =
['(X,AT*X), dem Raum der j-Formen auf X, definieren.

Im Abschnitt 1.6 definieren wir den Index des de Rham Operators auf X durch die Formel

2g

Indy(dr)(a) = > (=1YTr(S;(a)|Harm},(X)).
j=0
D.h. der Index ist eine Summe von Distributionen zu der Operation des Flusses auf dem
Raum der harmonischen Formen auf X.
Unter Benutzung der Poissonschen Summenformel und der oben genannten Bijektion 7 er-
halten wir fiir den transversalen Index des de Rham Operators auf dem verallgemeinerten
Solenoid X, die Formel

Indy(dr)(a) => 1) alkl(y) + > _1(v) Y exp(ghl(y))a(kl(7)).
Y k=1 Y k<-1
Hierbei ist () die Lange von 7.
Im Abschnitt 1.7 betrachten wir X mit der komplexen Struktur und dem komplexen Tan-
gentialraum 7. F, und berechnen den transversalen Index des Dolbeault Operators auf X.
Er ist die alternierende Summe von Spuren des Flusses ¢ auf dem Raum der  harmoni-
schen Formen auf X. Wir erhalten die Formel

Ind (0F)(@) = Y _U(7)Y_detc(l — T | T, F)  alki(v))

k>1

+ Z 1(v) Z exp(gkl(7y))dete(1 — T T F) L a(kl(7)).

k<-1
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Dabei bezeichnet z einen Punkt in v, und 7T.,¢*() die von ¢ induzierte Abbildung auf
dem komplexen Tangentialraum 7., F im Punkt z.

Im Kapitel 2 betrachten wir eine abelsche Varietat (Ag, ¢o) iiber einen endlichen Kérper
F,. Man weifl dass (Ao, o) eine Liftung zu einer CM-abelschen Varietét (A, ¢) in Cha-
rakteristik Null besitzt.

Im Abschnitt 2.2 definieren wir mit Hilfe des Abel-Jacobi-Isomorphismus eine C-lineare
Abbildung f : C9 — CY, so dass f(I') C I', wobei I' das Gitter in C? ist, und Q(f) ein
CM-Kérper mit | f| = |po| = ¢2 ist.

Wir setzen nun voraus, dass die abelsche Varietit (Ao, ¢o) gewohnlich ist und wir benutzen
die Reduktion der kanonischen Sequenz

0 = (e (R))? — Ape(R) S (Z/p"Z)° — 0

von p-divisiblen Gruppen modulo p, wobei R der Ring der Witt-Vektoren von [, ist.
Hiermit zeigen wir eine Bijektion zwischen den abgeschlossenen Punkten der abelschen
Varietit Ay der Ordnung n, und den endlichen Orbits der Ordnung n der f-Operationen
auf A(C).

Im Kapitel 3.1 beweisen wir die explizite Formel

2g—1

2miv , 2miv
—1)¢
> ) + 2 (1 (0l + 3 bl + )
VEZ =1 P VEZ
= ) logN, Y @(vlogN,)+ > logN, Y  NZgp(vlogN,)
z€|Ao| v>1 z€|Ag| v<—1

mit Hilfe des Residuen-Satzes, angewendet auf die Zeta-Funktion, und zu Hilfe nahme der
Gleichung

29 .
Cao(s) = [[ Pla™) V",
1=0
wobei
P(T) = detg, (1 — Tw*|H' (Ay @ F,, Q))).

Insgesamt gelingt es uns, die obige explizite Formel fiir die Zeta-Funktion der abelschen
Varietéit Ag als eine Formel fiir den transversalen Index des de Rham Operators, auf X

zZu interpretieren.
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1. Transversale Indexsatz auf einem verallgemeinerten Solenoid

1.1. Das verallgemeinerte Solenoid (CY xy ViI') x, R

Zuerst schreiben wir die transversale Indexformel auf einem verallgemeinerten Solenoid

X in Termen der kompakten Orbits einer R-Operation auf X.

Definition 1. FEin verallgemeinertes Solenoid (X,F) ist ein gebldtterter Raum X im
sinne von [MS] mit einer Blatterung F durch Kdhler-Mannigfaltigkeiten.

Definition 2. Eine d-dimensionale Blitterung F auf einer glatten Mannigfaltigkeit X von
Dimension a ist eine Partition von X in immersierte d-dimensionale Mannigfaltigkeiten
F, den Bldttern. Local muf$ die induzierte Partition trivial sein: Fiir alle x in X es gibt
ein offene Umgebung U, welche diffeomorph ist zu ein offenen Kugel B in R%, so dass die
Blitter der induzierten Partition auf U zu den Untermannigfaltigkeiten B N (R? x {y})

von B fiir y in R~ korrespondieren.

Im folgenden konstruieren wir die Solenoid, mit denen wir uns beschéftigen werden. Sei

f : C9 — CY eine R-lineare Abbildung. Sei I' ein Gitter in C9, g € N — {0}, so dass

f(T') c T gilt. Wir identifizieren CY mit R?» und erhalten eine R-lineare Abbildung

f:R* — R%. Sei (11, ...,v9,) eine Basis von I' = Zvy @ ... @ Zvy,, wobei v; € R?. Die

Matrix Matg f bezeichne die Matrix der Abbildung f beziiglich der Basis w = (14, ..., 1/29).
29

Dann ist f(v;) = Y a;vj, mit i = 1,...,2¢. Die a;; sind ganze Zahlen mit 1 <14, j < 2g.
j=1

Sei specf = {A1, ..., Aoy } die Menge der Eigenwerte von f. Unsere grundlegende Annahme

ist, dass f bis auf ein Vielfaches unitér sein soll und alle Eigenwerte \; von f den gleichen

Betrag |A;| = a # 0 haben. Sei ¢ = det f. Dann gilt

2g
[det f] = [T Nl = a* = |l =
i=1

11
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Wir definieren V;I' als TFI' ® Q, wobei
TyT = lim D/ (1)

gilt, A = (log¢)Z C R ist und
1 n
’detf\] B Unzo(a2g) L

V und A operieren auf dem Raum X := C9 x ViI' x R durch

V=T

(z,0, ) A= (f""(2), ["(0),t+ ) fir A=vlogge A
und
(z,0,t)v = (24 v,0—v,t) fir veV.
X bezeichne den kompakten Raum (C9 xy ViI') x5 R. Sei M = C¥ xy ViI'. Mit dieser
Notation haben wir X = M x, R.

Lemma 1.
Sei T' C C9 ein Gitter und f : R* — R eine R-lineare Abbildung mit f(T) C T und
det f # 0. Dann folgt

£/ £(0) = | det f].
Beweis
Sei f: R* — R% eine R-lineare Abbildung. Nach Voraussetzung gilt f(I') C T, T ist ein
freier Modul iiber Z und also f(I') ein endlich erzeugter Untermodul von I'. Nach dem
Elementarteilersatz gibt es eine Basis B von I und Elemente wy, ..., wy, € R* dieser Basis
und Elemente A, ..., A\yy € Z, so dass

f(F) = Alwlz D...PD /\ngggZ
gilt. Also erhalten wir

WL D ... D woy

r/f(r) = .
/f( ) )\1w1Z D...P )\ngggZ

2g
Damit gilt i /f(I") = | [] \i|- Es gibt N1, N2 € GLyy(Z) mit
i=1

A 0
NifNy = )
0 g
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2g
dann ist | [] A;| = | det Nq|| det f|| det N3| = | det f| und damit
i=1

ir/ f(T') = | det f].

13

Lemma 2. Sei V = I'[++]| = U, -, == 1. Dann gibt es fiir alle v € N — {0} einen

[det /]
Gruppenisomorphismus

n>0 [det f|"

VI =1)V) =T/ = 1)(I).
Beweis
Wir betrachten die Abbildung

0: F/(f”jl)(F) — V/(/"=1)(V)

z — Z.
Es ist klar, dass 6 ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.
Lemma 3. Unter Verwendung der obigen Notationen setzen wir
A=Az, =2 e M;z € (f* = 1) (V)}.
Dann gibt es einen Isomorphismus von Gruppen
A= (fr =171 (V)/V.

Beweis:
Wir betrachten die Abbildung

p:{lz, =2l e Mize (f =1)7'(V)} — (f"=1)7"(V)/V
[z, —2] — z+ V.

Es ist einfach zu sehen, dass A eine Gruppe mit [v, —v] als Nullelement ist, wobei v € V/

ist. Es ist klar, dass ¢ surjektiv ist.
Jetzt zeigen wir, dass ¢ injektiv ist. Sei [z, —z] € M, so dass

©([z,—z]) = V. Dann ist z € V, das bedeutet, dass [z, —z] das Nullelement von A ist. O

Lemma 4. Unter den gleichen Bedingungen wie oben sind die Abbildungen
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und
n: Cy vafr —_— Cy XFTfF
(z4+v,b—v) — (z4+w,[f—aq)
Isomorphismen.
Beweis

Zuerst beweisen wir, dass die zweite Abbildung ein Isomorphismus ist. Es gilt V;I' =
T/I' @ Q und TyI' € V;I'. Wir konnen V;I" schreiben als

VfF = U'elai —+ TfF

mit a; € V¢I' und I = V;I'/TI". Die Menge a; + T¢I ist eine offene Umgebung von a; in
V;I'. Nach Definition ist V' = F[ﬁ]. Es ist einfach zu sehen, dass I' dicht in 7T liegt
und somit V' dicht in V4T ist. Dann gilt V' N (a; + T4T") # 0 und somit gibt es ein Element
we VNi(a+Ti). Sei w =a; +a mit a € TyI'. Fiir b € V;I' existiert ein ¢, so dass
b e a;+TI', dh. es gibt ein 3 € TyI' so dass b = a; + . Damit ist b = w — a + [ mit

weVund —a+ § € TyI'. Wir haben

z+v,b—v] = [z4+v,f—a+w—"1]
= z4+v+(w—0),5—q]
[z +w, [ —

weil w — v € V. Also erhidlt man Abbildungen
CY Xy VfF ‘l (o Xr TfF i> CY Xy VfF,
wobei wir
nz+v,b—v)=(z+w,[—a)
und
0(z+vy,w—7)=(E+7w="7)

setzen. Also haben wir
CY Xr TfF = (Y Xy VfF

Jetzt kommen wir zum ersten I[somorphismus

Dazu definieren wir eine injektive Abbildung

f T T—T,T.
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Sel
T o= lmr/mr L lim I/ f"(T)

(cos Oy 1y ey @1) > (eony flan), flan—1), ..., f(a1)).

f ist wohldefiniert, denn fur @, € I'/ f*(I") sehen wir, dass f(a,) € I'/f™(I).
Jetzt zeigen wir dass f injektiv ist:

f((an)) = f((by)), also ist f(an) = f(by) fiir alle n. Dann ist f(a,) — f(by) € f*(I') und
fla, —b,) € f™(T) fiir alle n. Also ist a, — b, € f*}(T) fiir alle n. Sei ¢ die Abbildung

p: /M) — T/ f"HI).

Dann ist o(a,) = @,-; und a, + f*1(T) = a,_1 + [~ HT), sowie ¢(b,) = b,_1 und
by + fPHT) = by + f~1(T). Damit ist a,_1 — b,y € f*1(T') fiir alle n. Folglich gilt
@, = b,, und damit ist f injektiv.

Jetzt zeigen wir, dass f ein Isomorphismus ist:

Sei N € Z — {0} mit (N, d) = 1. Wir definieren die Abbildung

r/fm = I/
a, + f"(I') +~— Na,+ f™(I).

Nach Lemma 1 gilt £I'/ f*(T") = | det | = | det f|* = d".

Da (N,d) =1, folgt (N,d") = 1, folglich ist a,, € f"(I'), Wenn N.a, € f*(I'). Also ist m,
injektiv. Weil 4"/ f"(I") < oo gilt, ist m, surjektiv. Dann ist 7, ein Isomorphismus, also
invertierbar. Folglich gibt es fiir alle b, € I" ein a,, € I mit b, + f*(I') = N.a,, + f™(I').

Wir definieren einen Homomorphismus

T,T -, T,T
(cey@py@pq,..yay) +— (.o, Nay, Nay_1,..., Nay)

und zeigen, dass er injektiv ist:

Wenn Na, € f*(I') fir alle n, dann gilt a,, € f™(I") fiir alle n. Folglich ist 7 injektiv.
7 ist surjektiv:

Sei (..o bp, by_1, ..., by) € TyT, dann gibt es @, € I'/f"T fiir n > 1 sodass

(ceesbpybp_1,...01) = (..., Nan, Nap_1, ..., Nay).
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Es bleibt zu zeigen, dass (..., @y, Gp_1, ...,a1) € T¢I d.h. ¢(a,) = a,—1, wir haben

p(bn) = bu-
b, + f™(I) = Na, + f*(I)
byt + f"YT) = Na,+ f*(T)

dann gilt Na, + f*}(T) = Na,_1 + f~4T) d.h. N(a, — a,_1) € f*1(T") aber
(N,d"') =1 dann a, — a,—1 € f* }T) fiir alle n > 1. Folglich ist 7 : TyI' — Ty ein
Isomorphismus.

Jetzt zeigen wir, dass V;T' und TyI'® 2 Z, mit -7 = U,>0 72, isomorph sind. Fiir a € Q
existiert ein (s, N,i) € Z x Z — {0} x N, so dass a = %+ und (N, d) = 1.

Wir haben eine Isomorphie

VI=TTeQ =4 T ® &7
(...,CL_n, n—1; ) ® %% — (7 Nap, Nap-1, ) ® %% = ("'7a_n7 an-1, ) ® %
Wir definieren die Abbildung
Tretz L M ® L7
(oo s 1, ) @ 57— (o, flan), fan-1),...) ® 5.

Wir wollen zeigen, dass f ein Isomorphismus ist:
Wir haben

R 5T -1 1 c RY.

Sei A die zu f assoziierte Matrix, also A € Maty,94(Z), und sei A% die adjungierte
Matrix von A. Dann ist f.f% = A.A"Y = det f.I5, = +d.Is,.
Also gilt f~' = f*4 @ £+ .id und

fo (fadj@)iﬁl) = fo fi @il—d = id.id@iz—d = id.
d d d
Die Abbildung

Jedigl.id

TT @ A7 —4 Tl ® =7

("'>a_n: anfla'“)®% — ("'afadj(an)afadj(anfl),---)® diil
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ist ein Gruppenhomomorphismus, sie invertiert die Abbildung f . Dann ist die Abbildung
TiT ® &7 AN TiT ® L2
(s Oy 1, ) @ 37— (oo flan), flan-1),...) ® %

ein Isomorphismus. Schlieflich ist

VT 7, VT
("‘7%7(1%—17”')@% — ("‘7f(a’”>7f(an_1)7”')®%

ein Isomorphismus. O

z|=

1.2. Periodische Orbits des Flusses

Definition 3. Ein Fluss ist eine glatte R-Operation
p: RxX — X
(t,x) +— ¢'(x).
Die Liegruppe R operiert auf X = (C? xy V;I') x, R durch die Translation
¢°(z,0,t) = (z,0,t + s) fur s € R.

Proposition 1.
Es gibt eine Bijektion zwischen den periodischen Orbits v der R-Operation auf
X = M xR (die Linge der Orbits sei l(v)) und den endlichen Orbits O der A-Operation
auf M, und es gilt
{(Vz0) = (l0g q) 10 -

Beweis

Wegen Lemma 4 ist f ViI' — V;I' ein Isomorphismus. Beachte, dass die Umkehrabbil-
dung die Form f~!: V,;I' — V;T', f~! = fo¥ ® Lid, wo d = | det f|, besitzt. Wir definieren
die Operation von A auf C? x V;I' x R durch

(z,0,8). A= (f""(2), [7(0),t+ A) mit A =vlogq € A.

beachte hierbei, dass f : C/——CY ein Isomorphismus ist. V' operiert auf C? x V;I' x R
durch
(z,0,t)v = (2 +v,0—v,t), veV.
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Wir definieren das Element
(z,0,t] = {(z,0,t). \v;v e V,A\=vlogq,v € Z}
= {([(2) +v, f(0) —v,t+vlogq)v€Z, veEV}

aus ((Cg Xy VfF) XA R.
Man sieht, dass die Orbits der Operation des Flusses auf X = (CY xy V;I') x5 R die
Gestalt

Vizod] = {12, 0.t + 5] € (C7 xy Vi) xp Ry s € R} = {[2,0,5] € (C7 xy V;T') x5 R;s € R}
haben. Aufgrund der Definition des Elements [z, 0, ] gilt nun
z = f(z)4v

f7r(@) —w
t+s = t+vlogg

)

und

z—[(2) = v
—pE) = -
S = vloggq.

>

Sei V2,54 €in Orbit mit Periode s € R, d.h [2,0,t] = [2,0,t + s]. Alsoist z — f7"(2) € V
und & — f7(0) € V, d.h (Idsy — (f*¥ @ 2)")z € V und (Idyy — (f*¥ @ 2)*)0 € V. Fiir ein

[z, 0,t] mit

1 ]
2 € (Idyy — (f*¥ ® )7V und 0 € (Idyy - (f*“® 2V

haben wir
[(Vz,0,) = v1ogg.

Jetzt betrachten wir die Aktion von A auf M = C9 x VI wo
A =logq Z C R. Diese hat die Orbits

Oty = {7 (=), (@), v € Z} ={(f"(2) + 0, f77(0) —v) /v € V,v € Z}.

Das heifit dass Oy, 5 endlich ist, wenn es ein v € N — {0} gibt , so dass

[2,0] = [f7"(2) + v, f77(0) = 0],
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Das heifit z = f7¥(z) + v und & = f~7(0) — v. Dann ist z € (Idyy — (f*¥ ® 5)™)V und
b€ (Idyy — (f*¥ ® 2)™)V, und in diesem Fall haben wir:

ﬁO[Zﬂ;] = V.

1.3. Haar-Maf}

Die abelsche Gruppe ViI' = T¢I’ ® Q ist lokalkompakt, und wir haben ein Haar-Maf} p¢
auf ViI'. Auf X =C9 % ViT' x R definieren wir das Maf

f=dzy...dvg.dy;...dy, @ py @ dt.
Proposition 2. i ist ein A-und V-invariantes Maf.

Beweis

Sei A C C9 x V;I' x R eine messbare Menge. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass A
von der Form A = A; x Ay x Ag ist, fir A; C C9, Ay C V;I' und A3 C R messbare Menge.
Es ist

ﬂ(A) = [NL(Al X AQ X Ag) = d[[’l X ... X dxg-dyl X dyg(Al) X [j,f(AQ) X dt(Ag)
Die Operationen von A und V auf X sind von der Form
(z,0,t) A= (f""(2), f7(0),t + viogq) fiir A\ =vlogqg € A

und
(z,0)v=(z+wv,z—v) firveV.

Wir kiirzen dx;...dxy.dy, ...dy, und dt durch p; beziechungsweise po ab.
fi(A) = pa (A1) x pup(Az) X pa(As).
Wir kommen nun zu dem Beweis, dass /i invariant unter A und V ist. Per Definition ist

[2,0,t] ={(f7"(2) + v, [ (0) —v,t + viogq);v € V,v € Z}.
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Dann ist
(A +v) = pa(Ar +v) X pp(Az —v) X po(As).
Weil 1y und py Haar Mafle sind, haben wir
(A +v) = pi (A1) x pp(Az) X pa(As).
Fir A=vlogq, v € Z ist
pC(A)) = i (77 (AD) X g (F77(A2)) X pa(As + vlog q).
Um p5(f7"(Az)) auszurechnen, betrachten wir die Sequenz
0 — Uml/f*(I) 5 lml/ f*(T) =% T/ (L) — 0.
Diese ist exakt, d.h die Sequenz
0— 7,7 L5 70 =5 1/f(T) — 0,
ist exakt fiir alle v € Z. Dann ist
TyT/ f*(T;T) = T/ f*(I), fir v € Z.
Also gilt
UTYT 2 (TyT) = £/ (T) = | det 7] = | det fI"
Aus der Isomorphie f~"(T}I")/TT 7, T/ f(T4T) folgt
g (0) /Tyl = | det f]7,
also pp(f~V(TyI)/TyT') = | det f|” und somit

pp(f(TGL)) = g (f7(Te0) [Ty D) g (T3
| det f|7puy (T4T).
Sei nun Ay C T7I'® Q eine messbare Menge. Aus dem Isomorphismus f : V;I' — V;I" und
dem Haar-MaB s : ViI' — R™ erhélt man das Haar-MaB f=" % p1(A2) := ps(f 7" (Az)).
Dann gibt es ein ¢ € RT mit f~" % py(As) = c.up(As). Fiir Ay =TT gilt

70 (TyT) = py (f70(T4T)) = [ det fI7 s (T5T).
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Dann ist ¢ = |det f|¥ und

pp(f7(Az)) = [det fI"p(As).
Fiir eine messbare Menge A3 C R. Sei uo das Lebesgue-Mafl. Dieses ist auch ein Haar

Maf, und es gilt
p2(As +vlogq) = pa(As).

Sei A; C CY eine messbare Menge. Da

m(f"(A)) = ff*V(Al) du?
= fAl ’Jf_yldu2g
= [JfI7"m(A)
gilt und f linear ist, folgt |Jf| = |det f| und pi(f~"(A;1)) = |det f~|u1(Ay). Fiir eine
messbare Menge A = A; x Ay x Az gilt

/:L(ffy(A» = |Jf‘7'/| det f|VM1(A1)/~Lf(A2)M2(A3)
| det f|7"[ det f|"A(A)
i(A).

Daraus folgt die Behauptung.
fi ist A-und V-invariantes MaB auf X = C9 x ViI' x R, es induziert ein MaBl p auf dem
kompakten Raum X = (C? xy V;I') x, R. O

1.4. Blitterung

X ist ein 2¢g + 1-dimensionaler kompakter Raum. Wir definieren zwei Bléatterungen auf
X. Eine Bléatterung H auf
X = ((Cg Xy VfP) XAR

ist durch II(CY x {0} x R) gegeben. Hier ist
II:CIxViI'x R— (C7 xy ViT') xp R

die Projektion. Sei v € V;I' fest und [z,0,t] € X, sei 2/ € CY und t' € R, so dass
(', 0,t) = [z,0,t], d.h [z,0,t] = [2/,0,¢]. Dann existiert ein v € Z mit

(2,0,8) = (f (&) + v, f77(8) = 0, 1" + vlogq)
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Also gilt
z= fV()4v
v= fY(0)—w
t= t'+vlogq ,
d.h.
f7Z)—2z € V
fw)—0v € Vv
t—t = —vlogq

Insbesondere ist f~%(0) —v € V.
Sei Ay = {vlogq; f77(0) — 0 € V'} eine Untergruppe von A.
Erster Fall: ist A; = 0, so gilt

II(CY x {0} xR) =CY x {0} x R=CI x R.
Zweiter Fall: fir A; # 0, ist
II(CY x {0} x R) = CY x,, R
wobei Ay auf CY x R durch
vlogq.(z,t) = (f"(2) + f7"(0) — 0, t + vlogq)
operiert. Sei j die durch

Cy XAﬁR ‘i> ((Cg vafr) XA]R
[z, 1] — [z,0,1]

definierte Abbildung. Sie ist injektiv und wohldefiniert. Und somit sind die Blétter von
X entweder isomorph zu CY x R, oder isomorph zu C9 x,, R.
Die zweite Blatterung F auf X ist durch TI(C? x {0} x {t}) gegeben. Die Blitter sind in

diesem Fall isomorph zu C9.
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1.5. Konforme Metrik

Eine Riemannsche Metrik g auf dem Tangentialraum T°F der Blétter auf (C9 x V;I') x R
ist definiert durch

g(Z7@7t): T:FXT:F — C
g
(w,w) — +—— exp(gt) Y Re(uw;).
i=1

g
Wir bezeichnen das Skalarprodukt ) Re(u;w;) mit < u,w >.
i=1

Lemma 5. Die oben definierte Riemannsche Metrik g ist V-und A-invariant.

Beweis

Sel
hp: CIxViIIxR — CIxViI'xR

(z,0,8)  — (f7(z) + 0, [7(0) —v,t + viogg)
die induzierte Abbildung der A-und V-Operation auf X mit » € Z und v € V. Wir
bezeichnen im folgenden mit dh (bzw df) das totale Differential der Funktion h(bzw f)
Jetzt zeigen wir, dass ¢ konform ist

In(zo0 (dh(u), dh(w)) = g(df ", (w), df % (W)
= exp(g(t +vlogq)) < df (). df %, (w) >
= exp(gt).q? < f7"(u), [ (w) >
= exp(gt).q” < (f7") " (u),w>.

In unserer Behauptung ist f*.f = det f.Id, mit f* = A" die transponierte Konjugierte
von A. Die Koeffizienten von A sind ganze Zahlen. Dann gilt f* = A" und damit
=y = )
= (f'det f)f
= (det f)~"id
und es folgt
h(z,0.0) (dh(u), dh(w)) = exp(gt)q? < (det )~ id.u,w >
= exp(gt)g?”(det f)™" < u,w >
exp(gt) < u,w >
9(z,b,t) <u7 )
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Dies zeigt, dass g fiir ¢9 = det f konform ist. O

1.6. Index des de Rham-Operators

Die Riemannsche Metrik g auf T'F induziert eine Riemannsche Metrik auf A*T*F. Zu-
sammen mit den Mafl p auf X definiert diese ein Skalarprodukt auf A%(X). Hier ist
AL(X) = T(X,NT*X) der Raum der j-Formen auf X. Wir betrachten den De Rham-
Komplex entlang der F-Blétterung. Hier ist dz die duflere Ableitung.

0—AL(X) 5 AL(X) 2 25 A%(X)—0.
Der Operator d besitzt einen adjungierten Operator
dip : A3(X) — A3 (X),

das heifit
(drw,u) = (w, diu).

Sei f € C*°(X), der Operator dr : AL(X) — Ax(X) ist durch die Formel

. Of of
=1

gegeben. Wir berechnen nun dgfw und dyw fir j > 1.

g
Sei w € AR(X) mit w = " (e;dz; + Bidy;). Dann gilt

=1

g g
dpw =33 §2da; Adu; + Z Z Gordy; A dai + Z Z Gordz; A dy;

i=17=1 i=1j= i=1j=

ey Sy-dy; A dy;
j i

i=17=1

Also

8041 85 ﬁl
Z@ dx]/\dxﬁ—z j)d:v,/\dy]+za dy; N dy;.

1,5,0#] 1,5,0#] 1,5,0#]
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Fiir f € C®°(X) und w € A%(X) gilt
(dFw, f) = (w,d%f)
g 9. o of

Il
|| Mm |

g
2(04 dr; + ﬁzdy,, af dxj + fjdyj)

= Z1fX ozz-g—i < dx;,dx; > —l—ﬂig—i < dy;,dy; > du

= i_ilfxexpgt a,af —i—ﬂl )
Mit Hilfe der partiellen Integration erhélt man
(dw, ) = — z S exp gt(%e f + 2 f)dp
= - Z Jx exp gt(52 + §) fdp

-y < —expgt(dE +52), f >
=1

= —engtZ(ggl+8’6’)f>.

Es folgt
Oy 35
0 ) )
d]_-Tw— —expgtz a%)
Nun sei w € Ajf(X) mit w= 3wy, ,du, A.. Adu,

v1<...<vj
und v,, = z,, oder u,, =vy,,. Dann gilt

dw = Y dwy, o, Nduy, A A duy,
1 <...<vj ’
29

— Z (Z 8’11]1/1 V] duz> AN duyl VANPRAN dUVJ

r1<..<v; =1

Jj+1 9

= X ()T, A Ny,

v1<...<vjp1 =1

Das Skalarprodukt auf A% (X) ist definiert durch

(dzq Ao Ndzj,dry A ... Ndxj) = fX <dzy,dry > ... <dxj,dx; > dp

= [y exp(jgt)dp.

25
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Um die (5 — 1)"-Form d/-""w zu berechnen, betrachten wir n € A% (X) mit

n= Z 041,1,_,1,j71dul,1 AL A dul,jfl.

1 <..<vj—1

Dann folgt '
(5" Tw,m) = (w,dF ")
J ; Oay, . 7w,
= > (W duy, A A duy,, Y (1) T 5 du,, A LA duy,)
n<..<vj i=1 v
j : Oa v vr..v
= > [y W, Z(—l)’_l% < duy,, duy, > ... < du,,, du,, > dp
v1<...<v; =1
. '7 i—1 ao‘ylu.ﬁzmuj
= > i eXp(Jgt)wul...uj Y (=) g du
r1<...<vj i=1 o
. . Oa,, 7R
= Z fX l leXI)(‘]gt)’LU,/lmVj #dﬂ
11 <...<v; = 1 g
=- X fX )"~ exp(wt)—” "y ey A
V1 <...<Vj i=
—expgt z( /(20 gy Ao Aty A A dy,
vi<.. <VJZ

Qo A o A, A o A duy,))

J Wyq...v
=expgt . (Z(—l)aa1 Ldu,, A .. /\duy/\ A duy,,

1 <...<Vj =1

J —
Zl Uy Gy Ay N oo Ny, A A duy,,)
1=

= (expgt > Z( )Bwylu_udl,l/\ /\du,,/\ N du,,,

r1<...<vji=1

j —_—
Yo D Qg duy, A Aduy, AN duy,).
r1<...<vj i=1

Also

J
. awu Vj T
d‘;_—_lTw _ engt E E (— 8u1 J d Vl AN du,,l. A A duyj~

1 <..<v; i=1

Sei Ar12(X) die L*- Komplettierung von A%(X). Wir definieren den Operator d := d'™

d: AfL2( )—’A}+L12( )
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Wir setzen
Harm,(X) = Kerd N Ker(d; ')*

und . —

Harm»(X) = Kerd 0 Kerd? ™"
Ein w € A%(X) heiflt eine F-harmonische Form auf X, wenn Azw = 0 gilt. Hier ist
Ar = CZfCZ} + chTch der Laplace-Operator auf X. Wir wollen eine Basis von H armiz (X)
berechnen. Sei w = awdul,nl A Ndu,, " mit a,, eine V-invariante, C-wertige L2 7 .-Funktion

auf X. Eine Form w ist eine A-Invariante, wenn fiir A = vlogq € A gilt

fr)yw
) (e du,, A /\duyn )
(f") ) d(f")* Uy, N A d(fy)*uunj

w o = *

(
(
= (
(
(

= fy) (fy)u’/n /\ /\ d(fy)uljn
. 29 9 f” vn 20 9(f)n
= () aw (O 2Em du) A (S )
=1
= (/") ow Z 8&331... (afu)”" Bty A oo A .

Hier ist (f*)* : A(X) — AJ(X) die lineare Abbildung, die von
f7: X — X induziert wird. Aus (f*)*w = w folgt

) O )i,
(f") au ( Z U)oy S Aty N oo N du,) = duy, Ao Nduy,

Oy, Oy,

Also ist
O, O,

Dty Dt

) = Q.

(7Y > (<1
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und somit (fl/)*aw det(fy|um,1,...,unj> = Qi d.h. (fy>*aw = [det(f,/’unl ,,,,, Un, ; )]_10411,.
Um die Rechnung zu vereinfachen, betrachten wir eine Funktion g € C OO(X ), so dass ay,g

A-Invariante ist das heif3t

(f) (owg) = (f*) aw(f")"g = (det(f|un, i) g © f.

Aus der Gleichung
(fy)*(awg) = Qug

folgt
(Aet(f" uny i)~ g 0 [ = g,
also
go ' =det(flun,,un,) 9
Sei

g(t) = exp(—tlog, det flu,,  un)
= eXp(_thgq det(fn17"'7fnj)|un1 ,,,,, un)

Wir haben g € C®(R) € C*°(X), g ist unabhiingig von den Variablen z und 7, sie erfiillt

go fr(t) =g(t — vlogq)
- eXp(_t logq det(fnlﬂ "‘7fTLj>|Un1 77777 Unj)exp(ylogqlogq det(fn17"‘7fnj>|un1 ----- un-)

J

.....

Fall mit
A 0

0 A2g
In diesem Fall, dass die Abbildung f Diagonal ist, haben wir
G0 f7(t) = g(t)Aet(fons s founs )"
98 At (F2, s 2 s
= g(t)det(f"]u,,...., unj).

Also fiir
g(t) = exp(—tlog, det(fu,; s fr;)lun, o, )

J
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haben wir a,,¢g ist A-invariant
() (00g) = (@t un, ) 000 (8 At )
= Qug.
Das Produkt a,,g € L*(R/A,C) ist und die Menge {t + A — exp(%), v € 7} ist eine
Basis von L?*(R/A, C). Daraus folgt

2Ty

vy = exp(t(log, det(fuys - fuy)luny i, + 7)),

i logq
und damit ist eine j-harmonisch Form auf X durch die Formel

2Ty

w = exp(t(log, det((fn,, .- fnj)\un1 ,,,,, un.

; logq)))dum A oo N duy,

wo n; < ... <n; und v € Z gegeben.

Proposition 3. Die Menge

2Ty

{eXP(t(Iqu det(fnn ceey fnj)|un1 ..... U, +

) logq))dunl Ao Ndug,ny < ... <nj,v €L}

ist eine Orthogonal Basis von Harmi2 (X).

Beweis

Der Beweis verlauft analog zu dem entsprechenden etwas schwierigerem Argument fiir den
Dolbeault-Operator in Abschnitt 1.7.

Sei a € C§°(R). Wir definieren den Operator

S;(a) ::/Ra(t)qbt*dt.

Hier ist ¢(s) = [ exp(ts)a(t)dt. Der transversale Index des De Rham Komplexes entlang
den F-Blatterung ist

Ind(dr)(a) = ]i<_1>m<sj<a>|ﬂarm;2<X>>
- §<—1>j;<sj<a>hi,hi>
= SN S a6 (h)de, ).

=0 iel



30 Kapitel 1. Transversale Indexsatz auf einem verallgemeinerten Solenoid

Hier gehért h; zur Basis von Harm,(X). Fiir

2Ty
hi = {exp(s(log, det(fuy; s fr;)lun, oun, +

; logq>)dum A Ndug,ny < ..o < njt

gilt

fR £)¢" (hi)dt, hi)

= (Jp a(t)((exp(t + s)(log,(det(fay, -y f;)lunysin,) + %;g';))dunl A oo A duy,dt,

exp(s (10gq(det(fm,---,fnj)|un1 ..... un, )+%;g';))dum/\ A duy,)
= (Jpa(t)exp(t) logq(det(fm,...,fnj)\unl ..... un,) + B2 dt

J

exp(s(10gy(det(fays s ;) uny voin,) + Toge)dttny A oo A dity,
(

J

exp(s )(logq(det nts -eos Fg) g in; ) + o)Aty A oo A i)

— f]R exp logq(det(fm, . afnj)|un1 ----- Un ; ) + %;gg))dt
= ¢(10gq(det(fn17-"7fnj)|un1 """ “n) + %)

J

Da ¢(s) = [ a(t) exp(st)dt ist, gilt

29 .
Indy(dz)(a) Z YYD dlog,(det(fuy s oeos fu)) i, o un.)+2””).
Jj=

j lo
vEZ ni<...<nj g4q

Dann ist der transversale Index Ind;(dz) der de Rham Komplexes auf einer Teste

Funktion «

Indy(dF)(c ZZ 7> b(log (det(fayy -oos Fo)lungun, ) + o q
veZ j=0 n1<...<n;j
Wegen f diagonal ist
A1 0
Matf = .
0 Aag

80 gilt det(frys s fr;)lun,ooun, = Ay An; und somit

J

Ind(dg)(« ZZ Z P(log,(Any---An,) + 2i7ru)‘

lo
veZ j=0 n1<...<n; &4
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Andererseits ist

2Ty

P(log, (A, - An,) + 1qu) = /Rexp(t(logq()\m...)\nj) + logq))a(t)dt
Wir substituieren die Variable T" durch @ und erhalten
%%

| Ay oo A
o( qu( n1 nj)—'—logq

Fiir jede ny < ... < nj, setzen wir

,,,,,

wobei 1/; durch

definiert ist, folgt also

2wy
log q

P(log,(An,---An;) +

Fir v =—n, n € Z gilt
P(log,(Any--An,) + 222) = logq [ exp(—2imnT )y, . n,(T)dT

log g

Durch
2%1 ,,,,, n]<n) - Zl/}m ,,,,, nj(n>
ne’ neL
= > exp(log(An, .- An; )n)ar(n log q)
neZ

erhalt man

) = logq/ReXp(meT) exp((log(An, .- An; ) T)x(log ¢T)dT.

31
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Ind,(dr)(a) = logqi)(—l)j > S Yy, (n)

n1<...<nj ne€z

= logqigjo(—l)j z anl ..... n]<n)

n1<...<nj ne€z

29 )
= longo(—l)f > > exp(nlog A, ... A, )a(nlogq)
‘7:

n1<...<nj ne€z

= 1ogq2(§g:(—1)j Yo (AnAn)Ma(nlogq)

veZ j=0 n1<...<n;
29
= logq ) JI(1—A})a(nlogq).
nez j=1

Daraus folgt
Indy(dr)(e) =logq Y _det(l— f")a(nlogq). (%)
nez

Sei nun f diagonalisierbar. Dann gibt es zwei Isomorphismen S und F', so dass das Dia-

gramm
co L, (v
S| 1S
cy L, v

kommutiert. Setzen wir IV = S(I'), so ist F'(S(I')) = F(I") C I". Es bezeichne V' die
Gruppe UnmS(F) und VrI' die Gruppe lim S(I')/F"(S(I)). Mit dieser Notation ist
X' der Raum (C9 xy» VpI') x5 R.

Sei S: (C9 xy ViT) xp R — (C9 xy/ ViT') x4 R die Abbildung die durch

S([Za v, t]) = [S(Z), S@A})a t]
definiert wird. Dann kommutiert das folgende Diagramm
(C9 xy ViT) xaR L5 (€9 xy ViT) x4 R
S| LS
((Cg Xy VFP> XAR L ((Cg Xy VFF) XAR

d.h. es gilt
[F(5(2)), F(S(0)),t —logq] = [S(f(2)), S(f()),t —logq].
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Hierbei ist
f([zv 0, t]) - [f(Z), f(ﬁ)vt - 1Og Q]
und

F([z,0,1]) = [F(2), F(0),t — log g].

Fiir jeden Homomorphismus h : X +— Y haben wir eine lineare Abbildung
B ARY) = A (X)

derart, dass das Diagramm
i f i
Ap(X) L Ap(X)
F*

Ar(X') — AR(X')

kommutativ ist. Man hat folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 A%(X) 4, AR(X) RN AF(X) N
S* 1 S* 7 S* 1
0 L Ax) L oANx) S oL Ax) o

Aus der Funktorialitéit von dz folgt
(8" 0 d)(w) = dr(S™(w))

mit w € A;(X’) Sei nun w € ~HarmjL2 (X) = Kerc?}ﬂKer(cflvjfl)* Dann ist d%w = 0 und
es gilt S* o dpw = 0, also d%(S*w) =0, d.h

S*w € Kerdl.
Aus difw = 0 folgt (dw,n) = 0 fiir alle 5, also (w, d%n) = 0 fiir alle 7. Fiir u,v € A%(X")

mit u = a dup, A ... Aduy; und w = 3 duy, A ... A duy; gilt

(S*(u),S*(w)) = (o SdS,, A...NdS,,;,30S8dS,, A..NdS,;)
= [yaoS.foSexp(jgt)|det DS|du

[ aBexp(jgt)dp

= (u,w).
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Hier ist DS das totale Differential von S. Die Abbildung S* : A% (X') — A% (X) ist eine
Isometrie, also fiir alle n

(OVw,n) = )
(w), S*(9n))
(w), & 5"n)

oS w, ).

*\;

(w,0
(S
= (S
(
Wegen (0w, n) = 0 ist (917.5*w, S*n) = 0 fiir alle 7, es gilt also dYS*(w) = 0, d.h
S*(w) € Kerd™.

Daraus folgt
S*(Harm},(X")) € Harm’,(X).

Ahnlich wie oben findet man, dass

g1 (Harm’,,(X)) C Harm?,(X")
ist. Es gilt 51 = (5*)_1, denn ist (f o g)* = ¢g* o f* =id* = id, so haben wir
S*(Harm?,(X")) = Harm’,(X).

Ist h; ein Element der Basis von Harm?,(X'), so ist H; = S*(h;) ein Element der Basis von
H armiz (X). Also berechnet sich der transversale Index der de Rham-Komplexe entlang
der Blatter F zu

Ind(d7)(a) = 2(—1)3’;(1‘ a(t)6" (Hy)dt, Hy)
_ ;"0 X 0(1)o" (" (). 5 ().
Fir )
hi = exp(s(det(Fuy, - Fo)lun, . un, +12égy))dum/\.../\dunj
gilt

~ 2Ty

S*(hi) = exp(s(det(Fy, S, ..., Fyy, 09)u,, . Aty T

dSp, N\ ... NdS,,.
oS, ]
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Also

@™ (S (hs)) = exp((s +t)det(F,, 05, ..., Fo, 0 S)|u, oo, +

Dann haben wir

Ind,(dF)(a) =

Nach (x) gilt

VEZ j=

ZZ(

2Ty

A ——)dSp, A NSy,
i logq

7% (Jpalt)exp((s+1t)

n1<...<nj

(log, det(Fy, 0 S, .y, © S)lun, ., + E2))dS,, A . A S,

logq

exp(s(logq det(F, oS, ..., Fy; 0 S)|un1---unj + Qiﬂy))dsnl Ao A dSnj)

=2§g:<—

VEZL j=

logq

7> [zalt

n1<...<nj

exp(t (logq det(F, 0 S, ..., F; 05)u,, .. o 2imv )

log q

(exp(s(log, det( moS,.--7 Fiy © )y i, + 210 4S, A oo AdS,,,

log q

exp(s (logq det(Fp, 08, .o By 0 ) |un, i, + AIY) 1Sy A oo AdSy,)

—ZZ(

VEZ]

—ZZ(

VEZ]

—ZZ(

VEZ]

—ZZ(

VEZ j=

Ind,(dF)(a)

log g

17 3 ¢(loggdet(Fy 0 S, .oy Fuy 0 S)upy um; + 2 )

logq
n1<..<nj

17 > ¢(log,(det(Fy,, ..., Fy,) det S) + fg’gg)

n1<...<nj

Y o(log,det(Foy, ooy Fopluny o, + 1nt)

logq
n1<...<n;

73 dlogy(An,--An)) + T5)-

n1<...<n;

= ZZ( 173 olog,(An,-An)) + 127)

VEZ j= n1<...<nj
= loggq Z det(1 — F")a(vlogq)
VEZL
= logq > det(1 — f*)a(rlogq).
VEZL

Mit () bezeichnen wir die Lange der periodischen Orbits v der R-Operation auf
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(Cg Xy VfF) XA R. Damit gllt

;Z(V)Za(kﬁl(v)) = 2 2 lya(nlogg)

k>1 n>11(y)/nlogq

= > > log q|yy|c(nlog q)

n21 logqlyyl/nlogq

= logg > ( > |vyl)alnlogq).

n21 |ya|/n

Es bezeichne M die C9 x V;I" und ~,; die endlichen Orbits der Operation von A = log ¢Z
auf M. Wegen Lemma 1, Lemma 2 und Lemma 3 ist

>l = 2 1

yxel/v MEM | ym|/v
= #{[z,0] € M;3 n € N' {z,0} € (Idyy — f*) (V) n/v, z = i}
= H{lz,—2le Mz e (f =171 (V)}
= t1- M)tV
= tV/(1=f")(V)
= /(1= f)(I)
= |det(1— f¥)|.

Fir k£ > 1 erhalten wir

DU alkl(y)) =logg Y |det(1— f*)|a(nlogq).

k>1 n>1

Fir £ < —1 gilt

2 Uy) D2 exp(gkl(y)a(kl(y)) = >2 > U(y)exp(gnlogg)a(nlogq)

k<-1 n<—11(y)/nlogq
= > > log g|va| exp(gnlog ¢)a(nlog q)

n<—1logqlyy,l/nlogq

=logqg > ( > )¢ a(nlogq)

n<—1 |yyl/-n

=logq > |det(1— f7")[¢""a(nlogq)

n<—1
= logg ;lldet(1 — f7")[| det f"|a(nlog q)
=logq > [det(l— f")[a(nlogq).

n<—1
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Dies zusammen ergibt

2Uy) X2 alkl(y)+221(y) X2 exp(ghl(y))a(kl(y))

k>1 k<-1

=logg >_ [det(l — f")|a(nlogq)+ logg > |det(l— f")[a(nlogq)
n>1 n<—1

=loggq >_ [det(l — f")|a(nlog q).
neL

Damit ist der folgende Satz gezeigt

Satz 1. Fir o € C§°(R) gilt

Indy(dr(a)) => 1) > alkl(y)) + > _1(v) Y exp(ghl(y))a(kl(7)).

k>1 k<-1

Die transversal Index von de Rham Operator der verallgemeinerte Solenoid X ist geschrie-
ben mit Hilfe von kompakte Orbits der R-Operation auf X.

1.7. Index des Dolbeault-Operators

Wir betrachten jetzt X = (CY xy ViI') x4 R mit der komplexen Struktur auf dem Tan-
gentialraum T'F der Blitter. Der Dolbeault-Komplex auf X ist

0— A% (X) 22 A% (X) 22 25 409 (X)—0.

Fiir f € C%(X, C) ist

g
- 0
i=1 7t

Auf T.F nehmen wir die hermitsche Metrik

g
9(z,0,t) (u, w) = exp(gt) Z U W; .
=1

Diese Metrik induziert ein Skalarprodukt auf A%*(X). Inshesondere ist

(dz;, dz;) :/ dz; \ *dz; :2engt/ dpu.
X X
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Sei nun w € A% (X) mit w = Z Bi(21, ..., 24)dZ;. Dann ist der adjungierte des Dolbeault-

Operators auf eines 1-Form w gegeben durch

ONw = —2exp gtz !

=1

Das Skalarprodukt der 1-Form w mit dem Dolbeault-Operator angewandt auf die Funktion
f gibt

_ g 9,
(w,0rf) = (3 Bidzi, Y 5-dz))
= =,

= fXZﬁidZi/\;‘Z%dZ

= fX E Bidz; N Z (

- fxzﬁz

)>|<dzz

Ferner haben wir

Also gilt

Sei w € Ag,_lj (X)c mit w = adz,, A ... A dZ,;. Dann erhélt man

8}@0 = Z 9 —dZ NdZy, N NdZy,.

=1

Der Operator 0 : AY (X)e — AW (X)c besitzt einen adjungierten Operator

0+ AP (X)e — A¥ (X)e.
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J —
Fiir die j — 1-Form n = ) Bidz,, A ... NdZ,, A ... NdZ,; und j-form w = adZz,, A ... A dZz,,
i=1
gilt
(Okw,n) = (w,0rn)

j
= (adz,, A .. /\dzn,zz

<

A Nz, A oo N dZ)

M‘Dkl

= fXadzm/\.../\dznj/\»?Z Dz N dZn, A o Az, A A

i=1k=1

1 Mu.

g —
= [yadz, A ANdZ,, A Z( ') (dzp Ndzp, N oo NdZp, N ... NdZy,)

j v —_—
— fXaZl (;"Zi dZp, A ... A dznj AF(dZn, A dZny A oo AdZn, A oo N dZy,)
1=

j o
= [ya X (1) Pudz,, A A dzy, AR(dZ, AN dZ)
=1 *

A » J . aa
= 2exp(jgt) fxa;(_l)l i

A j
= Yexpligt) [x (1) B
Auflerdem gilt

(Orw,n) = [, Okw A%
_ j _
= [ ORw A BidZn, Ao AdZo, Ao AdZy,
=1

i _
= fX;ﬁ}w@/\%(dzmAdim/\.../\dinj).

Also

a _ I —
2 expligt) /Z g = /Za;w@.A;(dzmAdzmA...Adznj).
X =1

Die Form 5;10 ist eine j — 1-Form, dann

; Oa

—dZpy, NN dzn A dzn
3Zn

K3

IMw = Zexpgtz
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Sei f € Ker@; eine C-wertige H-invariante L? -Funktion auf X =Y x ViI' x R. Wir

setzen
filz1, s 29,0 = fl21, oo, 24, 0, 2]

Aus f € L2, (X) folgt

/ /c \f]2dzl...dzgdfl...dzgd,ufdt < 00.
gXVfF

Nach dem Satz von Fubini, ist

/ | f1?dz1...dzydz,...dZ,dpy < oo fast iiberall ¢ € R.
CoxV;l’

So erhalten wir f; € LQ(M ) mit M = C9 xy V;I'. Die Charaktergruppe der kompakten
abelschen Gruppe M ist
={x®x/x € C¥ x € (V;I')'sodass x|v = X'|v}
Jedes Element f, € L?(M) hat die Form
fi(z1, .o 24, 0 Z Ay X (21, ey 20) X (D).
xlv=x'lv

Fiir y € (C)Y existiert w € C, so dass x(z) = xw(2) = exp(zw — zw). Wegen x € (C9)V =
(CV)9 gilt

g g g

X(21, .y 2g) = H Xi(z) = H exp(zw; — Zyw;) = emp(z 2;W; — Zw;).

i=1 =1 i=1

- 0
0..fr = Z ax7x’_¥<zla e 29)X (0)dZ; firi=1,...,9.

d.f, = aftd- Z > aXXa (21, -y 29) X (0)dZ;.

=1 xly=x'|v
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Sei fi € kerd, dh d.f; =0also > axﬁng—;‘i(zl, e 2g)X'(0) =0. firi=1,...,g9. Aus

xlv=x'lv
8)( 9 _ _ a(ZlU_)z — Zzwz) _ _
9z H exp(zjw; — Zjw;) a7 exp(zw; — Z;w;) = —w;X
i
folgt dann

ox . .
Z ax,xfg(zl,-.-,zg)x’(v)Z Z — Gy wiX (21, .-, 2)X (0)  firi=1,..,g.

xlv=x'lv xlv=x'lv
Wir erhalten
Z Ay WiX (215 ey 24)X (D) = 0.

xlv=xlv
Sei 1 ein Element der Basis des Raumes L2(M). Dann ist
(— Z Uy WiX (21, ey 20) X (0)dZi, X (21, ., 29) X' (0)dZ;) = 0.
xlv=x'lv
Dann ist
—2/ Ay W; exp gtdp = 0.

X
Dies zeigt, dass

exp(gt)a, w; = 0.

Im Fall w; # 0 haben wir x # 1 und a, ,» = 0.
Im Fall w; = 0 ist x(2) = exp(w;z — w;z2) = 1. Wegen x = 1 und x|y = x/|v ist x|y = 1.
V ist dicht in V4T, also x' = 1 in VI und somit f;(z,0) = ay1. d.h fi(2,0) ist fest in
L2(M). Also

Kerdr = L2(R/A, C).

Sei nun « € C§°(R). Wir betrachten den Operator
So(a) = / a(t)o™dt
R

auf dem Raum Kerdy. Mit To(a) = TT(SO(O{)|K€T§]-‘) bezeichnen wir die Spur von Sp(«)
in ker Or. Die Menge {t exp(3), v € Z} ist eine Basis von L*(R/A,C). Wir haben
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also
:/Xezz < Jpals)g™(f)ds, f > = VXE:Z < Jpals)exp 22Wf;%)ds exp(ﬁg:zt) >
= 3 < (Jpals) exp(553)ds) exp(153), exp(37) >
= ngﬁb(ifﬁ).

und somit ist die Spur des Operators Sy auf ker 53:

217TV
Z o
og q

Sel
0 — AXX) & AU ZE o AYX) — o

der Dolbeault Komplex. Dann definieren wir den transversalen Index von Of als
Ind,(9r) = > (~1)'T;

mit Ti(a) = Tr(Si(a) Harmi,(X)).
Sei nun w € .Af (X)c mit w = adz,, A ... N dZz,;, dann ist

g9
i 0
Ow = a—:dzi NdZp, N ... N dZy,
i=1 "
und ‘
- J ; Oa — _
O 'w=2expgt » (—1) 5z, A AdZn A A dz,.
Zn,;

i=1
Sei M = (C7 xy Vil') =2 (C9 xp TyT'). Das ist eine kompakte abelsche Gruppe. Die
Charaktere sind der Form x(z,a) = x(2)x’(a) wobei xy Charakter von CY und x’ Charakter
von T¥I'. Dabei muss gelten xr = XTF dann ist fiir vy € I’

X(z+7v.a=7) =x(z+7x (2 —7) = x(2)X'(a) )= x(2)x'(a).
Jeder Charakter y von CY hat die Form

X(2) =exp(< z,0 > — < Z,w >) = exp(2ilm < z,w >)
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g
fiir ein festes w = w, € C9. Hier ist < z,w >= ) z,W,.
v=1

Proposition 4. Sein = > n;dz; ein j-Form mit n; € C fir |I| = j,
[|=j
1= (’Ll <. < ij), dz;r = diil VARTAN dzij, €s gllt

AL(xn) = 2[|wy|*xn.

Dabei ist x ein Charakter von C9.

Beweis
Sei n = > mydz;. Nach [Gri, Abschnitt 6. pp. 83] gilt die Formel
|I]=j5
g
_ *x
Alndzr) = (2230 5o
Wir haben
g
X(z) =exp(< z,w > — < Z,w >) = exp Z(zzwz — Zw;).
i=1
Dann % = w;x und % = —w;x und damit
OX _ g Jul?
Es folgt
A(xdzr) = (O —2(=lwi|®))xdzr = 2||lw|]*xdzr.
Und damit

AL(xn) = 2[|lwy|*xn.

Sei n € Agj LQ(M ). Bs gilt n = 3 nydz; mit L2-Funktion n; auf M. Fourierentwicklung
’ I11=i

= >
XX

X|

von n; auf M gilt

r X
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in Lz(M% wobei 77}<,><’ € C. Setze 1, = |I%:'17}<’X,dzf € A%LQ (M) Das ist eine Form mit
=j

konstanten Koeffizienten. Es gilt

n= Z nx,x“XX/
xox!

X‘F=xfr
in L2(M). Dann folgt

Ajf,LG = Z Ajf,m(nx,x"XX,)
Xox!
X'F:X\,r '
= 2 X/AJ]:7L2<77x,x’-X)
XX/
XIr =X
= 2 3 ||wx||277x,x’-XX/-
xox!

X| !

r X

7 ist eine harmonische Form auf M, wenn
J —
A 20 =0

gilt. Also gilt [Jwy||*ny, = 0. Fiir alle x, ¥’ mit x). = Xy
Fiir wy, # 0 d.h x # 1 ist also n,,» = 0.
Also gilt

R / R—
n= M X = M1
X/
r=1

X‘Ff

Da I' C TI' dicht und x’ stetig ist. Also x/(I') = 1 dann x/(7}I') = 1 dann x’ = 1. Also

ist 7 eine konstante Funktion auf dem Raum C9 xy ViI'.
0,j

#12(X) fest unter der A-Operation,

Jetzt sein = adz,, A...\dz,; ein harmonisch Form in A
d.h fir A =wvlogq € A es gilt (f*)*n =n und

(F7)n = ao frd((f") 2n) A . Nd((f") Zn;).
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Es folgt
(f"yn =ao(f(2), f"(0),t +vlogq)

dZZ‘>

(zgja s, +Z )"1dzz)/\ /\(; >an +Z

= ao (f(2), (D), t+ vlogq)

9 —v —v o n o(f— _
S WDy g O Dy, O D gy Az A iy A e A A

0zm, Ozm " O0Zm ol azm
Aus (f¥)*n = n folgt

o(z,0,t)dzp, N ... NdZp, = ao (f7¥(2), f7(0),t + vlogq)

sign(o O(f ") " ny 4 =
S (=1ysiont) M Dm T gm AL AdE,,.

O0zmy O0zm
(m1,...,m;)€(o(n1),....0(n;));0€8 ’

und damit

~ —v —v (5 sign(c) 90U~ n Of~")n;
OZ(Z,'U,t) = Oéo(f (Z)af (U),t—FVlqu)Z(—l) gn(o) (gz ) e Ozm, :

mil

J

= ao(f(2),f (D)t +vlogq)J(f)

Wir betrachten jetzt den Fall, dass die Abbildung f : C9 — CY ist diagonal ist, d.h es
gibt &1, ...,&, in C so dass

&1 0
f=
0 &g
und f(z1,...,29) = (&121, .., §g2g) mit (21, .., 2,) € C9 gilt. Fiir v € Z gilt
TI ¥ ey =t L =66
Dann folgt
oz, 0,8) = a(f(2), f(0), thviogq) T, L =& alf 7 (2), (D), t+vlog ).
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Ist g € L2 ,.(X) mit (f7)*(ag) = ag , so gilt

ao (f7(z), f7(0), t+vlogq).g(f~"(2), f7"(0), t + vlogq)
=&, o(2,0,0)g(f 77 (), f7V(0), £ + viog q)
= a(z,0,t)g(z,0,t).

Hieraus folgt
g(f " (2), F77(0), t + vlogq) = &, ..&, " g(z, 0, 1).
Wir setzen
J J
g(t) = exp(—tlog, (&, .&n))) = exp(—t Y _log, &) = [ [(~tlog, &)
i=1

=1

Damit ist
gof™(t) = g(t+vlogq)

exp(—(t + vlogq)log, &,)

I
.:]b

s
Il
—

I
':]b_

s
Il
—

p<_t logq Eni -V lOg gm)

I
':]b_

s
Il
—

(t10g, 6. f[exp<—v log &)

Sei ag € L*(R/A,C), d.h ag ist fest unter der A-Operation. Dies zeigt, dass

I
:m.
|

.
Il

(f ™) (eg) =& & a ][ &) ] exp(—tlog, &) = ag.

i=1 i=1
Also gilt
/ - 2mivt
a gexp(—tlogq &n,) = €xp o2 ¢ fir v e Z
Dann ist
j .
a = exp( 27rz t Hexp tlog, &) = exp(t(; log, En, + ijm:))

Daraus folgt die folgende Proposition.
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Proposition 5. Die Menge

2miv
T q))alin1 Ao NdZy,, iy < ...<nj vEL}

{exp(t Z log, &, +

ist eine Orthogonalbasis von Harmi2 (X).

Sei v € C5°(C) und sei S; der Operator, auf Harm?,(X), der durch

Si(a) = /Ra(t)gbt*dt

gegeben wird. Dann berechnet sich der transversale Index des Dolbeault-Operators des

verallgemeinerten Solenoids X zu

_ g .
Ind(0F)(a) = > (=1)'Tj(e)
j=0
g ) )
= 2 (=1)tr(S(e)|[Harmi, (X))
7=0
g
= Y (=173 < Si(a)hi, hi >
7=0 el
g
= Y (-1 < fR qbt*dt h; >
7=0 el
9 )
— V(-1 ¥ X < fyalen t+s><21ogq§m )
7=0 n1<...<n; vezZ
J _ )
dZny A ..o N dZ,dL, e:l:p(s(i; 10g, &n, + 222))dZn, A o N dZy, >
Dann
_ g
Ind,(0F)(a) = (=1 3 3 [pa(t)exp(t Zlogqém o))t
7=0 n1<...<n; vEZ
9 ,
= 2= X Zaﬁ(Zloqum nr).
j=0 n<..<njvezZ =1
Also

Ind,(0F)(c) Z Z Z ZIqufnl 2Z7TV)

7=0 veZ n1<...<n; =1
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Fir v € Z gilt

j ,
= 2Ty 2Ty
log, &, + / ex log, &, a(t)dt.
cb(; Bl T iogg) = /. EPL Z Bo b Jog )0

Wir substituieren die Variable T durch @ und erhalten

J ) i
_ 9 i
¢(Zzl log, &, + _1;2:) =logq /R exp(2imvT) H exp(T log &, )a(T log q)dT.

i=1

Mit Hilfe der Poissonschen Summenformel

> ) => W),

nez nez

wobel

und

sei, folgt hieraus

J _ .
gf)(;logq En, + fgglq’) = logqu exp(—=2invT)n, . p, (T)dT
= logq Yn,,..n, ().

Also gilt

Indy(@5)@) = g3 (1) T Xty

n1<...<n; vezZ

_ 1og§0<—1>j > Z}Zefcp(Zlegfm) a(vlogg)
; j Ve

= logg (3 (-17 ¥ & ..& a(vlogq)

veZ j=0 n1<...<n;

= logg Y [T(1—&)a(vlogg).

vEZ j=1



1.7. Index des Dolbeault-Operators 49

Damit ist
Ind,(0F)(a loquH 1—&)a(vlogq).
vEZ =1

Andererseits ist die ¢* auf T'F induzierte Ableitung gegeben durch

TC$¢S<7717 "‘7779) = ( IquTh’ ceey ﬁng) = fm(nlv “'7779)7

und damit wird

s -1
log q
- 1 g

dete(l — Tond®|Tou )~ = det — L0 -e=).

- i—1
1 _ log q )
g

Hierbei ist « ein Punkt des abgeschlossenen Orbits . Wir setzen s = kl(+) und erhalten

g Ky
detc(1 — oo™ T F) ™ = T](1 = &)

i=1
Sei jetzt f: CY — CY diagonalisierbar, dann es gibt S € GL4(C) so dass
&1 0
Sfsh = §
0 &
Also gilt
detr(1 — f*) = detg(1 — (SfS)) H 11— &2

Fiir abgeschlossene Orbits v der R-Operation auf X gilt

ki(y

;l(v) S dete(1 - Tud O[T F) Malk(y) = SU(H) X TL1 - £%0)a(k(3))

2

E>1 ~ E>1i=1
= X T )10~ &) alvioga)
= (3 o) - awlosg

= logq X (4T/(1— D) [1(1 - €)a(vloga).

v>1 =1
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Aus Lemma 1 und den obigen Rechnungen folgt

S U(y) Y dete(1 — TP T, F)La(kl(y)) = loggq Y. detg(l — f¥) lg[(l — &) ta(vlogq)

k>1 v>1 i=1
= loggq ; H 11— &) f[(l — &) a(vlogq)
= logg ; [1(1 - &)a(vloga).
Andererseits gibt die Summe iiber k € Z — {0}
g ki(7)
Zl ZH logq Ya(kl(v)) —l—Zl Z exp(gkl(~y H(l &) a(kl(v))
¥ k>1 =1 ¥ k<-1 =1
-Y Y I -¢) alvlogg)
v>11(y)/vloggq i=1 ,
+ > > l(y)exp(grlogq) [T(1 - &) a(rlogq)
v<-11(y)/vlogq . i=1
=logq Zl(‘ Zl/ Ivael) Hl(l — &) a(vlogg)
v>1 |ypl| /v i=
Hloga 3 (5 hulla 110 - &) alvloga)
v<=1 |ym|/—v 1=
= logq ; | detr(1 — f)] E(l — &) ta(vlogq)
+loga 32 [deta(1— /)l 110 -¢) a(viog )
=loggq EZ | detr(1 — f)] H(l — &) a(vlogq).
Wegen
[det(1 — f7")|¢" = |detr(1 — f7)||det f| = | det(1 — f*)].
ist

kl

E50) a(k() + Y 10) 3 explght(n) [0~ £7) k()

k<-—1 i=1

QPﬁ
||::<a

I \/

“logg X [T — &P [1(1 - &) "a(vlogq)

veZi=1 i=1

—logq X [1(1 - &)a(vloga).

vEZ 1=1



1.7. Index des Dolbeault-Operators 51

Proposition 6. Sei o € Cj°(R). Der transversale Index des Dolbeault Operators auf dem
verallgemeinerte Solenoid X ist

Indi(0F)(a) = Y U(v) Y dete(l — Towd™ O | T, F)a(kl(7))

k>1

+201(7) k;I exp(gkl(7)) dete(1 — T M| T, F) La(ki()).






2. GewoOhnliche abelsche Varietiten

2.1. CM-abelsche Varietiten

Definition 4. Sei A eine abelsche Varietit der Dimension g tber einem Korper k mit
chark = p. Dann heifit A gewohnlich, wenn die Gruppe der geometrischen Punkte von
Ordnung p die Ordnung p? besitzt, d.h

Ay(k) :=ker(p: A — A)(k)
Ordnung p? hat.

Definition 5. Sei A eine abelsche Varietdt tiber K, und B eine abelsche Varietdt tber k.
Dann heiffen A und B isogenous, wenn es einen Korper L gibt, so dass k C L, K C L,
chark = charK gilt, A ®x L und B ® L L-isogenous sind, mit anderen Worten, ein
surjektiver Homomorphismus

a: By L — ARk L
mit endlichem Kern existiert.

Definition 6. Ein Zahlkérper L ist ein CM-Kdérper, wenn [L : Q] < oo g¢ibt und ein
Unterkéorper Ly C L ezistiert, so dass Ly/Q total reell ist, das heifit fir alle

Yo : Lo — C, 1o(Lo) CR,
und wenn L/Ly quadratisch total imagindr ist, das heif$t, wenn
[L: Lo) =2 und fiir alley : L — C, (L) € R.

Definition 7. Eine abelsche Varietdt A tiber einen Korper k hat gentigend viele komplexe
Multiplikationen, kurz smCM, tber L, wenn es ein L D k gibt, so dass A ®; L L-isogen

zu dem Produkt Ay X ... x A, von L-einfachen abelschen Varietditen ist, und FEinbettungen
F; — Endp(A;) ®z Q mit [F; : Q] = 2dim A;

existieren, wobei F; Korper sind fir alle 1 < i < n. Eine abelsche Varietdt mit smCM

heifst CM abelsche Varietdt.

53
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Bemerkung 1. Fine abelsche Varietdt iber einem endlichen Kérper hat smCM, und jede
abelsche Varietdt, die isogenous zu ihr ist, hat smCM. (siehe [Oor2, Remark 1.4])

Satz 2. ([Ung, Satz 6.]) Fir jede abelsche Varietit A gibt es eine Isogenie zu einem
Produkt der Form

ni Nk
ATV XX AR,
wobei die A; einfache abelsche Varietdten sind, zwischen denen keine Isogenien existieren.

Seien A und B zwei abelsche Varietdten iiber einen Korper k. Dann gibt es einfache
abelsche Varietdten A; und Bj;, so dass A isogen zu dem Produkt [[ A" und B isogen
zu dem Produkt HB;-"j ist. Fiir zwei Isogenien [[A}" — A und B — ] B}nj ist die
Abbildung

Homy(A, B) — H Homy(A;, By)
irj
injektiv.
Wenn A; und B; nicht isogen sind, so ist Homy(A;, B;) = (0), sonst ist die Abbildung

injektiv. Fiir Struktur von Endi(A) konnen wir uns also auf den Fall beschrénken, dass
A eine einfache abelsche Varietét ist.

Bemerkung 2. Sei A ein abelsch Varietat iber ein Korper k, Der Ring Endy(A) ist eine
Algebra tiber 7.

Sei Endl(A) := Endy(A)®zQ. Dies ist ein Q-algebra. Fiir eine einfache abelsche Varietit
A ist End)(A) eine Divisions algebra.

Satz 3. ([Tatl, Satz 2.],[Oor2, Remark 1.4]) Sei A eine einfache abelsche Varietdt tiber

einem endlichen Korper k =1IF,. Dann ist
Q C Q(m4) = Z(End)(A)) C L C End)(A),

wobei L ein CM Koérper ist mit [L : Q] = 2dimA und w4 die Frobenius-Abbildung von A
relativ zu k ist.
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Definition 8. Sei p eine Primzahl, n € Z~o und q = p". Dann heifst © eine q- Weil-Zahl,
wenn 7 algebraisch ganz ist und fir alle Einbettungen

¥:Q(r) —C

[ (m)| = g2 gilt

Sei A eine abelsche Varietiit {iber k = F,, mit ¢ = p". Sei F': A — A® die Frobenius-
Abbildung und

ma: A AW A0 AP = A € EndiA,
der relative Frobenius-Endomorphismus von k.

Proposition 7. (/Cha, Proposition 1.]) Fiir eine einfache abelsche Varietit A iber k =T,

haben wir
Ta-p(Ta) = q.
Hierbei ist p : End)(A) — End}(A) die Rosati Involution.

Satz 4. (Weil) Sei A eine einfache abelsche Varietat iber k = F,, und w4 die Frobenius
Endomorphismus von A relativ zu k. Dann ist w4 eine q-Weil Zahl.(siche [Oorl, Satz

5.4])

Beweis

Sei 74 der Frobenius-Endomorphismus. Dann ist Q(74) C End?(A) ein Unterkdérper und
74 algebraisch ganz. Sei w4 € Q(m4) C L, wobei L ein CM Korper ist. Fiir eine Einbettung
0 : L — C und p die Rosati-Bewertung (fiir Definition siche [Cha, Abschnitt 3.1]) gilt.

¢ =0(q) = o(ma.p(na)) = o(ma)o(p(ra)) = o(ma)o(ma) = o(ma)[".

also haben alle Konjugierten von 74 denselben Betrag. Dahier ist 74 eine Weil Zahl. O
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2.2. Die kanonische Liftung einer gewo6hnlichen abelschen Varietét

Sei Ay einen gewohnliche abelsche Varietét {iber einen endlichen Korper £ = [F, mit ¢ = p”,
p prim, r € Z~o und g = dimAy. Sei 74, : A9 — Ay der Frobenius-Endomorphismus iiber
F,, der durch

Ta,: Ao — Ao

r — x4

definiert ist. Sei R = W(F,) der Ring der Witt-Vektoren von F,, m = pR dessen maxi-
males Ideal und

L = Quot(W(F,)) der Quotientenkorper von W (F,). Wir haben R/m = F,.

Serre und Tate haben eine kanonische Liftung einer gewohnlichen abelschen Varietét iiber

einem perfekten Kérper k£ von Charakteristik p konstruiert.

Definition 9. CM-Liftung ([Oorl, Definition 15.1])

Set Ag eine abelsche Varietdt iber k, so dass Ag smCM hat und k D F), ist. A ist die Lif-
tung von Ay, wenn es einen Integritatsbereich R von Charakteristik null, einen surjektiven
Homomorphismus R — k und ein abelsches Schema A — spec(R) gibt, sodass

AQpk = A
mit A= A®pr L und L = Quot(R) gibt. A ist eine CM-Liftung, wenn A smCM hat.

Fiir Ag ein gewohnliche abelsche Varietédt iiber einem perfekten Korper k mit chark = p
gilt
Endi(Ag) = Endg(A) = End(A).

Der erste Isomorphismus folgt dabei aus einem Satz von W. Messing.

Satz 5. ([Mes, Satz 3.3]) Sei Ay eine gewdhnliche abelsche Varietit tiber k. Es gibt ein
projektives abelsches Schema A iber R = W (k), so dass die Abbildung

bijektiv ist.
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Korollar 1. Seien Ay und By gewdhnliche abelsche Varietdten iiber k und A und B seien
thre jeweiligen kanonischen Liftungen. Dann ist die Abbildung

Hom(A, B) — Hom(Ay, By)
bijektiv.

Sei Ay ein einfache gewohnliche abelsche Varietéit, also gibt es fiir A eine Liftung A iiber
R =W(F,), sodass
E?’LdRA = End]FqAQ

und

A@gpF, = A
Fir By = Ap und k = FF, im Korollar 1 sei ¢ € End(.A) die Abbildung mit der Eigenchaft
(A, ) @r Fy = (Ao, o)

wobei ¢y die Frobenius-Abbildung von Ay beziiglich F, ist. Das Korollar zeigt, dass die
Liftung
p:A— A

des Endomorphismus ¢ eindeutig ist.

Fiir L := Quot(W (F,)) haben wir
Endy(A®g L) = Endgp(A) — Endyg,(A).
Setzen wir A = A®g L und End} (A) = Endy(A) ® Q, so gilt
End]%q (Ap) = Endr,(4o) ® Q = End(A) @ Q = Endj (A).
Nach unserer Voraussetzung gibt es einen CM-Kérper £ mit [£ : Q] = 2¢g und
Qo) € £ C End?, (A).

Hierbei ist ¢ = dimA. Deshalb ist £ C End?(A). Weil dimA = dimA4, = g, ist A eine
CM- Liftung von Ay nach Charakteristik null.
Auflerdem gilt

Q) : Q] = [Q(w0) : Q] < [£: Q] =29 < c0.



58 Kapitel 2. Gewdhnliche abelsche Varietéten

Das charakteristische Polynom P, von ¢ hat ganzzahlige Koeffizienten, deshalb ist ¢
eine algebraische Zahl und alle Nullstellen von P, sind algebraische Zahlen.
Nach dem Satz 4 von Weil gilt |po| = q%, und alle Konjugierten von ¢y haben denselben
Betrag.

Definition 10. Sei £ ein CM-Korper mit [L : Q] = 2g. Der CM-Typ von L ist die Menge
der Einbettungen 11, ...,¢4 von L in C, so dass die Menge aller Finbettungen von L in C

wla sy ¢g7 pd}h LERE) p¢g
1st, wobei p die komplere Konjugation ist.

Proposition 8. Sei ¢ die Liftung des Frobenius-Endomorphismus pg, Dann haben alle
Konjugierte von o den Betrag q%.

Beweis
Sei &y, = Vi) fiir i = 1,.., g und &y = phi(ipo) fiir i = 1, .., g. o ist eine g-Weil-Zahl,
deshalb |&y;| = q% fir e = 1,..,2¢. Sei h der Isomorphismus

Qp) 2 Qo).

Wir haben
Qlp) 25 Qpy) 2 C

und erhalten

[l := [ o h()| = [¥i(0)| = q2 und |&iig| := [pthi 0 B()| = |ptbilepo)| = ¢2.
Deshalb haben alle Konjugierten &; von ¢ fiir i = 1, ..., 2g den Betrag q%. a

Bemerkung 3. Fiir eine einfache abelsche Varietdt Ay tiber Fy mit ¢ = p” und Frobenius-
Endomorphismus 74, € Endp, (Ag) von Ag tber Fy, sei PMO das charakteristische Poly-
nom von T, Uber Z. Es hat den Grad 2g mit g = dimAy. Sei 14, das irreduzibel Polynom
von T a, iber Q und d := [Endy (Ao) : Q(ma,)]. Dann ist 74, = I%,. In dem Fall, das 4,
wrreduzibel ist, qult

Q(WAO) = End%q (Ao)
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Fulls A eine einfache abelsche Varietdt von Dimension g tber einem Korper L der Cha-

rakteristik null ist und smCM hat, so ist
Z(End}(A)) = End? (A)

ein kommutativen CM-Korper von Grad 2g tiber Q.
Aus der Gleichung
End]%q(Ao) = End) (A)

folgt, dass die Liftung A der einfachen abelschen Varietit Ay eine einfache abelsche Va-
rietat tiber L ist. Dann A ist ein einfache abelsche Varietdt tiber einem Korper L der
Charakteristik null und smCM hat. Dann ist End)(A) kommutativ. Wir haben dann

Q(p) C Z(End) (A)) C L C End}(A)

und
Z(End}(A)) = EndS (A).

Also haben wir End? (A) ist ein CM-Kérper, dahier ist [End?.(A) : Q] = 2g, und wir haben
Endj (A) = Endy (A). So folgt [Endy, (A) : Q] = 2g nach dem Satz von Tate([Tatl, Satz
Ends, (A) = Q(¢o)-

Also Q(po) = L ist ein CM-Korper.

2.3. Der Abel-Jacobi Isomorphismus

Sei 0 : L < C eine Einbettung, und sei A(C) die komplexe abelsche Varietét, die von A
und o der Erweiterung von L nach C durch o induziert wird. Es gilt also A(C) = A®,,C,
und dimcA(C) = g. Sei H°(A(C), Q') der C-Vektorraum der holomorphen Einsformen
auf A(C), dann ist

dimcH°(A(C), Q') =g

Sei wy, ..., w, eine Basis von H°(A(C), Q). Sei m(A(C),0) die Fundamentalgruppe von
A(C) mit Basispunkt 0 € A(C).

Satz 6. 7, (A(C),0) ist isomorph zu Z*.
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Sei I' definierte durch
A {(/wl, ...,/wg)/v € m(A(C),0)} C .
Y Y

Satz 7. [Kleil, Abschnitt 2.] I' ist ein Gitter in CY.
Jetzt definieren wir der Abel Jacobi Isomorphismus

Satz 8. Sei ' = {(f7 wy, ..., fv wy)/v € m(A(C),0)} und sei © die Abbildung

©: AC) — C9/T

T (f% wl,...,f% w,) mod I'
wobei v, ein Weg von 0 nach x ist. Dann ist © ein Isomorphismus.

Der kompakte Quotient C9/I" heifit die Jacobische Varietit von A(C), und man bezeichnet
ihn mit J(A(C)).
Beweis:

© ist wohldefiniert. Seien 7, und C, zwei Wege von 0 nach z, dann

[ ot = o [ = o [

7 ist ein geschlossener Weg und 0 € 7, v € mi(A(C),0) dann ist ([ w1, ..., [ w,) € T.
Zum Beweis der Tatsache, dass © ein Isomorphismus ist, (siehe [Kleil, Abschnitt 3.])
Fiir a € End(A(C)) sei 3:=0Qoao®~! € Fnd(CI/T)

A(C) % A(C)

o |= =l 0o

cor -2 cyr
So dass das Diagramm kommutiert. Die Abbildung

End(A(C)) — End(C9/T)

« — OoaoO!

ist ein Isomorphismus und induziert einen Isomorphismus h

h: End’(A(C)) — End"(CY/T)
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Bemerkung 4. Sei A eine abelsche Varietit tiber K, und K C K’ eine Kdorpererweite-
rung. Sei A' = A®Qg K' dann sind End(A) — End(A’) injektiv ([Oorl, Abschnitt 11.1]).
Sei L — C eine Finbettung, dann ist die Homomorphismus Endy(A) — End(A(C)) und
End} (A) — End®(A(C)) injektiv, und wir haben einen Homomorphismus 0

i

EndS (A) s End®(A(C))
AN ~ /h
End®(C9/T)

so dass das Diagramm kommutiert.

Sei f =60(p® L), das ist einfach zu sehen dass f € End(C9/T"), dann korrespondiert f
zu einer C-linear Abbildung
f:CI—C*

die T' nach T abbildet, f(I') C T'. f ist auch ein Homomorphismus von Z-Moduln
f € Endy(T') = My, (Z).

Sei {1, ..., Aoy} C C die Eigenwerte von f. Wir haben
Qpo) = Qlp) = QM)

Dahier ist Q(\;) ein CM-Kérper und |\;| = |@o| = q2, firi=1,..,2g.

2.4. Torsionspunkte

Sei L ein algebraischer Abschluss von L in C, R der ganze Abschluss von R in L, m das
mazimale Ideal iiber m in R, wir haben R/m = F,.

Sei n € Z~q, die n-Torsionsuntergruppe von A ist die Menge
An(k) ={p € A/np = 0}
von Punkten haben Ordnung n. Sei
Ators (k) = UpZy An(k)

die Menge von Punkten die endliche Ordnung in A(k) haben.
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Bemerkung 5. Wenn A eine abelsche Varietdt iber einen Zahlkérper K ist und Ao die
Torsionsuntergruppe von A ist, dann ist nach dem Mordell-Weil Satz Aiors(K) endlich.
(siehe [Rup, Abschnitt 1.])

Fiir eine abelsche Varietdt A tber einen abgeschlossenen Korper k haben wir
An(k) =2 (Z/nZ)* wenn chark nicht n teill ,

und
Apn (k) 2 (Z/p"Z)" wenn chark = p und n > 0,

wo 0 <i < g=dimA und i den p-Rank von A bezeichnet (siche [Mum, Abschnitt 4.]).
Fiir eine gewdhnliche abelsche Varietdt A tiber einem endlichen Korper k =1, mit ¢ = p"
und r € Zsq gilt

A (Fy) = (Z/p"Z)° fiirn > 1 und g = dimA.
Wenn ' ein Gitter in C9 ist, sodass A(C) = C9/T", dann gilt
1
A(C), =2 (CYT), = —T/T =T /nl = (Z/nZ)*.
n
Die Torsionuntergruppe des Torus ist

(C9/A)tors = (R/Z) 14, = (Q/Z)™.

2.5. Die Reduktion der abelschen Varietit A(C) iiber F,

Definition 11. Ein S-Schema X ist eigentlich, wenn der Struktur-Morphismus X — S
vom endlichen Typ, separiert und universell abgeschlossen ist.(Universell abgeschlossen
heif$t dass fiir jeden Basiswechsel S" — S der Morphismus X xgS" — S’ abgeschlossen
ist.)

Satz 9. ([Liu, Satz 3.25]) Sei X ein eigentliches Schema tber einen Bewertungsring Of,
und sei K = Frac(Og), dann ist die kanonische Abbildung

X(Og) — Xk(K)

bijektiv.
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Die Liftung A der abelschen Varietédt Ag ist eigentlich iiber dem Spektrum SpecR, und

nach Satz 9 erhalten wir einen Isomorphismus.
A(R) = A(L).

Nach Satz 9 ist auch die Abbildung A(R) — A(L) ein Isomorphismus.
Ist L C C ein Korper von Charakteristik Null, dann sind

A, (L) = A,(C)
isomorph, und damit sind auch ihre Torsiongruppen isomorph, weil
A(L)tors = UpZ1 An(L) = UL An(C) = Ators(C).
Es existiert eine Reduktionsabbildung
red : A(C)iors = A(L)tors = A(R)tors — A(R/M)1ors = Ao(Fy).

Wir haben f € End®(C9/T) <& End®(A(C)). Sei H = h~! dann H(f) € End°(A(C)).
Es gilt

(A(C)iors) 1= {z€ A(C)tors / H(f")(2) = 2}
{z€ AC) / H(f")(2) =2}
(A(C))=t

{z€CYT /| hoH(f")(z) = 2}

{zeCT" | f'(2) = 2}

eIl

und damit haben wir

(A(C)tOTS)H(fn):l = (Cg/r)fn:1

{zeC/T [ f'(z) =2}
{zeC / (f"=1)(2) e}
r/(fm=1)(I)

(f" = 1H=HI)/T.

'l

Nach Lemma 1 gilt

1(f" —1)"HT)/T = | det(f™ — 1)|, mit f € End(C9/T).
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Anderseits haben wir
Ap(F)#=1 = {z € Ao
{Z S Ao(
= Ao(Fqn)

F,)/¢8(z) = 2)
F,)/2" = 2)

dann

1A (Fyn) = 840 (F,)707" = A(C)TV,
Die letzte Gleichung gilt weil
red : A(C), — Ay(F,)n.
Nach folgendem Lemma ein Isomorphismus ist.

Lemma 6. (/Ser2, Lemma 2.]) Wenn n prim ist zu p, dann ist die Reduktionsabbildung

ein Isomorphismus zwischen A, und fln wobei A = A X R I_Fq 18t.

2.6. p-divisiblen Gruppen

Definition 12. ([Tat2, Definition 2.1]) Sei p eine Primzahl und h € Z~q. Eine p-divisible
Gruppe G iber R mit Héohe h ist ein induktives System G = (G, 1,),v > 0, wo

i) G, ein endliches Gruppenschema iiber R von Ordnung p*" ist, und

ii) fir alle v > 0 die Folge 0 — G, N Goi1 >, G,y1 exakt ist.

Fiir gewohnliche abelsche Gruppen ist
G, = (Z/pyz)h

und

G =limG, = (Qy/Z,)".

Definition 13. (/Tat2, Definition 2.1]) Ein Homomorphismus f : G — H wvon p-
divsiblen Gruppen ist ein System von Homomorphismen f, : G, — H,, von R-Gruppen,
sodass das Diagramm

G, =5 G

fol Lfvs

H, % H,.

fir alle v > 1 kommutiert.
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Beispiel
Sei A ein abelsches Scheme iiber R von dimension g, A, = ker(n : A — A). Dann
ist (A,v,4,) eine p-divisible Gruppe A(p) der Hohe h = 2g. Hierbei ist 4, der Inklusions
Homomorphismus

Alp"] = Afp").

Fiir die multiplikative Gruppe G, ist G,,,(p) = (pv,%,) von Hohe h = 1 mit

Mp":Ker{ G — Gm}.

v
r +— P

Q,/Z, ist p-divisible Gruppe als Induktiver Limes der konstanten Gruppenschemata
Z./p"Z beziiglich der Inklusions Abbildungen

Z/p"7 — pZ/p"t\ 7 C 7)p" L.

Sei R ein vollstandiger Noetherscher lokaler Ring. Wenn G eine Gruppe von endlicher
Ordnung iiber R ist, dann gibt es nach ([Tat2, Abschnitt 1.4]) eine kanonische exakte
Sequenz

0— G Gg2at — 0

wo i die offen-abgeschlossene Einbettung ist, G° die maximal zusammenhingende Gruppe
in G ist, und G* étale iiber R ist.
Sei G = (G, i,) eine p-divisible Gruppe iiber R. Dann fiir jedes n die Sequenz

0— G'—G,—G" —0

exakt. Die Gruppe G? definiert ein zusammenhénge p-divisible Gruppe G° und die Grup-
pen G definiert ein étale p-divisible Gruppe G*.

Fiir eine gewohnliche abelsche Varietdt Ay iiber einen perfekten Koérper £ = FF,, haben
wir

Ao (Fg) = (1 (Fo))? x (Z/p"Z)°.

(sieche [Mes, Anhang Lemma 1.] pp. 175). Dann haben wir ein spaltende exakte Sequenz

0 — (i (F,)) — Aopn(F,) S (Z/p"Z) — 0.
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Die abelsche Varietéit A ist die kanonisch Liftung von Ay zu R. Dann erhalten wir ein
spaltende exakte Sequenz

0 — (pr () — Ay (R) S (Z/p"Z)? — 0.

Wir haben ein kommutatives Diagramm

0 = ((R)? — Au(R) S (Z/p'Z) — 0
l redl =

0 — () — Agn(F,) S (Z/p'Z) — 0

wir haben (pn(F,))? = {1}, Ap(R) = Ape(L) und Agpe(F,) = (Z/p"Z)9 dann erhalten
wir ein exakte Sequenz mit einer Spaltung

_ red

0 — (pn (R))g — Apn (L) 2 Agpn (Fq) —0

und fiir N > 1, N = N,.n mit p nicht teilt n. Das Diagramm

kommutiert.

Proposition 9. Fir N € N— {0}, hat der Kern der Reduktions Abbildung
red : Ax(L)— Aoy (F,)

p-Potenzordnung.

Beweis
Folgt aus Lemma 6. a
Es folgt

ker{red : A(L)xy — Ao(Fy)n} = pn, (R).

Fiir N > 1 haben wir eine spaltende exakte Sequenz

= F\ red

0 — (x, (R))® — An(L) ™ Agn(E,) — 0.
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Sei N = fA(Fyn), es gilt
AON(Fq)SOg:l - Ao(Fqn)
Dann erhalten wir eine spaltende exakte Sequenz

0 — (p, (R))TI" =1 — AL 25 A (Fyn) — 0.

Wir haben
FA(L)TU = = £ Ag(Fgn) = | det(f" — 1)].

Also ist die Reduktions Abbildung

red : A(C)HU)"= o2 A(LYAD"=1 =, Ay (F,n)
ein Isomorphismus.

Proposition 10. Die abgeschlossenen Punkte der abelschen Varietdt Ay der Ordnung n
sind in Bijektion mit den endlichen Orbits des f-Operation auf A(C) der Ordnung n.






3. Eine explizite Formel fiir die abelsche Varietit A,/F,

3.1. Weil’s explizite Formel
Sei Ay eine abelsche Varietét {iber dem endlichen Kérper F,,. Sei Cr der Rand des Vierecks
R={o+iteC:—<c<o0<g+e-T<t<T}

Aus dem Residuen Satz folgt dann

. ¢ (s)
hmT—>oo _ﬁ fCT gig(s)¢(s)ds = - Zordsiﬂ(CAo (8)>¢(p>
P
= > o(p) — > o(p)-
pPolstelle von ¢4, (s) pNullstelle von ¢, (s)
Hier ist ]
ROEN| T N= — IT ¢
JZE‘A0| x mE‘A0|

die ¢-Funktion der abelschen Varietét Ao, |Ag| sind ihre abgeschlossenen Punkte und
Nz = |k(z)| ist die Ordnung des Restklassenkorpers im Punkt z.

Satz 10. Sei ¢ € D(R), ¢(s) = [, exp(ts)a(t)dt. Dann gilt

> é(p) — > (p)

pPolstelle von ¢a,(s) pNullstelle von ¢a,(s)
= Z 1ongZg0(VlogNa:) + Z log Nz Z NY9p(vlog Nx),
x€|Ao| v>1 €| Ao| v<-1
mit g = dimAy.
Beweis

Wir benutzen die klassische Methode aus [Bar, Abschnitt 4.]. Wir berechnen zuerst das

Integral '
TG (s)
lim 0

T—oo g+e+iT gAO(S)

o(s)ds.

69
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Wir haben (a,(s) = Za,(q¢™%) mit Z4,(t) € Q(t). Seien \; die Nullstellen von Z,,(¢) fiir
i=1,...,n und p; die Polstellen von Z4,(t) fiir j = 1, ..., m. Dann ist

:] s
iy
<

a

|
>
SN—

.
I
_

CAO( ) m
H(q_ - H’])
j=1
Es folgt
(i (8) logq ~ (—logq)q*
CAO S ZZI q° ]Zl q° — My
und

CA "~ logg . logg
as) ’_le Nig?| le—uql

Se13—0+zt€Rm1tt—Tund —e<o<g+e.

Wir wollen | C \ nach oben beschréanken.

Seien \; die Nullstellen von Za,(t) und seien p; die Polstellen. Es gilt |\;| = ¢="/2 fiir
n; € {0,...,2g} und |p;| = ¢7™/2 fiir m; € {0,...2¢}. Dann gibt es ein 6, € [0, 27 und
ein 6,,, € (0,27, so dass \; = ¢"/? exp(if,,) und p; = g™i/?
Sei s € R, aus der Gleichung 1 — \;¢° = 0 folgt ¢* = ;! und damit

exp (i, ).

n;/2

exp(log g(o +1T)) = ¢"/* exp(ity,),

also gilt ¢” exp(i(log ¢)T) = ¢"/? exp(if,,). Dann ist o = n;/2 und (log q)T = 6,,, + 27v.

Daraus folgt, dass fiir

On;

2mv
T 7& logq+ log q

{ o # n;/2

und fiir n; € {0, ...,2g} der Wert |(4,(s)| ungleich 0 ist. Eine dhnliche Rechnung fur

{ o # mj/2
Om 2wv
T 7£ logq + log ¢

fir m; € {0, ...,2¢} liefert
[Cao ()] # o0
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Wir wahlen nun

n; On, 210 m; O 27w
€ R\{=+i(—=~ ] (—— i €10,...,2g9},m; € {0,...,2g9},v € Z}.
Seien jetzt ¥y, 1= | 0"’ - und Oy, = |19;;2 10, %[. Dann setzen wir
190 - minnie{l,..‘ﬁg},mjE{l,...,2g}{ﬁni7 79m]}
Definiere Tp := o, T), := o + i25 27”’ fir v e Zund s, ;== 0 +iT, mit —e <o < g+e.

Zur Vereinfachung der Notatlonen werde s, mit s bezeichnet. Also ist

q¢* = exp(slog q) = exp((o + iT,) log q)

und
1¢°| = exp(clogq) = ¢°.

Auflerdem gilt

Cay (8) 1 1
0 ogq ogq
|CAO S)| = Z [1—Xig®| - Z [1—p5q°]
=1 7j=1
- 1 Ul log q
< ogq |
- Z; [1—[A:l[g5]] ]Z::l [1—]re;llg®]
n m
< bi + &
11|1q7q| jllquq\
n m
lo lo.
< So—le gy fee
— g - —J
=1 =g 2T T g2 e
< C.

| eine periodische Funktion der Periode 2~ - Dann gilt fiir s € C auBerhalb

Ferner ist |~ t g

C
der Polstellen und der Nullstellen von (4,

C;lo(s)| B |CAO(0+@'(T0 + fo’;Z))| B |Cf40(0 +iTy)
Cao(8) Caglo +i(To+ 25)) Caglo +iTh)

logq
Fiir ¢ € D(R) definiere

| | < C.

o5) = [ explstyplt)ie
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Es existieren a,b € R, so dass supp(¢) Cla,b[. Dann ist ¢(a) = ¢(b) = 0 und damit folgt
Jeexp(st)e(t)dt = [%exp(st)p(t)l; — [ 1'(t) exp(st)ds

= -1 abgp’(t) exp(st)dt.
Wegen ¢ € D(R) gilt |¢'(t)] < C fiir t €]a, b[. Also folgt
S lexp(styp(t)ldt < L [ C| exp(st)]dt

L f) lexp(at)dt.

Daraus folgt

e+iTy, s —e+iTy (¢ (s
[ a8 e(s)ds| < [ [ [6(s)|ds

+e+iTy, Cals +e+iTy 1Ca(s)

e+iT,
< Cfg+e+zT (S>|d8
e+iT,,
< C’fg+€+lTu | fR exp(st)p(t)dt|ds
< C’fg;:j;” |i| fb exp(at)dtds
e+iT, ds
< Cfg—l—e—HTl, ls[
Damit gilt
—e4+iT, ¢y ( C(g+2¢)
| g+e+iT), Cg( ( )d$| < Cf+e |O’+ZT,/| < Ofg—f—e [iTy | < T, -

(Die Konstante C' kann verschiedene Konstanten bezeichnen.) Wegen

—e+iTy
lim y/ CAS o(s)ds| < lim = — 0
Ty —00 g+e+iTy, CA S Ty—o0 ’Tl/’
ist
) I (o)
lim A2 p(s)ds = 0.

Ty —oo g+et+iTy CA (S)
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Jetzt zeigen wir, dass
gt+e—iTy, 1
s
. A(s)

o(s)ds =0

WS g, ™

gilt. Fiir s =0+ 47, mit —e <o <g+eund T, = Ty + lig:] gilt Ca(s) # 0, Ca(s) # oo
()] < IT i AuBerdem gilt

+e—iTy, ¢'4(s) +e—iT, (s
P Gl < S IEE o)l

< O[T g(s)]ds

e—iTy,

—iT,
< C gte—i ds

—e—iTy,  |T|
C(g+2¢)
< Tm
Also ist e
gt+e—iT, +1
lim G (s) (s)ds =0
Ty—oo | o Ty CA(S)
te+iT, Cay (8)
Wir berechnen jetzt [? +; i, P(s) e (S)d
Es gilt a,(s) = ][ 17]1\[,5. Setzen wir (z(s) = = N -, dann ist Ca,(s) = [ Cu(s) und
z€|Ao| ¢ z€|Ao|
damit ,
Cols) (l;[Cz(S))
Capls) l;lCz(S)
> H Ca(5)Cy(s)
_ Y xF#y
_ Ca(
= 2
Daraus folgt
Cag (5) . (log Nz)Ng *
CAE(S) - Z 1-N;°

— Slog N, 3 N s
T v=0

= Y log N, > exp(—vslog N,).
T v=1
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Also haben wir

e+iTy ¢! (s) e+iT, 00
gg;jiTu Ciz(s)qﬁ(s)ds = ZlogN Z ggjetTy [ o(t) exp(st) exp(—svlog N, )dtds

= YlogN, Y ggJ:f_JjTT” [ o(t) exp(s(t — vlog N,))dtds
T v=1 v

= zZlogN ZfT” [0 0(t) exp(g + & + i) (t — vlog N,)dtdy.

In der letzten Gleichung haben wir s durch g + ¢ + iy substituiert. Wir erhalten

g+e+iTy, CI (S
/ ds—zZlogN Zexp (9 +¢)vlog N,)

g+e—iT, CA()(S

+oo
/T / (p(t) exp(g + &)t exp(iyt)dt) exp(—iyr log N, )dy.

Wir betrachten T, — oo und benutzen die Fourier-Transformation.
Wir erhalten
[ Gl

g+e—ioco CAO (8)

¢(s)ds
=i Z log N, Z exp(—(g + e)vlog N ) F ' [Fle(t) exp((g + €)t)] ()] (v log N,.)
= 2mi Z log N, Z exp(—(g + ¢)vlog N, )p(vlog N,) exp((g + €)(vlog N,))

= 2mi Z log N, Z Y9+ (N, ) "9+ (v log N,)

= 2mi Z log N, i p(vlog N,).
T v=1

Dann gilt

/‘g+5+ioo C,lélo (S) . S
o(s)ds = i2m Z log N, Z o(vlog N,).

g+e—ioo CAO (5) z€|Ao| v=1
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Wir berechnen jetzt f:EE_JjTT” gjogz;gzﬁ(s)ds.
v 0

Wir erinnern jetzt an die Funktionalgleichung fiir eine abelsche Varietdt A der Dimension
g iiber F, (siche [Har, Anhang C (1.2)]). Sei ((s) die Zeta-Funktion von A. Dann gilt die
Funktionalgleichung

wobei E die Euler Charakteristik von A ist. Da fiir Ay eine abelsche Varietit F = 0 ist,

folgt also

Z(%) = +£Z(1).

Fiir t = ¢° gilt Z(55) = £2(¢°), also (a,(s) = Z(¢7°) = £2Z(q¢79*°) = £(a,(g — ) und
damit . .
Cap(g = 8) - j:CAO(S)

CAO (g - 5) a CAO(S)'
Nach der Substitution s = g — s gilt

—e+iT, Cag () _ g+et+iT, Sy (9—9)
—e—ily CA2(8)¢($)dS = Jgre—im, <A2(9—5)¢(9_ s)ds

gt+e+iT, C;; (s)
* Jgre—it, CA2(3)¢<9 — s)ds.

Wir berechnen jetzt [? Fetioo Gy ()

gte—ioo Ta (S)¢(g — s)ds. Die Rechnung ist dhnlich wie oben
0

tetiT, . (s) TetiT), &
e, G olg — s)ds = 2 O d(g — 5)log Ny 3 exp(—vslog N,)ds

gte+iTy,

400 o0
= Z/ / o(t) exp(t(g — s))dtlog N, Z exp(—vslog N,)ds
2 g+e—iT, —00

v=1
= Z log N, i /
T v=1v9

Wir substituieren s = g + € + 4y und fiir 7, — oo

g+e+iT,

400
/ o(t) exp(s(—t — vlog N,)) exp(tg)dtds
+e—iTy —00
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erhalten wir

gte+il,
lim /+ ' CAO(S)¢(9—S)ds

Ty—00 g+e—iT, CAO (S)

+oo
=1 Z log N, Z/ / t)exp((g + ¢+ iy)(—t — vlog N,)) exp(tg)dtdy

+oo +o0
=1 Z log N, Z exp(—(g+e)vlog N,.) / / (t) exp(—(g+e)t) exp(—iyt)

v=1
exp(tg)dt exp(—ivlog N, )dy

+oo +oo
—zZlogNZexp g—l—ez/logN/ / t)exp(et))

exp(zyt)dt exp(—zyy log N,.)dy

—ZZIOgN Zexp (g + e)vlog N, ) F L Fle(—t) exp(et)](y)] (v log N,).

Es folgt

/‘9+5+ioo C,/40 (8) (b(g B S)ds

g+e—ioco CAO (5)

= zZlogN Zexp (9 +¢e)vlog Nx)2mp(—vlog Nz) exp(ve log Nx)

=2mi » log N, Z NVt NYEp(—plog Na).
Und damit

[otetioo Cf‘*’—(‘g;qﬁ(g —38)ds = 2w >, logN, > N “9¢(—vlog Nx)

gte—ioco Cay(s

z€|Ao| v=1
= 2mi Y, logN, > NX¢(vlogNz).
€] Ao| v<-1
Insgesamt folgt
My, oo — 5 ch fal 5)¢(5)d8 = Y logN, ; o(vlog Nz)
I€|A0| vz

+ > logN, > N¥¢(vlog Nz).

xG‘A0| v<-1
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Nach dem Residuensatz gilt

— 5k fo 8 0(s)ds = =2 ordayCa(3)0(0)
= > 90(p)— > d(p).

pPol pNulls

Wir erhalten

Yool = Y )= Y logN, )Y ¢(vlogNz)+ > logN, Y  Nyp(vlog Na).

pPol pNulls z€|Ao| v>1 xz€|Ao| v<-1

O

3.2. Eine explizite Formel fiir die Zetafunktion von A,

Sei Ay eine abelsche Varietét iiber dem endlichen Korper Fy,  ein Primzahl mit [ # p und
7 die Frobenius-Morphismus iiber Fq. Wir haben die Formel
29
—5,__* % i+l
Cap(s Hdeth (1—q¢*m*|H (A @ F,, Q) V",

=0

mit g = dimA, 7* die induzierte Abbildung auf der Kohomologie von Ay ® F, und
H'(Ay @ Fy, Qi) = (lim He, (Ao ® Fy, Z/I"Z) @7, Q1)
die [-adic Kohomologie von Ay ® ?q. Setzen wir
Pi(T) = detg, (1 — T*|H (Ay @ F,, Q))).

Dies ist ein Polynom vom Grade () mit Koeffizienten in Z, unabhiingig von I. siche ([Har,
Anhang C, Satz 4.5]). Dann gilt

S TT Pl _ PUaP)-Poya(a7)
0l gmq ) Po(q %) Pa(q)... Pog(q™)

Die Tate Module von A, ist definiert durch

Ti(Ao) = lim Ao[l"]
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beziiglich der Abbildung [I] : Ag[I"*] — Ap[i"]. Sei
Vi(Ap) :==Ti(Ap) ®z, Q
Vi(Ap) ist ein 2¢g-dimensional Q;-Vektorraum, es gilt
H' (Ag @ Fy, Qi) = Vi(Ag)* := Hom(Vi(Ag), Q).
und damit folgt
H(Ay®@F,, Q) =ANH (A ®@F, Q) = AVi(A4y)".
Satz 11. (A. Weil)
Fiir 0 <1i < 2g ist Res = %, falls P,(¢*) = 0.

Beweis

Die Eigenwerte von 7* auf V;(Ap) haben den Betrag q%. Dann die Eigenwerte von 7* auf
Vi(Ap)* haben auch den Betrag q%. Es folgt das die Eigenwerte von 7* auf

ANVi(Ag)* = Hi(Ay ® F,, Q) haben den Betrag ¢2. Sei A ein Nullstelle von P;(T) also

Pi(\) = detg, (1 — M*|H (4g ® F,)) = 0.
Und damit
detg,(\' — ¥ |H' (Ag @ F,)) = 0.
Also ist A" ein Eigenwert von 7* auf H'(4,®F,) Also ist |A~!| = ¢2 und somit |A| = ¢~ 2.
Aus Pi(¢®) = 0 folgt |[¢~°| = ¢~2, dann ¢ R = ¢72 also Res = % Es folgt, dal die

Nullstellen und Polstellen von (4,(s) auf dem Achsen Res = % fir 0 <17 < 2g liegen. O
Wir erhalten die Gleichung

> é(p) — > op) =D (=1 > dp)).
pPolstellepvon Cag(®) pNullstellep VOI ¢4 (s) Py(q—p)=0
Es folgt nach Abschnitt 3.1

29

DD Y )= Y logNe D p(vlog o)+ D log Ny Y Nyop(vlog Ny).

i—0 B >1 <—1
! P;(g—P)=0 z€|Ao| vz x€|Ao] v<
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Es gilt Py(T) =1 —T. Also hat Py(¢*) die Nullstellen
2miv
log q

p =
fir v € Z.
Es gilt Py, (T) =1 — ¢?T. Also hat P,(¢™°) die Nullstellen

2wy
log ¢

p=g+

fiir v € Z. Insgesamt gilt die explizite Formel

S 622 + E: §:¢ —%§:¢g+—zzg

VEZL logq =1 VEZL
Z log N, Zap (vlog N,) Z log N, Z N9p(vlog N,).
z€| Ao v>1 €| Ao v<—1

Proposition 11. Die abgeschlossenen Punkte von Ay vom Grad n sind in Bijektion mit
den endlichen Frobenius-Orbits auf Ay ® Fq der Ordnung n, und sie sind auch in Bijek-
tion mit den kompakten R-Orbits auf X der Ldnge I(y) = nlogq, wobei n = degx :=
dimp, k().

Unter der Bijektion von Proposition 11 und [(7,) = degz log ¢ = log |k(z)| = log Nz wird
die obige explizite Formel zur Formel des transversalen Index des de Rham Operators des

verallgemeinerten Solenoids X von Satz 1.
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