T’-Regionaltagung Aachen 2003

Workshop 5
Siegfried Weil3

Anwendungsorientierte Einfuhrung in die Integralrechnung

Siegfried Weil3
Arndtstralle 4
31141 Hildesheim

siegfried.weiss@gmx.de



Siegfried Weill Anwendungsorientierte Einfiihrung in die Integralrechnung Seite 1

Anwendungsorientierte Einfithrung in die Integralrechnung mit dem Vovage 200

0. Vorbemerkung

Die Einfiihrung in die Integralrechnung wird meistens anhand eines Problems aus der
Flichenberechnung durchgefiihrt, und auch in den Ubungsaufgaben treten iiberwiegend
Flachenberechnungen auf. Hier soll ein Zugang zur Integralrechnung vorgestellt werden, der
von Beginn an auch andere Anwendungen wie Volumina, Mantelflichen und Bogenlidngen
einbezieht. Der Begriff Integral wird dabei so frith benutzt, dass im Unterricht mehrfach der
Ubergang von der Summation zur Integration erfolgen kann.

1. Einstieg

Eine Vase oder ein dhnliches Objekt wird présentiert. Schiilervorschlige zu moglichen
Fragestellungen (z. B. Berechnung des Volumens der Mantelfldche, der Lange der Seitenlinie
(Bogenlédnge), des Materialverbrauchs oder der Lage von Eichstrichen (z. B. bei Glédsern)
werden gesammelt.

2. Entwicklung einer Untersuchungsstrategie fiir die Volumenbestimmung

Naheliegend ist es, zuerst das Volumen experimentell (durch Fiillen mit Wasser) zu
bestimmen. Fiir die unten abgebildete Vase ergab sich ein Volumen von ca. 730 ml.

Fiir eine mathematische Behandlung wire zunéchst eine Funktion zu bestimmen, die die
Randlinie der Vase beschreibt. AnschlieBend kann das aus der Mittelstufe bekannte
Néherungsverfahren mit ein- und umbeschriebenen Treppenkorpern aus Zylinderscheiben
angewandt werden.

3. Datenerfassung und Modellierung der Randfunktion

3.1 Datenerfassung

Mit Hilfe von Lineal und Faden lésst sich der
Vasenumfang  an  verschiedenen Stellen
bestimmen. Die ermittelten Werte in einem
Cellsheet-Tabellenkalkulationsblatt' eingetragen.

1 1 Fiw Fzw Fxw Fy FE [ F7w FB
Der Radius wird berechnet. In der File|Plot[Edit|undo| ' [Funcs|stat|reCalc]

Bearbeitungszeile siecht man, welche Formel in vas |f E £ D E F
. ) S : 1 |nohe |UnfanalRadi

Zelle C2 einzugeben ist. Sie wird anschlie3end =T T o ol

zunichst iiber [F1] Dat, 5: Kopieren oder einfacher 2 2. Z6.A. 2000

mit [¢][C] in die ,Zwischenablage” Kkopiert. 5] 10.] z6.4.138

SchlieBlich markiert man die darunter liegenden = 16.] 30.6l+. o701

Zellen C2 bis C9 und fiigt die Formel ein (am B B s

einfachsten mit [¢][V]). C2: =-B2/CZm

YASE DEG AUTO FUNC

! Cellsheet bietet an dieser Stelle noch keine Vorteile gegeniiber dem Data-Matrix-Editor. Bei den weiteren
Rechnungen ist Cellsheet aber dem Data-Matrix-Editor deutlich tiberlegen und wird deshalb auch schon hier
eingesetzt.
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Fz FEr FEr

Der zugehorige Datenplot gibt grob das Profil (&m0 trice RetraphMathiDroul« ¢ |
wieder.
Uber [F2] (Plot) 1:Plot Setup, [F1) (Define) kommt o °
man in das Definitionsfenster fiir den Datenplot. ° 8 @ o °

Hatte man den Bereich A2:A9 in der Tabelle
markiert, so erscheint jetzt die FEintragung bei
xRange. Fiir yRange ist entsprechend C2:C9
einzugeben.

YAZE DEG AUTO FUHC

3.2 Datenanalyse mit dem Voyage 200 E Ealculate K

Calculation Tupe.. EuadReg +

Cellsheet bietet zur Bestimmung einer zugehdrigen [ 2. pocen to:
Randkurve umfangreiche Regressionsanalysen. Diese | == Fres and Catedories? Hos
Werkzeuge sind iiber (Stat) 1: Calculate

zugénglich.

| CEnter=VES ESC=HO g

USE £ AMD # TO OFEM CHOICES

Fz FEr FEr

Der Vergleich verschiedener Regressionspolynome (2 & [z0mm Trace Retr-aphMath|Drou|« ¢ |

zeigt, dass die Vasenkontur hinreichend gut schon g
durch folgendes Regressionspolynom 2. Grades |
beschrieben wird:

y1(x)=0,012683x2-0,194121x+4,797775.

YAZE DEG AUTO FUHC

4. Das Volumen der Vase
Die folgende Skizze zeigt u. a. , dass man zur Bestimmung des Volumens einer
einbeschriebenen Zylinderscheibe im allgemeinen je nach Monotonieverhalten der Funktion
mit der rechten oder linken Intervallgrenze zu rechnen hat. Bei einer willkiirlichen
Intervalleinteilung  konnte A Innenrand—"

zudem das Problem T~
auftreten, dass das Minimum
oder Maximum des
Intervalls nicht am Rande

des Intervalls liegt. Daher

sollte man die o1
Randfunktion zunichst in '
streng monotone Abschnitte 1112 13 7.7
teilen und das Volumen \ j

abschnittsweise ermitteln
und dann die Summe bilden.
Exemplarisch soll das fiir
den ersten Abschnitt gezeigt werden.

Der Aulenrand wird durch die oben bestimmte Funktion y1 beschrieben. Der Innenrand wird
durch die Funktion f mit f(x)=yl(x)-1,1 und 1< x <20,2 angenéhert (bei einer als konstant
angenommenen Materialdicke von 1,1 cm).

Das Minimum der Funktion f kann tiber (F5](Math) 3: Minimum grafisch bestimmt werden.
Die Funktion ist fiir 1,1 <x < 7,7 streng monoton fallend.
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Es sollen zunéchst einbeschriebene Treppenkorper betrachtet werden.
Wiéhlt man in einem ersten Schritt fiir die Hohe der Zylinderscheiben h=0,1, so bendtigt man
66 Zylinderscheiben fiir den entsprechenden Treppenkoérper. Fiir sein Volumen gilt:

V (66)= T - 626 ((f (L1 +h-i))* -h)~20381.

[+ 21 gerralchie ot her Pramiolc1ean s
Nach Definition der Funktion f
wird 0,1 als h gespeichert. * HewProb Done
Dann wird die Summe Byl — 1.1+ fx) DOone
".13h .1
A . ge . 2
xS (f(L1+h%i) 2% h,i,1,66) AP (CEREE R 203812

nZCfCl. 1+i*hy~2%h.i.1.662

MAZE DES AUTO FUMWC 420

eingegeben.

Wihlt man in einem zweiten Schritt h=0,01 so erhdlt man:
660

V,(660)= m - z ((f(LL+h-i))* -h)=~20431.
i=1
Fiir dieses Teilintervall betrdgt das Volumen eines einbeschriebenen Treppenkodrpers aus n
gleich hohen Zylinderscheiben:

V.m)= m - > ((f(Ll+h-i))*-h),dabei ist p=59
i=1 n

Damit ein Vergleich mit weiteren Summen erfolgen |,“E Alaebra|Calc|other Pramiolclesn g

kann soll die Formel zur Berechnung der Summen |, 6.6 | . £.6
gespeichert werden. " "

]
s 3 (rFctat+ih 2
. . . i=1
Zunichst wird h gespeichert, dann der Summenterm | so4. z61.(n% - . 17831203 + . 08531702 - .

in den Voyage 200 eingegeben und vereinfacht. na
A¥ZCCfCl 1+i¥h)>~2%h,i.1.n)

MASE DEG AUTO FUMC BA20

Der vereinfachte  Summenterm  wird als |,“E Alaebra|Calc|other Pramiolclesn g

Untersummenfunktion ~ vunter(n)  gespeichert. | = y=y& 0

Wiirde man auf die vorherige Vereinfachung | 284.361(n%-.178312-n% + .0e5317-n2 -
verzichten, so missten die entsprechenden n

Umformungen immer wieder vom Rechner . (20721 n? - . B01032314957624) > urter(r)
durchgefiihrt werden, was (deutlich spiirbar) Zeit Dome

kosten wurde. 1032314937824 /n*4ruounterin

MASE DEG AUTO FUMC 9./20

Entsprechend kann auch das Volumen des umbeschriebenen Treppenkorpers beschrieben
werden. Bei einer Teilung in n gleich hohe Zylinderscheiben wird das Volumen beschrieben

n—1
durch: V.(n)= n - z ((f (L1 +h-i))*-h),dabeiist h= 6’6.
i=0 n

Die Annédherung an den Grenzwert soll visualisiert werden. Dazu kdnnen weitere Volumina
berechnet und die Ergebnisse in einer Tabelle festgehalten werden.
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Fiwr Fer (5 FE Fgr [Fid FB
File|R” EeAUEnCE... Halc F]
val Al Expr: E
. . 1 |n| WYar:
Es wird eine Cellsheet-Tabelle angelegt. In Spalte A [ Z  Lows oo
(Uberschrift: n) erzeugt man mit (F3](Edit), oo R e
4: Sequence die Zahlenfolge 100;200;300;...;2000. 5 lst Cell: [AZ
& Direction: DOWH-
n; (Enter=0K__»  (ESC=CAHCEL>
YAZE - DEG AUTO FUHC
FiTe P ot [t U] & [Funee|stotferalc| |
Die Breite der Spalten B und C wird tiber{F3](Edit), val |A B C o E
- . . 1 Uk, Ok
8: Column Format der Uberschriftenbreite angepasst. TR 0. 55: B
In Spalte B (Uberschrift: Untersumme) wird in Zelle |-21—=2
B2 die Formel =vunter(A2) eingeben und |[[5] 4&@
. . & SEa
anschlieend nach unten kopiert. = S0
B2: =vunter{A2>
YAZE DEG AUTO FUHC
F e P ot et o] & [Fimes|stot|rersic] |
vol A E B 0 E
1 |h Untersumme |Jbersumme
z 100] 203,995
3 : 3 200 204,179
Entsprechend verfahrt man mit den Obersummen. T Y| R e
5 400 204,27 204.452
& S0  rR4.29%] 204,434
7 E00 204,35 204,427
C2: =voberdifa2l

Mit den so erzeugten Werten werden Plots definiert
und gezeichnet. Die Grafik zeigt die Konvergenz
gegen einen Grenzwert.

Der Voyage 200 kann auch den Grenzwert

DEG AUTO

FUNC

7

lim vunter(n) bestimmen:

n—0

Syntax: 6.6/n>n; limit(vunter(n),n,o)

EHEEEEHEE

Untersummen

Die Grenzwertbestimmung ist bei komplizierteren
Ausdriicken u.U. nicht mehr moglich.

DEG AUTO

FUHC

Meines Erachtens kann man hier erstmals den Begriff Integral benutzen:
Da die Grenzwerte von Unter- und Obersumme existieren und identisch sind, nennt man die

Funktion f* integrierbar und schreibt:

m - lim Z ((f(L1+h-i)* -h)=n -lim i ((fL1+h-0)* -h)=m- j(f(x))zdx

(mit h =20
n

Man kénnte eventuell noch f(1,1+hi) durch f(x;) und h durch Ax ersetzen um die Ubersetzung
von der Summenformel zur Formel mit Integral zu erleichtern.

Fiihrt man das Verfahren zur Volumenberechnung fiir den niachsten Abschnitt entsprechend
durch und bildet dann die Summe, so erhélt man einen Wert, der {iberraschend gut mit dem
gemessenen Volumen iibereinstimmt.
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5. Bestimmung der Mantelfliche

Die Berechnung des Mantelflacheninhalts und die Lédnge der Seitenlinie der Vase konnen gut
in Gruppenarbeit erfolgen. Fast alle Gruppen wihlen bei der Berechnung des
Mantelfldcheninhalts den in 5.1 beschriebenen nahe liegenden, aber falschen Weg. Dank der
vorgeschlagenen Uberpriifung wird klar, dass ein Fehler vorliegen muss. Die Suche nach dem
Fehler und nach Erkldrungen fiihrt in der Regel zu interessanten Diskussionen.

Zu rechnen ist jetzt wieder mit dem Auflenrand der Vase, also mit der Funktion yl. Um
vertraute Darstellungen zu erhalten wird y1 als f gespeichert: y1(x) >1(x).

5.1 Nahe liegender (aber falscher) Ansatz: Anniherung durch Zylinderscheiben
Von der Sek I her ist die Formel fiir die Mantelfldche des Zylinders bekannt: M = 2nrh.

Bei der Unterteilung der Vasenhohe in n Teilintervalle der Hohe h liefert dieser Ansatz
n—1
M, (n)=2r-Y (f(i-h)-h) , wobei h= 77 ,
i=0

n

M, ist mit dem TI 92 numerisch bestimmbar, auch die direkte Grenzwertbestimmung
ist moglich, erforderliche Eingaben fiir M,:

7,7m>h

limit(2 © *2(f(i*h)*h,1,0,n-1),n,00).

Ergebnis: M, = 208,088

5.2 Uberpriifung des Ansatzes

Fiir die verwendete Vase wurde als Ndherungswert fiir den ersten Abschnitt der Mantelfldche
208,088 bestimmt. Ist dies FErgebnis hinreichend genau? Zur Uberpriifung des
Zylinderscheibenansatzes werde ein einfacher Kegel mit h=r=10 betrachtet. Seine Spitze liege
im Ursprung, die Mantellinie wird dann beschrieben durch y = x. Die bekannte Formel fiir
den Kegelmantel lautet M = r s.

Fiir s erhdlt man mit Hilfe des Satzes des Pythagoras s=+/200 = 1042.

Fiir M ergibt sich somit M =n 10042

Die Anwendung des obigen Ansatzes liefert jedoch M =100 .
4 Wie ist der Fehler zu erkldren? Man mache sich anhand der
Skizze klar, dass sich bei jeder noch so feinen Unterteilung fiir
jede Zylinderscheibe stets ein Hohenabschnitt, aber nie ein
Mantellinienabschnitt ergibt. Der Mantellinienabschnitt ist stets

> um den Faktor +/2 langer als der Hohenabschnitt. Das Ergebnis
ist um genau diesen Faktor zu klein.
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5.3 Zweiter Ansatz:
Annéherung iiber Kegelstiimpfe

Anstelle der Zylinderscheiben wird
jetzt mit Kegelstiimpfen gearbeitet,
deren Mantelflache sich nach

T

~_ s

Ti+g

M= (ri +ris1) T s
ergibt.

/

|

Je nachdem ob die Vase (bzw. der Vasenabschnitt) nach auBlen oder innen gewolbt ist,
ergeben sich Unter- oder Obersummen bei diesem Verfahren.

Bei Unterteilung der Gesamthohe der Vase in n
Teilintervalle hat der i-te Kegelstumpf die
Mantelfldche

M, :n-(f(i-h)+f((i+1)-h))

o J(S G+ Iy = £ B + I
20,2
n
Dieser Ausdruck wird eingegeben. Der vereinfachte

Ausdruck wird als mantel(n) gespeichert.
Die Mantelfliche ist der Grenzwert der Summe:

n—1

M =1iszi .

n—o =0

mit 4 =

Diesen Grenzwert kann der Voyage 200 nicht
bestimmen, wohl aber einzelne durch Summation
gewonnene Niherungswerte (fiir kleine n).

Man konnte die rechts stehende Grafik erzeugen, um
die Konvergenz zu visualisieren.

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

mglCx) F O Done
n20.2 20,2
2] [

mo[FCE R+ AL+ 10K [(ROCE + 10 1) - Frik

336,571 |12 - 757689 i (n - 1.3198) + 3.

WA CCFCCT+1 2¥hd—F Ci¥h2 > "2+ W2 3]

YAZE DEG AUTO FUMC 14/%0

[FiTTFZTTFBTTFH Trs T FE™ TF?TT TH T]
File|Plot|Edit|Uhdo| # |[Funcs[Stat|ReCalc

mar (A E C [u] E
1 |h Mantelfliche
2 =T 99
3
4
5
&

7
g
)
0]
11 1 GG 527, 288
B2: =mantel<AZ>

YAZE DEG AUTO FUHC

1™ _Fzr FEr Fa* JF7

B &
= f—|Zoon |Trace[Regraph|Math|Draw|-

o

Mantelflache

o
B ooo o oo

YASE DEG AUTO
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Will man die bekannten Integralformeln fiir die Mantelfliche (und spiter auch fiir die
Bogenlidnge) herleiten, so sind die Summenterme umzuformen. Die Umformung betrifft die
Polygonstiicke s; :

i

2
Ay,
5, = J(Ax ) + ()7 = A, 1+(i}
Ax
Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ergibt sich:

Ay, '

5= Ax 1+ (£10))

Somit ist folgende Umformung moglich:

Damit folgt:

n—1

M =Tim3 M, = [im 3 () + G 1+ () -4

=1 [ @I (@ )dr=2r [ (F1+ () e

6. Bestimmung der Bogenlinge

Aus der Entwicklung des numerischen Zugriffs auf die Mantelfldche ergibt sich gleichzeitig
eine Methode, auch die Bogenldnge numerisch zu bestimmen. Der gesamte Graph wird durch
einen Streckenzug angendhert, wobei die Léngen der einzelnen Teilstrecken durch den
Wurzelterm der Mantelflachenformel gegeben sind. Fiir die Bogenlidnge gilt dann

b=l S PG D1 7wy 4 mit =202

n—o j=0 n

Auch dieser Summengrenzwert kann mit Hilfe eines Integrals berechnet werden. Die
Umformung erfolgt dhnlich wie schon bei der Berechnung der Mantelfléche.

I’Fi T Fev Tr3vT ruv]’ 3 T FE~ T]
vﬂ Algebra|Calc|{0ther|Pragmld{Clean Up

uuuuu

Hier die Berechnung mit Hilfe des Integrals: . e B1PEET w2 - 194151 x4+ 4. P37

_ _ . ‘ s (r0) .D25367 x - . 194121
Die erste Ableitung von f wird bestimmt und als f1 |, (zeesisa96542 % - . 1541212167452 + F160

gespeichert. so.2 Done
'Ja Bl P e ST ey e 20, 4565
Das Integral wird berechnet. SCTCLELC) 20 % 0. 20. 2>

Mit dem Voyage 200 ldsst sich der Grenzwert der

Summen nicht berechnen, wohl aber die Summe fiir |bo2
1 Eogenla
konkrete Werte von n. TR Zo s
Man sieht in der Tabelle, dass bereits die erste Summe |2 = S0 458
mit nur 10 Summanden sich praktisch nicht vom |5 48 20, 4564
. & S 20, 4564

Integral unterscheidet. = =) =0 4565

B2: =hogentfl>

YAZE DEG AUTO FUHC
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