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��� !����"� ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#


�#� $���
	��� ��
������� �� ������ ��%����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#


�&� '��� ���������
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�� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(


�(� )�%��� �� ���������
�� ������ ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ���
���� ������ �
����� ��

���� $���
�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

��
� *�+	���� ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� *��� 	��� �� ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

��#� )�"����������� �� *!� *��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

��#��� ,
���� ����
��- ���
������ ��������"� � � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

��#�
� !����� ���"��- ����"����� ��� "���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � 
#

��&� *�+	���� ������ ������� ��� ��	����� ����	� ���	
�	�� � � � � � � � � � � 
(

�� 	���
��� 
���
��� ��� ������� ��������� � 
������ �!

#���  �����������
�� ��������� �� �	���"�� �
���� � � � � � � � � � � � � � � � 
.

#�
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�"�
 ���
��"����� �� ��%����� � � � � � � � � � � �/

#��� 01�����
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���� �������� 	� ��� ����	������ ���� �
����� ������	� �������� � � � � � � � � ��

����  ��	����� ��������� ����
��� �	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� !�	� ���	����� �	 ����	������ �	���� ��"
��	� ����	#�����	� � � � � � � ��

���� �����������	� 	� ��� �	�$������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ %�	��� 	� ��� �&�� ������&
��	� �
����	� � � � � � � � � � � � � � � ��

������ '�� ����
� ������&
��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

������ )	�  ����*!����� ������&
��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

���� , �	�� -������ ������- ���
�� �	� ��������� �
����- 
������ � � � � � � � � ��

�� �
������ ���� ��	���� ���	�	� ��
������ ��
��������
� ��

(��� '�����	�� �.
���	�� ���� ������- ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

(��� %��� �
����� ������	� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

(��� '�� ���	��	��� ������	�� �.
���	� ��� ��� ������- � � � � � � � � � � � � � �/

(��� �����������	� 	� ��� �	�$������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�
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/��� 0������ �����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

/��� 1
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��� ���������	 ��
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� ������&
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���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� �	��� ������
�� �
� �	��������� 	 ��������	
 � � � � � � � � � � � � �!

����� "����� #	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

������� �	�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!
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������ ����� �	��� �� ��	 �����

���� ����� ������
 ���	 � ���� ��������� ���� � �	���� �������� ���	 ���� �� �	�� ����
��	 
	��� �����	� ��	���
 ��������	� ��������� �������� �	�	����� �� ����	���� �����	�
������ ��� ��	����	���
 ��� ����� ��� 	����	 � �����	�	 �	����� �� ��	 ����	�� ��� ��	
���� �� ������� �	�	�����

���	�� �	����� �� �������� �	���
 ���
��
 ��� ! ��	 ��	 ��	�	��	� ������������ �����
������ �������	��� ��� ����� ���� �� �	�	�� ��	 ��	��"� ������	����	 �� � ����� 
���� ��
� ����������	 ��
� #���������
 ��� �������� ��	���	�� ���� �� �����
�	 ������������ ��	
��
����� 
���� �� ���	�� ������� �	����� �� ��	 ��$����� 
	������� �� ���	� ���	���	�
������ ��������	� �����	� %��	� ���	���	� ��$��	 ����	� ����� "
�	 ������ ���� �	��	��
������� �� ��	�� ��	 ���������
 �� ���	� ��$����� �� �	��	 �	���	� �� ��	 ���������

�� �	���� �����	� 	��	�����
 
���� ����	 ����	�� �	��������
� �� �	����	� ��	 ����
���� ��$����� �� ���	� ���	���	� 

 �& �	� �����	 	�	�	�� ����	�!� ���� �	��� �� �
�
��	���� ��$����� �	���� ��� 	��� ���	�� ���������� ��	 ���� ������	��! ��$����� ���
��������� ����� ��� ���	������� �	����	� '����	��	 �� ��	 �����	 ��������	 ��� 
	 ��	�
��� �	�������� ���	����� �� �	������ ���	�	��� ���� �	��� �� '��	��� ������� ��$	�	�����
	(�������� ����� ������	 �� ����������	 ����	���' ��� � ������ �	��������� ���	���
 ��
��	 �	�� ����	� )	��	� �� �� �����
�	 �� ������	 ����	�� ��	��"� �� ���� ���� � ����� ��
���������	 ���	�� ��� ������ �������

���� ��	��� �����	� �� ���������	 ���	����� �� ������ ������ �� ��	 ����� 
���� ��
�	�� �� �� ����	 �� �� ���� ��� ����	�� ��	��"� ������������ *������� ����� �� ��	
���������	 �� � ��$	�	����� 	(������ ��� ��	 
������ �
������ �� �	�� ������	 �	�	����� ��
��	 ���	��
��� �����	 �	����'� ����� �� �����	� �� � '��	��� ��������� 	(������ ��� ��	
�	�� �	����
 �� ��	 �	������	� *������ �	����(�	� ��� ��	 '��	��� 	(������ �	�� �� �������
������� ����������� ������� ��$	�	����� 	(������� �� ���	��������$����� �
�	� ��	�	 ��	
��	+��	��� ������� ��	 ����������� ���� ��	 �	������	� ��	 
������ �
������ �� ��	
���������	 �	��� �� � ����������� ��������� �	�� �� ��	 ���������	� ,��	����� �����
������� ���� ���� ����������� ��������� �� �	������
�	 ��� ��	 	�	��	��	 �� ������������
"��	���'	 ���	�� ����	��� �� ��	 ������ ��	 ���	����� �� ������	�����	 	$	��� �� ��	
�	������	 �� 
��	� �� ��������� 	(������� ���� �	����� ����	�� ����� ����	������ ��
��	 ���������� �
����	���� ����� ����	� ���� �	��� ��� 	���	� ���	 �� ������	���	� ��	
����	�������� ����������� ������������� 	(������� ��	 �� ���	��������$�������	������
�
�	� ��� ����� ��	 ��	+��	��� ������� ��	 �����	 ����������� ���� ��	 �	������	�
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�������  !� ������"�# �
� $%%#��� ��������&
�"�	 '
�(�����) ! �*
����

���� � ���� +������ �
 ���������"�	 %��#!�!%�) �
� ,�!#!-)	 '
�(�����) ! 
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�
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�	 �
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����

��������� +����
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τὰ πάντα ρ̀ει̂. ��������	
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λ1(x), λ2(x) λ3(x)

D(x) =

⎛
⎝dxx(x) dxy(x) dxz(x)
dyx(x) dyy(x) dyz(x)
dzx(x) dzy(x) dzz(x)

⎞
⎠

mm3 106

117×124×142

Ω
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√
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1 + λ2
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θ �→ θD(x)θ

v1,v2 v3 λ1, λ2 λ3

D(x) =

⎛
⎝dxx(x) dxy(x) dxz(x)
dyx(x) dyy(x) dyz(x)
dzx(x) dzy(x) dzz(x)

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎝v1 v2 v3

⎞
⎟⎠
⎛
⎝λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

⎞
⎠
⎛
⎝. . . v1 . . .
. . . v2 . . .
. . . v3 . . .

⎞
⎠ .

D̃
1 θtD̃−1θ

θ21
λ1

+
θ22
λ2

+
θ23
λ3

= 1.

√
λi vi

λ1 = λ2 = λ3

S
n−1 � θ �→ θtD(x)θ ∈ R

θ S
n−1
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λ

v1
v2

1
λ

p(t,x,v,y) v ∈ V ⊂ R
n

y ∈ Y ⊂ R
l x ∈ R

n t V
V = [s1, s2]×S

n−1

V V = sSn−1

∂tp+∇x · (vp) +∇y · (Gp) = −λ(y)p+

∫
V

λ(y)K(x,v,v′)p(v′)dv′.

Lp := −λ(y)p +
∫
V
λ(y)K(x,v,v′)p(v′)dv′

λ(y)
y

K(x,v,v′) ∫
V

K(x,v,v′)dv = 1.

K v′

v y

d

dt
y = G(y, Q).
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∂tp+∇x · (vp) +∇y · (Gp) = −λ(y)p+
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V
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Lp := −λ(y)p+

∫
V

λ(y)K(x,v,v′)p(v′)dv′.
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v′ v

L

Lp = −λ(y)p+ λ(y)
q(x, v̂)

ω

∫
V

p(v′)dv′

= −λ(y)p+ λ(y)
q(x, v̂)

ω
p.

(x,y)

Lp = −λ(y)p+ λ(y)
q(x, v̂)

ω
p

L2
q(V ) L2

q(V )
L2 q−1 V = sSn−1

s

(t,x,y)

Lψ = 0 ⇔ −λ(y)ψ + λ(y)
q(x, v̂)

ω
ψ = 0

ψ =
q(x, v̂)

ω
ψ,

ψ =
∫
V
ψdv
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���� �� �������� ��������	 )��� �������� �������� 
����� ��� ��� �������� �� � ��� �

��������� ��� ������������� ��������� ������� ����� ��� ����� �����������	
)�� 
�������� ����� 
�� ��� �������� �������� �� ����� �� ��� 
�������+ �������� ��

�,
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�
���

� ����� ������ �� ���
� ������������ ��� ���� �����
��� ���
����� ��
��� �
���� �� ������ ��������� ������� ����  ������ ��� ���� �� � 
���������
���� ���
��� ��!��� 
����" #��
�� ���  ������ ����� �� � ��� ����� !������ �� ��� ���� �������
������� �� ������� ��� 	
�
���

� ����� �����"
$�� ��� �������� ������
� �� ���� ��� ��������� ���
� �����%

�" &�� ���� ��
� ���� ����������� �� ��� 
��� �
���
� ���� �� ��� 
��������� '() ����
�������" &���  ��
��� �� ���
����� �� ��� ��
���
��� �� �� �������� ��*��������
�+
����� ��� ��� ������� �� ��
�� ��
� ���� y(t)� ������� �� �� ���������� ����� ���
���� �� �
� ����� �� ��� �����
� �
 ��!��"

�" &�� �
����� ���� �� ��� 
���� �� ���� �� ��� ��
� ��� ����� �� ��� 
��� �
���
�" ,�
�� �� �
��� �� ��
����� �� ���� ��
� ���� ��� �
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���
����� ��"

." &�� �
����� ����!��
� �� ��� 
���� 
�� �� ���
����� �� � ������� �����	 ��
������
��� 
���
� �� ��� ��� ��!��� ����
���� 
 �� 
����������� �� ���  ��!��
� !���
���
������ ���/�� ��� �������� ������
�"

0�� Q(x) ������ ��� !��
�� ���
���� �� ������� ����
�� ��
�
���� '() �����" 	�������
���� ��� �� ���� �
���� ������
�� ��� �������� ������
� �� ��� 
��� �
���
� �� ���
�����
�� ��� �������� ��*�������� �+
�����

ẏ = k+(R0 − y)Q− k−y,

����� R0 ������� ��� ����� �
���� �� ��
� ���� �� ��� 
��� ��� ���
�� �� �� 
�����!����
������� y(t) ��!�� ��� ������� �� ��������� ��
�� �� '() �����" &�� 
�������� k+ ���
k− ������ ��� ���
���� ����� ��� ��� ��!������� ������� �� ��������� �� ��� ����
� �����"
&�� �
���+
��� �������� ������� ��� ���� �� �'���� ��� 1������ ���2��"

&�� ������ ����� �� ���� �+
����� �� y∗ = k+QR0

k+Q+k− " $
������ ��� 
� ������

� � ���
��
���
��� !������� z := y∗−y ����
���� ��!������� ���� ��� ������ �����" 3��� 
�������
���  ��� �� � ������ 
��� �������� �� x0 ��� ��!��� ���� !���
��� v ����
�� � ����4
��!������ ������� ���� Q(x)" &��� ���� ��� ��������� x = x0 + vt ���

f(Q(x)) =
k+Q(x)R0

k+Q(x) + k− �2"��

�� ������� ���� ��� ��� t

d

dt
f
(
Q(x0 + vt)

)
= f ′(Q(x0 + vt)) v · ∇Q(x0 + vt)

��� ���
� z �������� ��� �+
�����

ż = −(k+Q(x) + k−)z + f ′(Q(x))v · ∇Q(x)

= −(k+Q(x) + k−)z +
k+k−R0

(k+Q(x) + k−)2
v · ∇Q(x). �2"��

5�



���� ������	
� ��
	����� ��

�
	� ������
�

���� ����	�
� ��� 
� �
���� �������	�� �
� z 	
 �����

z(t) = (y∗ − y0)e
−(k+Q+k−)t + (1− e−(k+Q+k−)t)

k+k−R0

(k+Q+ k−)3
v · ∇Q,

����� y0 = y(0)� ������ z �� 

����� �� �
�� �� ∇Q �	 �� ��� �	� ���� ������� 
� 	��
������	 
����	�	�
� 
� 	�� ���� ����	� 	�� �������	 
� 	�� �
�� �
���� ����	�
��

�
� 	�� 	������ ��	� �� ��

�� λ(z) = λ0 − λ1z ≥ 0� ����� λ0 ��� λ1 ��� �
��
�
��	��� �
��	��	� ��	� λ0 ≥ λ1R0(1 − 1

KrQ(x)+1
) ��� Kr := k+/k−� �
	� 	��	 	��� ��

���������	 	
 �
��������� λ(y) = λ0 − λ1y
∗ + λ1y� ����� 
��
��� ������ ������ ����

���� �����	
�� ��� 

��� 	
 �
���� ���� ��
��� �
�����
��� 	
 	�� 
�� ��
�
��� ��
� �
�� ��� !	����� "##$�% �
� 	�� 	������ ��	� 
� 
��	���� ��� &��	�� � �������'�	�
�&
���
 	
 	��	 ��
��� �� �(�)�
���� "###%� ���	���� 

����� 	��	 z ���
���� 	�� ���	���
�
��	�
� x 
� 	�� ���� �� � ������	�� ��� 	���� ����	� zmax = maxx∈Rn z > 0� *�

����

λ1 ≤ min
{

λ0

zmax
, supx

KrQ+1
R0KrQ

}
������� 	��	 λ(z) ≥ 0�

���� ������	
� ��
	����� ��

�
	� ������
�

+� �� ����	�
� �,�-%� 
�� ��� ��	�
���� 	�� �������� 
� 	�� ����
����� 	
 	�� ���
��
���
������ .�	� 	�� �

�� �
��� �
� 	�� ��	����� �������� ����	�
� �,�-% �����

∂tp+∇x · (vp) + ∂z
((
−(k+Q+ k−)z + f ′(Q(x)) v · ∇Q

)
p
)
=

− λ(z)p+ λ(z)

∫
V

K(x,v,v′)p(v′)dv′.

/� 
���� 	
 �������� 	�� �
��
���� ��������� �� ���� 	
 ��0� �
�� ������	�
�� �

�	
	�� ���� ���
��	�� 	�� �������� 	������ ��	� λ ��� 	�� 	������ 0����� K�
.� �
� �
��� 
� 	�� ���� ����� 	�� ���� ����� �� �
��	��	 s� ����� �� ���� V = sSn−1�
���	����
��� �� ��

�� K(x,v,v′) = q(v̂)

ω
��	� ω =

∫
V
q(v̂)dv = sn−1 � ������� �
��	��	�

�� ��
�
��� �� �������� "##$1 2���	�� ��� ������� "#-3% ���
����� 	
 
�� ������	�
� 	��	
����� ��

�� ��� �����	�
�� 
� �
�����	 ��� 	
 �
�	��	 �������� ��
����� ���
 ��	�
���	�
� ,�,%� 4����� 	��	 q ���
	�� 	�� �����	�
��� ���	��
�	�
� 
� 	����� �
���� 	��� ��
���
 ������ 	�� 	����� 	
 
� �������	��� +���	�
������ �� ��

�� � ������ 	������ ��	�
λ(z) = λ0 − λ1z� ��� ���� ����� 	�� 	�����
�	 ����	�
�

∂tp+∇x · (vp)− ∂z
((
(k+Q+ k−)z − f ′(Q(x)) v · ∇Q

)
p
)

= −λ0p+ λ1zp+ λ0
q

ω

∫
V

p(v′)dv′ − λ1
q

ω

∫
V

zp(v′)dv′.
�$�3%
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��� �
� ���
�� ��
���

�� ���� ��	
�� ��� z ���
���� �� ��������
	� ����	��� �����
�	� �
�� ������� �� z�
�	
 ���	 ������� � �������
� ����
	�� �
��� �� ���� 
	���
��� ��� ������
	� ����	���

m(t,x,v) =

∫
Z

p(t,x,v, z)dz, M(t,x) =

∫
V

∫
Z

p(t,x,v, z)dzdv

mz(t,x,v) =

∫
Z

zp(t,x,v, z)dz, M z(t,x) =

∫
V

∫
Z

zp(t,x,v, z)dzdv,

����� ��� 	�� 
���
	 ��� ��� 
	���	�� 
�	��
�� 
� Z ⊆ [y∗ − R0, y
∗]. �	 ��� ������
	�

�� ������ ��� 
��� �� �� ��������� ��������
 
	 ��� (x,v, z)������� ��
�� ������ ��
������� ��� ��������	� ��������
�	��

�	������
�	 �� �����
�	 � �!" �
�� ������� �� z �
��
�

∂tm+ v · ∇m = −λ0m+ λ1m
z + λ0

q

ω
M − λ1

q

ω
M z. � �#"

$���
��� � �!" �� z �	
 
	������� ���
	 �� ����
	

∂tm
z + v · ∇mz −

∫
Z

z ·
[
∂z
([
(k+Q+ k−)z − f ′(Q(x)) v · ∇Q

]
p
)]

dz

= −λ0m
z + λ1m

zz + λ0
q

ω
M z − λ1

q

ω
M zz,

�
��

mzz(t,x,v) =

∫
Z

z2p(t,x,v, z)dz �	
 M zz(x, t) =

∫
V

∫
Z

z2p(t,x,v, z)dzdv.

%����� ��� 
	���	�� 
�	��
�� ���
�
������ ���

��� �� ���� ��� ������ 
� ������ �����
�� ��� ����
� ������ &�	��� �� 	������ ��� ����	
���
�� ����	�� 
	 z� �� ���� ��� ����
�����
�	 �������

∂tm
z + v · ∇mz = −(k+Q+ k−)mz + f ′(Q(x)) v · ∇Q m− λ0m

z + λ0
q

ω
M z. � � "

�� �
�� 	�� ���' �
�� �����
�	� � �#" �	
 � � " �	
 ������� � �������
� ����
	� ��
����� �	
 �
���

���� ���� ��	�	
��� 
� ��
��	
���� ������ ����	���

���������
���

�	 ��
�� �� ������� � �������
� ����
	�� �� ������� ��� �
�� �	
 ����� ���
����� �� �


��	�
�	���� ����
	� ��������� ε� �� ����� ��� �
�� �������
������ t̂ = ε2t� �	
 x
�
	����� x̂ = εx� ���	 
��� ��� ���� �	 x� t� %� �(���
	�
 
	 ����
�	 #�)� ��
� ������ ��

#)



���� ���� ��	�	
��� 
� ��
��	
���� ������ ����	��� ���������
���

������ ��� �	�
��	�� �
 ��������	�� �
 ��� ������ ��� ����� � �	���	��� �����	��	��
����	���� �
��� ����	�� �����	��� ����� ��� ����� 
� ����	�

ε2∂tm+ εv · ∇m = −λ0m+ λ1m
z + λ0

q

ω
M − λ1

q

ω
M z �����

ε2∂tm
z + εv · ∇mz = −(k+Q+ k−)mz + εf ′(Q(x)) v · ∇Q m− λ0m

z + λ0
q

ω
M z.

��� �

�� 	� �!	����" #$$��" 
� ��� !	����� �%����	��� 
�� m" M " mz ��� M z �
 ��� 
���

m = m0 + εm1 + ε2m2 + . . .

M = M0 + εM1 + ε2M2 + . . .

mz = mz
0 + εmz

1 + ε2mz
2 + . . .

M z = M z
0 + εM z

1 + ε2M z
2 + . . .

�
��� �����	�� ����� �%����	��� 	��� �����	��� ����� ��� ��� � ��� ��� ������� �����
�
 ����� ����� 	� ε �
 ���� �	�� ��� ������� ����� �
 ����� �����&

ε0&

0 = −λ0m0 + λ1m
z
0 + λ0

q

ω
M0 − λ1

q

ω
M z

0 ���'�

0 = −(k+Q+ k−)mz
0 − λ0m

z
0 + λ0

q

ω
M z

0 . ���(�

ε1&

v · ∇m0 = −λ0m1 + λ1m
z
1 + λ0

q

ω
M1 − λ1

q

ω
M z

1 ���)$�

v · ∇mz
0 = −(k+Q+ k−)mz

1 + f ′(Q(x)) v · ∇Q m0 − λ0m
z
1 + λ0

q

ω
M z

1 . ���))�

ε2&

∂tm0 + v · ∇m1 = −λ0m2 + λ1m
z
2 + λ0

q

ω
M2 − λ1

q

ω
M z

2 . ���)#�

*� ��� ��
 	��������� �� ���	�� �� ������	�� �����	�� 
�� ��� ���������	� �����	�� M0�
!����" 
� ���� �� ��� �%��	�	�� 
���� �
 ��� ����� ������� 
�	�� ������ +��� �� ��	�
�����	��� ,�	� 	� ����	��� �� ��� 
����
	�� -����
��� ����	��- �������� 
�	�� 
	�� ��
���
����� ����
�

.� 	�������	�� 
	�� ������� �� v 	� 
����
� 
��� ���'�/���)#�&

ε0&

0��� ���(5.9) : M z
0 = 0, mz

0 = 0.

0��� ���(5.8) : m0 =
q

ω
M0.

�1



�� � �����	
��� �
��� �
� ���
�� ��
���

ε1 ������� ��� �		
���
�� �� 
��
������ �
		
���

���� ���(5.11) : M z
1 = 0, mz

1 = (k+Q+ k− + λ0)
−1 m0 f ′(Q(x)) v · ∇Q(x)

���� ���(5.10) : M1 = 0, m1 = − 1

λ0

(v · ∇m0 − λ1m
z
1) .

�� 
	�� ���� ��� �������
�	 �� ��� �������� L[λ0](m1) := −λ0m1 + λ0
q
ω
M1 ������ ��

L2
q(V ) ��
�� ���� ���� ��������� 
� ����� � ��� ����� � 
� 	���
�� ���� ��� ��� ������
�� L[λ0] �� ����

L[λ0](m1) = 0 ⇐⇒ m1 =
q̂(v̂)

ω
M1.

 �� ����
�! L[λ0] 
	 � ������� "
�����#$���
�� �������� �	�� ��	� �"
���� ��� %�����&
�'''�� ���	� ������ 
	 !
��� �( ��� �
���� 	���� 〈q〉& �����
�! ��� 	
�	���� �� L2

q(V )
	������ �( q�
 ��� �	�� �!�
� �"
���� ��� %�����& �'''�� �� 〈q〉⊥ �� ��� ��� ��� �	�
��#
����	�

�� L[λ0]� )��	
��� ��� ��
	 � !
��� �
���
�� ψ ∈ 〈q〉⊥ ��� 	����

L[λ0](m1) = ψ.

$
��� m1 ∈ 〈q〉⊥ �� ���� M1 = 0 ��� ��� ��	� ������	 
����
����(�
*��& �� ��� ������� ����� �+���		
��	 ��� ��
�� ���� ������ M0 ��� ���

m0 =
q

ω
M0,

mz
1 =

(
k+Q+ k− + λ0

)−1
f ′(Q(x)) v · ∇Q

q

ω
M0,

m1 = − 1

λ0

[
v · ∇

( q

ω
M0

)
− λ1

(
k+Q+ k− + λ0

)−1
f ′(Q(x)) v · ∇Q

q

ω
M0

]
.

,� ����� �� ����
� �� ����
�
�� ��
��
�� �� 
���!���� ��
��
�� �-���� ������ v ��� ����
�∫
V

(
∂t

q

ω
M0 + v · ∇m1

)
dv = 0. �-��.�

�� ���� ������( ��
�� �� �+��
�
� �+���		
�� ��� m1 
� ����	 �� ��� ��	�����
�� �
���
�(
M0& ��� ��
! ��
	 ���� ��� 
��� ��
��
�� �-��.�& ��
�� !
��	 
���
����(

∂tM0+

∫
V

v·∇
[
− 1

λ0

(
v · ∇

( q

ω
M0

)
− λ1

(
k+Q+ k− + λ0

)−1
f ′(Q(x)) v · ∇Q

q

ω
M0

)]
dv = 0,

���� 
	 ��

������ ��

∂tM0 −
1

λ0

∫
V

v · ∇
(
v · ∇

( q

ω
M0

))
dv

+
λ1

λ0

∫
V

v · ∇
(
(k+Q+ k− + λ0)

−1f ′(Q(x)) v · ∇Q
q

ω
M0

)
dv = 0.

��



���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

���� �� �������	� 
�� ��
�������� 
� ����	 
��� ����
��� ��
� � ��������� �����
����
�������� ���� ��� ��� �
 ��
� �� �����
��� ����
��� ��� M0� 	���� ��

∂tM0 −
1

λ0

∇ ·
(∫

V

v ⊗ v∇ q

ω
dv M0

)
− 1

λ0

∇ ·
(∫

V

v ⊗ v
q

ω
dv ∇M0

)

+
λ1

λ0

∫
V

v · ∇
(
(k+Q+ k− + λ0)

−1f ′(Q(x)) v · ∇Q
q

ω
M0

)
dv = 0.

���� ����� 
� 
�� �����
��� ����
���

∂tM0 −∇ · (DT (x)∇M0) +∇ · ([g(Q(x))DT (x)∇Q(x)− u(x)] M0) = 0 ��� !"

��
� 
�� 
���� �������� 
�����

DT (x) =
1

λ0ω

∫
V

v ⊗ vq dv, ��� �"

� ����
��� g(Q) ��
�����
��	 
�� ��#����� �� 
�� ����

�� �������� 	���� ��

g(Q(x)) = λ1(k
+Q(x) + k− + λ0)

−1f ′(Q(x)), ��� $"

��� � 
���� ����
 ������
� ����� ��� �� ���

�� ��

u(x) =
1

λ0ω

∫
V

v ⊗ v∇q dv. ��� %"

&��������� 
�� ����

�� �������� �� 
�� ���������� ����� 
� �� ����
����� �����
��� 
���
�� 
�� ����������� ����� ��� 
�� �����
��� �� 
�� ���	��� 
����� 	������
 ∇Q� ���� ��'��
����� ���� 
�� �����	���� 
���
 �� ����� ����� �������� �������
 ��� ������� � ��

�
��
��
���
����
� ��
���� 
��
 
�� ���
����
��� ����
��� q �
��� ��� 
� �� ��
�������� (� ����
�������� 
��� 
���
 �� 
�� ���
 ���
����

���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

������ ����	
 �� ��
 
��
 ������������ ���	����

)� ����� 
� ��
������ �� ��
����
 ���� ��� 
�� ���*����
� DT (x) ��� u(x) �� ���� 
�
������
���+� 
�� ,��� ���
����
��� q(x, θ)� -� ������� ���
������ 
�� ��� �� 
� �����
.�) ��
� ��
� ��� ����� ����
����� �������� � 
������� ������ ��� ��

q(x, θ) =
n

|Sn−1| trDW (x)
θtDW (x)θ. ��� /"

��� ����� ���	
��� ���
�� DW (x) ��� �� ��
����� ��� ���� ����� x �� ����������
��
����� 
�� ����� ������� ������ ��� ���
�
��	 
�� ,��� ���
����
��� ����
��� ��� ����
������ ��� 
���� �������� 
����� ��� �� �������
�� ��
����
��� �� �� ���� ������ )�
�0���
�� ��� 1������ 23 4" �
 ��� ���� ��	��� 
��
 
��� ������ ��� 
�� ����
������
 ��
����

!�



�� � �����	
��� �
��� �
� ���
�� ��
���

���� ������	���� 	�
 �	��� 
��
���� 
	�	 ������	���� ���� �������	�� �������������
������ �����	
 �� ������� 	 ����
	� ��� ����� !����� 
������
���� �� ��� ����

q(x, θ) =
k(x)

8π sinh(k(x))

(
ekφ·θ + e−kφ·θ) ����"�

�	� ���� ������� ���� k(x) = κ · FA(x)� ����� FA(x) 
������ ��� ��	�����	� 	��������#
	�
 φ ���������� ��� ��	
��� ����������� �� ��� 
��
���� ������ ��� �	�� ��$��� %� ����
	����	��� ��� ��������	���� �	�	����� κ �	� �� �� 
��������
� 	�
 �� �	� �� ����������

	� ��� ����������# �� ��� ����� �� ��� ������	���� �� ��� 
�
���#��� ���� ���
��
���

%� ��
�� �� 	���
 �����

���� ���� �	�	������ ��� ����� ��� �
������	���� �� �����

����	� �� ��	������ �� ���� &��� ��� ���� ������ ��� q� �������� �� ��	���� "���' �� ����
	��� �����
�� ��� 	�����	���� ���� 
������
���� ����"� 	�
 ����	�� ��� ���
��� ���	���

��� ���� ��������

������ ��� ��	
�� 
����������


%� ���� ������� �� ���� ���� ��� �� �	��
�	�� ��� �$������ ���� �� q ��� ��� ��	�
�

������
���� ������� (�� ��������� ����	 �� 
��
 	 �
���� �� ����� �� �	��
�	�� �������
������	� ������� �� θ)

����� � ������� �*++�� �������� *++���� �� �� k ∈ N �� ���	 
��


∫
Sn−1

θi1 · · · θik dθ = 0.

�� �� k ∈ N �� ���
	 
��


∫
Sn−1

θi1 · · · θik dθ = ck

⎛
⎝ ∑

P(i1,...,ik)

δij1 ij2 . . . δijk−1
ijk

⎞
⎠ ,

����� 
�� ��


P(i1, . . . , ik) := {
(
(ij1 , ij2), . . . , (ijk−1

ijk)
)
: {j1, . . . , jk} = {1, . . . , k}}

�� 
�� ��
 �� ��� ����� �� �
������ ��� ��
�
�

 ck �� ����
 ��

c0 = |Sn−1|, c2 =
|Sn−1|
n

�
� ck =
ck−2

k − 2 + n
��� k ≥ 4.

���� ������ ��� ���	� 
� κ� ��� �
���� ��� �
��������

� 
� �
���
�	�

� ��
	�� ��� ���� �
����

�

,-



���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

���� ���� ���� ��� �� ��	 
������� �� 
�������� ��� ����� 
������� ������ ���� ����
�������� ��
 ������� �������

λ0ωDT (x) =
nsn+1

ωntrDW (x)

∫
Sn−1

θθtθtDW (x)θdθ

=
nsn+1

ωntrDW (x)

(∫
Sn−1

(
θiθj

n∑
k,l=1

dklw (x)θ
kθl

)
dθ

)
(1≤i,j,n)

=
nsn+1

ωntrDW (x)

(
n∑

k,l=1

(
dklw (x)

∫
Sn−1

θiθjθkθldθ

))
(1≤i,j,n)

=
nsn+1

ωntrDW (x)

(
n∑

k,l=1

dklw (x)

(
ωn

n(n+ 2)

(
δijδkl + δikδjl + δilδjk

)))
(1≤i,j,n)

��� ����� ����� �

=
sn+1

(n+ 2)trDW (x)

(
n∑

k,l=1

dklw (x)δ
ijδkl +

n∑
k,l=1

dklw (x)δ
ikδjl +

n∑
kl=1

dklw (x)δ
ilδjk

)
(1≤i,j,n)

=
sn+1

(n+ 2)trDW (x)
(trDW (x) · In + DW (x) + DW (x))

=
sn+1

(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)
.

	���  �������� ωn = |Sn−1|� ����� �� ��	
�� ��
 	�� 	���
 �������� 	����
 	�� ���
���
����

DT (x) =
s2

λ0(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)
. ������

��
�������� �� �
� �
����
	� 	�� �
��	 !�����	� ���"#� ����� 	�� ���
������ ���"$� ��
 q

�
��� %������� 	�� ���
������ ���"$� �� �&�
	��� ���"#� ������

u(x) =
sn+1

λ0ω

n

ωn

∫
Sn−1

θθt∇
(

1

trDW (x)
θtDW (x)θ

)
dθ.

'#



�� � �����	
��� �
��� �
� ���
�� ��
���

������ �� 	
��

∇x

(
1

trDW (x)
θTDW (x)θ

)

= ∇x

(
1

trDW (x)

)
θTDW (x)θ +

1

trDW (x)
∇x

(
θTDW (x)θ

)

= −∇x(trDW (x)) · (trDW (x))−2θTDW (x)θ + (trDW (x))−1 · ∇x

(
n∑

k,l=1

dklw (x)θ
kθl

)

=
−1

trDW (x)

[⎛⎜⎝
∂x1(trDW (x))

���

∂xn(trDW (x))

⎞
⎟⎠ (trDW (x))−1θTDW (x)θ −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
k,l=1

∂x1d
kl
w (x)θ

kθl

���
n∑

k,l=1

∂xnd
kl
w (x)θ

kθl

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
]


� �	�� �� 
 ������ γ(x) = (γ1(x), . . . , γn(x))
t ���	

γi(x) =
−1

(trDW (x))2
∂xi

(trDW (x)) θTDW (x)θ +
1

trDW (x)

n∑
k,l=1

∂xi
dklw (x)θ

kθl.

���� �	�� ������� �	
� ∫
V

θθt∇
(

1

trDW (x)
θtDW (x)θ

)
dθ

�� 
 ������ α(x) =
(
α1(x), . . . , αn(x)

)t
���	 ����������

αc(x) =

∫
V

n∑
d=1

θcθd
( −1

(trDW (x))2
∂xd

(
trDW (x)

) n∑
a,b=1

θaθbdabw (x)

+
1

trDW (x)

n∑
a,b=1

∂xd
dabw (x)θaθb

)
dθ

= − 1

(trDW (x))2

( n∑
d,a,b=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dabw (x)

∫
V

θcθdθaθbdθ

)

+
1

trDW (x)

( n∑
d,a,b=1

∂xd
dabw (x)

∫
V

θcθdθaθbdθ

)

:= α1
c(x) + α2

c(x).

��� �� ��
��
�� �	� ��� ����� 
����� ��� �	�� ���
�� �	
�∫
V

θcθdθaθbdθ =
ωn

n(n+ 2)

(
δcdδab + δcaδdb + δcbδda

)
,

��



���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

�����

α1
c(x) = − 1

(trDW (x))2
ωn

n(n+ 2)

( n∑
d,a,b=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dabw (x)

(
δcdδab + δcaδdb + δcbδda

))

= − 1

(trDW (x))2
ωn

n(n+ 2)

( n∑
d,a,b=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dabw (x)δcdδab

+
n∑

d,a,b=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dabw (x)δcaδdb +

n∑
d,a,b=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dabw (x)δcbδda

)

= − 1

(trDW (x))2
ωn

n(n+ 2)

( n∑
d=1

∂xd

(
trDW (x)

)
δcdtrDW (x)

+
n∑

d=1

∂xd

(
trDW (x)

)
dcdw (x) +

n∑
d=1

∂xd

(
trDW (x)

)
ddcw (x)

)
.

������ �� �	
��� 
�� 
�� ���
�� α1(x)�

− 1

(trDW (x))2
ωn

n(n+ 2)

(
trDW (x)In + 2DW (x)

)
· ∇trDW(x).

������������ �� �	
��� 
�� α2
c(x)�

α2
c(x) =

1

trDW (x)

ωn

n(n+ 2)

( n∑
d,a,b=1

∂xd
dabw (x)

(
δcdδab + δcaδdb + δcbδda

))

=
1

trDW (x)

ωn

n(n+ 2)

( n∑
d,a,b=1

∂xd
dabw (x)δcdδab +

n∑
d,a,b=1

∂xd
dabw (x)δcaδdb +

n∑
d,a,b=1

∂xd
dabw (x)δcbδda

)

=
1

trDW (x)

ωn

n(n+ 2)

( n∑
a=1

∂xcd
aa
w (x) +

n∑
d=1

∂xd
dcdw (x) +

n∑
d=1

∂xd
ddcw (x)

)
,

��� 
��� �����

α2(x) =
1

trDW (x)

ωn

n(n+ 2)

(
∇trDW (x) + 2∇ · DW (x)

)
.

��
���
���� 
��� ������

u(x) =
s2

λ0(n+ 2)

[
− 1

(trDW (x))2

(
trDW (x)In + 2DW (x)

)
· ∇trDW(x) ������

+
1

trDW (x)

(
∇trDW (x) + 2∇ · DW (x)

)]

=
2s2

λ0(n+ 2)

(∇ · DW (x)

trDW (x)
− DW (x) · ∇ trDW(x)

(trDW (x))2

)
. ������

��
� 
���� � !����
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��� �
��� �
� ���
�� ��
���

������ ��� �	
�
�
	
��� �	
��	���	��

�� �������	 ��
 ������
 ����� ��� �����	� �	���
 ���� ��� ������ 
���	������� ������
������ ���� ���������� ���	�������� ��
 �	�����
 � ����
�� ��� ������ ����	 
���	��
������ �! ��� !�	�

q(x, θ) =
δ

4π
+ (1− δ)

k(x)

8π sinh(k(x))

(
ekφ·θ + e−kφ·θ) �"#���

������

 $��	� ��� ��	�����	 δ ∈ [0, 1] �� 	�����
 �� ����	��� 	��
�� ��	���� ����!�	�
��	���� %�	����#
�� ��	�� ������� 
���������
 ���� ���
� �� ��� ����	 �����	

DT (x) =
s2

3λ0

[(
δ + (1− δ)

(
coth k(x)

k(x)
− 1

k(x)2

))
I

+ (1− δ)

(
1− 3 coth k(x)

k(x)
+

3

k(x)2

)
φφt

]
,

$��	� k ��
 φ ���� ���� 
����
 �����# &�� ��		�����
��� 
	�!� ��		������ ��	� 	��
�

u(x) = (1− δ)

[
∇
(
coth(k(x))

k(x)
− 1

k(x)2

)
I−

(
∇
(
3 coth(k(x))

k(x)
+

3

k(x)2

)
φφt

)

+

(
1− 3 coth(k(x))

k(x)
+

3

k(x)2

)
∇ · φφt

]
. �"#�'�

(�����
 ���� �� �������	 ��
 ������
 ����� k ��� ���� �	�����
 �� �� k(x) = κFA(x)

$��	� ��� �������� κ > 0 �� � �����	� !�	 ��� �����������) �! ��� ����� �� ����	��������
�����# �� �� ����	������ �� ���% �� �$� ������ !�	 ��� ����	 
�*����� �����	+ �	��
 $���
������� �� �����) ������	��� 	������ $��� FA �= 0 !�	 	����) ��	�� ����������) ������
κ → ∞ ��
 ����� k → ∞
 ��
 �����

 $��� ������� �� ����	��� �	���
 $��	� $� ����
FA → 0 ��
 ����� k → 0#  �	 ��� �	�� ���� ����	�� ����

lim
k→∞

(
coth k

k
− 1

k2

)
= 0

��


lim
k→∞

(
1− 3 coth k

k
+

3

k2

)
= 1.

&��� ���
� �� ��� 
�*����� �����	

DT (x) =
s2

3λ0

(
δI+ (1− δ)φφt

)
.

,���� ��� ��	�����	 δ �� �)������) ��	) �����
 ��� ��-����� �! ��� ����	��� ��	� �� ���
�������� ��
 ��� ��-����� �! ��� φφt ��	� �� ��.����#  �	 ��� �����
 ���� �����
�	 ���
������

lim
k→0

(
coth k

k
− 1

k2

)
=

1

3

"�



���� � ���� ��	��
� �

��	� ������ ��� ��������
 ���	�	� ���	���

���

lim
k→0

(
1− 3 coth k

k
+

3

k2

)
= 0

�� ������ ��	 �	�
��

DT (x) =
s2

3λ0

(
1

3
+

2

3
δ

)
I.

�� ���
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 ��� ��	 ����� ����
��� �	�
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���	�	� ���	���
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�
 �� ��	 ��	����
 
	
����
 ��
 ��
	� �� � �	������
��� �	��		� ��	 �������
�	������� �� ��	 
	��
 ��� ��	 ���	
������ ��
��������� �� ��	 ���	������ ���	 �	������
���
 �	� �� ��	 
���
	 K(x,v,v′) = q(x,v̂)

ω
��� ��	 ������� �	��	�� ���
� ��
 ���	�	��	��

�� ��	 ��
����� �	��
��� v′� �� ���
 
	
����� � ���� ��	
	�� � ���	 �	�	��� �	
��� ��� 
���
�	���
 ������� �	��	�
 ���
� ����
 ������� ���
 �

�������� ������� ���
 ������
� �

��� 
�����	 �� ������	 ��� ���� ��� �	�
	 ���	 ��	��	��
���� ���	�	
����� �����	����	�
�� �
 �� �	�	��� ��� ��

���	 �� 
�����	 	 ���
�� 	 ��	

���
 ��� ��	 ���	�
	 �� ��	 �������
��	������ ��� 
� ��	 ��
 �� 	����� 
��	 �����	��
 ���� ���
������ �����
�
� �	
�	
�
���	�� ��	����� ��	����
!	 
���� ����� ���� �� 	�������� 	"������ ��� ��	 
	�� �	�
��� p(t, x, v, z) �� ��	 ����

∂tp+∇x · (vp) +∇z · (Gp) = −λ(z)p+

∫
V

λ(z)K(x,v,v′)p(v′)dv′. #$�%$&

'�������� ��	 
��	 ���	� ��� �����
�
 ��� ��	 ������

 �� ��	 ��
��

��	 �
 �� 
	
����
$�(� �	 ������ ��	 ���	��
 	"������

∂tp+∇ · (vp) + ∂z
((
−(k+Q+ k−)z − f ′(Q(x))∇Q · v

)
p
)
= L[λ(z)]p. #$�%)&

��� � ��
����	 ������� ���	 λ �	 �	��	� ��	 ������� ��	�
��� L ��

L[λ]p = −λp+ λ

∫
V

K(v,v′)p(v′)dv′ = λ(−I + T )p. #$�%*&

+���
��� ����� � ���	�� ������� ���	 �� ��	 ���� λ(z) = λ0 − λ1z� ��	 ������
 ��	
	"������

∂tp+∇ · (vp) + ∂z
((
−(k+Q+ k−)z − f ′(Q(x))v · ∇Q

)
p
)

= −λ0p+ λ0

∫
V

K(v,v′)p(v′)dv′ + λ1zp− λ1

∫
V

K(v,v′)zp(v′)dv′

= L[λ0]p− L[λ1]zp #$�%,&

#$�%-&

$(
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�� ������ ��� �	� 
�����
� ���
����� �� 
������ ���� ��� ������� �
 � ��
� 
��� �	� z
������
 �� ����� �� ������� ��� 
�
��� ��� � ��������� 
�����
 �
 � ���� 
���� ���������
�	� ��������
 ������
�

m(t,x,v) =

∫
Z

p(t,x,v, z)dz, M(t,x) =

∫
V

∫
Z

p(t,x,v, z)dzdv

mz(t,x,v) =

∫
Z

zp(t,x,v, z)dz, M z(t,x) =

∫
V

∫
Z

zp(t,x,v, z)dzdv

mzz(t,x,v) =

∫
Z

z2p(t,x,v, z)dz.

����
������ �� ���� ! ���	 ��
���� �� z �����


∂tm+∇ · (vm) = L[λ0]m− L[λ1]m
z. ����"!

#������� ���� ! ���	 z ��� ����
���� �
��� �� ������

∂tm
z +∇ · (vmz) +

∫
Z

z∂z
[(
−(k+Q+ k−)z − f ′(Q(x)

)
v · ∇Q

)
p
]
dz ����$!

= L[λ0]m
z − L[λ1]m

zz.

%

���� �	�� �� ��� ���
� �� �	� 
����� 
���� ��� ��
���� 
����� ����� ������
 �� z�
&	��� ����$! ������


∂tm
z +∇ · (vmz) = −(k+Q+ k−)mz + f ′(Q(x)

)(
∇Q · v

)
m+ L[λ0]m

z. �����!

'��� �
� � ��������� 
�����
 t̂ = ε2t� x̂ = εx� �	�� ���� �	� 	��
 ��� ���������� 
������(
������� &	�
 �����
 ��� �)������
�

ε2∂tm+ ε∇ · (vm) = L[λ0]m− L[λ1]m
z, �����!

ε2∂tm
z + ε∇(vmz) = −(k+Q+ k−)mz + εf ′(Q(x)

)(
∇Q · v

)
m+ L[λ0]m

z. ����*!

+
� ,������ �����
���
 ��� m ��� mz �� �	� ����

m = m0 + εm1 + ε2m2 + . . . �����!

mz = mz
0 + εmz

1 + ε2mz
2 + . . . ����-!

%���� ���

��
 �	�
� �����

���
 ���� �)������
 �����! ��� ����*!� ��� ��� ������� ����

�� �)��� ����� �� ε�

ε0�

0 = L[λ0]m0 − L[λ1]m
z
0, ����.!

0 = L[λ0]m
z
0 − (k+Q+ k−)mz

0. ���� !

��



���� � ���� ��	��
� �

��	� ������ ��� ��������
 ���	�	� ���	���

ε1�

∇ · (vm0) = L[λ0]m1 − L[λ1]m
z
1, ������

∇ · (vmz
0) = −(k+Q+ k−)mz

1 + f ′(Q(x)
)(
∇Q · v

)
m0 + L[λ0]m

z
1. ����	�

ε2�
∂tm0 +∇ · (vm1) = L[λ0]m2 − L[λ1]m

z
2. ����
�

�� 
���� ���
 
�
��� �� ��������
� �� ���� 
��� ��
���
 ��� ��� ��������� �� ��� ������ 
�!������ L� ���"� ��� "����"��� �� ��� �������� ������ #�� ���� ������
 
�� �$����� ���
%������ &			��

����� � �'��!�����
 �� ��� ������ �!������ �%����� ��� $����� �&			��� � ���� ���
��		�
��
 ����������� ����� ��� ������
 �����	 K ��� ��� ��������� T ���� ������

���� K(v,v′) ≥ 0�
∫
V
K(v,v′)dv = 1,

∫
V

∫
V
K2(v,v′)dv′dv < ∞

���� ����� ��� ��������� u0, φ ��� ψ ���� ���� u0 �= 0 
���� ��	�		

u0(v)ψ(v
′) ≤ K(v,v′) ≤ u0(v)ψ(v

′).

���� ‖T ‖〈1〉⊥ < 1 

��!�
∫
V
K(v,v′)dv′ = 1 

����� ��� �������� L ��� ��� ��		�
��
 �����������

� 0 �� � ����	� ��
����	�� �� L 
��� ��
���������� φ0 = 1 

� ����� ��� �� �������� ��
����	��� 

� L ���������� �� 〈1〉⊥ ��� � 	����� ������� 

(��� "��� ��") �� ��� �������� 
�
��� ������ *��"� ��� �!������ L ��
 �� !�
�����
�� �������
� �� ������
 ���� ����+� ���� mz

0 = 0�
����� �� ���� ���� ����,� (0 = L[λ0]m0) ���� m0 = m0(x, t) �
 ����!������ �� v�
-������� ����	� ����  ���


0 = −(k+Q+ k−)mz
1 + f ′(Q(x)

)(
v · ∇Q

)
m0 + L[λ0]m

z
1, ����&�

���"� ����


f ′(Q(x)
)

k+Q+ k−
(
v · ∇Q

)
m0 =

( −1

k+Q+ k−L[λ0] + I
)
mz

1. ������

#��� ���
� �� ��� ������ ���� mz
1 ��
 ��� ����

mz
1 =

( −1

k+Q+ k−L[λ0] + I
)−1

(
f ′(Q(x)

)
k+Q+ k−

(
v · ∇Q

)
m0

)
. ������

��



�� � �����	
��� �
��� �
� ���
�� ��
���

�������� 	
��
� �� ��� ���� �� v ·∇m0 = L[λ0]m1−L[λ1]m
z
1� �� �� ������ �� �� ��������

���������� ��� m1

m1 = (L[λ0])
−1 ((v · ∇m0 + L[λ1]m

z
1)) 	
��
�

= (L[λ0])
−1

((
v · ∇m0 + L[λ1]

((
1

k+Q+ k−L[λ0]− I
)−1

(
f ′(Q(x)

)
k+Q+ k−

(
v · ∇Q

)
m0

))))
,

	
����

����� ���� ������� �� ��� �������� m0�  ���!������ �� 	
��"� ���� ������� �� v !�#��∫
V

∂tm0 + v · ∇m1dv = 0. 	
��$�

%���� ��� ��#���� (L[λ0])
−1 �� ������� �� ��#�

|V |∂tm0 +∇ ·
∫
V

v(L[λ0])
−1vdv∇m0

+∇ ·
(

f ′(Q(x)
)

k+Q+ k−

∫
V

vL[λ0]
−1

(
L[λ1]

( −1

kQ+ k−L[λ0] + I
)−1

v

)
dv ∇Qm0

)
= 0.

&� ��� ����� ���� ����������� �#������� �������� ��

∂tm0 = ∇ · (D(x)∇m0 + χ∇Qm0), 	
��'�

���� ��(����� ������

D(x) =
1

|V |

∫
V

v ⊗ (L[λ0])
−1vdv 	
��
�

��� ����� #�������

χ(x) =
1

|V |
f ′(Q(x))

k+Q+ k−

(∫
V

v ⊗
(
(L[λ0])

−1L[λ1]

( −1

k+Q+ k−L[λ0] + I
)
v

)
dv

)
.

	
�
)�
*�������! ���� �������� 	
�"��� �� ������ ���� ��� �������� �� ��� ���������� �����
�� �� ���������� ����������� ����� ���� ��� ��� ��#������
+�� �������� ������ �� ��� ������! ,����� K ��-������ ���!��.������ ��� ����#���� ��
�������� 	
��'�� %���� K ��� �� ����.�� ��� ����������� �� ����� �� ��� ������ �� �����!��
������� ������� �� ��� �������� ������������ /�� �������� ������ �� ��� ���#��� ,�����
K(x,v,v′) = 1

|V | � ����� |V | ������� ��� #����� �� ��� ��� �� ���������� #���������� +���
����������� �� � ���� ������ ������ �� ��� ������ ��� ����� ����� �� �������� ��(������
���� �� ���� ����������! ���� ��� �����!���� #��������� +�� ���� ����� �� ��� ������ �� K
�� ��� ���������� (T )4� ����� ������� ���� K ��� �� �� � ������������ ���� ������� ��
��� �������! #�������� 0���#��� ���� �� ��� 1����.�� ���� ��� �����!���� ����� �� #����
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�
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�����
�
��� �� 
���� 	
�� ��� �������
�� �
���� ���	���� �� ���
���� ���	�� ���� ��� �� �� ���� ��������
� �����
�
��� �� ���� ����� 
� � ���� �����
��
��
�� 
� �����
�� ����
�����
 � �!�
�� �� ��� 
��� �
���� "�� ���

 �������
�� ����� 
��
���� 
���� 
�� �
���� �� � �� ���� ��� ����
������ ��� ��� ���� �� ��
�� #� ��� ���
������
� 
� ��
����� ���$� �� ��� �����
�� ��
�� ��� ������� � �
�
��� ����� 	�

� 
�
�%������ �� � ����� ��� ��� 
��� ��
����� �����

� �� ��� �

���
��� �� 
� �&��	��
�� ���� ���$�� "�� �� �� ���	 �������
�� ����� �� � ������ �� �	� 
������ �'���
���

�
���
�� � �
���

 ��������� �'���
�� ��� ��� �� 
�� 
���� �� 	��� �� �� ���
���� �
!��(
���
�� �'���
�� ��� ��� ����
�� ��� ���
� ����
�����
�� 
�����

#� ���
� 	��� �� ����� � ��� ����
�� ���
�
��� p(t,x,v,y) �� �� 
�� 
���� 	�

�
��� �� �
�� t �� ���
�
�� x ∈ R

n 	
��  ���

�� v ∈ V ⊂ R
n ��� �

���
��

 �����

y ∈ Y ⊂ R
l ��� �� ����
�� ���� ���
� ����
�����
��� 
���� r(t,x,y)� "�
� ����� �� �

������ �� �'���
��� �� ��� ����

∂tp+∇x · (vp) +∇y · (G(y)p) = L[λ]p− α(x)p+
βq

ω
r − l(N)p, �)���

∂tr = α(x)

∫
V

pdv − βr + g(N)r − l(N)r. �)���

**



�� �������	 
�	� 
��	��� ������� ��������� �
�����
�	���

���� L[λ]p := −λ(y)p+ λ(y) q(x,v̂)
ω

∫
V
p(v′)dv′ �� ��� ������� ��	�
��� �	
����
 ��� ����

���	���� ���	����	�� 
�� �	 �	����� 
��
����� �����	������� ���� ���� ��
 λ(y) 
��	���
��� ������� �
�	 	� ������ ��� ����	� y ����
� �	� ��� ����	��	��� ����� 	� � ����� ���
�	��	����� ��� ��� �	� ��������� �	���������	�� 	� ��	����� ���	���
 �� �	�� �������������
��
�����
 ����	�� 	� ��� ���� �� ��� ���� ���	�
�	�� ���� �	��� �	���������	�� 	� ����
����
�	��
 �	 �	����� ��
�	� ���	����� �	��	����� 	� ��� ���� �����	������ ��� 
������� ��
������������
 �� � ������ 	� 	�
����� 
���������� � ����	��

d

dt
y(t) = G(y(t), Q), !"�#$

����� ��� ��
�� ���
 ��
� �� ���	����
 �� ���	����� �����	������� �	��	���� �� ������
%� ���� ������� ��� ������	� G �� ��� ��&� �����	��
��� N �� � ����	�� !"�'$ ��
 !"�($ 
��	��� ��� �	��� ���� 
������ ��
 �� ���� 
���� ��

N(t,x) =

∫
V

∫
Y

p(t,x,v,y)dy dv +

∫
Y

r(t,x,y)dy, !"�)$

��
 g(N) ��
 l(N) ��� ������	�� �����������
 �
�� ��
 ���� 
�� �	 ���� 
���� ��
 ��	�
��������	�� α ��
 β ��� ��� ����� �� ����� ����� ��	� ��
 ��	��������� ������������ �����
�	���
 �
��� ����� � ������
 ������

���� ���� ��	
��� 	���
��	 ��������

*� �� ������� +� �� �	��� 	� ��� ���� ������� ������	� 
������� 	� ��� ������ ���������
����� �
����	� ��	����� ���
 �	 �	���
�� ,���� ��
 	���� ��	����� �� ��� �&�����������
�����& !-./$� �� ���� �	�� �� �	��� 	� ��� ����� �����
 ���	����� 	� ��	�� ��	����� ��

���� �	 ���
� ��� ������ 	� ���� ����	��	��� ��	���� 	� ��� ����	��	��� �	������ ���
����	�� 	� ��� ������ ������ 0�� Q(x) 
��	�� ��� �	���� ������	� 	� -./ ,���� ����� ���
����
���� ��� ���
 �	� 1������
 ��	� ������ ���� ����	� ��������� ��� ����
��� 
�������
	� ��� ���� ������� �� 
�������
 �� ��� �	��	���
 	�
����� 
���������� � ����	�2

ẏ = k+(R0 − y)Q− k−y, !"�+$

����� R0 
��	��� ��� �	��� ������ 	� ������	�� 	� ��� ���� !�� ������ �� �� �	������
$�
������� y(t) 
���� ��� 
������ 	� ����
���� �	��
 �	 -./ ,����� ��� �	������� k+ ��

k− 
��	�� ��� ������	� ����� �	� ��� ���������� ���
��
 	� ����
���� �	 ��� ������ ,�����
��� ����
� ����� 	� � ����	� !"�+$ �� 
���� ��y∗ = k+QR0

k+Q+k− �

%� �	��	� ��� �
��� ��	� �����	� +�' ��
 ����� ��� �
��� ��	� !-���� ��
 3������
(44+�$ ��
 ����	
��� � ��� �������� �������� z := y∗ − y ��������
 
������	�� ��	�
��� ����
� ������ 0		���
 �
��� �� � ���� 	� � ���
�� ���� �������
 �� x0 ��
 �	���

���� ���	���� v ���	�
� � �������������� 
������ ,��
 Q(x) �� 	����� ���� ��� �	����	��
x = x0 + vt ��


f(Q(x)) =
k+Q(x)R0

k+Q(x) + k− !"�"$

+"



���� ��� ���	�
	��
 
�����	�
 ����
�	� ��� �
� �
�����

���� ��� ��� t

d

dt
f
(
Q(x0 + vt)

)
= f ′(Q(x0 + vt)) v · ∇Q(x0 + vt).

	�� 
��� ����
�� ��� ���� ������� �� �� ������ ���
� � ����
�� ���� �� ��� ���
 λ(z) =
λ0−λ1z ≥ 0� ����� λ0 ��� λ1 ��� ��
� ���
�
�� ��������� �
�� λ0 ≥ λ1R0(1− 1

KrQ(x)+1
)

��� Kr := k+/k−� �� ��� ���� ����
�� �� ���
����� ��� 
�������
� 
���� ��� ��� ������

���� ��� ���	�
	��
 
�����	�
 ����
�	� ��� �
� �
�����

�
�� ��� ����� ������
� ��� ��� ����

�� �� ��� 

��������� �� ����
� ��� � �����
 ��
������
�� �����
��� ��� ��� ����
�� p(t,x,v, z) �� 
��
�� ����� ��� ��� ����
�� r(t,x, z)
�� ����
�� ������ ��� �����
 �����

∂tp+ v · ∇p+ ∂z
((
−(k+Q+ k−)z + f ′(Q)v · ∇Q

)
p
)
=

L[λ0]p+ L[λ1]zp− α(x)p+
qβ

ω
r − l(N)p � �!"

∂tr = α(x)

∫
V

pdv − βr + (g(N)− l(N)) r. � �#"

��������� ��� �����
��

m(t,x,v, ) =

∫
Z

p(t,x,v, z)dz, w(t,x) =

∫
Z

r(t,x, z)dz � �$"

mz(t,x,v) =

∫
Z

zp(t,x,v, z)dz, wz(t,x) =

∫
Z

zr(t,x, z)dz � �%&"

M(t,x) =

∫
V

mdv, M z(t,x) =

∫
V

mzdv. � �%%"

��������
�� �� ��� �����
��� � �!" ��� � �#" �
�� ������� �� z �
���

∂tm+ v · ∇m = L[λ0]m+ L[λ1]m
z − αm+

βq

ω
w − l(N)m, � �%'"

∂tw = α(x)M − βw + (g(N)− l(N))w. � �%("

)���
��� �����
��� � �!" ��� � �#" �� z ��� 
�������� ���
� �
�� ����� �� z� *� 
�
�+����� �� ���� '&%(" �� ������� 
�
���� �� �
���� ����� 
� z ��� ����
�

∂tm
z + v · ∇mz = −(k+Q+ k−)mz + f ′(Q)v · ∇Qm+ L[λ0]m

z

− αmz +
βq

ω
wz − l(N)mz, � �%,"

∂tw
z = αM z − βwz + g(N)wz − l(N)wz. � �%�"

�!



�� �������	 
�	� 
��	��� ������� ��������� �
�����
�	���

���� �� ��� � 	�
����
� ����
�� t̂ → ε2t� x̂ → εx� ���� �
�	 ��� ���� ��
 �����
����
�
�	�
����
��� �� ���
�
��� ����� ��� �

�������� �����
�� �� 
� ��
����� ���� ��

g(N) → ε2ĝ(N̂) �!�"! 

l(N) → ε2l̂(N̂), �!�"# 

���� �
�	 ���� ���
�� $
�� �%���
��� �!�"� � �!�"� � �!�"& ��� �!�"' �� ����
� ���
�%���
���

ε2∂tm+ εv · ∇m = L[λ0]m+ L[λ1]m
z − αm+

βq

ω
w − ε2l(N)m, �!�"( 

ε2∂tw = α(x)M − βw + ε2 (g(N)− l(N))w, �!�") 

ε2∂tm
z + εv · ∇mz = −(k+Q+ k−)mz + εf ′(Q)v · ∇Qm

+ L[λ0]m
z − αmz +

βq

ω
wz − ε2l(N)mz, �!��� 

ε2∂tw
z = αM z − βwz + ε2 (g(N)− l(N))wz. �!��" 

���� �� ��� �
���
� �*	���
��� ��
 m,mz, w, wz,M,M z �� ��� ��
�

m = m0 + εm1 + ε2m2 + . . . , M = M0 + εM1 + ε2M2 + . . .

mz = mz
0 + εmz

1 + ε2mz
2 + . . . , M z = M z

0 + εM z
1 + ε2M z

2 + . . .

w = w0 + εw1 + ε2w2 + . . . , wz = wz
0 + εwz

1 + ε2wz
2 + . . .

N = N0 + εN1 + ε2N2 + . . .

��� ���	�
� ��
�� �� �%��� �
��
 
� ε�

ε0+

0 = L[λ0]m0 + L[λ1]m
z
0 − αm0 +

βq

ω
w0, �!��� 

0 = αM0 − βw0, �!��� 

0 = −(k+Q+ k−)mz
0 − αmz

0 +
βq

ω
wz

0 + L[λ0]m
z
0, �!��& 

0 = αM z
0 − βwz

0. �!��' 

ε1 :

v · ∇m0 = L[λ0]m1 + L[λ1]m
z
1 − αm1 +

βq

ω
w1, �!��! 

0 = αM1 − βw1, �!��# 

v · ∇mz
0 = −(k+Q+ k−)mz

1 + f ′(Q)v · ∇Qm0 + L[λ0]m
z
1 − αmz

1 +
βq

ω
wz

1, �!��( 

0 = αM z
1 − βwz

1. �!��) 

'(



���� ��� ���	�
	��
 
�����	�
 ����
�	� ��� �
� �
�����

ε2 :

∂tm0 + v · ∇m1 = L[λ0]m2 + L[λ1]m
z
2 − αm2 +

βq

ω
w2 − l(N0)m0, ������

∂tw0 = αM2 − βw2 + (g(N0)− l(N0))w0. ������

�	 
� �
� ���� ��� 	� ���
�� �� ����
	
�� ��
�	
�� ��� 	�� ���������
� ���� ����
	�

N0(t,x) = w0 +M0 =

(
1 +

α

β

)
M0. ������

�� �	��	 �
	� 	�� ε0 ��
�	
���� !
��	 �� ���" �� �#	�
� ���� ����$� 	��	 wz
0 = α

β
M z

0 �

��	����	
�� �� ����%� �
	� ������	 	� v �
����

0 = −(k+Q+ k−)M z
0 − αM z

0 + βwz
0, ������

��
�� 
���
�� M z
0 = 0" mz

0 = 0 ��� wz
0 = 0� &�
�	
�� ������ �
���

w0 =
α

β
M0. ����%�

!
�����" �� �#	�
� ���� ������

0 = L[λ0]m0 − αm0 +
qα

ω
M0, ���	 
���
�� m0 =

q

ω
M0. ����$�

'����(
�� 	�� ε1 ��
�	
��� �
���� 	�� ������
��� )	��	
�� �
	� ��� ����*� �� �#	�
�

wz
1 =

α

β
M z

1 . ������

!��� ��
�	
�� ����+� �� �#	�
� ��	�� 
�	����	
�� ����	� v 	��	 M z
1 = 0 ��� ����� ����

wz
1 = 0� ,���" �� 
��� 	�� ���
��	
��

∫
V
vq dv = 0 ��� 
��
���	�� 	
��
�� -���" ���
�

���� ����+� �� �#	�
� 	�� ������
�� �.�����
�� ��� mz
1

mz
1 =

1

k+Q+ k− + λ0 + α
f ′(Q)v · ∇Qm0. ����/�

&�
�	
�� ������ ����� 	� 	�� �.�����
��

m1 = − 1

λ0 + α
(v · ∇m0 + λ1m

z
1) , ����+�

����� �� 
��� 	��	 	�� 
������ L[λ0 + α]−1
|<q>⊥ �� 	�� �����	�� L[λ0 + α] 
� 0
�	 	��

�
�	
��
��	
�� #� 	�� ���	�� − 1
λ0+α

�
1�
�� ��
�	
��� ������ ��� ������ �� ��� ���
�� �� ����
	
�� ��
�	
�� ��� 	�� ����� 
����
� ���� ����
	� ������� !��� ������ �� ����

β

ω
w2 =

1

ω
(αM2 + (g(N0)− l(N0))w0 − ∂tw0) , ����*�

$*



�� �������	 
�	� 
��	��� ������� ��������� �
�����
�	���

��� �������� 	
�� 	�
� ��	� ����	��� ������ �� ��	���

∂tm0 + v · ∇m1 = L[λ0]m2 + L[λ1]m
z
2 − αm2 +

αq

ω
M2

+
q

ω
(g(N0)− l(N0))

α

β
M0 −

q

ω
∂t

(
α

β
M0

)
− l(N0)m0. ������

��	�
 ��	��
�	��� ����� ��	
 
�����	 	� v 	
�� ������

∂tM0 +

∫
V

v · ∇m1 dv = (g(N0)− l(N0))
α

β
M0 −

α

β
∂tM0 − l(N0)M0. ������

���

������ �� ��

∂t

(
1 +

α

β

)
M0 +∇ ·

∫
V

vm1 dv =
α

β
g(N0)M0 −

(
1 +

α

β

)
M0l(N0). ����!�

"�	
 	
� ��#��� ���
������� ����	�	�

N0 =

(
1 +

α

β

)
M0 ������

�� ��	���

∂tN0 +∇ ·
∫
V

vm1 dv =
α

α + β
g(N0)N0 −N0l(N0). ������

$��% �� � ����	�
∫
V
vm1dv� ������

m1 = − 1

λ0 + α

(
v · ∇

( q

ω
M0

)
+ λ1m

z
1

)
. ����&�

"
�	��� g(x) = 1
k+Q+k−+λ0+α

��� 
���� mz
1 = g(x)f ′(Q)v · ∇Qm0 �� 
� �

m1 = − 1

λ0 + α

(
v · ∇

( q

ω
M0

)
+ λ1g(x)f

′(Q)v · ∇Q
q

ω
M0

)
. ������

'	 �������

∇ ·
∫

vm1 dv = ∇ ·
(
− 1

λ0 + α

∫
V

vvt∇
( q

ω
M0

)
dv

)

+∇ ·
(

λ1

λ0 + α

∫
V

vvt q

ω
dvg(x)f ′(Q)∇QM0

)
����(�

= ∇ ·
(
− 1

λ0 + α
∇
(
1

ω

∫
V

vvtq dvM0

))

+∇ ·
(

λ1

λ0 + α
g(x)f ′(Q)

1

ω

∫
V

vvtq dv · ∇QM0

)
. ����)�

*������% �� ��	��� ��	


M0 =
β

α + β
N0 ��� DT (x) =

1

ω

∫
V

vvtq dv

��



���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

��� ��������	 �
�����	

∂tN0 = ∇ ·
(

1

λ0 + α
∇ ·

(
β

α + β
DT (x)N0

))
−∇ ·

(
λ1

λ0 + α

β

α + β
g(x)f ′(Q)DT (x) · ∇QN0

)

=
α

α + β
g(N0)N0 −N0l(N0). �
����

����� ���� ��� �������	 ��	��� �������� �� ��� ��	��� ������ �� ������ �� ���  ����� β
α+β

�
!���� "���� ��� ����� � ����	" ������ #��� ��$�� ��	��  ��� ��� ���!���	� � �����"��
��	�� ����� �����	" ����� ������ 	�� ���� �� ��� �	� ��	�� 	�� ������� %	���"������ ���
 ����� α

α+β
��������	�� �� � ����� � �����	" ������ ��	�� �	�� ����� ��� ���� �� ����� ������

&������ ���� !� ����� ���� �� �������	� ���  ��� � q �	 ����� �� �����	 �'������ �'�������	�
 �� ��� ����� �������	 ��	��� DT (x)�

���� ������	
��	�
 �
 ��� �����	�
��

#�� �������	����	 � �'������  ����  �� ��� ���(���	�� !��$� �	���"����� �� ������	
���� )�� ��� �������	 � ��� �����������	  �	����	 q �	� *#+ ���� !� ������ �"��	 ���
	������,�� ������

q(x, θ) =
n

|Sn−1| trDW (x)
θtDW (x)θ. �
����

#��� ����� �� ��� ����� �������	 ��	���

DT (x) =
s2

(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)
. �
��-�

#�� ������  �� ��� ����� α �	� β ���� �� �� ���������  ��� �����"���� ��	���������	�
�	� �'�������	��� ��� ���� ������� .  �� � ���� �������� ���������	�
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��������

���� ������	 ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� ��
�����	 
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

���� ������	 ��
����

�� ������	 
 ��
� ��
�	���� ��
������� 	������ ��	 ��� ��
�	 �	���� 
����� ��	������
������	� � ��� � ���� �� �	�������� ��� ��
�������� ���� ���� ��	��	
�� �� �����	�����
���� ��	������ �����	�� ��� ������� ��� ����	���� �� ��
�	���� �	���
��� �� ��
����
� ���
� ����� ��
�������� ����� ��� ���� ���� ���������
!�� ��
�������� ���� ���� ��	��	
�� "�� ���� ����� �� #" �	��� ������� ���	� ��� �	�$
�	������� ���� ��� ���� �	������ � ���	��� �� ��	���� %����	� ��
&����� ���� �� �������� �� ���������$��'����� �(������ 	���������� �� ���������$��'�����$
	������� �(������ �� 
��	������� ��
��� ���� ���)������ ��������� ��������� �� ���
����� ��� ��
�	 ��'����� �����	 ��� ��� ��
�	 �	��� ������� �	� �	����������� �� ���
*!�+!,� ��
�	��� ������	�� ��� ��
�������� �� ��� 
��	������� ��������� �(������
�	� �
���
����� ����� ��� "-.� �	�
���	/ 0,������ �� ���� #1123�
�� ���� ������	 �� ���� ���	� ���� ��� ����	������ �� ��	 ����	��������� 
������ ���
�����(����� �� ������	 2 � ���� ������� ��� �	��
���� ��	 ��� ���	������ �� ��� 
����
��	�
���	� �	�
 ��� ����� ��� ��������� ������� �� ����� �� ��� ����������� 0�����	
�� ���� #1453�

��
� ��
�����	 
�����

,��� ��� ��'����� ���)����� �� ���� �� ��� �	��� ���)����� �� ��� 
���� �(�������
�	� ������� ���������� ��� �� ������ 	������ �� ����� ���	� ��� � ���
 �� ��'�����
��
������ ��� 	������ ���	� �� �� �	��� ��
������� ���� ��� �� ���	����� � ��� �������� 
��������� 67���� ��
��	 PE = ‖v(x)L‖

‖DT (x)‖ � ���	� ��� ��	
 �� ��� ����
�	���	 �� ��� L2

��������� ���	
�	�
 �
����� �

�	��� ��� �����	
��� �
� �
����
���� ��������	�
��� ��� ���
��
 ������
� �

�	��� ��� �	�����
�	
��
 �
� �	�
	�
���
�� 
� !
	"��
	�#� ��

���
���$%�� &����
� '()'*� $�� ��������
� �
��� ���	��� ��

����
���
� !
	��� +����
�
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����� ���	
 �
 ��

 �� ��
 �
��������� ��
 ����
���� ���� �� D� L �� � �����������
�������
������ 	
���� ���	
 �� ��� �� ��� ��
�
�� �
����� ��� ����	�������� ��� PE �
1 �
 ���
 � �������� �������
� ���
� ��� �	������	 �
����� ��� ������	�� 
��������
��		 ���	�� ���	
 ��� PE � 1 ��
 
������� �
���
� 	�

 � ���
���	�� 
�������� ���
���
���	�� �
����� �

� �� �
 ��
�� �� �����
  ����� �
 �		������
 ��
 �
������ �� ��

����
���� ���� �� DT (x) ��� �� ��
 !"�	
� ����
� �� #��� ��� #���� �
��
����
	�� $ 	���

!
�	
� ����
� �	��� ��
 ����
 ����
� ����
� �� �	
��	� ���
��
�� %�
 ���
����	 ���
�

�

�� �� �
 ��	
 �� ����	
 �
�
�
���
� ����������� ������	�� 
�������� ��� ��		 �
������
�����
����
 �� ����	� �
 	���		� ���� ����
������
� ��� ��
�
 �
����� �
 �
���
� ��

��	�� � &��� ���
� ������������� '�	
�
�� ��'� ���
�
 �� ����
 ��� �� ���	���� (�	
�
���
�
 �� ���
� %��� �
���� �� ��
��		 &��� ���
� �������
� ��� ��
 ����	����� �
 ��

� ��������
� �
�� M(Ω) = {Ei}� ����� �� � ����
� �� ��
 ��)
	 �
�� �� ��
 *%� �����
+���
 ��� �
�� �� ,���
���� ���� �
��-����� h� ��
 �
�� Ei ��
 ����	� ��
 ���� �
		� ����
�
	��� �� ��
 ����� �����
� .
 �
&�
 ��
 �

	
��� �� M �� ��
 �������� �
��

� ����

���� �
		��

Γ = {γe,f = ∂Ee ∩ ∂Ef | Ee, Ef ∈ M, Ee �= Ef , ��� |γe,f | > 0} .

.
 &��� ������� ��
 ������	 �����
��/������ .
 ��
 � ����
���� ���
���� �
��	�� ������-
������� '�	
�
�� �
���� �+�!'� �.�

	
�� 012 � �� ���	
�
��
� �� *34( �5������

� �	�� �66 �� .
 �
���
 ���� Vh ��
 ������������� '�	
�
�� $����/-����
� ����� �� ��
��� ���
 ��
 ����
 �� ��
�
���
 ��	��
�� ��	������	�

Vh =
{
νh ∈ L2(Ω) : νh|E ∈ Q1(E), E ∈ M(Ω)

}
,

��
�
 Q1(E) �
���
� ��
 �
� �� �7�
 	��
�� ��������� �� E� .
 �
�� ��
 ����
 
�������
���� ��
�
 �����/ ���������� ��
 � �
�
 �����	������ ��� 
)��
�� ����	��� ����������
�	��� ��
 �

	
��� ������� 8���� � · � ��� ��
���
� { · } �� � ����	�� �������� �� ��
�$���	� 
� �	�� �66��� .
 ��
 �
����
� ��
���
�� �� ������
� �� �(�� 
� �	�� �661��
9������� ��
 ������������	 �
���	�� ����� ��� �
 ����� ��� 
)���	
 �� �$���	� 
� �	��
�66��� ��
 �
��	���� �
��-�����
�
 ����	
� �
���:
���� M0h(t) ∈ Vh ���� ����

∂tM0h(t) + ah
(
M0h(t), νh

)
+ Jh

(
M0h(t), νh

)
= 0 ∀νh ∈ Vh, �2�0�

���� ��
 ��	��
�� ���� ah ��� � �
��	�� �
�� Jh ���
� ��

ah
(
M0h(t), νh

)
=

∫
Ω

DT∇M0h(t) · ∇νh dx−
∫
Γ

�M0h(t) � · {DT∇νh }

+ � νh � · {DT∇M0h(t) } ds−
∫
Ω

vM0h(t)∇νh dx

+

∫
Γ

� νh � · vM0
↑
h(t)ds.

�2���
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Jh
(
M0h(t), νh

)
= ηh−1

∫
Γ

�M0h �� νh � ds , �����

	
��� η > 0 ���
��� �
� ������� ����
�� �
� � �

� �

��� 
� η 	� ����� �
 ���� �� ����
������
�
�� �
�� 	� ������� �
� �
� �� !��
���� �
 "� �
�����
��� ���� v|∂Ennn = −v|∂Emnm�

	
��� nn ���
��� �
� 
���� �
� �� !���
� 
� ���� ���� En� #
 ������ �
��� 	� ��� �
$�!����%#

 �� $#� ����
&� ���
� 
� �
� !��
���� '���� (� �� �������� ���� 	��
 �	

��)����� ����� En ��� Em 	� ��'��

�x � = x|∂Ennn + x|∂Emnm ��� {x } = ωnx|∂En + ωmx|∂Em ,

	��
 	���
�� ωn, ωm ��� �
� ���� 
���� �
� �� !���
�� nn,nm� #
 "� �
"��� 	��
 �������
�
 
����
����
�� ��*���
� �
�+������� 	� ��� �
� 	���
��

ωn =
nt
nDT nnn

nt
n(DT n + DTm)nn

��� ωm =
nt
mDTmnm

nt
m(DT n + DTm)nm

��������!���� 	
��� DT n ���
��� �
� �� 
�� ��*���
� ����
� �
 ����� �� En� �
�� �
��
��� �
 nn = −nm �
� ������
� ωn + ωm = 1 

����
#
� ��!����!� ��� �� ���"���,�� ����� �� ��	��� �
� �����
� 	��
 �
� ��	��� ���
�%

�������
� M0
↑
h 
� �
� ���� �������� �
� �
� �� � ��������,���
� 
� M0h 	� ���� �� � ������

����� ��
� � ��� �� � ����� τ ���
 �
�� 	� ���'�� � -�. �
�����
� 
� 1�

/�
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 �
�� "�!�� ��	� ��� ���� ��
� "�!� 
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 	�� ����� �� 	��
� 	�
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*
�����	�� �� (����� ��� ��"�	 
�� ����
� )�"�
� &����� 
���
 � �
��	����� ���
�	
��( ���
�����	�� �
�� 	�� ��"��!����
 �� 	�� ��	�
 ��+�
��� 	��
�
 ��
 ���� !�,�� ��� %����(
%"�
� &����� !�
����'�
 	�� ��
"�
	 ��"��!��	�
* ����* 	�� ���� ��
��	��� �� ��+�
����

-�������	
 �� 	�� ���
�
����� ����	���
 ��!� ���� �������	�� ��
 ���� !�,�� �� 	��
�
��� ��	� 	�� #���� !����
 �� 	�� ��	�
 ��+�
��� 	��
�
 DW � .
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��	��� ���*
	�� ��
� �� 	�� ��������	
 ������
 �� 	�� ���
�� 
���	���
��� ��	���� !����
 �� 	��
���
�
�� ����
��	 ��	�
 ��+�
��� 	��
�
 ��� 	�� %�
� ��
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���
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���	���

q(x, θ) =
n

|Sn−1| trDW (x)
θtDW (x)θ. �&���

��



DT (x) =
s2

λ0(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)
,

u(x) = ∇ · DT (x)

q(x, θ) =
δ

8π
+ (1− δ)

k(x)

4π sinh(k(x))

(
ekφ·θ + e−kφ·θ)

k(x) =
κ · FA(x) FA(x) φ
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��� �����
����� �� ��� 
������� ������ ��� �	�� 
���� 	�
 κ �	� ��
����������
 	� ��� �������
��� �� ��� ����� �� ��� ������	���� �� ��� ��
������� ���� ������
����� δ ������� ��� �������� �� �����	���� ������� ��� 	 δ ����� �� 0 �����	������� ����
	��� ���
 �� ����� ���� ��	
� �� ��� 	�����	��
� ����� 
������� ������

DT (x) =
s2

3λ0

[(
δ + (1− δ)

(
coth k

k
− 1

k2

))
I+ (1− δ)

(
1− 3 coth k

k
+

3

k2

)
φφt

]
.

� �!"
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 ��� �	��

���� �� �	��	�� %

�����	���$ ��� ��	
��� �����
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'��� ������� �	
� ����� �������� 	

	��	��� 	�
 
��	

	��	��� 	�
 ��� 	���	� ���	����
������� DW 	�
 q �� ����� �����	�� ( ���� ���� �	�& �� ���� ����� �� ��� 
���������� )	
��$
*�( �� ��� �	�	��� �� 
������� ���
�
� ������	���� 	���� ��� ���	� ������ ��������� �� ���
��	�� �� �������� ������ ��� +,-� ��� ���� �� 	 
���� ���� ������ 	 �	��� �� 	 ����������
�����	� �������� �� ����� ���� ����	�� ��������� �	� ���
 �	
� .��� 	 ���� �� ��
��	�
�������� /� ����� 	�����
$ ��	� ��� 0�	����� Q �� ��� 
����� ��	����� �� 	�����

������ ����� 	�
 ������	��
 �� �� ��� ��	�����	� 	��������� ��
�� �� �����	�� ��� 
�����
��	����� Q �� 	�����
 +,- ������� 1����$ �� �������
 Q(x) = FA(x) ��� �	�� ����� ��
��� �����	���� 
��	��� ��� ������	����	� 
��	�� Ω �	� ���� ������ 	� ��� ����� ��
����� 	�
 ���� �	���� ��������

���� ������	��
 ��	�
��� ���� �
����
��� �����
���	


)�
��	� ����� �	�	������ �	� 
������� �� ���	��
 �� ��������	��� �����
	��� 0�	��������
%� �	� 	� ���� �	� ��������$ ����������	� ������� ��� ����� �	�	������ �	
� ���� ����

�� �	���  �2� ��� ��������� ���� ����	����� ��� ��
�� �	�	������ 	�
 ����� ��������	�
��	�����

• ��� ������ �� ��	�
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�� 	�

$ R0$ �� �����	� ��� ��� ���
��� 
��	����� (�

������ ��� 	
��	�� ������ �� ��	�������	�� 	
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���
 �� �������
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 ������� ���� λ0 �� 	 ��	���� ��� ��� ����� ����� ������ ��� 
���������
�� ��
����� 	�
 �� 
����
 	� ��� ��
���� �� ��� ���� ��� ����� +�����	��� ���
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������� 1���
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��	�� ������ �	��� �	� �� ���	���
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 �	
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[1/s]�

• ��� 	�

 �
��� s ��
�� ��� 	������� ����
 �� 	 ��
��� ���� ��	����
 �� [m/s]� 3�
������$ ����� 
	���� 
���� ������� ���� �����$ ��� ����� �� �����
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• ��� �������� ��	
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 k+ �	� k− ������� ��� ��	��	� �	� �����
�����	 ��

��� �����
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���� ������ �	� ����� !	
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�����	� �� ���� '((+�

λ0 ���	�	� ���� 10−1 1
�

�����	� �� ���� '((+�
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�

���������
k− %����
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�
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s
���������
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t = 0 t = 20 · 106s t = 40 · 106s t = 60 · 106s

t = 80 · 106s t = 120 · 106s t = 160 · 106s t = 200 · 106s

DT (x) =
s2

λ0(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)

u(x) =
2s2

λ0(n+ 2)

(∇ · DW (x)

trDW (x)
− DW (x) · ∇ trDW(x)

(trDW (x))2

)

g(Q)

g(Q(x)) = λ1(k
+Q(x) + k− + λ0)

−1f ′(Q(x)).
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∂tN0 = ∇ ·
(

1

λ0 + α
∇ · (DT (x)N0)

)

−∇ ·
(

λ1

λ0 + α
h(x)f ′(Q)DT (x) · ∇QN0

)
=

α

α + β
g(N0)N0 −N0l(N0), &���'
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DT (x) =
β

α + β

s2

λ0(n+ 2)

(
In + 2

DW (x)

trDW (x)

)
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