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0 Einleitung

Fiir die folgenden Uberlegungen fixieren wir ein nicht-triviales kompaktes Intervall I
mit linkem Randpunkt ¢ und rechtem Randpunkt b, einen Banachraum X sowie eine
Abbildung f : I — X. Mit B wird die o-Algebra der Borelschen Teilmengen von [
bezeichnet. Ferner wird mit A\* das duflere Lebesgue-Mafl und mit A das Lebesgue-Mafl
auf R bezeichnet.'

0.1 Uberblick iiber die vorliegende Arbeit

Bekanntermaflen ist die Abbildung f genau dann unbestimmtes Integral, wenn sie A-
fast {iberall differenzierbar mit Lebesgue-integrierbarer Ableitung ist.> Im ersten Teil
der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Beweis dieser Tatsache sowie eine weitere dqui-
valente Aussage etabliert, die bisher nur fiir den reellwertigen Fall vorlag. Um diese
Aussage formulieren zu kénnen, mufl auf dem Banachraum X ein zur Léngenmessung
geeignetes dufleres Mafl zur Verfiigung stehen; die Konstruktion eines derartigen dufleren
Mafles findet man in meiner Staatsexamensarbeit Konstruktion eines duferen Lingen-
majles auf Banachrdumen. Die Vorgehensweise der vorliegenden Arbeit orientiert sich
am Artikel On Absolutely Continuous Functions von D.E.Varberg, in welchem im Spezi-
alfall X = R die eben genannte Charakterisierung unbestimmter Integrale unter Zuhil-
fenahme des sogenannten Fundamental-Lemmas, einer Verallgemeinerung der bekann-
ten Mittelwert-Ungleichung fiir reellwertige Funktionen, bewiesen wird. Als ein in ver-
gleichbarer Weise brauchbares Instrument zum Beweis des allgemeinen Falls erweist sich
das in der vorliegenden Arbeit erstmals vorgestellte sogenannte Mittelwert-Lemma, ei-
ne Banachraum-wertige Verallgemeinerung des Fundamental-Lemmas. Der Beweis des
Mittelwert-Lemmas li8t sich jedoch nicht durch eine einfache Ubertragung des Varberg-
Beweises bewerkstelligen; dies liegt daran, dal beim Beweis des Fundamental-Lemmas
entscheidend von der Ordnungs-Struktur des Bildraumes R Gebrauch gemacht wird. —

'Das Lebesgue-Maf ) ist die Restriktion von A* auf die o-Algebra der Lebesgue-mefibaren Teilmengen
von R; diese o-Algebra enthilt bekanntermaflen alle Lebesgue-Nullmengen sowie die o-Algebra der
Borelschen Teilmengen von R.

2Siche beispielsweise [DIE], Theorem IV.3.2, S. 107 in Verbindung mit Theorem II.2.9, S. 49. Weil
keine Verwechslungen zu befiirchten sind, sprechen sprechen wir im folgenden abkiirzend stets von
integrierbar anstelle von Lebesgue-integrierbar.
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Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit werden mit Hilfe der Ergebnisse des ersten Teils
die Borel-Mafle mit Lebesgue-Dichten durch die Angabe mehrerer dquivalenter Bedin-
gungen charakterisiert.

Die soeben kurz umrissene Problemstellung sowie sowie der in der vorliegenden Arbeit
eingeschlagene Losungsweg sollen auf den folgenden Seiten nun noch einmal ausfiihrlich
ab ovo geschildert werden.

0.2 Der klassische Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

In der Grundvorlesung Analysis lernt man den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung — im folgenden abkiirzend mit HDI bezeichnet — iiblicherweise in den beiden
folgenden , klassischen“ Fassungen kennen:

HDI (Klassische Fassung 1) Ist f stetig differenzierbar, so gilt fir alle x € I die
JHauptsatz-Formel“: f(z) = f(a)+ [T f'(t)dt .

HDI (Klassische Fassung 2) Ist [ stetig, so ist die Abbildung F : I — X, x +—
[ f(t)dt, stetig differenzierbar, und es gilt F' = f.

Wiéhrend bei der ersten klassischen Fassung des HDI der Akzent eindeutig auf der
Frage nach der Darstellbarkeit einer Abbildung durch ihre Ableitung liegt, steht bei der
zweiten Fassung die Frage im Vordergrund, welche Differentiations-Eigenschaften solche
Abbildungen haben, die durch Integralbildung zustandekommen. Hinsichtlich moglicher
Verallgemeinerungen des HDI ergeben sich angesichts der verschiedenen Schwerpunkte,
die in den beiden klassischen Versionen des HDI gesetzt werden, die beiden folgenden
unterschiedlichen Fragestellungen:

Frage 1: Welche Voraussetzungen an f sind notwendig und hinreichend dafiir, daf die
Hauptsatz-Formel gilt? Gilt die Hauptsatz-Formel méglicherweise auch dann, wenn
f lediglich differenzierbar ist?

Frage 2: Wie lassen sich solche Abbildungen charakterisieren, die durch Integralbildung
zustandekommen? Welche Differentiations-Eigenschaften haben derartige Abbil-
dungen, und welcher Zusammenhang besteht zwischen ihrer Ableitung und der
jeweiligen Integrandenfunktion?

Wir werden im folgenden beide Fragen vollstéindig beantworten. Es wird sich dabei
jedoch als zweckméfig erweisen, Frage 1 zunéchst zuriickzustellen und Frage 2 als Leit-
Frage zu verfolgen. Um die in diesem Zusammenhang auftretenden mathematischen
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Objekte begrifflich préizise fassen zu kénnen, fithren wir die folgenden Sprechweisen ein:
Die Abbildung f wird als unbestimmtes Integral bezeichnet, wenn sie die sogenannte
UlI-Figenschaft hat:

(UI) Es gibt eine integrierbare Abbildung g : I — X derart, daf
fir alle x € I gilt: f(z) = f(a)+ [ g(t)dt .

Ist f unbestimmtes Integral, so nennen wir jede integrierbare Abbildung g : I — X,
fiir die die Bedingung (UI) erfiillt ist, eine Integrandenfunktion fir f.> Ferner werden
wir mit Dy im folgenden die Menge aller Punkte bezeichnen, in denen f differenzierbar
ist. Unter der Ableitung der (nicht notwendig iiberall differenzierbaren) Abbildung f
verstehen wir dann die Abbildung

f'(x) , falls x € Dy ,

T =X
Jo - ,x»—>{0 , sonst, .

0.3 Differentiations-Eigenschaften unbestimmter Integrale

Wir gehen zunéchst auf den zweiten Teil der Frage 2 ein, also auf die Frage nach den
Differentiations-Eigenschaften unbestimmte Integrale. Gemé&fl der klassischen Version 1
des HDI ist f bereits dann unbestimmtes Integral, wenn f stetig differenzierbar ist;
in diesem Fall ist die Ableitung f’ eine Integrandenfunktion fiir f. Dal unbestimmte
Integrale jedoch im allgemeinen nicht einmal iiberall differenzierbar, geschweige denn
stetig differenzierbar sind, zeigt das folgende einfache Beispiel:

Beispiel 1: Ein unbestimmtes Integral, das nicht iiberall differenzierbar ist.
Gegeben sei die Funktion

llsx <1
g: [0,2] =R, z— * ' Jalls @ '
2—zx , sonst .
Obwohl g nicht tberall differenzierbar ist, ist g unbestimmtes Integral, denn g, ist offen-
sichtlich eine Integrandenfunktion fir g.

Zwar lassen sich an dem eben notierten Beispiel nicht ohne weiteres typische
Differentiations-Eigenschaften unbestimmter Integrale ablesen, jedoch wird zumindest
die Vermutung nahegelegt, daf, falls f unbestimmtes Integral ist, die Ableitung f

3FEin elementares Ergebnis der Integrationstheorie besagt, daf derartige Integrandenfunktionen nur
A-fast iiberall eindeutig bestimmt sind; daher verwenden wir die Formulierung ., eine Integranden-
funktion“; siehe Satz 1.3, S. 17.
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eine Integrandenfunktion fiir f ist. Vollstdndig geklédrt wird die Frage nach den Dif-
ferentiations-Eigenschaften unbestimmter Integrale durch das im folgenden Satz for-
mulierte klassische Resultat; der Beweis dieses Satzes beruht im wesentlichen auf dem
Differentiations-Satz von Lebesgue.

Satz 1 Ist f unbestimmtes Integral, so ist f A-fast iberall differenzierbar mit integrier-
barer Ableitung, und f} ist eine Integrandenfunktion fir f.*

0.4 Charakterisierung unbestimmter Integrale (vorlaufige
Fassung)

Angesichts des soeben notierten Satzes stellt sich die Frage, ob durch die dort auftau-
chende Bedingung

(DIFF-INT) f ist \-fast tberall differenzierbar mit integrierbarer Ablei-
tung.

die unbestimmten Integrale hinreichend charakterisiert werden, d.h. ob die Abbildung
f bereits dann unbestimmtes Integral ist, wenn sie die Bedingung (DIFF-INT) erfiillt.
Daf} jedoch ein derartiger Zusammenhang zwischen den Bedingungen (DIFF-INT) und
(UI) nicht besteht, zeigt das folgende nicht-triviale Beispiel:

Beispiel 2: Die Cantor-Funktion.® Die Cantor-Funktion C : [0,1] — R ist stetig,
monoton wachsend von C(0)=0 auf C(1)=1 und \-fast iberall differenzierbar mit Ablei-
tung 0; insbesondere erfillt die Cantor-Funktion also die Bedingung (DIFF-INT). Weil
jedoch die Ableitung C} A-fast iiberall konstant ist, ist sie keine Integrandenfunktion fiir
C. Nach Satz 1 ist die Cantor-Funktion kein unbestimmtes Integral.

Die Bedingung (DIFF-INT) ist also zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir das
Vorliegen der Ul-Eigenschaft von f. Aus diesem Grund wird man weitere Bedingungen
finden wollen, die in Kombination mit (DIFF-INT) die UI-Eigenschaft von f garan-
tieren. Orientiert man sich bei der Suche nach derartigen Bedingungen wiederum an
den bisherigen Beispielen, so fallt auf, dal die oben notierten Beispielfunktionen unter-
schiedliche Grade der Stetigkeit aufweisen. Wahrend sowohl die stetig differenzierbaren
Abbildungen als auch die Funktion aus Beispiel 1 Lipschitz-stetig sind, 1483t sich von
der Cantor-Funktion zwar die Stetigkeit, nicht jedoch die Lipschitz-Stetigkeit nachwei-
sen. Der naheliegende Gedanke, dafl die Lipschitz-Stetigkeit eine fiir die unbestimmten

4siehe Satz 1.7, S. 18
®Die Definition sowie eine Diskussion der Eigenschaften der Cantor-Funktion findet sich im Anhang,
siehe S. 93ff.
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Integrale charakteristische Stetigkeits-Eigenschaft ist, wird durch das folgende Beispiel
widerlegt:

Beispiel 3: Ein unbestimmtes Integral, das nicht Lipschitz-stetig ist. Die Funk-
tion

0 , falls x =0,

h [071]_>R7x'_>{ﬁ , sonst

ist Integrandenfunktion fir g : [0,1] — R, x — /x, d.h. g ist unbestimmtes Integral.
Bekanntermafien ist g jedoch nicht Lipschitz-stetig.

Als diejenige Stetigkeits-Eigenschaft, die allen unbestimmten Integralen gemeinsam
ist, erweist sich die Absolutstetigkeit:5

Satz 2 Unbestimmte Integrale sind absolutstetig.”

Wie man leicht zeigen kann, impliziert die Lipschitz-Stetigkeit die Absolutstetigkeit
und diese wiederum die gewohnliche Stetigkeit. Insofern ist die Absolutstetigkeit in der
Tat eine Eigenschaft, die sich ,,zwischen®“ der gewohnlichen Stetigkeit und der Lipschitz-
Stetigkeit einordnen 14ft, was zu den bisher angegebenen Beispielen kompatibel ist.
Die nicht-triviale Tatsache, dafi die beiden Eigenschaften Absolutstetigkeit von f und
Giiltigkeit der Bedingung (DIFF-INT) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
fiir das Vorliegen der Ul-Eigenschaft von f sind, notieren wir im folgenden

Hauptsatz (vorldufige Fassung) Die Abbildung f ist genau dann unbestimmtes In-
tegral, wenn sie absolutstetig ist und die Bedingung (DIFF-INT) erfillt. In diesem Fall
ist f, eine Integrandenfunktion fir f.

Bereits in dieser vorldufigen Version liefert der Hauptsatz also eine ausreichende Ant-
wort auf die eingangs gestellte Frage 2. Im Hinblick auf das Beispiel der Cantor-Funktion
ist diese Fassung des Hauptsatzes allerdings noch nicht vollig befriedigend: Zwar kann
man indirekt aus dem Hauptsatz schliefen, dal die Cantor-Funktion nicht absolutste-
tig ist, jedoch sieht man dies der Cantor-Funktion nicht unmittelbar an. Es wire also
wiinschenswert, eine fiir absolutstetige Abbildungen typische Eigenschaft angeben zu
konnen, von der unmittelbar zu sehen ist, dafy die Cantor-Funktion sie nicht besitzt.

5Zur Definition der Absolutstetigkeit siche Definition 1.8, S. 20.
siehe Satz 1.13, S. 21
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0.5 Nullmengentreue Abbildungen

Finen Ansatzpunkt zur Losung des eben formulierten Problems liefert die folgende Be-
obachtung:

Beispiel 2’: Die Cantor-Funktion. Mit C' wird wieder die Cantor-Funktion bezeich-
net. Die Cantor-Menge K C [0,1] ist zwar eine Lebesque-Nullmenge, jedoch ist ihre
Bildmenge, das Intervall [0,1], keine Lebesgue-Nullmenge.

In der Tat ist die Eigenschaft, Lebesgue-Nullmengen auf Lebesgue-Nullmengen ab-
zubilden, eine charakteristische Eigenschaft reellwertiger absolutstetiger Funktionen.®
Beim Versuch, die eben formulierte Nullmengen-Eigenschaft fiir beliebige Banachraum-
wertige Abbildungen zu etablieren, st6ft man auf die Schwierigkeit, dafl im Gegensatz
zum Korper R auf dem Banachraum X im allgemeinen noch kein , geeignetes“ dufleres
Maf} zur Verfiigung steht, mit dem man die Lénge von Teilmengen des Bildes von f mes-
sen konnte. Dariiberhinaus ist intuitiv zunéchst unklar, was man iiberhaupt unter der
,Léange* einer beliebigen Teilmenge von X verstehen soll. Eine ausfiihrliche Diskussion
derjenigen Anforderungen, die an ein dufleres Maf} auf einem Banachraum gestellt werden
sollen, damit es als geeignetes Instrument zur Langenmessung angesehen werden kann,
findet man im einleitenden Abschnitt meiner Staatsexamensarbeit Konstruktion eines
duferen Lingenmafes auf Banachrdiumen. Ubertrigt man die bekannte Konstruktion
des dufleren Lebesgue-MaBles A* auf den Banachraum-Fall, so erfiillt das resultierende
duBere MaB A% zumindest die wichtigsten der in der eben genannten Arbeit diskutierten
Anforderungen; insbesondere stimmen im Fall X = R dufleres Lebesgue-MaB \* und A%,
iiberein.”

Im folgenden bezeichnen wir f als nullmengentreu, wenn fiir jede Lebesgue-Nullmenge
A C I das f-Bild f(A) eine AX -Nullmenge ist. Mit elementaren Mitteln l:}t sich zeigen,
dafl die Nullmengentreue von f auch im Falle Banachraum-wertiger Abbildungen eine

notwendige Voraussetzung fiir die Absolutstetigkeit von f ist:
Satz 3 Absolutstetige Abbildungen sind nullmengentreu.©

Eine einfache Folgerung aus dem spéter ausfiihrlich diskutierten Mittelwert-Lemma
ist die fiir die Beantwortung der Frage 1 wichtige Tatsache, daf} iiberall differenzierbare
Abbildungen ebenfalls nullmengentreu sind:

Satz 4 Uberall differenzierbare Abbildungen sind nullmengentreu.™

8siehe z.B. [BEN] Theorem 4.12, S. 146f
9siche [ROS] S. 1ff

giehe Satz 3.6, S. 28

Hgiehe Satz 4.4, S. 34
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0.6 Charakterisierung unbestimmter Integrale (endgiiltige
Fassung)

Mit dem soeben eingefiihrten Begriff der Nullmengentreue kénnen wir nun die endgiiltige
Version des Hauptsatzes formulieren; angesichts der Beispiele 2 und 2’ zieht man aus
dieser Fassung des Hauptsatzes die Schlufifolgerung, dafl die Nullmengentreue genau
diejenige Eigenschaft ist, die der Cantor-Funktion fehlt, um unbestimmtes Integral zu
sein.

Hauptsatz Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist unbestimmtes Integral.
(ii) f ist absolutstetig und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).

(iii) f ist stetig, nullmengentreu und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).

In diesem Fall ist f|) eine Integrandenfunktion fir f.12

Offensichtlich beantwortet diese endgiiltige Fassung des Hauptsatzes die Frage 2
ausfiihrlicher als die oben notierte vorldufige Version. Beziiglich der Beantwortung von
Frage 1 erhilt man unter Beriicksichtigung von Satz 4 aus der Aquivalenz (i) <= (iii)
des Hauptsatzes unmittelbar das folgende

Korollar Ist f iiberall differenzierbar, so gilt die Hauptsatz-Formel genau dann, wenn
£13

f integrierbar is

Weil also die beiden eingangs gestellten Fragen durch die endgiiltige Version des Haupt-
satzes in befriedigender Weise beantwortet werden, werden wir dieses Theorem auch als
verallgemeinerten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bezeichnen. Bevor
wir im folgenden Unter-Abschnitt ndher auf die Struktur des Beweises des Hauptsat-
zes eingehen, merken wir noch an, dafl im allgemeinen die Absolutstetigkeit von f und
die Giiltigkeit der Bedingung (DIFF-INT) voneinander unabhéngige Eigenschaften sind.
Daf die Bedingung (DIFF-INT) nicht stets die Absolutstetigkeit impliziert, wird durch
das Beispiel der Cantor-Funktion belegt. Die umgekehrte Implikation ist im allgemeinen
ebenfalls nicht giiltig; dies zeigt

Beispiel 4: Eine absolutstetige Abbildung, die nirgends differenzierbar ist.
Fiir alle Teilmengen A C R bezeichne 14 die charakteristische Funktion von A. Sei

g : I—>L1(I),tb—>1[a7t} .

2giehe Satz 5.1, S. 41
giehe Korollar 5.3, S. 43
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Fiir alle s,t € I gilt dann:

lgs) —g@) || = /le[a,s}—l[amcu N

g ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1, insbesondere also absolutstetig. Aus
der fiir alle s,t € I mit s <t giiltigen Beziehung
g9(t) —g(s) _ Lisa]

t—s t—s

liest man ab, daf$ g nirgends differenzierbar ist. (Im Distributionen-Sinne konvergiert
fiir alle t € I der Differenzen-Quotient % fir s — t gegen das Dirac-Maf$ d; an
der Stelle t.)

0.7 Zum Beweis des Hauptsatzes

Die Implikationen (i)=-(ii) und (ii)=-(iii) des Hauptsatzes zeigt man durch Kombina-
tion der Sétze 1 bis 3. Als entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis der noch fehlenden
Implikation (iii)=-(i) wird in der vorliegenden Arbeit das sogenannte Mittelwert-Lemma
etabliert.'* Den Ausgangspunkt fiir die diesbeziiglichen Uberlegungen liefert die Arbeit
On Absolutely Continuous Functions von D.E.Varberg, in der fiir reellwertige Funktio-
nen auf / ein Spezialfall des Hauptsatzes bewiesen wird (siehe unten). Eine zentrale Rolle
in diesem Beweis von Varberg spielt das sogenannte

Fundamental-Lemma Fiir beliebige Funktionen g : I — R und Teilmengen A C D,
mit der Eigenschaft K :=sup,c, || ¢ ()] < oo gilt: \*(g(A)) < K-\*(A4) .1°

Eine Verallgemeinerung des Fundamental-Lemmas auf Banachraum-wertige Abbildun-
gen ist das im folgenden notierte Mittelwert-Lemma; fiir die Formulierung dieses Lemmas
greifen wir auf das oben beschriebene duBere Ma A% auf X zuriick:

Mittelwert-Lemma Fir alle A C Dy mit der Eigenschaft K := sup,cq || f'(2) || <
oo gilt: NX(f(A)) < K-\ (A) .16

An dieser Stelle sei nochmals erwiahnt, dafl sich ein Beweis des Mittelwert-Lemmas
deswegen nicht durch eine einfache ,, Ubertragung® des Varberg-Beweises gewinnen 1i8t,
weil letzterer ganz entscheidend die Ordnungsstruktur des Bildraumes R ausnutzt. So-
wohl das Mittelwert-Lemma als auch der mit seiner Hilfe durchgefiihrte Beweis des

YDie Implikation (ii)=(i) 1&8t sich auch unter Zuhilfenahme des sogenannte Pettis-Integrals beweisen,
siehe z.B. [DIE] S. 107.

Bsiche [VAR] S. 832f

18giehe Lemma 4.3, S. 32, und Lemma 4.3, S. 38
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Hauptsatzes finden sich meines Wissens erstmals in der vorliegenden Arbeit; dies trifft
insbesondere auf die mit Hilfe des neuen Begriffs der Nullmengentreue formulierte aqui-
valente Eigenschaft (iii) des Hauptssatzes zu.

0.8 Die reelle Version des Hauptsatzes

Bekanntermafien erfiillen die reellwertigen Funktionen von beschrankter Variation (und
damit insbesondere auch die reellwertigen absolutstetigen Funktionen) automatisch die
Bedingung (DIFF-INT).'” Aus diesem Grund vereinfacht sich im Spezialfall X = R die
Formulierung des Hauptsatzes folgendermafien:

Hauptsatz (reelle Fassung) Ist X = R, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f ist unbestimmtes Integral.
(ii) f ist absolutstetiq.

(iii) f ist stetig, nullmengentreu und von beschrinkter Variation.

Insbesondere ist in diesem Fall f} eine Integrandenfunktion fir f.18

Diese Version des Hauptsatzes ist ein klassisches Resultat der Analysis, fiir wel-
ches Varberg den bereits mehrfach erwihnten eleganten Beweis liefert.' Die Aquiva-
lenz (ii) <= (iii) dieser Fassung wird h#ufig auch separat notiert und als Satz von
Banach-Zaretski bezeichnet.?? Eine ausfiihrliche Diskussion der hier angedeuteten Zu-
sammenhénge findet man in der vorliegenden Arbeit im Abschnitt 5.

0.9 Gel’fand-Raume

Der im letzten Unter-Abschnitt notierten reellen Version des Hauptsatzes entnimmt man,
daf} im Fall X = R die folgende Aussage gilt:

(UI=AC) Die unbestimmten Integrale mit Werten in X sind genau die
X -wertigen absolutstetigen Abbildungen.

Daf} diese Aquivalenz keineswegs fiir beliebige Banachriume giiltig ist, zeigt Beispiel
4. In Anlehnung an Diestel/Uhl werden wir den Banachraum X als Gel’fand-Raum

siehe z.B. [BEN] Theorem 4.8, S. 135ff

8siehe Satz 5.1°, S. 43

Ysiche [VAR] Theorem 3, S. 835 und Theorem 10, S. 836
*siehe z.B. [BEN] Theorem 4.12, S. 146f
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bezeichnen, wenn die Bedingung (UI=AC) erfiillt ist.?! Durch das iibliche komponen-
tenweise Vorgehen sieht man sofort, dal jeder endlich-dimensionale Banachraum bereits
die Gel’fand-Raum-Eigenschaft hat. Erstaunlich genug ist in diesem Zusammenhang je-
doch die Tatsache, daBl es iiberhaupt unendlich-dimensionale Gel’fand-Réume gibt; wir
zitieren an dieser Stelle einige Beispiele:

e Banachridume, die die Gel’fand-Raum-Eigenschaft besitzen:
reflexive Banachréume, separable Dualrdume, Iy, LP(I) fiir 1 < p < 0.

e Banachridume, die die Gel’fand-Raum-Eigenschaft nicht besitzen:
LY(I), co, ¢, loo, L®°(I).22

Vom geometrischen Standpunkt aus gesehen ist die Definition der Gel’fand-Raume
insofern unbefriedigend, als sie nicht auf intrinsische Eigenschaften des jeweils fixierten
Banachraumes X, sondern auf Eigenschaften bestimmter Abbildungen mit Werten in X
Bezug nimmt. Von daher stellt sich die Frage, ob und gegebenenfalls wie sich Gel’fand-
Réaume geometrisch charakterisieren lassen. Wir beschréanken uns an dieser Stelle darauf,
lediglich zwei von vielen moglichen derartigen Charakterisierungen anzugeben und ver-
weisen ansonsten auf die umfangreiche Liste bei Diestel/Uhl.23 Zu diesem Zweck notieren
wir zunéchst die folgende Definition: Eine Teilmenge A von X heifit dentable,?* falls es
zu jedem € > 0 ein x € A gibt, welches nicht in der abgeschlossenen konvexen Hiille von
A\ K (z,¢) liegt.?

Satz 5 Jede der beiden folgenden Bedingungen ist zur Gel’fand-Raum-FEigenschaft dqui-
valent:

(i) Jede beschrinkte Teilmenge von X ist dentable.

(ii) Jede abgeschlossene beschrinkte konvere Teilmenge von X ist dentable.?

0.10 Eine Anwendung des Hauptsatzes

In der MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie steht man héufig vor der Frage, ob ein
gegebenes Borel-Maf3 eine Lebesgue-Dichte besitzt, und wie man gegebenenfalls eine
solche Dichte findet. Um zu einer Losung dieses Problems zu gelangen, notieren wir
zunéchst die folgende einfache Beobachtung: Ist p ein X-wertiges Mafl auf 8, so wird

!siehe [DIE] S. 107

22Vgl. [DIE] S. 218f in Verbindung mit Theorem 1V.3.2, S. 107 und Corollary V.3.8, S. 138.

*siehe [DIE] S. 217fF

24engl. to dent = ausbeulen

*vel. [DIE] S. 133

#6Siche [DIE] Theorem V.3.7, S. 136 und Theorem V.3.10 (i), S. 138 in Verbindung mit Theorem TV.3.2.
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offenbar durch = — u([a,z]) eine Abbildung II(x) auf I mit Werten in X definiert, die
sogenannte Punkt-Abbildung von p. Mit maftheoretischen Hilfsmitteln 148t sich dann
der folgende nicht-triviale Satz zeigen:

Satz 6 Sei p ein X-wertiges Mafl auf B. Genau dann besitzt p eine Lebesgue-Dichte,
wenn die Abbildung II(u) unbestimmtes Integral ist. In diesem Fall ist jede Lebesgue-
Dichte von u eine Integrandenfunktion fir IL(p) und umgekehrt.?”

Als Kombination von Satz 6 mit dem Hauptsatz erhilt man unmittelbar den

Satz 7 p sei ein X -wertiges Maf$ auf 5. Dann sind dquivalent:
(i) w besitzt eine Lebesque-Dichte.
(i) TI(p) ist unbestimmtes Integral.
(i5i) 1(p) ist absolutstetig und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).
(iv) TI(p) ist stetig, nullmengentreu und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).

In diesem Fall ist die Ableitung von II(u) eine Lebesgue-Dichte von .28

0.11 Die Radon-Nikodym-Eigenschaft beziiglich A

Die erste Aussage von Satz 6 ist lediglich ein Spezialfall eines viel allgemeineren Zusam-
menhanges zwischen Borel-Mafien und Abbildungen auf I, der sich mit Hilfe des Begriffs
der Punkt-Abbildung von Borel-Maflen beweisen 1&8t. Um diese Verallgemeinerung for-
mulieren zu kénnen, bemerken wir zunéchst, dafi die Menge UI(I, X') der unbestimmten
Integrale auf I mit Werten in X ein Unterraum des K-Vektorraumes AC(I, X) der X-
wertigen absolutstetigen Abbildungen auf I ist. Entsprechendes gilt fiir die beiden Men-
gen Ulg(I, X) :={f € U(I,X) | f(a) =0} und ACy(I, X) :={f € AC(I, X) | f(a) = 0}.
Auf der Seite der Borel-Mafle 148t sich auf ebenso einfache Weise zeigen, dafl die Men-
ge IM) (B, X) der X-wertigen Borel-Mafle mit Lebesgue-Dichten ein Unterraum des K-
Vektorraumes AC) (%8, X) der A\-absolutstetigen Borel-Mafe mit Werten in X ist.2? Nach
diesen Vorbereitungen kénnen wir den folgenden nicht-trivialen Satz notieren:

Satz 8 Durch F — II(F) wird ein Vektorraum-Isomorphismus 7™ von AC\(B,X) auf
ACo(I, X) definiert. Das Bild von IM\(B, X) unter 7 ist Ulg(I, X).3°

*Tsiehe Satz 12.10, S. 87

28siche Satz 12.18, S. 90

2Zur Definition der A-Absolutstetigkeit von MaBen (allgemeiner: von Inhalten) siehe Definition 8.4,
S. 58.

3%siehe Korollar 12.14, S. 88
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Geméf der im Unter-Abschnitt 0.9 notierten Definition ist der Banachraum X genau
dann ein Gel'fand-Raum, wenn die beiden Raume UI(I, X') und AC(I, X) iibereinstim-
men. Wie man sofort sieht, ist dies dquivalent zur Bedingung Uly(Z, X) = ACo(1, X).
Mit Hilfe von Satz 8 148t sich daher die Gel'fand-Raum-Eigenschaft auf die Seite der
Mafle transportieren:

Satz 9 Der Banachraum X ist genau dann ein Gel’fand-Raum, wenn IM\(B,X) =
ACL(B, X) gilt.3!

Die in diesem Zusammenhang auftretende Eigenschaft IMy (98, X) = AC\ (B, X) wird

in iiblicherweise als Radon-Nikodjm-Eigenschaft (von X ) beziiglich A bezeichnet.??

0.12 Zum Aufbau der vorliegenden Arbeit

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit ist dem Beweis des verallgemeinerten Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung gewidmet. Zunéchst werden die wichtigen Séatze
1 und 2 bereitgestellt. Um den Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht zu sprengen,
werden wir die zum Beweis der Sdtze 3 und 4 sowie des Mittelwert-Lemmas notigen
Eigenschaften des duBeren Mafes A\X auf X — unter Verweis auf die entsprechenden
Sétze in der oben angegebenen Staatsexamensarbeit — lediglich zitieren. Die Etablierung
des Mittelwert-Lemmas sowie einiger wichtiger Folgerungen bildet sowohl vom Umfang
als auch vom Inhalt her das Zentrum des ersten Teils. Der abschlieend formulierte
Beweis des Hauptsatzes ist dann mehr oder weniger eine Routine-Angelegenheit.

Im zweiten Teil werden die in Satz 8 formulierten Isomorphie-Beziehungen zwischen
Borel-Mafien und Abbildungen auf I hergeleitet. Der Beweis dieses Satzes, der sich in
der Literatur meist nur in recht knapper Form findet, wird in der vorliegenden Arbeit
sorgfiltig durchgefiihrt.

Wie oben bereits erwahnt, findet man im Anhang die Definition sowie eine Diskussion
wichtiger Eigenschaften der Cantor-Funktion.

0.13 Einige Definitionen und Notationen

e Eine Menge heifit abzihlbar, falls sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

e Sei 2 eine Menge. Die Potenzmenge von Q wird mit B(Q2) bezeichnet. Eine nicht-
leere Teilmenge von PB(2) bezeichnet man als Mengensystem. Fiir jedes Men-
gensystem M C PB(Q2) verwendet man die Notationen [JM := [Jyc A und
M = e A . Ein Mengensystem M C P(Q) heiflit disjunkt, falls je zwei

3lsiehe Satz 12.20, S. 91
32siehe z.B. [DIE] Definition I11.1.3, S. 61



0.14.

General-Voraussetzungen 13

verschiedene in M enthaltene Mengen disjunkt sind. Sei A C €. Ein Mengensy-
stem U C P(Q) wird als Uberdeckung von A bezeichnet, wenn JU D A gilt.
Das Komplement von A in £ wird mit A° bezeichnet.

Seien (M,d) ein metrischer Raum, z € M und r > 0. Als offene (bzw. ab-
geschlossene) M-Kugel mit Mittelpunkt = und Radius r wird die Menge
Ky (z,7) == {ye M| d(z,y) <r} (bzw. Ky (z,7) == {ye M| d(z,y) <7 })
bezeichnet. Eine Menge K C M heifit M-Kugel, falls es x € M und r > 0 gibt
derart, daB Ky (z,7) C K C Ky (@, 7). Sind Verwechslungen ausgeschlossen, so
unterbleibt der Einfachheit halber der Zusatz ,,M“. — Fiir jede nichtleere Menge
A C M heifit die Grofle diam(A) :=sup{ d(z,y) | z,y € A} Durchmesser von
A. Man setzt diam(()) := 0.

Seien ) eine Menge und (X, ||-||) ein normierter Raum. Fiir jede Abbildung f :
) — X bezeichnet |f| die durch x — || f(z) || definierte reellwertige Funktion auf
Q.

Sind 2, Q' Mengen, so wird die Menge aller Abbildungen von Q nach € mit
Abb(, Q') bezeichnet. Ist zusitzlich (M, d) ein metrischer Raum, so wird der Raum
der beschrinkten Abbildungen von €2 nach M mit B(£2, M) bezeichnet.

Sind (Y, 7), (Y',7') topologische Rédume, so wird die Menge der stetigen Abbildun-
gen von Y nach Y’ mit C(Y,Y”) bezeichnet.

0.14 General-Voraussetzungen

K sei einer der Korper R oder C.
X sei ein K-Banachraum.

I sei ein nicht-triviales kompaktes Intervall mit linkem Randpunkt a und rechtem
Randpunkt b. Mit 98 wird die o-Algebra der Borelschen Teilmengen von I, mit 7
die Menge der Teil-Intervalle von I und mit 2 die Mengen-Algebra der endlichen
Vereinigungen von Teil-Intervallen von I bezeichnet.

f: I — X sei eine Abbildung.

() sei eine nicht-leere Menge, und M C B(Q) sei ein Mengensystem. ¥ C PB(£2) sei
eine o-Algebra, und p sei ein positives endliches Maf auf ¥ (d.h. (©, 3, u) ist ein
endlicher Mafiraum). © sei eine Teil-Algebra von X.






Teil 1
Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

In diesem Teil wird das in der Einleitung ausfiihrlich dargestellte Programm zur Gewin-
nung der verallgemeinerten Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung durchgefiihrt.

Die Definitionen unbestimmter Integrale und absolutstetiger Abbildungen werden im
ersten Abschnitt bereitgestellt. Ebenfalls an dieser Stelle werden die bekannten Tatsa-
chen bewiesen, dafl unbestimmte Integrale A-fast iiberall differenzierbar mit integrierba-
rer Ableitung und absolutstetig sind.

Bezugnehmend auf meine Staatsexamensarbeit Konstruktion eines dufleren Ldingen-
mafes auf Banachrdumen wird im zweiten Abschnitt zunichst die Konstruktion der
sogenannten duferen d-Mafe zitiert.3® Ferner findet man in diesem Abschnitt eine Zu-
sammenstellung der fiir die hiesigen Zwecke notwendigen Eigenschaften der dufleren d-
Mafe. Der Begriff der Nullmengentreue von Abbildungen wird mit Hilfe der &ufleren
d-Mafle im dritten Abschnitt definiert. Von Bedeutung ist die in diesem Zusammenhang
bewiesene Tatsache, dafi absolutstetige Abbildungen bereits nullmengentreu sind.

Im vierten Abschnitt wird zunédchst das sogenannte Mittelwert-Lemma etabliert. Ob-
wohl die dort formulierte Mittelwert-Ungleichung relativ schwach ist, lassen sich dar-
aus bereits alle fiir den Beweis der verallgemeinerten Version des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung wichtigen Folgerungen ziehen. Insbesondere folgert
man aus dem Mittelwert-Lemma, dafl jede iiberall differenzierbare Abbildung bereits
nullmengentreu ist. Eine deutliche Verschirfung der Aussage des Mittelwert-Lemmas
erhiilt man unter Zuhilfenahme des Uberdeckungssatzes von Vitali; diese verschirfte
Fassung des Mittelwert-Lemmas wird zum Abschlufl des vierten Abschnitts bewiesen.
Schliefllich werden im fiinften Abschnitt die in der Einleitung vorgestellte verallgemei-
nerte Fassung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung bewiesen sowie in
einigen Spezialfillen Varianten des Hauptsatzes vorgestellt und diskutiert.

33Dem mafBtheoretisch bewanderten Leser wird dabei nicht entgehen, daf sich die Konstruktion der dufle-
ren d-Mafle eng an die Konstruktion des Hausdorff-MafSes der Dimension I anlehnt; diesbeziigliche
Kommentierungen findet man in der oben genannten Arbeit, S. 15ff.

15






1 Unbestimmte Integrale und
absolutstetige Abbildungen

1.1 Integrandenfunktionen und unbestimmte Integrale

Definition 1.1 Fine integrierbare Abbildung g : I — X mit der Eigenschaft

Veel @ f(z) = f(a)+/zg(t)dt

heifit Integrandenfunktion fiir f. f heifft unbestimmtes Integral, wenn es eine
Integrandenfunktion fir f gibt. Die Menge der unbestimmten Integrale auf I mit Werten
in X wird mit UI(I, X) bezeichnet.

Unmittelbar aus der Linearitét des Integrals ergibt sich die

Bemerkung 1.2 (i) Seien fi, fa, 91,92 Abbildungen auf I mit Werten in X, und sei
a € K. Sind g1 bzw. go Integrandenfunktionen fir fi1 bzw. fo, so ist agi + go eine
Integrandenfunktion fir afi + fo.

(i) UI(I, X) ist ein K-Vektorraum. m

Satz 1.3 g : I — X sei Integrandenfunktion fir f. Jede weitere Abbildung h : I — X
ist genau dann Integrandenfunktion fir f, wenn g A-fast iberall mit h tbereinstimmd.

Beweis. Dieser Satz gehort zum Standard-Repertoire der Integrationstheorie. Einen Be-
weis findet man im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit in Korollar 11.12, Aqui-
valenz (ii) <= (iii), S. 80. ¢

Satz 1.4 Ist f unbestimmtes Integral, so gibt es eine separabelwertige Integrandenfunk-
tion fir f.

Beweis. Sei g : I — X eine Integrandenfunktion fiir f. Als integrierbare Abbildung
ist g insbesondere mefibar, also A-wesentlich separabelwertig (vgl. [DIE] Theorem
I1.1.2, S. 42). Also findet man eine separabelwertige Abbildung h : I — X, die
A-fast iiberall mit g tibereinstimmt. Nach Satz 1.3 ist auch h Integrandenfunktion
fir f. =

17
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1.2 Differentiations-Eigenschaften unbestimmter Integrale

Zunichst notieren wir nochmals die bereits aus der Einleitung bekannte Bedingung

(DIFF-INT) f ist \-fast tberall differenzierbar mit integrierbarer Ablei-
tung.

Der Beweis der Tatsache, dafl unbestimmte Integrale die Bedingung (DIFF-INT)
erfiillen, beruht im wesentlichen auf dem Differentiations-Satz von Lebesgue, den wir
der Vollstéindigkeit halber an dieser Stelle zitieren:

Satz 1.5 (Differentiations-Satz von Lebesgue) Sei g : I — R monoton. Dann
erfillt g die Bedingung (DIFF-INT), und fir alle z,y € I, x <y, gilt: ff lgo(t)| dt <
l9(y) —g(x)] -

Beweis. [BEN] Theorem 4.8, S. 135ff. ¢

Lemma 1.6 g,h : I — R seien integrierbare Abbildungen. Genau dann gilt

/:g(t)dt < /:h(t)dt

fiir alle z,y € I, x <y, wenn g < h A-fast iiberall.

Beweis. Die Implikation ,,<=*“ ist klar. Zum Beweis der umgekehrten Implikation gelte
ff g(t)dt < ff h(t)dt fir alle z,y € I, x < y. Wegen der Additivitit des Integrals
bedeutet dies: f A gdi < f A hdX fir alle A € 2. Weil die o-Algebra 9B von der
Algebra 2 erzeugt wird, folgt: [ 4 9dX < / 4 hdX fiir alle A € B. (Vergleiche hierzu
auch die Korollare 10.10 und 10.12 im zweiten Teil dieser Arbeit.) Dies impliziert
schliefflich die gewiinschte Ungleichung g < h A-fast iiberall. =

Satz 1.7 Sei f : I — X unbestimmtes Integral. Dann erfillt f die Bedingung (DIFF-
INT), und die Ableitung f{, ist eine Integrandenfunktion fir f.

Beweis. (Vgl. [DIE] Theorem I1.2.9, S. 49f.) Nach Satz 1.4 findet man eine separabel-
wertige Integrandenfunktion g : I — X fiir f. Sei {p,|n € N} eine dichte Teil-
menge von Bild(g). Sei n € N. Die Abbildung |g — p, | ist positiv und Lebesgue-
integrierbar, d.h.

X
wn:zw,xw/ lg(t) — pul dt,
a

ist eine monoton wachsende Abbildung. Anstelle von (p,); werde die Ableitung
von ¢, der Einfachheit halber mit ¢/, bezeichnet. Nach dem Differentiations-Satz
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von Lebesgue ist ¢, A-fast iiberall differenzierbar mit Lebesgue-integrierbarer Ab-
leitung ¢/, ; da ¢, monoton wachsend ist, ist ¢/, > 0. Ferner gilt fiir alle z,y € I,
z <y
v y
[ et < on) =~ ea@) = [0 ~pal de.
x x

Nach Lemma 1.6 impliziert dies ¢/, < | g — p | A-fast iiberall. Man findet also eine
A-Nullmenge E,, C I so, da8 fiir alle z € I'\ E,, gilt: ¢, ist in x differenzierbar, und
es gilt 0 < ¢, (x) < || g(x) — pn || . Als abzihlbare Vereinigung von A-Nullmengen
ist auch E := |J,cy En eine A-Nullmenge. Fiir alle n € N ist also ¢, in jedem
Punkt x € I'\ E differenzierbar, und es gilt:

0 < ¢p(@) < llg(@) —pal - (1.1)

Sei nun x € I \ E. Dann gilt fiir alle n € N:

1 x+h
limsup || — / g(t)dt — g(z)
h—0 h T

1 x+h
= limsup —/ (9(t) —pp)dt + (pn — g(x))
h—0 h x
1 x+h
< tms |2 [ ) - pu dt' o —g(@) |
h—0 h x
. 1
= hr}r;sgp E(tpn(x-i-h)—%z(x))' + |lpn — g(2) ||
= lim ; + lpn—g@) || = |en@)| + llpn—g@)|
< 2 |lpn—g2)]

wobei die letzte Abschitzung eine Folgerung aus (1.1) ist. Da diese Rechnung fiir
alle n € N giiltig ist, und da {p,|n € N} eine dichte Teilmenge von Bild(g) ist,
folgt:

1 z+h
lim sup H —/ g(t)dt — g(x)
h—0 h x

<2t o) = 0.
neN
Dies impliziert dann sofort

1 x+h
lim — t)ydt = .
i 5 [ st = g(0)
Also ist f auf I\ E und damit A-fast iiberall differenzierbar. Weil ferner f} und g
A-fast iiberall iibereinstimmen, ist f) nach Satz 1.3 eine Integrandenfunktion fiir

f. Insbesondere ist f) integrierbar, d.h. f erfiillt die Bedingung (DIFF-INT). =
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1.3 Absolutstetige Abbildungen

Definition 1.8 f heifst absolutstetig, wenn fir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 so existiert, daf
fiir allen € N und alle a1,b1,...,a,,bp € I mita < a1 <by <..<a, <b, <b gilt:

> (b — ax) <5:>Z||fbk flap) || < e.
=1 k=1

Die Menge der absolutstetigen Abbildungen auf I mit Werten in X wird mit AC(I, X)
bezeichnet.

Die folgende Formulierung der Absolutstetigkeit ist eleganter als die in der Definition
notierte:

Bemerkung 1.9 Genau dann ist f absolutstetig, wenn fiir alle € > 0 ein 6 > 0 so
existiert, daf$ fir jede endliche disjunkte Teilmenge S von T gilt:

)\(US) <5 = > [ fsupW) - f(infW)| <e. m
weS

Unmittelbar aus den Eigenschaften der Norm auf X erhélt man die folgende
Bemerkung 1.10 AC(I, X) ist ein K-Vektorraum. m

Den Zusammenhang zwischen den Begriffen Stetigkeit, Absolutstetigkeit und Lip-
schitz-Stetigkeit notieren wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 1.11 (i) Absolutstetige Abbildungen sind stetig. Insbesondere ist also
AC(I, X) ein K-Untervektorraum von C(I,X).

(ii) Ist f Lipschitz-stetig, so auch absolutstetig. Insbesondere ist f absolutstetig, falls
f stetig differenzierbar ist.

Beweis. (i) : Setzt man in der Definition der Absolutstetigkeit insbesondere n = 1, so
erhilt man die gewiinschte Aussage.
(ii) : f sei Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, d.h. es gilt fiir alle
z,y € I mit x <y

1f) = f)l < Ly—x) = L-X[=z,y]).

Im Fall L =0 ist f offenbar konstant, also auch absolutstetig. Sei also L > 0. Fiir
e > 0 setzt man dann 0 := ¢ und verifiziert damit sofort die Absolutstetigkeit von
f. Sei nun f stetig differenzierbar. Wegen der Kompaktheit von I gilt dann:
L::supr H<oo
zel

Die Mittelwert-Ungleichung impliziert die Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich der
Lipschitz-Konstanten L. Also ist f absolutstetig. m



1.4. Unbestimmte Integrale sind absolutstetig 21

1.4 Unbestimmte Integrale sind absolutstetig

Lemma 1.12 g: I — X sei eine integrierbare Abbildung. Dann gibt es zu jedem € > 0
ein 0 > 0 derart, daf fiir jede Lebesque-mefbare Menge A C I gilt:

AMA) <d = /|g|d)\<€.
A

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir alle £ € N setzt man zuerst Ay := { z €I | |g|/(z) <k } und
dann gy := |g|-14,. Da |g| eine Lebesgue-integrierbare, insbesondere also Lebesgue-
meBbare Funktion ist, ist (Ax)ren eine aufsteigende Mengenfolge in %B. Daher ist
(g9k)ken eine aufsteigende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen, die punktwei-
se gegen |g| konvergiert. Also gilt nach dem Satz von Beppo-Levi iiber die monotone

lim /gkd)\ = /\g\d)\.

Man findet daher n € N so, daf} gilt:

/\g\cu < /gnd)\+i.
I I 2

Setze § := 5= . Sei ferner A C I eine Lebesgue-mefibare Menge derart, dal A(A4) <
0. Dann gelten

Konvergenz:

und

IN

9
[sl=max < [l -grar < 5
A 1
/nd)\:n)\(A) < né="2.
A

[onix < [ Ngal ax ;
A A

Kombination dieser beiden Ungleichungen liefert die gewiinschte Abschéitzung

/\g|d)\ <e. m
A

Satz 1.13 Unbestimmte Integrale sind absolutstetig. Insbesondere ist also UI(I, X) ein
K- Untervektorraum von AC(I, X).

Beweis. Sei f unbestimmtes Integral, und sei g : I — X eine Integrandenfunktion fiir f.
Sei € > 0. Nach Lemma 1.12 findet man § > 0 so, daf fiir jede Lebesgue-mefibare
Menge A C I gilt:

AMA) <d = /|gyd>\<s.
A

Sei S eine endliche disjunkte Teilmenge von 7 so, daf} gilt:

A<U8)<6.
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Offensichtlich ist B := |JS eine Borelsche, mithin eine Lebesgue-mefibare Menge.
> e W) = fnt W) | = >

Es folgt:
[oos]
Wes wes W

< 3 [ hewla = [1oran<e.

wes

1.5 Absolutstetige Abbildungen sind von beschrankter
Variation

Bei der Formulierung der reellen Version des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung wird die Tatsache, daf§ absolutstetige Abbildungen stets von beschrankter
Variation sind, eine wichtige Rolle spielen. Der Vollstdndigkeit halber notieren wir an
dieser Stelle die bekannte Definition der BV-Abbildungen:

Definition 1.14 f heifit von beschrinkter Variation (oder BV-Abbildung), falls
sup{ Z | flag) — flak—1)] | n €N, a:a0<a1<...<an:b} < 00.
k=1

Die Menge der BV-Abbildungen auf I mit Werten in X wird mit BV(I, X) bezeichnet.
Unmittelbar aus den Eigenschaften der Norm auf X erhélt man die folgende
Bemerkung 1.15 BV(I, X) ist ein K-Vektorraum. m

Satz 1.16 Absolutstetige Abbildungen sind von beschrankter Variation. Insbesondere ist
also AC(1,X) ein K-Untervektorraum von BV(I, X).

Beweis. Der Beweis dieses Satzes 143t sich mit den Hilfsmitteln aus Teil 2 sehr elegant
fithren, siehe Korollar 12.9. ¢



2 Die duBBeren d-MaBe auf Banachraumen

2.1 Das auBere Lebesgue-MaB auf R

Erinnerung 2.1 Sei A C R. Bezeichnet man mit IV (A) die Menge aller abzihlbaren
Uberdeckungen von A, die nur aus reellen Intervallen bestehen, so gilt:

A(A) = inf{ Z diam(7)

IeN

NGIV(A)}. 3

2.2 Konstruktion der auBeren d-MaBe auf X

Satz und Definition 2.2 Fiir alle A C X bezeichne 82X (A) die Menge aller abzdihlba-
ren Uberdeckungen von A, die nur aus X -Kugeln bestehen (den sogenannten X-Kugel-
Uberdeckungen von A ). Eine derartige X -Kugel- Uberdeckung KC wird als offen (bzw.
abgeschlossen ) bezeichnet, wenn jede in KC enthaltene X -Kugel offen (bzw. abgeschlos-
sen) ist. Fir alle A C X und d € ]0,00][ setzt man ferner

RF(A) = {Kefl(A)| VK eK : diam(K) <d } ;

jedes der Elemente von & (A) wird als X-Kugel-Uberdeckung von A zum Durch-
messer d bezeichnet. Fir alle d € |0,00] ist dann die Mengenfunktion

AX L PB(X) — [0,00] A»—>inf{ Z diam(K)

Kek

zceﬁsm},

ein dufleres Maf auf X. Ferner ist
Ap BX) = [0,00] , A sup { AJ(4) [ de]0,00] }

ein duperes Maf auf X. Fir alle d € [0,00] wird \¥ als duBeres d-Maf3 auf X
bezeichnet. Insbesondere heif§t )\é( duBBeres Lingenmaf} auf X. Im Fualle X = R stimmt
fir alle d € [0,00] das dufSere d-Majf3 )\]5 mit dem dufleren Lebesgue-Majf$ \* tiberein.

Beweis. [ROS] Satz 2.7, S. 17 und Satz 7.1, S. 45. ¢

23
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2.3 Uber Nullmengen

Bemerkung 2.3 Fir alled € [0,00] sind die abzihlbaren Teilmengen von X \X -Null-
mengen.

Beweis. [ROS] Lemma 3.2, S. 19f. o
Satz 2.4 (Nullmengen-Aquivalenz der #ufleren d-Mafe) Fiir alle A C X gilt:
(3de [0,00] : NJ(A)=0) <= (Vde [0,00] : \J(4)=0) .

Beweis. [ROS] Satz 3.8, S. 21. ¢

2.4 Approximationen

Lemma 2.5 (Approximation durch offene Mengen) Seien A C X und d €
]0,00] so, dafi \X(A) < oo. Dann gilt fiir alle & > 0:

(i) Es existiert eine abgeschlossene (bzw. offene) X -Kugel-Uberdeckung K € &5 (A)
so, daf
Z diam(K) < AY(A)+e¢.

(i) Es existiert eine offene Obermenge U C X von A derart, daff \X (U) < AX(A)+e .

Im Spezialfall X =R gilt: Ist A C R derart, daff \*(A) < 0o, so gilt fiir jedes ¢ > 0:

(i) Es existiert eine abzihlbare Uberdeckung U von A bestehend aus offenen (bzw.
abgeschlossenen) reellen Intervallen so, dafs

Y OAT) < N(A) te.

Jeu

(i1) Es existiert eine offene Obermenge U C R von A derart, daff AN(U) < A\*(A) +¢.
Insbesondere gibt es also eine offene Obermenge U C R von A so, daff A(U) < oc.

Beweis. [ROS] Lemma 3.10, S. 22ff und Satz 7.1, S. 45. ¢

Satz 2.6 (Approximation durch Borelsche Mengen) Seien A C X und d €
[0,00]. Dann existiert eine Borelsche Obermenge U C X wvon A so, dafi \X(A) =
)\ff(U). Im Spezialfall X = R gilt: Zu jeder Teilmenge A C R existiert eine Borelsche
Obermenge U C R so, dafs \*(A) = A(U).

Beweis. [ROS] Satz 3.11, S. 24f und Satz 7.1, S. 45. o
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2.5 Vergleich von Durchmesser und duBeren d-MaBen

Satz 2.7 Fiir alle A C X gilt: \X(A) < 2diam(A) . Ist insbesondere K C X eine
X-Kugel, dann gilt sogar A5 (K) < diam(K) fir alle d € |diam(K),o00] .

Beweis. [ROS] Lemma 3.3, S. 20, Lemma 4.2, S. 27 und Beispiel 4.6, S. 28. ¢

Satz 2.8 Ist A C X wegzusammenhingend, so gilt: diam(A) < A\X(A) . Insbesondere
gilt diam(f(J)) < AL (f(J)) fiir jedes Teilintervall J von I, falls f stetig ist.

Beweis. [ROS] Bemerkung 4.8, S. 29 und Satz 4.14, S. 33. ¢






3 Nullmengentreue Abbildungen

3.1 Definition und einige einfache Bemerkungen

Definition 3.1 Sei M C I. f heifft nullmengentreu auf M, wenn fiir jede M-
Nullmenge A C M die Bildmenge f(A) eine X -Nullmenge ist. f heifit nullmengen-
treu, falls f nullmengentreu auf I ist.

Die Nullmengen-Aquivalenz der duleren d-Mafie auf X (Satz 2.4) impliziert unmittel-
bar die folgende

Bemerkung 3.2 Sei M C I. Genau dann ist f nullmengentreu auf M, wenn fiir jede
A-Nullmenge A C M die Bildmenge f(A) eine Ai -Nullmenge ist. m

Die einfache Tatsache, da8 jede abzihlbare Teilmenge von X bereits eine A2 -
Nullmenge ist, spiegelt sich in der folgenden Bemerkung wider.

Bemerkung 3.3 Sei M C I, und sei B C M abzihlbar. Ist f auf M\ B nullmengentreu,
so auch auf M.

Beweis. f sei auf M \ B nullmengentreu. Sei A C M eine A-Nullmenge. Als abzéhlbare
Menge ist f(B) eine A% -Nullmenge. Ferner ist A\ B als Teilmenge der A-Nullmenge
A ebenfalls eine A-Nullmenge. Daher ist nach Voraussetzung A (f(A\ B)) = 0, es
gilt also:
Moo(F(A) < AL(F(ANB) + AL(f(B) = 0. =

3.2 Absolutstetige Abbildungen sind nullmengentreu

Lemma 3.4 Sei U C R offen. Dann besteht die Menge der Zusammenhangskomponen-
ten von U aus abzdhlbar vielen paarweise disjunkten offenen nicht-leeren Intervallen.

Beweis. Die Menge der Zusammenhangskomponenten von U werde im folgenden mit C
bezeichnet. Sei W € K. Per Definition ist W eine nicht-leere zusammenhéngende
Teilmenge von R, also ein nicht-leeres Intervall. Sei x € W. Da U offen ist, findet
man ¢ > 0 so, dafl

Vi=lz—ecao+e][CU.

27
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Da V' zusammenhédngend ist, ist V' C W. Also ist W offen. Ferner sind offenbar
je zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten von U disjunkt, d.h. IC besteht
aus paarweise disjunkten offenen nicht-leeren Intervallen. Da jede Zusammenhangs-
komponente offen und nicht-leer ist, findet man schlieflich eine Familie (gw)wex
in Q so, dafl qw € W fiir alle W € K. Da K disjunkt ist, ist die Abbildung
K—Q, W+ qw, injektiv. Also ist K abzdhlbar. =

Lemma 3.5 Seien A C I und F C B(I) eine abzihlbare Uberdeckung von A. Dann gilt:

Beweis. Auf Grund der Monotonie und der o-Subadditivitit von AX erhilt man
zunéchst:

AS(f(A) < AS ( U f(E)> < D A (F(B).

Nach Satz 2.7 gilt ferner AX (f(F)) < 2diam(f(E)) fiir alle E € F. Kombination
beider Ungleichungen liefert die Behauptung. =

Satz 3.6 Absolutstetige Abbildungen sind nullmengentreu.

Beweis. f sei absolutstetig. Wegen Bemerkung 3.3 geniigt es, die Nullmengentreue von
f auf ]a,b[ zu zeigen. Sei also A C ]a,b| eine A-Nullmenge. Sei ¢ > 0. Da f
absolutstetig ist, findet man 6 > 0 so, daf} fiir jede endliche disjunkte Teilmenge S
von 7 gilt:

STAW) <6 = S (I fsupW) — f(inf W) || < g (3.1)

wWeS wesS

Nach Lemma 2.5 findet man eine offene Obermenge U C R von A so, da A(U) < 0 ;
wegen A C Ja,b[ kann man 0.B.d.A. auch U C ]a,b[ annehmen. Im folgenden
bezeichne K die Menge der Zusammenhangskomponenten von U. Nach Lemma
3.4 besteht K aus abzihlbar vielen paarweise disjunkten Intervallen. Lemma 3.5
impliziert daher:

No(f(4)) < 2 ) diam(f(W)) . (3.2)

Wegen U C ]a,b][ ist fiir alle W € K das abgeschlossene Intervall W eine kompakte
Teilmenge von I. Aufgrund der Stetigkeit von f findet man daher fiir alle W € K
ein offenes Teil-Intervall Jy C W so, dafl gilt:

| f(sup Jw) — f(inf Jw) || = diam(f(W)) .
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Kombiniert man dies mit (3.2), so ergibt sich:

AN(F(A) <2 > || flsupJw) — flinf Jw) | - (3.3)

wekK

Aufgrund der Monotonie und o-Additivitit von A gilt nun:

DT AUw) < ) AW) :>\< U W) = \U) < §.

wek wekK WweK
Fiir jede endliche Teilmenge S von K ist daher { Jy | W € S } eine endliche dis-
junkte Teilmenge von 7 mit der Eigenschaft:
S TAIw) £ ) AJIw) < 6.
WeS WeKk

Aussage (3.1) impliziert also

> N f(supJw) — f(inf Jw) || < g

wes

fiir jede endliche Teilmenge S von K, woraus man unmittelbar

S | Flsup Jw) — Flinf Ji) || <

€
2
WeK

folgert. Kombiniert man dies mit (3.3), so erhélt man schlielich die gewiinschte

Ungleichung:

AS(f(A) <2 ) | f(sup Jw) — f(inf Jw) || < 2
WeK

| ™






4 Verallgemeinerungen der
Mittelwert-Ungleichung

4.1 Das Mittelwert-Lemma

Lemma 4.1 Seien A C DN Ja,b[ und K := sup,cy || f'(z)] < oo . Ferner sei
e > 0. Dann gibt es eine offene Obermenge U C | a,b[ von A und eine Familie (0z)zca
positiver Zahlen so, daf$ gilt:

AU) < XN (A)+e, (4.1)
VeeA : |Jz—b,,x+0,[ C U, )
VieAVyelr—bnata| ¢ |F@)-f@)] < (K+e)- ly—x| . (43)

Beweis. Nach Lemma 2.5 findet man eine offene Obermenge U C R von A mit der
Eigenschaft (4.1), wobei man wegen A C ] a,b[ 0.B.d.A. auchU C | a,b| annehmen
kann. Aufgrund der Offenheit von U und wegen K < oo findet man ferner eine
Familie (0;)ze4 positiver Zahlen mit den Eigenschaften (4.2) und (4.3). =

Lemma 4.2 Seien x1,22 € R, 21 < x2, und 01,02 > 0. Damit definiert man fir j €
{1,2} die Intervalle Ej :=]x; —d;,2; + ;] . Dann gilt:

(i) (Ja<z : a€ B\ Ey) = E;1 CEy.
(i) (Ja>zy : a€ B\ Ey) = FEy C Ey .
Beweis. (i) : Sei a < x1 so, dal @ € Ey \ Eq1. Wegen « ¢ E; folgt zunéchst:
a < x1—901. (4.4)
Wegen = € E5 gilt ferner:
To—07 < a < T+ 09 . (4.5)

Kombiniert man dies mit (4.4) und beachtet z7 < w9, so folgt 01 < 21 — a <
x9 — a < 02 . Dies impliziert schlieflich unter Beachtung von (4.4) und (4.5)

To—0 < @ < x1—01 < z1+01 < 29+ b,

31
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also B4 C Es.

(ii) : Sei a@ > x9 so, daB o € Ey \ Ep. Man setzt Z; := —x; und Ej = —F; fur
j € {1,2} sowie @ := —a. Offenbar ist @ < T < 7, und @ € E; \ E. Nach (i) folgt
daher EQ - El, d.h.also o CEFi. =m

Lemma 4.3 (Mittelwert-Lemma) Seien A C Dy und K :=sup,cy || f'(z)] < oo.
Dann gilt:

Noo(f(A)) < 2K -A*(A).

Beweis. Es geniigt offenbar, die Behauptung fiir A C ] a,b| zu verifizieren; im folgenden

sei also A C |a,b[. Ferner ist der Fall A = () trivial; es sei also A # (). Sei e > 0.
Es geniigt zu zeigen:

Ao(f(A) < 2(K +e)- (\(4) +e) -

Nach Lemma 4.1 findet man eine offene Obermenge U C |a,b[ von A und eine
Familie (6;)ze4 positiver Zahlen so, dafl (4.1) — (4.3) gelten. Fiir alle x € A setzt
man zunéichst E, := |z — 0z, + 0, [. Offensichtlich ist dann die Menge E :=
U, e 4 Bz eine offene Menge, und es gilt A C £ C U. Im folgenden bezeichne K
die Menge der Zusammenhangskomponenten von E. Aus Lemma 3.4 folgt, dafl K
aus abzahlbar vielen paarweise disjunkten offenen nicht-leeren Intervallen besteht.
Daher erhilt man unter Verwendung von (4.1) die Abschétzung

DTAW) = ME) < AMU) < A(A) +e. (4.6)
wek

Wegen A C F ist K eine abzihlbare Uberdeckung von A; Lemma 3.5 liefert daher
die Ungleichung

No(f(A) < 2 Y diam(f(W)) (4.7)

Man zeigt im folgenden noch die Aussage

VW ek : diam(f(W)) < (K+¢)-A(W). (4.8)
Kombiniert man dies mit (4.6) und (4.7), so erhilt man die zu zeigende Unglei-
chung:
ML) < 2 ) diam(f(W)) <
weK
< 2(K+4e)- Y AW) < 2(K +¢)- (A(A) +¢) .

Beweis von (4.8) : Seien W € K und z,y € W, x < y. Da W zusammenhingend
ist, gilt [x,y] C W. Wegen

w= |J B (4.9)
vEANW
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ist also { E, | v € ANW } eine offene Uberdeckung des Kompaktums [x,y]. Man
findet folglich eine endliche Menge P C AN W so, dafl

[z,y] ¢ |JE, (4.10)
veEP

gilt. Indem man P gegebenenfalls verkleinert, erreicht man, dafl zusétzlich zu (4.10)
die beiden folgenden Aussagen gelten:

VveP : E,N[xy] # 0, (4.11)
Vve PYwe P\{v} : E, ¢ E,. (4.12)
Setzt man n := | P|, so kann man die Elemente von P aufsteigend mit x1, xa, ..., T,

durchnumerieren, d.h. es ist P = {z1,22,...,2,} und x; < xj41 fiir alle j € N,
Ferner setzt man F; := E,; und 0 = (5%. fiir alle j € N<,,.
Behauptung: Es gelten die folgenden Aussagen:

x € Eyp, (4.13)
y € by, (4.14)
VieNe, : EjNEj1 # 0. (4.15)

Beweis: (4.13) : Angenommen x ¢ E;. Wegen (4.11) folgt daraus zunéchst z <
r1 — 61 < z1 . Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft findet man j € N<,, \ {1}
so, daB = € Ej. Wegen z < z1 < z; liefert Lemma 4.2 (i) daher Ey C E; im
Widerspruch zu (4.12).

(4.14) : Angenommen y ¢ E,. Wegen (4.11) folgt daraus zunéchst y > x,, + 6, >
z, . Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft findet man j € N.,, so, da8 y € E;.
Wegen z; < x, < y liefert Lemma 4.2 (ii) daher E,, C E; im Widerspruch zu
(4.12).

(4.15) : Sei j € Ney,. Angenommen E; N Ej1; = 0. Wegen z; < xj4; findet man
daher z € [z}, 2;41] so, daB gilt

T; < .Z’j—i-(Sj < z < .CL'j+1—(5j+1 < Zjq1 -

Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft findet man ferner & € N<,, \ {4,5 + 1} so,
dal z € Ep. Im Fall £ > j + 1 gilt dann z < zj41 < 2, und 2z € E; \ Ejq1.
Daher liefert Lemma 4.2 (i) Ej;1 C Ej, im Widerspruch zu (4.12). Im Fall £ < j
gilt z < z; < z und z € Ej \ E;. Daher liefert Lemma 4.2 (ii) E; C Ej im
Widerspruch zu (4.12). o

Wegen (4.15) findet man nun zu jedem j € No, ein p; € E; N Ejpq N [xj, 2541 ]
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Daher gilt unter Verwendung von (4.3):

1 f(@) = FW) | (4.16)
n—1
< | f@) = Fle)l + D () = f@)ll+ 1) = flai) )
j=1

+ [ f(@n) = FW) |

n—1

< (K+e)- | le—am| + > (5 —2) + (w01 —py)) + |za—y|
j=1

< (K4e) (14 (an—21)+0,) = (K+e) ((zn+6n) — (1 —01)) -

Weil die Punkte 21 und x, in P und damit auch in A N W liegen, ist nach (4.9)
das Intervall |z — 01,2, + ,, [ in der zusammenhéngenden Menge W enthalten.
Es folgt also aus (4.16):

[f(@) = fy)ll < (K+e) (supW —inf W) = (K +¢)- A(W).
Weil z, y beliebig aus W fixiert waren, liefert dies schlielich die zu zeigende
Ungleichung (4.8). =
4.2 Differenzierbarkeit und Nullmengentreue

Satz 4.4 f ist auf Dy nullmengentreu. Insbesondere ist f bereits dann nullmengentreu,
wenn f tberall differenzierbar ist.

Beweis. Sei A C Dy eine A-Nullmenge. Fiir alle £ € N setzt man
Ay ::{:EEA|Hf/(a:)H§k:}.
Nach dem Mittelwert-Lemma gilt dann: AX(f(Ax)) < 2k - A(Ag) = 0 . Dies

impliziert:

Ao(f(4)) = Aii(U f(Ak)> < Y AE(f(A4) = 0. m

keN keN
Als unmittelbare Kombination von Satz 4.4 und Bemerkung 3.3 erhélt man das
Korollar 4.5 Ist I\ Dy abzdhlbar, so ist f nullmengentreu. m

Ist I\ Dy eine (iiberabzéhlbare) A-Nullmenge, so ist f im allgemeinen nicht nullmen-
gentreu, wie man am Beispiel der Cantor-Funktion sieht. Wann genau die Bedingung
A(I \ Dy ) = 0 die Nullmengentreue von f impliziert, zeigt das folgende Korollar:
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Korollar 4.6 f sei A-fast tberall differenzierbar. Genau dann ist f nullmengentreu,
wenn f(I\Dy) eine A -Nullmenge ist.

Beweis. Ist f nullmengentreu, so gilt AX(f(I\Df)) =0 wegen MI\Ds)=0. Ist
andererseits A% (f(I\Dy)) =0, so gilt wegen der Nullmengentreue von f auf Dy
fiir jede A-Nullmenge A C I:

Noo(F(A) < AL(F(ANDy)) + AL(F(ANDy)) < 0+ AL(f(I\Dy)) = 0,

d.h. f ist nullmengentreu. =

4.3 Eine weitere Anwendung des Mittelwert-Lemmas

Zum Beweis des folgenden Satzes wird neben dem Mittelwert-Lemma auch der keines-
wegs triviale Satz 2.8 verwendet.

Satz 4.7 [ sei stetig, nullmengentreu, und es gelte f'(x) = 0 fiir \-fast alle x € I. Dann
ist f konstant.

Beweis. Man setzt A :={ z € Dy | f'(x) =0 }. Aus dem Mittelwert-Lemma folgt dann
AX(f(A)) = 0. Nach Voraussetzung ist ferner I \ A eine A-Nullmenge; aufgrund
der Nullmengentreue von f erhilt man also AX (f(1\ A)) = 0. Kombiniert man
diese beiden Ergebnisse, so folgt:

No(FT) < AG(F(A) +AL(fFI\A) = 0.

Weil f stetig ist, gilt nach Satz 2.8 schlieflich: diam(f(1)) < AX(f(I)) = 0. Also
ist f konstant. m

Korollar 4.8 f sei absolutstetig, und es gelte f'(x) = 0 fiir A-fast alle x € I. Dann ist
f konstant.

Beweis. Dies ist eine Kombination von Satz 4.7, Bemerkung 1.11 (ii) und Satz 3.6. m

Korollar 4.9 f sei stetig, nicht-konstant, und es gelte f'(x) = 0 fiir A\-fast alle x € I.
Dann ist AXX(f(I\Df))>0.

Beweis. Gemifl der Kontraposition von Satz 4.7 ist f nicht nullmengentreu. Korollar
4.6 liefert daher die Behauptung. m

Im Fall X = R ist die Aussage des eben formulierten Korollars genau das Ergebnis
der Arbeit Concerning a Result of Zahorski on the Differentiability of Functions von
A Bravo ([BRA]). Hllustriert wird dieses Ergebnis wiederum durch die Cantor-Funktion.
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4.4 Integral-Varianten des Mittelwert-Lemmas

Lemma 4.10 f{ sei integrierbar. Dann gilt fir jede Lebesgue-mefbare Menge A C Dy :
L) <2 [ 5] an.

Beweis. Weil f; integrierbar ist, trifft dies auch auf |fj| zu. Sei A C Dy eine Lebesgue-
mefibare Menge. Sei n € N. Es geniigt zu zeigen:

WS < 2 [ (5] an 2w, (4.17)
A

Fiir alle k € N ist wegen der Mefbarkeit von | f)| die Menge

E—1 k
E, = {:L‘EA‘2R+1_H]£O H<2n+1}

_ k—1 k
= ‘f()‘ 1<|:2n+1’2n+1|:>mA

Lebesgue-mefibar. Offenbar ist A disjunkte Vereinigung der Mengen Ej, k € N.
Ferner gilt nach dem Mittelwert-Lemma fiir alle £ € N:

2 UNE) = k27 A(Ey) .

Daher folgt:

ALY — Ai.i(U f<Ek>) < SOR(GE) < k2 AEY

keN keN keN
= 2 (k—1)27 1. + 27" ) (B
keN keN
< 2> inf{ || fp(x)] | z € By }- MEx) +2"-)\(U Ek>
keN keN
<

2/A\f(’)|d)\+2_”)\(A). .

Lemma 4.11 f sei nullmengentreu und erfiille die Bedingung (DIFF-INT). Dann gilt
fiir jede Lebesgue-mefibare Menge A C I:

ME(F(A) < 2/A 73] dx .
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Beweis. Sei A C I eine Lebesgue-meBbare Menge. Wegen A(1 \ Dy ) = 0 ist A\ Dy eine
A-Nullmenge. Die Nullmengentreue von f impliziert daher A% (f(A\ Dy)) = 0.
Kombiniert man dies mit Lemma 4.10, so erhélt man:

No(f(A)) < AL(FANDy)) + AL(F(ANDy)) = AL (F(ANDy))

2/ |f(’)\d)\§2/|f(’)\d)\. .
AﬂDf A

Satz 4.12 f sei stetig, nullmengentreu und erfille die Bedingung (DIFF-INT). Dann
gilt fiir jedes Teil-Intervall J C I:

IN

diam(f(J)) < 2/]\f5| dX .

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Kombination von Lemma 4.11 und Satz 2.8. =

4.5 Die verscharfte Version des Mittelwert-Lemmas

Die Aussage des folgenden Lemma 4.3’ ist in zweierlei Hinsicht eine Verschérfung
des Mittelwert-Lemmas: Zum einen erweist sich der Faktor 2 in der Abschitzung des
Mittelwert-Lemmas als obsolet, zum anderen gelingt es, das relativ schwache duflere Mafl
MY durch das sehr viel stirkere #uBere Lingenmafl \{ zu ersetzen. Das entscheidende
Hilfsmittel ist dabei der Uberdeckungssatz von Vitali, den wir der Vollstéindigkeit halber
an dieser Stelle zitieren.

Definition 4.13 Sei A C R. FEine nicht-leere Menge V reeller Intervalle heiffit Vitali-
Uberdeckung von A, wenn gilt:

Ve>0VaeAIIeV xzel ANXI)€]0,e].

Beispiel 4.14 Sei A C R. Sei (0;)zca eine Familie positiver Zahlen. Dann ist die Menge

Ueiee]
r——,r+ —
n n

eine Vitali-Uberdeckung von A. m

xeA,neN}

Satz 4.15 (Uberdeckungs-Satz von Vitali) Sei A C R so, daff \*(A) < co. Sei V
eine Vitali- Uberdeckung von A. Dann gibt es eine abzihlbare disjunkte Teilmenge W von
V mit den folgenden Figenschaften:

(i) Fiir jedes € > 0 gibt es eine endliche Menge W. C W derart, dafl
A (A\UWS) < e.
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(i) A* (A\UW) ~0.
Beweis. [BEN] Theorem 4.7, S. 132ff. o
Lemma 4.3’ Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.3 gilt: N (f(A)) < K- \*(A) .

Beweis. O.B.d.A. kann man A C |a,b[ annehmen. Zum Beweis der Behauptung geniigt
es offenbar, die Aussage

Vde]0,00[Ve>0: M (f(A) < (K +¢) (A (A) +¢)
zu verifizieren; es seien also d € | 0,00 [ und € > 0. Damit setzt man
d
. 2(K +¢)°
Nach Lemma 4.1 findet man eine offene Obermenge U C ]a,b[ von A und eine
Familie (0;)zca positiver Zahlen so, daf§ (4.1) — (4.3) gelten; 0.B.d.A. kann man

dabei

supd, < ¢ (4.18)
€A

annehmen. Geméifl Beispiel 4.14 ist

Y = { }x(sx,er(sx[
n n

eine Vitali-Uberdeckung von A. Nach dem Uberdeckungs-Satz von Vitali findet
man daher eine abzihlbare disjunkte Teilmenge VW von V so, dafl

X (a\Uw) = o.

Der Satz 4.4 und die Nullmengen-Aquivalenz der duferen d-MaBe (Satz 2.4) im-

Af(f(A\UW)) = 0. (4.19)
Fiir alle W € W findet man nun nach der Definition von V ein zy € A und
dw € 10,04, ] so, daB W = |zw — dw,xw + dw [. Aus (4.3) ergibt sich dann
zunéchst

CL‘€A,TL€N}

plizieren deshalb:

fW) € K(f(aw), (K +¢€) ow)
fiir alle W € W. Daraus folgt mit (4.19

):

AS(F(A) < Agf( (AmUw)) ( (A\UW)) (4.20)
= X (f(anUw))

Af(f(UW)) - Af(WUWﬂW))

> AS(f( < > A(K 6 zw), (K +¢)éw)) .

wew wew

IN

IN



4.5. Die verscharfte Version des Mittelwert-Lemmas 39

Fiir alle W € W gilt nun wegen der Wahl von dy unter Beachtung von (4.18):
diam(K (f(zw), (K +¢)ow)) = 2(K+¢)dw < 2(K +¢€)dyy,
< 2(K+¢)c =d.
Hieraus ergibt sich mit Satz 2.7:
NS (K (flaw), (K +€)6w)) < 2(K +)ow -
Kombiniert man dies mit (4.20), so folgt:
A(fA) < D 2(K+e)dw = (K+¢e) Y AW).

wew wew
Weil W ein disjunktes Mengensystem ist, impliziert die o-Additivitdt von A:

AX(F(A) < (K +2)A (Uw) L < (K +e)A (Uv) .
Wegen (4.2) und (4.1) gilt ferner:

AMUy) < A(U ]x—ax,xwx[) < MU) < N(A) +e.

r€A

Kombiniert man die beiden letzten Abschéitzungen, so erhilt man die zu zeigende
Ungleichung
A (f(A) < (K+e)- (A (A) +¢e). =

Ersetzt man in den Beweisen von Lemma 4.10, Lemma 4.11 sowie Satz 4.12 das duflere
MaB A% durch das #uBere Lingenmafl Ay und die Abschiitzung des Mittelwert-Lemmas
4.3 durch die des verschirften Mittelwert-Lemmas 4.3’ so erhilt man die folgenden
Aussagen:

Lemma 4.10° Unter der Voraussetzung von Lemma 4.10 gilt fiir jede Lebesgue-mefibare
Menge A C Dy :

M (F(4) < /A\fa}dx. .

Lemma 4.11° Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.11 gilt fiir jede Lebesgue-
mefsbare Menge A C I:

M (F(4) < /A}f6| A,

Satz 4.12° Unter den Voraussetzungen von Satz 4.12 gilt fiir jedes Teil-Intervall J C I:

diam(f(J)) < /J\f5| i\ m






5 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

5.1 Die verallgemeinerte Version des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

Satz 5.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist unbestimmtes Integral.
(ii) f ist absolutstetig und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).
(iii) f ist stetig, nullmengentreu und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).

Insbesondere ist in diesem Fall f) eine Integrandenfunktion fir f.

Beweis. (i)=-(ii) : Folgt unmittelbar aus den Sétzen 1.13 und 1.7.
(ii)=(i) : f sei absolutstetig und erfiille die Bedingung (DIFF-INT). Dann ist die
Abbildung

g : I—>X,a:b—>/xf(’)(t)dt+f(a),

unbestimmtes Integral. Aus der eben bewiesenen Implikation (i)=-(ii) folgt, da8
auch g absolutstetig ist und die Bedingung (DIFF-INT) erfiillt. Daher ist auch die
Abbildung h := f — g absolutstetig und erfiillt die Bedingung (DIFF-INT). Weil
nach den Sétzen 1.7 und 1.3 die Ableitung von g A-fast iiberall mit f iiberein-
stimmt, gilt fiir A\-fast alle x € I:

W(z) = fox) —d'(x) = folz) - folx) = 0.

Aus Korollar 4.8 folgt h = const, wegen h(a) = 0 also h = 0. Dies bedeutet f = g,
d.h. f ist unbestimmtes Integral, und f{ ist eine Integrandenfunktion fiir f.
(ii)=-(iii) : Diese Implikation folgt unmittelbar aus Bemerkung 1.11 (i) und Satz
3.6.

(iii)=-(ii) : f sei stetig, nullmengentreu und erfiille die Bedingung (DIFF-INT). Sei

41
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e > 0. Da f{ integrierbar ist, findet man nach Lemma 1.12 ein 6 > 0 derart, dafl
fiir jede Lebesgue-mefibare Menge A C I gilt:

€

)\(A)<5:>/A\fé}d)\<§.

Sei S eine endliche disjunkte Teilmenge von 7 so, da8 ) ;e A(W) < 6 . Offenbar
ist A :=|JS eine Borelsche, mithin eine Lebesgue-mefbare Teilmenge von I, und
es gilt: M(A) = > jyes MW) <6 . Dies impliziert nach Wahl von 0:

A
/4 ‘fo‘ < 2
Satz 4.12 impliziert daher:

S fsup W) — fantW) | < S diam(F(W) < 32 /W 73] dA

wes wesS wes
:Zz/\f5|dA:2/\f5|dA<e,
wes W 4

d.h. f ist absolutstetig. m

Man beachte, dafl beim Beweis der Implikation (ii)=-(i) wesentlich auf das Korol-
lar 4.8 (und damit auf das Mittelwert-Lemma in der originalen Version sowie auf den
nicht-trivialen Satz 2.8) zuriickgegriffen wurde, wihrend beim Beweis der Implikation
(iii)=(ii) der Satz 4.12 (und damit die Integral-Variante des Mittelwert-Lemmas) die
zentrale Rolle spielte. Ferner beachte man, dafl beim Beweis der beiden nicht-trivialen
Implikationen (ii)=-(i) und (iii)=-(ii) jeweils beide Teile der Bedingung (DIFF-INT) (d.h.
die Differenzierbarkeit A-fast iiberall sowie die Integrierbarkeit der Ableitung) eingingen.
In der Tat ist es jedoch so, dafl die Ableitung einer absolutstetigen, A-fast iiberall dif-
ferenzierbaren Abbildung stets integrierbar ist; aus diesem Grund kann die Aussage (ii)
des Hauptsatzes durch die schwichere Aussage

(ii)’ f ist absolutstetig und A-fast iiberall differenzierbar.

ersetzt werden. Zum Beweis der soeben notierten Tatsache verweisen wir auf Diestel /Uhl,
Theorem IV.3.2, S. 107; dieser Beweis beruht auf einigen wichtigen Eigenschaften des
sogenannten Pettis-Integrals.

5.2 Folgerungen aus dem Hauptsatz fiir differenzierbare
Abbildungen

Korollar 5.2 f sei stetig, und I \ Dy sei abzihlbar. Genau dann ist f unbestimmtes
Integral, wenn f{ integrierbar ist. In diesem Fall ist f} eine Integrandenfunktion fir f.
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Beweis. Nach Satz 4.4 ist f nullmengentreu. Daher folgt die Behauptung aus der Aqui-
valenz (i) <= (iii) von Satz 5.1. m

Ein Spezialfall dieses Korollars ist das folgende

Korollar 5.3 f sei dberall differenzierbar. Genau dann ist f unbestimmites Integral,
wenn [’ integrierbar ist. In diesem Fall ist f' eine Integrandenfunktion fir f. m

5.3 Die Hauptsatz-Version fiir reellwertige Abbildungen

Im Spezialfall X = R vereinfacht sich die Formulierung des Hauptsatzes aufgrund der
Tatsache, dafl die reellwertigen Funktionen von beschrénkter Variation (und damit ins-
besondere auch die reellwertigen absolutstetigen Funktionen) automatisch die Bedin-
gung (DIFF-INT) erfiillen. Entscheidendens Hilfsmittel zum Beweis dieses klassischen
Resultates ist neben dem Differentiations-Satz von Lebesgue der sogenannte Jordansche
Zerlegungs-Satz:

Satz 5.4 (Jordanscher Zerlegungs-Satz) Fine reellwertige Funktion ist genau dann
von beschrinkter Variation, wenn sie Differenz zweier monoton wachsender Funktionen
15t.

Beweis. Siche z.B. [BEN] Theorem 4.1, S. 118. ¢

Kombiniert man dies mit dem Differentiations-Satz von Lebesgue, so ist der oben
notierte Sachverhalt bewiesen:

Satz 5.5 Jede reellwertige Funktion von beschrinkter Variation erfillt bereits die Be-
dingung (DIFF-INT). =

Geméf Satz 1.16 impliziert die Absolutstetigkeit einer Abbildung stets (d.h. nicht nur
fiir reellwertige Funktionen) die Beschrénktheit der Variation. Kombiniert man dies mit
Satz 5.5 und der verallgemeinerten Version des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung, so erhélt man schliellich die folgende reellwertige Version des Hauptsatzes:

Satz 5.1’ Ist X = R, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f ist unbestimmtes Integral.
(ii) f ist absolutstetig.

(11i) f ist stetig, nullmengentreu und von beschrinkter Variation.
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Insbesondere ist in diesem Fall f) eine Integrandenfunktion fir f. m

Da monotone Funktionen nach dem Jordanschen Zerlegungs-Satz stets von beschréank-
ter Variation sind, 148t sich fiir diesen Spezialfall die folgende Variante des Hauptsatzes
formulieren:

Satz 5.1” g : I — R sei monoton. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) g ist unbestimmtes Integral.
(ii) g ist absolutstetig.

(iii) g ist stetig und nullmengentreu.

Insbesondere ist in diesem Fall g, eine Integrandenfunktion fir g. m

Eine direkte Beweis-Moglichkeit der einzigen nicht-trivialen Implikation (iii)=-(i) die-
ser Version beruht neben dem Differentiations-Satz von Lebesgue im wesentlichen auf
der Aussage von Satz 4.12”:

Beweis von Satz 5.1” (iii)=(i) : ¢ sei stetig und nullmengentreu. O.B.d.A. sei g mo-
noton wachsend. Nach dem Differentiations-Satz von Lebesgue erfiillt g die Bedin-
gung (DIFF-INT), und es gilt fiir alle z € I:

/%%@Mthuﬁ—mw-

Kombiniert man dies mit der Aussage von Satz 4.12°, so folgt wegen der fiir alle
x € I giiltigen Ungleichung g¢(z) — g(a) < diam(g([a,x])):

Lf%@w:gm—mw.

Also ist g unbestimmtes Integral mit Integrandenfunktion gj. =



Teil 2
A-absolutstetige Borel-Mal3e und
Borel-MalBle mit Lebesgue-Dichten

Hauptgegenstand dieses zweiten Teils der vorliegenden Arbeit sind die mafitheoretischen
Analoga der absolutstetigen Abbildungen und der unbestimmten Integrale, also die A-
absolutstetigen Borel-Mafle und die Borel-Mafle mit Lebesgue-Dichten. Ziel ist es da-
bei, die in der Einleitung formulierten Sdtze 6 und 8 zu beweisen, um auf diese Wei-
se die an derselben Stelle notierte Anwendung des verallgemeinerten Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung zu etablieren. Die beiden Begriffe u-absolutstetiges
Maf$ und p-Integralmaf (Maf$ mit p-Dichte) lassen sich im Rahmen des beliebig fi-
xierten endlichen Mafiraumes (€, 3, 1) definieren; die spezielle Struktur des endlichen
MaBraumes (1,8, \) spielt fiir diese Begriffsbildung keine Rolle. In den ersten fiinf Ab-
schnitten dieses Teils, die sich inhaltlich weitgehend an den entsprechenden Paragraphen
bei Diestel/Uhl, Dinculeanu und Dunford/Schwartz orientieren, wird das entsprechende
Programm durchgefiihrt. Die so gewonnenen allgemeinen Aussagen werden anschliefiend
auf den Spezialfall (Q, %, u) = (I, \,B) iibertragen.

Im ersten Abschnitt dieses Teils findet man der Vollstindigkeit halber eine kur-
ze Zusammenstellung der im weiteren Verlauf verwendeten Grundbegriffe der Theorie
Banachraum-wertiger Mafle. Um die Eigenschaft der p-Absolutstetigkeit von Inhalten
formulieren zu kénnen, mufl man als Hilfs-Begriff zunéchst die Variation von Inhal-
ten etablieren; dies geschieht in Abschnitt 7. Im folgenden Abschnitt werden neben der
u-Absolutstetigkeit von Inhalten auch die beiden damit verwandten Eigenschaften der
w-Nullmengen-Stetigkeit und der p-Stetigkeit von Inhalten diskutiert. Dabei ist die pu-
Nullmengen-Stetigkeit ein in dieser Arbeit ad hoc eingefiihrter Begriff, findet sich also in
der einschlédgigen Literatur nicht. Die beiden anderen Stetigkeits-Begriffe werden in der
Literatur meist synonym verwendet, wenn auch die inhaltliche Bedeutung nicht bei allen
Autoren dieselbe ist. Wir werden hier diese drei Begriffe bzw. die damit verbundenen
inhaltlichen Sachverhalte streng unterscheiden.

Fiir jede p-integrierbare Abbildung g : 2 — X wird bekanntermaflen durch A —
i) 4 9dp eine additive Mengenfunktion, also ein Inhalt auf ® mit Werten in X definiert.
Kern von Abschnitt 9 ist der Beweis der Tatsache, dafl diese Inhalte pu-absolutstetig und
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o-additiv, also p-absolutstetige Mafle sind. Diese Mafie nennt man p-Integralmafe (auf
D) oder auch Mafle mit p-Dichten; im Spezialfall (2, X, u) = (I, A\, ®B) spricht man auch
von Borel-Mafen mit Lebesgue-Dichten.

Alle bis zu diesem Zeitpunkt untersuchten Inhalte bzw. Mafle waren auf der Teil-
Algebra ® von X definiert. Die im Abschnitt 10 behandelten Fragen betreffen zum einen
die Vererbung von Eigenschaften, insbesondere von Stetigkeits-Eigenschaften, eines In-
haltes bei Restriktion auf eine Teil-Algebra & von ®; dabei ergibt sich auf nahezu triviale
Weise, daf} sich sowohl die Beschriinktheit der Variation als auch alle drei oben genann-
ten Stetigkeits-Eigenschaften in der gewiinschten Weise vererben. Zum anderen wird die
Frage beantwortet, unter welchen Voraussetzungen sich ein Inhalt auf ® zu einem Inhalt
auf der o-Algebra X fortsetzen 143t, ob gegebenenfalls eine solche Fortsetzung eindeutig
ist und welche Eigenschaften sich vom Inhalt auf seine Fortsetzung iibertragen. Zur Er-
reichung dieses Zweckes wird es sich als vorteilhaft erweisen, die o-Algebra ¥ mit einer
geeigneten Halbmetrik auszustatten, um dann den Fortsetzungs-Satz fiir gleichmafig
stetige Abbildungen auf halbmetrischen Rdumen mit Werten in einem vollstdndigen me-
trischen Raum anwenden zu kdnnen.

Die bisherigen Ergebnisse beziiglich der p-absolutstetigen Inhalte bzw. der p-Inte-
gralmafle werden in Abschnitt 11 auf den Spezialfall @ = I, p = A, ¥ = B und
D € {A,B} iibertragen. Aufgrund der speziellen Struktur der o-Algebra B bzw. der
sie erzeugenden Algebra 2 148t sich in diesem Zusammenhang die Tatsache bewiesen,
daB A-(absolut)stetige Inhalte auf 20 bzw. B stets o-additiv, mithin also Mafle sind,;
0.B.d.A. werden wir daher im folgenden stets von A-(absolut)stetigen Mafien auf 2 bzw.
B sprechen. Fiir das weitere ebenfalls sehr wichtig ist die Tatsache, dafl die A-stetigen
MaBe auf B (und damit auch die A-absolutstetigen Mafle sowie die A-Integralmafle auf
B) bereits dann vollsténdig bestimmt sind, wenn man ihr Verhalten auf der Menge
{[a,z]|x € I}, d.h. auf der Menge der Teil-Intervalle von I mit linkem Randpunkt a
kennt. Im letzten Abschnitt wird zunéchst der bereits in der Einleitung definierte Be-
griff der Punkt-Abbildung II(F') eines Borel-Mafles F' genauer studiert. Insbesondere
wird fiir die durch F' — II(F) auf der Menge der A\-Nullmengen-stetigen Inhalte defi-
nierte Abbildung die Umkehr-Abbildung etabliert; diese Umkehrung erreicht man durch
Bilden des sogenannten Inkrement-Inhalts. Die Beweise der oben genannten Sétze 6 und
8 der Einleitung sowie eine ausfiihrliche Diskussion der entsprechenden Ergebnisse und
Anwendungen beenden diesen Teil.



6 Einige Grundbegriffe der MalB3theorie

6.1 Mengensysteme und Mengenfunktionen

Definition 6.1 Ein unter Vereinigungsbildung (bzw. abzihlbarer Vereinigungsbildung
bzw. Durchschnittbildung bzw. abzdhlbarer Durchschnittbildung bzw. Differenzbildung
bzw. Komplementbildung) abgeschlossenes Mengensystem heiffit vereinigungsstabil
(bzw. o-vereinigungsstabil bzw. durchschnittstabil bzw. o-durchschnittstabil
bzw. differenzstabil bzw. komplementstabil ). Ein vereinigungs- und differenzstabiles
Mengensystem, das die leere Menge enthdlt, heifst Ring. Ein komplementstabiler Ring
heifit Algebra. Eine o-vereinigungsstabile Algebra heifit o-Algebra.

Bemerkung 6.2 Ringe sind durchschnittstabil. o-Algebren sind o-durchschnittstabil.
L]

Ringe bzw. Algebren werden hiufig auch als Mengen-Ringe bzw. Mengen-Algebren
bezeichnet. Da in der vorliegenden Arbeit Verwechslungen mit gleichlautenden algebrai-
schen Objekten ausgeschlossen sind, werden wir der Kiirze halber die Begriffe Ring und
Algebra ohne das erlduternde Prifix ,Mengen-“ verwenden.

Definition 6.3 Fine Mengenfunktion ist eine Abbildung auf einem Mengensystem.
Eine Mengenfunktion mit Werten in [0,00] heifst positive Mengenfunktion, falls
ste mindestens einen endlichen Wert hat.

Fiir die im Falle positiver Mengenfunktionen gegebenenfalls auftretende Grofie oo
notieren wir die iiblichen Rechenregeln. Wie man sofort sieht, gilt aufgrund dieser Re-
chenregeln die Dreiecksungleichung auch fiir die durch oo erweiterte reelle Zahlengerade
R U {o0}.

Rechenregeln 6.4 Fir alle x € R U {oo} gelten x + 0o := oo und x < oo. Fir alle
x € R gilt ferner x < oo. Schlieflich setzt man |oo| := 0.

Die im Zusammenhang mit Banachraum-wertigen bzw. reellwertigen Mengenfunktio-
nen gegebenenfalls auftretenden Normstriche || - || bedeuten je nach Kontext die Norm
auf dem fixierten Banachraum bzw. den reellen Betrag. Werden speziell reellwertige oder
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positive Mengenfunktionen untersucht, so notieren wir wie iiblich die Betragsstriche | - |.
Im unmittelbaren Zusammenhang zur Norm bzw. zum reellen Betrag stehen die folgen-
den Begriffe:

Definition 6.5 Seien F,G Banachraum-wertige oder positive Mengenfunktionen auf
M. F heift beschrénkt, falls ||F | = sup{ | F(A)|| | Ae M} < co. F heifst
endlich, falls || F(A)| < oo fir alle A € M. F heifit o-endlich, falls es fiir jedes
A € M eine abzihlbare Menge P C M derart gibt, daff A =|JP und | F(P)| < oo fir
alle P € P. Die durch A — || F(A)|| definierte positive Mengenfunktion auf M wird
wie iblich mit |F| bezeichnet. Gilt |F| > |G|, so sagt man auch: F' dominiert G.

6.2 Additive Mengenfunktionen

Definition 6.6 Sei F' eine Banachraum-wertige oder positive Mengenfunktion auf M.
F heifst additiv (bzw. o-additiv), falls fiir jede endliche (bzw. abzihlbare) disjunkte
Menge P C M gilt:

Urem = F(UP) - S F(P).

PepP
I heifst subtraktiv, falls fir alle A, B € M gilt:
(ACBAB\AeMA |F(A)| <oo) = F(B\A) = F(B)—F(A).

Die in der Definition der o-Additivitdt auftretende ,,Summe* » p p F(P) ist als
Summen-Grenzwert der als summierbar vorausgesetzten Familie (F'(P))pep zu verste-
hen. Da der Summen-Grenzwert summierbarer Familien bekanntermafien von der Rei-
henfolge der Summation unabhéngig ist, ist obige Definition der o-Additivitéit sinnvoll.

Bemerkung 6.7 Sei F' eine additive Banachraum-wertige oder positive Mengenfunkti-
on auf M. Dann gilt:

(i) F ist subtraktiv.
(ii) Ist ) € M, so gilt F(0) = 0.

(iii) Ist M wvereinigungsstabil, so ist F' additiv genau dann, wenn fir alle disjunkten
Mengen A, B € M die Identitit F(AU B) = F(A)+ F(B) gilt.

Beweis. (i) : Seien A,B € M so,daB A C B, B\ A€ Mund || F(A)| < oo.Dann gilt
wegen der Additivitdt von F":

F(B) = F((B\A)UA) = F(B\ A)+ F(A).
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Wegen || F(A)|| < oo folgt daraus F(B\ A) = F(B) — F(A).

(ii) : Sei ) € M. Man findet A € M so, dafl || F(A)| < oco. Dann gilt F(A) =
F(AUD)=F(A)+ F(0). Wegen || F(A)]| < oo folgt F () =0.

(iii) : Die Implikation ,, = ist trivial, die umgekehrte Implikation ,,<=* ergibt sich
iiber eine einfache Induktion. =

6.3 Monotone und subadditive Mengenfunktionen

Definition 6.8 Sei F' eine reellwertige oder positive Mengenfunktion auf M. F heifst
monoton, falls fiir alle A, B € M gilt:

ACB = F(A) < F(B).

F heifit subadditiv (bzw. o-subadditiv ), falls fiir jede endliche (bzw. abzihlbare) Men-

ge P C M ygilt:
UrPem = F(UP> < Y F(P).
Pep

Bemerkung 6.9 Sei F' eine reellwertige oder positive Mengenfunktion auf M. Ist M
vereinigungsstabil, so ist F' subadditiv genau dann, wenn fir alle A, B C M die Identitit
F(AUB) < F(A)+ F(B) gilt.

Beweis. Einfache Induktion. m

6.4 Inhalte und MaBe

Definition 6.10 FEin Inhalt ist eine Banachraum-wertige oder positive additive Men-
genfunktion auf einem Ring. Fin Mafl ist eine Banachraum-wertige oder positive o-
additive Mengenfunktion auf einer Algebra; Mafe auf B heifilen Borel-Mafle.

Bemerkung 6.11 (i) Inhalte sind subtraktiv.
(i) Der Inhalt der leeren Menge ist 0.
(iii) Positive Inhalte sind monoton und subadditiv.

(iv) Sei F' ein positiver Inhalt auf einem Ring R C P(Q). Ist Q € R, so ist F' endlich
genau dann, wenn F(2) < oc.

Beweis. (i), (ii) : Unmittelbare Anwendung von Bemerkung 6.7 (i), (ii).
(iii) : Sei F ein positiver Inhalt auf einem Ring R C P(2). Seien A, B € R. Wegen
der Abgeschlossenheit von R unter Differenzbildung ist die Menge B \ A ebenfalls
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in R enthalten. Also folgt aus der Positivitat sowie der Additivitdt von F' im Falle
ACB:
F(A) < F(A)+ F(B\A) = F(B).

Also ist F' monoton. Dies impliziert dann wegen B \ A C B:
F(AUB) = F(A)+ F(B\A) < F(A)+ F(B).

Also ist F' subadditiv.
(iv) : Ist © € R und F () < oo, so gilt F(C) < oo fiir alle C' € R aufgrund der
Monotonie von F'. Also ist F' in diesem Fall endlich. Die Umkehrung ist trivial. m

Bemerkung 6.12 (i) Jedes Maf ist ein Inhalt.

(ii) Positive Mafle sind monoton.

(iii) Ein positives Mafl v ist endlich genau dann, wenn v(§)) < co.

Beweis. (i) ist trivial. (ii) und (iii) folgen mit (i) aus Bemerkung 6.11 (iii), (iv). =



7 Die Variation von Inhalten

7.1 Zerlegungen und Verfeinerungen von Zerlegungen

Als Hilfsmittel werden wir zunéchst die Begriffe Zerlegung und Verfeinerung einer Zerle-
gung definieren. Da die Struktur des jeweils zugrundliegenden Mengensystems in diesem
Zusammenhang keine Rolle spielt, werden wir diese Begriffsbildung beziiglich des belie-
big fixierten Mengensystems M C B(€2) durchfiihren.

Definition 7.1 Sei A C Q. Fine M-Zerlegung von A ist eine nicht-leere endliche
disjunkte Menge Z C M derart, dafy A =\J Z. Die Menge aller M-Zerlegungen von A
wird mit 3, (A) bezeichnet. Sind Z, 2’ zwei M-Zerlegungen von A derart, daf3

VE'ezZ 3E€Z : E'CE
gilt, so heifit Z' Verfeinerung von Z.
Bemerkung 7.2 Sei A € M. Dann gilt:
(i) {A} € 3m(A)
(ii) Sei Z € 3 (A). Fir jedes E € Z sei ferner Yg € 3m(F). Dann ist

Y= J Ve

EecZ

ebenfalls eine M-Zerlegung von A, und zwar eine Verfeinerung von Z.

7.2 Definition und einige elementare Eigenschaften der
Variation

Bei der folgenden Definition der Variation von Inhalten ist es a priori nicht notwen-
dig, sich auf Inhalte zu beschrinken. Weil jedoch die meisten Anwendungen der Varia-
tion sowohl die Algebra-Struktur des zugrundeliegenden Mengensystems als auch die
Additivitédt der jeweils fixierten Mengenfunktion voraussetzen, wird die oben genannte
Einschrinkung auf Inhalte {iblicherweise vorgenommen.

o1



52 7. Die Variation von Inhalten

Definition 7.3 F sei ein Inhalt auf ©. Fir alle A € © und alle ©-Zerlegungen Z von
A heifit

Var(F,A,2) = Y |F(B)|
EcZz

die Z-Variation von F' auf A. Die durch
A — sup{ Var(F, A, 2)| Z € 35(A) }

definierte positive Mengenfunktion auf © heifft Variation von F und wird mit Vg
bezeichnet. Ist A € © und Vp(A) < oo, so heiffit F' von beschrinkter Variation auf
A. F heifit von beschrinkter Variation (oder abkiirzend BV ), falls Vi beschrinkt
15t.

Unmittelbare aus der Homogenitéit der Norm auf X bzw. der Dreiecksungleichung
erhélt man folgende

Bemerkung 7.4 Seien F,G Inhalte auf © mit Werten in X. Sei o € K. Dann gilt:
(i) Vor = |a|- Vi .
(it) Vrrg < VP + Vo .

(i1i) Die Menge der BV-Inhalte auf © mit Werten in X bildet einen K-Vektorraum.
u

Bemerkung 7.5 F sei ein Inhalt auf ®. Dann gilt:
(i) |F| < Vi,
(ii) Ist F von beschrinkter Variation, so auch beschrinkt.
(i1i) Genau dann ist Vp =0, wenn F = 0.
Beweis. (i) : Sei A € ©. Wegen Z := {A} € 3p(A) gilt:
FI(A) = | F(A)|| = Var(F,A,Z) < Vi(A).
(ii) : Folgt unmittelbar aus (i).

(iii) : Die Implikation ,=“ folgt sofort aus (i), die umgekehrte Implikation ,,<* ist
trivial. =
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7.3 Die Verfeinerungs-Ungleichung

Fin im folgenden h#ufig angewendetes Hilfsmittel ist die sogenannte Verfeinerungs-
Ungleichung:

Lemma 7.6 (Verfeinerungs-Ungleichung) F sei ein Inhalt auf ©. Seien A € © und
Z Z' € 3n(A). Ist Z' eine Verfeinerung von Z, so gilt Var(F,A,Z) < Var(F, A, Z') .

Beweis. Sei Z’ eine Verfeinerung von Z. Ist £ € Z, so gilt fiir alle £’ € Z’ wegen der
Disjunktheit von Z sowie wegen der Verfeinerungs-Eigenschaft die Aquivalenz

ENE+#() < E CE.
Fiir alle F € Z ist daher
Ve :={FEe€Z|FCcE}

eine D-Zerlegung von E. Fiir alle £ € Z liefern die Additivitdt von F' sowie die
Dreiecksungleichung dann:

IFE) = ||F(Uve) | = | X Fen| < X IFE)] -

E'eYg E'eYr
Es folgt:
Var(F,AZ) = Y IIFE)| < ) Y | F@E)|
FEeZz EeZ E'eYg
= > [[FE)| = Var(F,AZ). =
EeZz!

7.4 Die Variation ist additiv

Die Kernaussage des folgenden Satzes ist, dal die Variation eines Inhaltes F' selbst wieder
ein (positiver) Inhalt ist; in der Tat ist Vr sogar der kleinste positive Inhalt, welcher F
dominiert. Diese Tatsache hat einige einfache Konsequenzen, die wir in einem Korollar
festhalten werden.

Satz 7.7 F sei ein Inhalt auf ©. Dann gilt:
(i) Vr ist ein monotoner positiver Inhalt auf .

(i) Vi ist der kleinste positive Inhalt auf ©, der F' dominiert.
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Beweis. (i) : Zu verifizieren ist zunéchst die Additivitdt von Vp. Dazu seien A, B € ©
disjunkte Mengen. Wegen der Abgeschlossenheit von © unter Vereinigungsbildung
ist AUB € ®. Sei Z eine D-Zerlegung von A U B. Man setzt nun

—{ENA|EcZ} wd Zp:={ENB|EcZ}.

Aufgrund der Abgeschlossenheit von ® unter Durchschnittsbildung ist Z4 eine
®-Zerlegung von A und Zp eine ®-Zerlegung von B. Ferner ist offenbar Z4 U Zp
eine ®-Zerlegung von A U B, und zwar eine Verfeinerung von Z. Daher gilt nach
der Verfeinerungs-Ungleichung;:

Var(F,AUB,2) < Var(F,AUB,ZUZg)
Var(F, A, Z4) + Var(F, B, Zp)
< Vi(A)+Vr(B).

Dies impliziert V(AU B) < Vr(A) + Vr(B). Seien nun Y4 € 3p(A) und Vp €
39(B). Offenbar ist Y4 U Vg eine D-Zerlegung von A U B. Es gilt:

Var(F,A,Ya) + Var(F,B,Yp) = Var(F,AUB,YaUYB) < Vr(AUB).

Es folgt Vi(A)+ Vp(B) < V(AU B), also insgesamt Vi (A) +Vp(B) = Vp(AUB,).
Daher ist Vg additiv, also ein Inhalt. Aufgrund der Positivitdt ist Ve also auch
monoton.

(ii) : Sei G ein positiver Inhalt auf ©, der F' dominiert. Sei A € ©. Wegen der
Additivitat von G gilt dann fiir jede ®-Zerlegung Z von A:

Var(FLAZ) = Y |FE)| < Y G(E) = G(Uz) = G(4)

EecZ Eez

Dies impliziert Vp(A) < G(A). Damit ist auch (ii) bewiesen. m
Korollar 7.8 F' sei ein Inhalt auf ©. Dann gilt:

(i) F ist von beschrdankter Variation genau dann, wenn Vi (§2) < oco.

(i1) Ist F positiv, so gilt: Vp = F. Insbesondere ist Vi, = V.

Beweis. (i) : Folgt unmittelbar aus der Monotonie von V.
(ii) : F sei positiv. Nach Bemerkung 7.5 (i) wird F' von Vp dominiert, d.h. es
gilt F' = |F| < Vp. Andererseits wird F' von sich selber dominiert; Satz 7.7 (ii)
impliziert daher Vp < F. Kombiniert man dies mit Satz 7.7 (i), so folgt schliefflich
auch Vi, =Vp. =
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7.5 Wann ist die Variation o-additiv?

Wie eben gezeigt wurde, ist die Variation eines Inhaltes, also einer additiven Mengen-
funktion, ebenfalls additiv. Ausgehend von dieser Tatsache stellt man sich die Frage,
ob sich in d&hnlicher Weise auch die o-Additivitat eines Inhaltes F' auf die Variation Vg
(oder umgekehrt) iibertriagt. Unter der zusétzliche Voraussetzung, dafl F' von beschrink-
ter Variation ist, 1&8t sich zeigen, dafl F' genau dann o-additiv ist, wenn auch Vz dies
ist.

Satz 7.9 F sei ein BV-Inhalt auf ©. Genau dann ist F' o-additiv, wenn auch Vg o-
additiv ist.

Beweis. (Vgl. [DIE] Proposition 1.1.9, S. 3f.) Sei (Ag)ren eine disjunkte Folge in ©
derart, daB A :=Jp—, Ax €D.
»<=“: Vp sei o-additiv. Wegen der Beschrinktheit und o-Additivitdt von Vg gilt:

D Ve(4r) = Vr(4) < .
k=1

Da F von Vg dominiert wird, konvergiert also die Reihe ) (F(Ag))ren absolut.
Wegen der Additivitéit und Subtraktivitdt von F' und wegen |F| < Vp gilt fiir alle

n € N:
F(nGra)] - [#(0 s
k=1 k=n-+1

gv%(E]me>_ f:wmw.

F(A) =) F(A)
k=1

mm—F<Umeﬂ‘
k=1

Wegen limy, o0 Y e, Vr(Ag) = 0 folgt daraus:

F(A) = " F(4)

k=1

lim
n—oo

‘:0.

Dies bedeutet FI(A) =2, F(Ay). Das war zu zeigen.
= F sei o-additiv. Sei Z € 3p(A). Dann gilt fiir alle E € Z:

F(E) = F(ENA) = F(EHDAk>

k=1

= F’([j<EfﬁAk> = jf:F(EfﬁAk).

k=1 k=1
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Es folgt:
Var(F, A Z) = Y |FE)| = > i F(EN Ay) ‘
EeczZ EecZ || k=
< DY D IFENA)| = Z STIFENA] -
EeZ k=1 k=1 EeZ

Fiir alle k£ € N ist nun offenbar Vi, := { EN Ay | E € Z } eine D-Zerlegung von
Ap. Also folgt:

Var (F, A, Z) Z STNFE) =D Var(F,Ag, Vi) < > Vi(Ar) .
k=1

k=1 E€)y k=1

Dies impliziert Vp(A) < > 72, Vi(Ag). Ferner gilt fiir jedes n € N wegen der
Additivitat und Monotonie von Vg:

> Ve(4r) = VF<U ) < Vp(A).
k=1 k=1

Dies liefert schliefllich die noch fehlende Ungleichung:

ZVF(Ak) = sup{ ZVF(Ak)
k=1 k=1

neN} < Vp(A). =



8 u-absolutstetige Inhalte

8.1 u-Nullmengen-Stetigkeit

Der Begrift der u-Nullmengen-Stetigkeit wird in dieser Arbeit ad hoc eingefiihrt; die
Sinnfalligkeit der Namensgebung ergibt sich unmittelbar aus der Definition.

Definition 8.1 Fin Inhalt F' auf © heifit u-Nullmengen-stetig, falls F(A) = 0 fir
jede p-Nullmenge A € D gilt.

Bemerkung 8.2 Sei F' ein Inhalt auf ®. Genau dann ist F' u-Nullmengen-stetig, wenn
auch Vi p-Nullmengen-stetig ist.

Beweis. ,=“ : F sei p-Nullmengen-stetig. Sei A € © eine pu-Nullmenge. Wegen der
Monotonie von p gilt fiir alle £ € ®:

ECA = uE) =0.

Daher gilt nach Voraussetzung fiir alle in ® enthaltenen Teilmengen E von A:
F(E) = 0. Folglich ist Var(F,A,Z) = 0 fiir alle Z € 39(A). Dies impliziert
Vr(A) = 0.

»,<=“ : Diese Implikation folgt unmittelbar aus der Ungleichung |F| < Vp. =

8.2 -Stetigkeit und j-Absolutstetigkeit

Die Einfithrung des Begriffs p-Stetigkeit geschieht im folgenden {iber die Formulierung
zweier dquivalenter Eigenschaften. Diese beiden Eigenschaften beschreiben — &hnlich
wie bei der Definition der Stetigkeit von Abbildungen — die p-Stetigkeit von Inhalten
einerseits durch Folgen-Grenzwerte, andererseits durch eine e-§-Charakterisierung. Die
im Zusammenhang mit den Folgen-Grenzwerten verwendete Notation lim,, 4)_o F'(4) =
0 bedeutet dabei: Fiir jede Folge (Ay)nen in D, fiir welche die Folge (u(Ay))nen gegen
0 konvergiert, konvergiert auch die Bildfolge (F(A;))nen gegen 0.

Lemma 8.3 Sei F' ein Inhalt auf ©. Dann sind dquivalent:

o7
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(i) Ve>038>0VA€D : p(A) <5 = |F(A)| <e.

Beweis. (i)=(ii) : (Via Kontraposition.) Es gelte —(ii). Man findet also € > 0 so, da$§
gilt:
Vi>03A€e® : p(Ad)<d N |FA]| >¢.

Insbesondere findet man also eine Folge (A,)ney in D derart, daB pu(A4,) < i
und || F(Ay)|| > e fir alle n € N. Also ist lim, o p(A4,) = 0, aber es gilt
liminf, .o || F(A4,) ] >¢ > 0. Also gilt —(i).

(il)=(1) : Es gelte (ii). Sei (Ap)nen eine Folge in © mit lim, o u(Ay,) = 0. Sei

€ > 0. Nach Voraussetzung findet man § > 0 derart, daf} gilt:
VAED : ulA)<d = ||[FA)| <e.

Wegen lim,, .~ 1(A4,) = 0 findet man ng € N so, dal u(A,) < 4 fiir alle n > nyg.
Also ist || F(A,) || < e fiir alle n > ng. Dies bedeutet lim,_.o || F'(4,)| =0, also
auch lim,_,o, FI(4,) =0. =

Definition 8.4 Sei F' ein Inhalt auf ©. F heifit p-stetig, falls F eine (und damit
beide) der dquivalenten FEigenschaften aus Lemma 8.3 hat. F' heifit u-absolutstetig,
falls Vi p-stetig ist.

u-stetige Inhalte sind also lax gesprochen solche Inhalte, die auf u-kleinen Mengen nie
allzugrofie Werte annehmen. In der Literatur wird daher héufig zur Kennzeichnung der p-
Stetigkeit eines Inhaltes F' (manchmal aber auch zur Kennzeichnung der py-Nullmengen-
Stetigkeit!) die suggestive Schreibweise F' < p eingefiihrt; in der vorliegenden Arbeit
findet diese Notation keine Verwendung.

8.3 Hierarchie der drei Stetigkeits-Begriffe
Bemerkung 8.5 Sei I' ein Inhalt auf ©. Dann gilt:
(i) Ist F' p-stetig, so auch p-Nullmengen-stetig.

(ii) Ist F' p-absolutstetig, so auch p-stetig.

Beweis. Zum Beweis von (i) sei F' pu-stetig. Ist A € © eine p-Nullmenge, so folgt
| F(A)|| < e fur alle e > 0, d.h. es ist F'(A) = 0. Die Aussage (ii) folgt sofort
aus |[F| <Vp. =

Es ist im allgemeinen nicht so, daf} alle drei behandelten Stetigkeits-Begriffe dquivalent
sind; ein diesbeziigliches Beispiel findet man in Diestel/Uhl, Example 1.2.2, S. 11. Fiir
BV-Mafle mit Definitionsbereich ¥ ist dies jedoch der Fall, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 8.6 Sei F' ein BV-Maf$ auf . Dann sind dquivalent:
(i) F ist p-Nullmengen-stetig.

(ii) F ist p-stetig.

(iii) F' ist p-absolutstetig.

Beweis. (Vgl. [DIE] Theorem 1.2.1, S. 10f.) Wegen Bemerkung 8.5 ist lediglich die Im-
plikation (i)=-(iii) zu zeigen. F' sei also p-Nullmengen-stetig. Sei (A,)nen eine
Folge in ¥ mit limy, oo p(An) = 0. Zu zeigen ist: lim, o Vr(A,) = 0. Dazu
geniigt es zu zeigen, daf} jede Teilfolge von (A, )necn eine Teilfolge besitzt, deren V-
Bildfolge gegen 0 konvergiert. Sei also (A, )ren eine Teilfolge von (A;)nen. Dann
gilt limg_,o0 p(Ap, ) = 0. Daher findet man eine Teilfolge (By)ren von (An, )ken
derart, daf} gilt:

VkeN : u(By) < 27F. (8.1)

Fiir alle n € N setzt man nun C,, := |Jp,, Bi. Ferner sei C' := (72, C,,. Da ¥ eine
o-Algebra ist, sind sowohl die (monoton fallende) Folge (C)nen als auch deren
Grenzwert C' Elemente von ¥. Wegen der Bedingung (8.1) gilt zunéchst fiir alle
n €N:

w(Cn) = p <U Bk) <Y u(Br) < Y2 =27t
k=n k=n k=n

Dies impliziert lim,, o 1(Cy) = 0. Wegen der Monotonie von p folgt aus der fiir
alle n € N giiltigen Inklusion C' C C), sowie aus dem eben Gezeigten u(C) = 0.
Man setzt nun E,, := C, \ Cp41 fiir alle n € N. Weil (C),)en eine monoton fallende
Mengen-Folge ist, gilt fiir alle n € N und fiir alle N € N>, :

N N
Cn = Cny1 U (Cp\Cny1) = Cny1 U U Cr\Cry1 = Cny1 U U Ey .

k=n k=n

Durch Grenzwert-Bildung erhilt man also fiir alle n € N:

o
C, =CuUJE:. (8.2)
k=n
F' ist von beschrinkter Variation, o-additiv und p-Nullmengen-stetig. Nach Satz
7.9 und Bemerkung 8.2 ist also Vp o-additiv und p-Nullmengen-stetig. Da C' eine
p-Nullmenge ist, folgt Vi(C) = 0. Ferner ist offenbar (E,,),en eine disjunkte Folge
in ¥. Schliellich gilt per Definition C' N E,, = @ fiir alle n € N. Daher folgt aus
(8.2) fiir alle n € N:

Vp(Cn) = Vp (C U U Ek:) = Vr(C) + ZVF(Ek) = iVF(Ek:)- (8.3)
k=n

k=n k=n



60 8. p-absolutstetige Inhalte

Da Vp beschriankt und monoton ist, gilt:
k=1 k=1
Dies impliziert:

lim Y Vp(Ep) = 0.

n—oo

k=n

Kombiniert man dies mit (8.3), so folgt:

lim Vr(Cp) = 0.

n—oo

Schliefllich gilt fiir alle n € N aufgrund der Monotonie von Vg:

Vi(Bn) < Vi (U Bk> = Vr(Cn)

k=n

d.h. es gilt lim,, . VF(B,) = 0. Dies war zu zeigen. m

8.4 u-stetige endliche Inhalte sind o-additiv

Satz 8.7 pu-stetige endliche Inhalte sind o-additiv.

Beweis. Sei F ein p-stetiger endlicher Inhalt auf ®. Sei (A, )nen eine disjunkte Folge in
D derart, daB A :=J,2; An, € ©. Man setzt fiir alle n € N

n=

B, = CJ A .
k=1

Offenbar ist (Bj)nen eine aufsteigende Mengenfolge in ® mit limy, oo B, = A.
Daher gilt wegen der Stetigkeit von pu fiir aufsteigende Mengenfolgen

WA = u ( lim Bn> — lim u(By).
n—oo n—oo
Dies wiederum impliziert wegen der Endlichkeit von u:
lim p(A\ B,) = 0. (8.4)
n—oo
Sei € > 0. Aufgrund der pu-Stetigkeit von F' findet man § > 0 derart, daf} gilt:

VDe® : uy(D)<déd = ||F(D)|| <e.
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Wegen (8.4) findet man ng € N so, dafi u(A\ B,,) < ¢ fiir alle n > ng gilt. Dies
impliziert || F(A\ By)|| < € fiir alle n > ng. Wegen der Endlichkeit von F' ist
F(A\ B,) = F(A) — F(By,) fiir alle n € N, d.h. es gilt

[E(A) = F(Ba) | = [F(A\Bn)| < ¢

fir alle n > ng. Dies liefert schliefilich:

F(A) = lim F(B,) = lim F (U Ak> = JLH;OZF(A;{) =Y F(A).

n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1
Das war zu zeigen. m

Korollar 8.8 Sei F' ein p-absolutstetiger Inhalt auf ®. Ist F' von beschrinkter Varia-
tion, so sind F und Vg o-additiv.

Beweis. F’ sei von beschrinkter Variation. Damit ist Vg ein beschriankter, mithin endli-
cher Inhalt. Weil Vi nach Voraussetzung u-stetig ist, erhélt man aus Satz 8.7 die
o-Additivitat von Vp. Nach Satz 7.9 ist dann auch F' o-additiv. m

8.5 u-fein zerlegbare Mengen

Bekanntermaflen lassen sich beschrinkte Teil-Intervalle fiir jedes € > 0 in eine endliche
Anzahl disjunkter Intervalle, deren Lebesgue-Maf kleiner als ¢ ist, zerlegen; insbesondere
gilt dies fiir das kompakte Intervall I. Diese Eigenschaft wird im allgemeinen Fall durch
die folgende ad hoc-Begriffsbildung beschrieben:

Definition 8.9 Sei M C X. Q heifit u-fein zerlegbar in M, falls es zu jedem € > 0
eine M-Zerlegung Z. von Q gibt derart, daf u(E) < € fiir alle E € Z..

Beispiel 8.10 [ ist A-fein zerlegbar in T, in A und in B.

Ist 2 p-fein zerlegbar in ®, so sind bereits alle u-stetigen Inhalte auf ® beschriankt.
Dies zeigt

Satz 8.11 € sei u-fein zerlegbar in ®. Ferner sei F ein Inhalt auf ©. Dann gilt:
(i) Ist F' p-stetig, so beschrinkt.

(ii) Ist F' p-absolutstetig, so von beschrinkter Variation.
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Beweis. F’ sei p-stetig. Dann findet man § > 0 so, daf} gilt:
VAe® : u(A)<dé = ||F(A)| <1.

Sei Z eine ®-Zerlegung von ) derart, dafl u(E) < 0 fiir alle £ € Z. Sei M € N
die Michtigkeit von Z. Sei A € ©. Dann ist offenbar 2/ :={ ENA| E€ Z }
eine ©-Zerlegung von A, und es gilt u(E’) < u(FE) < 4 fiir alle E' € Z'. Wegen der
Additivitat von F folgt:

IFay = |FU2)]| = ZF(E’)‘
Eez’

< > lF@E)) < Y 1=m.
Eez’ Eez

Also ist F' beschrénkt, d.h. es gilt (i). Wendet man (i) auf die Variation Vy anstelle
von F an, so folgt (ii). m

Als Kombination von Korollar 8.8 und Satz 8.11 erhilt man das

Korollar 8.12 Q sei p-fein zerlegbar in ®. Ferner sei F' ein p-absolutstetiger Inhalt
auf ®©. Dann sind F' und Vg o-additiv. =



9 u-IntegralmalBe

9.1 Definition und einige elementare Eigenschaften der
p-IntegralmaBe

Bemerkung und Definition 9.1 Fiir jede p-integrierbare Abbildung g :  — X wird
durch A — ngd,u ein Inhalt G : ® — X definiert. Die Abbildung g heifit u-Dichte
von G; im Fall (Q,%, ) = (1,8, \) spricht man von Lebesgue-Dichte. =

Analog zu Lemma 1.12 zeigt man das folgende

Lemma 9.2 Seig: Q) — X eine u-integrierbare Abbildung. Dann gibt es zu jedem & > 0
ein § > 0 derart, dafl fiir jede Menge A € 3 gilt:

p(d) < = /|g|du<5. ]
A

Satz und Definition 9.3 Sei g : @ — X p-integrierbar. Ferner setzt man G : 9 —
X, A [,g9dp, und Go:D — [0,00], A— [,|g|dp. Dann gilt:

(i) Go ist beschrinkt.

(ii) Vo < Go. Insbesondere ist G von beschrinkter Variation.
(iii) G ist ein p-absolutstetiges Maf, das sogenannte p-Integralmafl von g auf .
Im Fall ® =% gilt sogar:

(ii)” Vo = Gy.

Beweis. (Vgl. [DIE] Theorem I1.2.4, S. 46f.)
(i) : Da |g| Lebesgue-integrierbar ist, ist Go(€2) < oco. Dies impliziert wegen der
Monotonie von G auch die Beschrianktheit von Gy.
(ii) : Sei A € ©. Sei Z eine ®-Zerlegung von A. Dann gilt:

Var(G,4,2) = ST IGE)| = 3 LégduH <3 [ loldn

EeZ EezZ EeZ

— / gldu = /\g|du — Go(4).
Uz A
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Dies impliziert Viz(A) < Go(A), mithin also Vi < Go. Da G nach (i) beschriankt
ist, ist G von beschrinkter Variation.
(iii) : Kombiniert man die Aussage (ii) mit der von Lemma 9.2, so gilt:

Ve>030>0VA€eD : pld)<d = Vg(4) <e.

Also ist G p-absolutstetig. Weil G zudem von beschrankter Variation ist, ist G
auch o-additiv nach Korollar 8.8, d.h. G ist ein Maf.

(ii)’ : Es sei ® = 3. Sei A € X. Zu zeigen ist: Go(A) < V(A). Da g p-integrierbar
ist, findet man eine Folge (g, )nen von Treppenfunktionen auf ¥ mit Werten in X
mit der Eigenschaft:

n—oo

lim lgn —g| du = 0. (9.1)
Q

Sei n € N. Da g, eine Treppenfunktion auf ¥ ist, findet man eine Zerlegung
Z € 3x(A) derart, daf g, auf allen in Z enthaltenen Mengen konstant ist. Es

folgt:
/ |gn| dp /gnduH
A E

> /Elgnldu = >

EeZ EeZ

< > /(gn—g)du + > /gduH
Ecz 1/E Ecz I/E

= > /(gn—g)duH + Var(G, A, Z)
pez 1/E

< 3 [ longldu + Vola)
pez’E

- /A\gn—mdmv(;(A) < /Q|9n—g\dM+VG(A)-

Mit Hilfe dieses Zwischen-Ergebnisses erhilt man die folgende Abschétzung:

/!g!du < /|gn—grdu+/|gn|du < 2-/|gn—gdu+vG<A>.
A A A Q

Kombiniert man dies mit (9.1), so folgt die gewiinschte Ungleichung Go(A) <
Va(A). =

Bemerkung 9.4 Seien g, h : QQ — X p-integrierbar. Seien G bzw. H die p-Integralmafe
von g bzw. h auf ©. Sei o € K. Dann ist oG + H das p-Integralmaf von ag+ h auf .

9.2 Zur Eindeutigkeit von p-IntegralmaBen

Das aus dem folgenden Satz abgeleitete Korollar kliart die Frage, wann zwei u-
integrierbare Abbildungen dasselbe u-Integralmafl erzeugen.
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Satz 9.5 Sei g : Q@ — X p-integrierbar, und sei G das p-Integralmafl von g auf ©.

Dann gilt:
(i) Ist g =0 p-fast iberall, so gilt: G = 0.
(ii) Ist © =3, so folgt umgekehrt aus G =0 bereits g =0 p-fast iberall.

/Igldu-
Q

0. Also gilt nach Satz 9.3

Beweis. (i) Es gilt fiir alle A € ©:
lG) | = H / gdu” < [ Igldn
A A

Ist nun g =0 p-fast tiberall, so folgt G = 0.
(ii) : Es gelte ® = X. Sei G = 0. Dann ist auch Vg =

(i)™

IN

0 = Val(®) = | lold.

Daraus folgt |g| = 0 p-fast iiberall, d.h. ¢ =0 p-fast iiberall. m

Q — X p-integrierbar, und seien G bzw. H die u-

Korollar 9.6 Seien g,h
Integralmafle von g bzw. h auf . Genau dann ist G = H, wenn g = h u-fast tberall.

Beweis. Man wende Satz 9.5 auf g —h an. =






10 Uber Restriktionen und die
Fortsetzbarkeit von Inhalten

10.1 Vererbung von Eigenschaften eines Inhaltes bei
Restriktion

Ist F ein auf der Algebra ® definierter Inhalt, so ist offenbar fiir jede Teil-Algebra &
von ® auch die Restriktion F ’ ¢ additiv, also ein Inhalt. Weil in dieser Situation offenbar
3e¢(A) C 3p(A) fiir alle A € € gilt, erhdlt man sofort die folgende

Bemerkung 10.1 Sei F' ein Inhalt auf ©, und sei € eine Teil-Algebra von ®. Sei
G = F‘@‘ Dann gilt Va(A) < Vp(A) fir alle Ac €. =n

Bemerkung 10.2 Sei F' ein Inhalt auf ®, und sei € eine Teil-Algebra von ©. Dann
tbertrdigt sich jede der FEigenschaften Beschrdnktheit der Variation, p-Nullmengen-
Stetigkeit, u-Stetigkeit bzw. p-Absolutstetigkeit von F auf F‘e.

Beweis. Offensichtlich ist die Behauptung in Bezug auf die Eigenschaften p-Nullmengen-
Stetigkeit sowie pu-Stetigkeit wahr. Dafl sich die beiden anderen Eigenschaften von
F auf F’ ¢ Ubertragen, ist eine unmittelbare Konsequenz aus Bemerkung 10.1. =

10.2 Halbmetrische Raume und der Fortsetzungs-Satz

Als geeignetes Hilfsmittel zur Beantwortung der Frage, unter welchen Voraussetzungen
sich ein Inhalt auf ® zu einem Inhalt auf der o-Algebra X fortsetzen 1af3t, erweist sich der
Fortsetzungs-Satz fiir gleichméfig stetige Abbildungen auf halbmetrischen Radumen mit
Werten in einem vollstdndigen metrischen Raum. Da der Umgang mit halbmetrischen
Raumen unter Umstdnden ungewohnt ist, notieren wir an dieser Stelle zumindest die

entsprechende Definition:

Definition 10.3 Sei M eine nicht-leere Menge. Sei d: M x M — R eine Abbildung. d
heifit Halbmetrik auf M, falls fir alle x,y,z € M gilt:

(H1) d(z,z)=0,
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(H2) dz,y)=d(y, =),
(H 3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

In diesem Fall heifit das Paar (M,d) halbmetrischer Raum.

Die vom Studium metrischer Rdume her gewohnten topologischen und metrischen
Begriffe (Offenheit, Abgeschlossenheit, Abschlufl, Dichtheit, Konvergenz, Stetigkeit,
gleichméBige Stetigkeit etc.) werden ganz analog auch in halbmetrischen Rdumen ein-
gefiihrt. Der wesentliche Unterschied zwischen metrischen Rdumen und und halbme-
trischen Rdumen besteht darin, daf} letztere im allgemeinen nicht Hausdorffsch sind.
Demzufolge ist auch die Eindeutigkeit des Grenzwertes konvergenter Folgen in halbme-
trischen Réumen im allgemeinen nicht mehr gegeben. Der Beweis des folgenden aus der
Grundstudium der Analysis bekannten Fortsetzungs-Satzes 148t sich dennoch wortwort-
lich von der Situation metrischer Rdume auf die halbmetrischer Rdume iibertragen.

Satz 10.4 (Fortsetzungs-Satz) Seien (M,d) ein halbmetrischer Raum und (M’',d")
ein vollstindiger metrischer Raum. Sei U C M, und sei f : U — M’ eine gleichmdifig
stetige Abbildung. Dann gibt es genau eine stetige Abbildung f: U — M', die f fortsetzt.
Diese Fortsetzung ist ebenfalls gleichmafig stetig.

10.3 Konstruktion der p-Halbmetrik auf X

Um den eben zitierten Fortsetzungs-Satz in der vorliegenden speziellen Situation anwen-
den zu konnen, etabliert man zunéchst eine geeignete Halbmetrik auf 3, die sogenannte
u-Halbmetrik. Fir die Konstruktion dieser Halbmetrik benttigt man den Begriff der
symmetrischen Differenz zweier Mengen:

Definition 10.5 Seien A, B C Q. Die Menge AAB := (A\ B)U (B \ A) heift sym-
metrische Differenz von A und B.

Lemma 10.6 Seienn € N und A, B,C, Ay, ..., An, B1, ..., B, C Q. Dann gilt:
(i) ANA =1 .
(ii) AAB = BAA .
(iii) AAB C (AAC)U (CAB) .
(iv) AAB = A°AB°.
(v) AND) = A .

(vi) ANB=( <— AAB=AUB.
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(vi)) BC A <— AAB=A\B.
(uiii) (Up—y Ar) & (U Br) € Uz ARABy

Beweis. (i), (ii) : Trivial.
(iii) : Seiz € AAB. O.B.d.A.seixz € A\B.Ist x € C,soxz € C'\ B, alsox € CAB.
Istz ¢ C,soxe A\ C, alsoxz e ANC.
(iv) : Es gilt: A°AB¢ = (A°\ B°)U(B°\ A°) =(B\ A)U(A\ B) = AAB.
(v), (vi), (vii) : Trivial.
(viii) : O.B.d.A. sei € (Up_y 4Ak) \ (Up—y Br). O.B.d.A. sei z € A;. Da = ¢
U1 Bk, ist ¢ By. Also ist © € A; \ By und daher z € A;AB; C |J;_; AxAB.

Satz und Definition 10.7 Die Abbildung dy, : ¥ x ¥ — R, (A, B) — u(AAB), ist
eine Halbmetrik auf 3, die sogenannte u-Halbmetrik.

Beweis. Seien A,B,C € X. Die Aussagen (i) und (ii) von Lemma 10.6 implizieren
dy (A, A) = u(0) = 0 und dx(A, B) = ds(B, A). Aussage (iii) desselben Lemmas
liefert unter Beachtung der Monotonie und Subadditivitat von pu:

ds(A,B) = p(AAB) < p(AACUCAB) < u(AAC) + u(CAB)
= dx(A,C)+dx(C,B). =

Aus den Aussagen (iv) bis (viii) von Lemma 10.6 gewinnt man weitere niitzliche In-
formationen iiber die p-Halbmetrik:

Lemma 10.8 Seienn € N und A, B, A4, ..., An, By, ..., B, € . Dann gilt:
(i) dE(A7 B) = dE(AC, Bc) .
(i) ds:(A,0) = u(A) .
(iii) |u(A) —p(B)| < ds(A,B) < p(A)+ u(B) .
(iv) ANB =0 = dx(A,B) = u(A) 4+ u(B) .
(v) BCA = ds(A,B) = pu(A) — u(B) .
(vi) ds (Up=1 Ak, U1 Br) < 2jq ds(Ak, By) -
Beweis. (i), (ii) : Dies folgt sofort aus den Aussagen (iv) und (v) von Lemma 10.6.
(iii) : Es gilt:
W(A) = u(B) = w(A\B)+u(ANB) - u(B) = u(A\ B) - u(B\ (AN B))
= wWA\B) —u(B\A) < p(A\B)+u(B\A)
= wu(AAB) = dx(A,B).



70 10. Uber Restriktionen und die Fortsetzbarkeit von Inhalten

Analog folgt u(B) — u(A) < ds(A, B), also insgesamt die erste zu zeigende Unglei-
chung aus (iii). Ferner gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und wegen (ii):

dE(AﬂB) < dE(A7@)+dE(B7®) = N(A)_'_M(B) :

(iv) — (vi) : Diese Aussagen folgen sofort aus den Aussagen (vi) bis (viii) von
Lemma 10.6. =

10.4 Die Aquivalenz von ;-Stetigkeit und gleichmaBiger
Stetigkeit

Der folgende Satz 10.9 zeigt, dal die beziiglich dy gleichméfig stetigen Inhalte mit

Werten in X genau die p-stetigen Inhalte auf ® mit Werten in X sind; man beachte

dabei, dafl im Beweis sowohl die Additivitdt des fixierten Inhalts F' als auch die Algebra-
Struktur von ® wesentlich ausgenutzt wird.

Satz 10.9 Sei F': ® — X ein Inhalt. Dann sind dquivalent:
(i) F ist gleichmdfSig stetig.
(ii) F ist in 0 stetig.
(iii) F ist p-stetig.
Beweis. (i)=-(ii) : Trivial.
(ii) <= (iii) : Dies folgt sofort aus der Giiltigkeit von dx(A, () = p(A) fir alle

A € D sowie wegen F(()) = 0.
(ili)=(i) : F sei p-stetig. Sei € > 0. Dann findet man § > 0 so, daf gilt:

VDe® : wD)<é = |FD)| <%.

Seien A, B € ® derart, da} dx(A,B) < 4. Dies impliziert pu(A \ B) < § und
u(B\ A) < 4. Es folgt

| F(A)~ F(B)|| = |F(ANB)+F(A\B)~F(BNA)~F(B\4)|
< IFA\B)| + [ F(B\A)| < 5+5 = <.

Also ist I gleichméfig stetig. m

Korollar 10.10 Seien F' und G zwei u-stetige Inhalte auf © mit Werten in X. M liege
dicht in ©. Dann gilt:

(1) Stimmen F und G auf M iberein, so gilt bereits ' = G.
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(ii) Im Fall X =R folgt aus F}M < G‘M bereits F < G.

Beweis. Beide Behauptungen folgen unmittelbar aus der Tatsache, daf die u-stetigen
Inhalte F' und G stetig sind und auf einer dichten Teilmenge von ® in der jeweils

o«

fixierten Relation (,=“ bzw. ,<“) zueinander stehen. m

10.5 Der AbschluBB von D ist eine o-Algebra

Nach dem eben bewiesenen Satz 10.9 und dem Fortsetzungs-Satz 10.4 besitzt jeder p-
stetige Inhalt ' : ® — X eine eindeutige gleichmifig stetige Fortsetzung auf ©. Um
davon sprechen zu konnen, dafl diese Fortsetzung ebenfalls ein (u-stetiger) Inhalt ist,
mufl man zunichst noch kldren, ob der Abschlufl von © die Struktur einer Algebra
triigt. Diesbeziiglich stellt sich erfreulicherweise heraus, dal ® sogar eine o-Algebra ist;
die Abschlu3bildung beziiglich der p-Halbmetrik ist also sozusagen mit einer ,, Struktur-
Verbesserung® verbunden. Wird insbesondere ¥ von ® erzeugt, so ist ® = ¥ (d.h. D
liegt dicht in X). Diese Tatsache wird spiter von Bedeutung sein.

Satz 10.11 Der Abschluf ® der Algebra ® im halbmetrischen Raum (X,dys) ist eine
Teil-o-Algebra von X.

Beweis. Wegen () € © ist auch ) € D. Sei A € D. Sei € > 0. Dann findet man B € ©
derart, dafl dx,(A, B) < e. Offenbar ist B¢ € ©. Nach Lemma 10.8 (i) folgt ferner
ds(A¢, B®) < e. Also ist A° € D, d.h. D ist unter Differenzbildung abgeschlossen.
Sei nun (A,,),cn eine Folge in ©. Wegen ® C X ist (A, )nen eine Folge in ¥. Daher
ist A:=J72, A, € X. Man setzt nun fiir alle n € N:

B, = O A .
k=1

(Bn)nen ist also eine aufsteigende Folge in 3, und es gilt:

w(A) = p (U An> = lim p(By) .
n=1

Wegen der Monotonie und Endlichkeit von p ist ferner pu(By,) < u(A) < oo fiir alle
n € N. Man findet also ng € N so, daB fiir alle n > ng gilt:

(AN By) = p(A) — u(Bn) <

| ™

Sei n > ng. Da (Ap)nen eine Folge in @ ist, findet man Mengen C4,...,C,, € D
derart, dafl
€
ds, (A, C —
=(Ar, C) < o
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fiir alle k € N<,,. Man setzt nun C' := | J;;_, Cj. Offenbar ist C' € ©. Es folgt unter
Verwendung von Lemma 10.8 (ii) und (vi):

(A\ By, 0) + ds(By, C)

dy;
= u(A\ By)+ds (U A U ck>

k=1 k=1

ds(A,C) = ds((A\ Bp)UB,0UC) <

" 13 13
A\ B, § Ag, e — =
w(A\ By) + Y ds(Ag,Cr) < 2+n 5 €

k=1

IN

Also ist auch A € ©, d.h. D ist abgeschlossen unter abzihlbarer Vereinigungsbil-
dung. Damit ist ® eine Teil-o-Algebra von ¥. m

Korollar 10.12 Wird ¥ von ® erzeugt, so ist ® = X, d.h. ® liegt dicht in X.

Beweis. Wird ¥ von © erzeugt, so ist ¥ die kleinste o-Algebra in (), die © und
damit auch ® enthilt. Nach Satz 10.11 ist deshalb ® = 3. =

10.6 Der Fortsetzungs-Satz fiir ;-stetige Inhalte

Die folgende Bemerkung sowie die beiden sich anschlieenden Lemmata dienen dem
Zweck, die Additivitdt der Fortsetzung eines p-stetigen Inhaltes nachzuweisen.

Bemerkung 10.13 Auf dem Produktraum X x X wird in gewohnter Weise durch
(A, A", (B,B") — ds(A,B)+ds(A', B
eine Halbmetrik dyxy, definiert. m

Lemma 10.14 Die Vereinigungs-Abbildung v : ¥ x ¥ — X, (A,B) — AU B, st
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1.

Beweis. Seien A, B, A’, B’ € 3. Dann gilt wegen Lemma 10.8 (vi):

ds;(v(A, A),0(B, B")) = ds(AUA,BUB) < ds(A,B)+ds(A, B
dEXE((A7A,)a (BvB,)) - n

Lemma 10.15 Ist F': ¥ — X stetig, so auch ap : X x¥ — X, (A,B) — F(A)+F(B).

Beweis. Als Hintereinanderausfithrung der durch (A, B) — (F(A), F(B)) definierten
stetigen Abbildung auf ¥ x ¥ mit Werten in X x X und der (stetigen) Addition
auf X ist ap stetig. =
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Satz und Definition 10.16 (Fortsetzungs-Satz fiir u-stetige Inhalte) Sei F
D — X ein p-stetiger Inhalt. Dann gibt es genau einen p-stetigen Inhalt F : D — X,
der I fortsetzt. F' wird im folgenden als die p-stetige Fortsetzung von F' bezeichnet.

Beweis. Nach Satz 10.9 ist F' gleichméfig stetig. Nach dem Fortsetzungs-Satz 10.4 fin-
det man genau eine gleichmiflig stetige Abbildung F:® > X , die F' fortsetzt.
Nach den Lemmata 10.14 und 10.15 sind (unter Verwendung der dort eingefiihrten
Notationen) die beiden Abbildungen Fo vund a 7 stetig. Weil diese beiden steti-
gen Abbildungen auf der in ® x ® dichten Menge © x ® iibereinstimmen, stimmen
sie auch global {iberein. Also gilt F(AUB) = F(A)+ F(B) fiir alle A, B € D, d.h.
F ist additiv, mithin ein Inhalt. Erneute Anwendung von Satz 10.9 liefert nun die
u-Stetigkeit von F. =

Kombiniert man den eben bewiesenen Fortsetzungs-Satz fiir u-stetige Inhalte mit der
Aussage von Korollar 10.12, so erhélt man das

Korollar 10.17 Sei F' : ® — X ein p-stetiger Inhalt. Wird ¥ von ® erzeugt, so gibt
es genau einen p-stetigen Inhalt F': 3 — X, der F' fortsetzt. m

10.7 Die Variation der u-stetigen Fortsetzung

Am Ende dieses Abschnitts werden wir uns noch mit der Variation der p-stetigen Fort-
setzung befassen. Diesbeziiglich 148t sich zeigen, daf} jeder Inhalt F : ©® — X die BV-
Eigenschaft auf seine u-stetige Fortsetzung F' iibertriagt. Das dabei auftretende Problem
ist, dafl beim Bilden der Variation von F wesentlich mehr Zerlegungen zur Verfiigung ste-

hen, als dies beim Bilden der Variation von F der Fall ist. Als Hilfsmittel zur Erreichung
dieses Zieles etablieren wir zunéchst die beiden Lemmata 10.18 und 10.19.

Lemma 10.18 Seien Aj, A2, By, By € X. Sind Ay und Az disjunkt, so gilt:
/j,(Bl N Bg) < 2- (dE(Al, Bl) + dE(AQ, Bg)) .

Beweis. Setze m := dx (A1, B1) + dx(As, B2). Es gelte A1 N Ay = (). Zunichst gilt nach
der Dreiecksungleichung;:

dx(A1,A2) < ds(Bi,B2)+m.

Damit folgt wegen By N By = (B U Ba) \ (B1AB32) und unter Verwendung der
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Aussagen (iv) und (iii) aus Lemma 10.8:

©(B1N Ba) p(B1 U Bs) — p(B1ABs) < p(Bi1) + p(Bz2) — ds(B1, Bs)
w(B1) + uw(B2) — ds (A1, A2) +m

1(B1) + p(B2) — (u(Ar) + p(A2)) +m

(1(B1) — p(Ar)) + (u(Bz2) — n(Az)) +m

< dg(Bl,A1)+dg(B2,A2)+m =2m. =

IN

Lemma 10.19 Es gilt fiir alle n € N:

(x)  Fiir alle paarweise disjunkten Mengen Ay, ..., A, € ® und fiir jedes § > 0 gibt
es paarweise disjunkte Mengen A}, ..., Al, € © derart, daf§ ds;(Ax, A}) < ¢
fiir alle k € N<,, .

Beweis. Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial aufgrund der De-
finition des Abschlusses beziiglich der u-Halbmetrik. Sei also n € N derart, daf}
(%) gilt. Seien Ay, ..., A, 1 € ® paarweise disjunkt. Sei § > 0. Nach Induktions-
Voraussetzung findet man paarweise disjunkte Mengen A, ..., A/ € © derart, da8

)
dz(Ak, Agﬁ) < 5—n

fiir alle k € N<,,. Gesucht ist nun noch eine zu A}, ..., A}, disjunkte Menge A; ;| €
D, fiir welche die Ungleichung dx (A1, A}, ;) < ¢ erfiillt ist. — Man setzt

n n
A= JAr wd 4y = (] 4;.
k=1 k=1
Nach Lemma 10.8 (vi) gilt daher:

- 5 6
dsi(Ag, Ap) < Y ds(A, A}) < N = o (10.1)
k=1

Wegen der Dichtheit von ® in ® findet man nun C' € ® so, dafl

5
do(Ani1.C) < . (10.2)

Man setzt Aj, := C\ Aj. Dann gilt offenbar A;,, € © und A; ;N Ay = 0,
also A7, 1 NA} = 0 fiir alle k € N<,,. Es bleibt zu zeigen: dg(Anq1, 47,,) < 6.
Zunichst gilt wegen (10.2):

)
ds(Ant1, Apy1) < dsi(Ant,C) +ds(C Ay ) < g+d2(07‘4;1+1)' (10.3)
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Wegen A, C C gilt nach Lemma 10.8 (v):

ds(C, A1) = w(O)=p(Any) = p(C\Ay) = u(C\(C\4p)) = p(CNAY) .
Kombiniert man dies mit Lemma 10.18 sowie mit (10.1) und (10.2), so folgt:

) 46
A5(C Apr) = W(CNAY) < 2 (do(C Anpr) +ds(Ao, 4) < 2:2-2 = 2
Setzt man dies in (10.3) ein, so erhilt man schliefllich die gewiinschte Ungleichung

ds(Ani1, Alyy) <6 m

Satz 10.20 Sei F': ® — X ein u-stetiger Inhalt. Sei F:®D — X die -stetige Fortset-
zung von F'. Dann gilt Vi(A) = Vi(A) fir alle A €D.

Beweis. Sei A € D. Nach Bemerkung 10.1 gilt Vi(A) < Vi(A). Sei Z eine D-Zerlegung
von A. Sei n € N die Méchtigkeit von Z. Die Elemente von Z werden im folgenden
mit Bi, ..., B, bezeichnet. Sei € > 0. Da F nach Satz 10.9 gleichméBig stetig ist,
findet man 6 > 0 so, daf} gilt:

VUV ED : ds(U,V) <6 — Hﬁ(U)—F(V)

3
—. 10.4
<t s

Nach Lemma 10.19 findet man paarweise disjunkte Mengen Bj, ..., B, € D so, da$}
ds (B, By,) < ¢ fiir alle k € N<,,. Man setzt nun B} := B NA fiir alle k € N<,, und
By == A\ Uj_; By. Dann ist offenbar 2" := {B ..., B]l .1} eine ©-Zerlegung
von A. Sei k € N<,,. Wegen By, C A folgt By, \ B;, = By \ (B, NA) = B\ By.

Wegen B) C By gilt ferner B]\ B;, C By \ B. Diese beiden Ergebnisse implizieren:

ds;(By,By) = w(By\ By)+ u(B; \ B)
< w(Bi\ By) + (B \ Br) = ds(By,By) < 6.
Es folgt schlielich mit (10.4):

Var(F,A,2) = Zn:Hﬁ(Bk)H < Zn:HF(Bk)—

=1

O+ || Fen

|F (B || = e+ Var(F, A, 2") < e + Vp(A).

x>

<

M+

9
n
k=1

Dies liefert schlieBlich Var(F, A,Z) < Vp(A) und damit die noch fehlende Un-
gleichung Vz(A) < Vr(4). =

Korollar 10.21 Sei F : ® — X ein u-stetiger Inhalt, und sei F:® — X die -
stetige Fortsetzung von F'. Genau dann ist F von beschrinkter Variation, wenn F von
beschrdnkter Variation ist.

Beweis. Nach Satz 10.20 gilt V() = Vz(€2). Dies liefert die Behauptung. =






11 X-absolutstetige MaBe und
A-Integralmalle

11.1 Begriffs-Hierarchien

Bemerkung 11.1 Sei © € {,B}. Dann gilt:

(i) A-stetige Inhalte auf © sind A-Nullmengen-stetig, beschrinkt und o-additiv.

(ii) A-absolutstetige Inhalte auf © sind \-stetig und von beschrinkter Variation.

(iii) \-Integralmafe auf © sind A-absolutstetig.

Beweis. (i) : Sei F' ein A-stetiger Inhalt auf ©. Die A-Nullmengen-Stetigkeit von F' folgt

sofort aus Bemerkung 8.5 (i). Gemé#B Beispiel 8.10 ist I A-fein zerlegbar in D;
aus Satz 8.11 (i) folgt daher die Beschrinktheit von F. Weil F' also insbesondere
endlich ist, liefert Satz 8.7 schliellich die o-Additivitét.

(ii) : Analog zum Beweis von (i) kombiniert man Bemerkung 8.5 (ii) und Satz 8.11

(i)
(iii) : Dies folgt aus Satz 9.3 (iii). m

Die soeben notierten Tatsache, dafl die A-Stetigkeit eines Inhaltes auf ® € {2, B} stets
dessen o-Additivitdt impliziert, bedeutet, dafl die Begriffe ,, A\-(absolut)stetiges Mafl auf
D“ und ,, A-(absolut)stetiger Inhalt auf ®“ dquivalent sind. O.B.d.A. kénnen wir daher

im folgenden stets von A-(absolut)stetigen Maflen auf © sprechen.

11.2 Charakterisierung \-absolutstetiger MaBe auf B
Satz 11.2 Sei F ein Inhalt auf B. Dann sind dquivalent:

(i) F ist A-absolutstetig.

(ii) F ist A-stetig und von beschrinkter Variation.

(iii) F ist A\-Nullmengen-stetig, o-additiv und von beschrinkter Variation.

7
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Beweis. (i)=-(ii) : Bemerkung 11.1 (iii).
(ii)=-(iii) : Bemerkung 11.1 (ii).
(iii)=(i) : Satz 8.6. m

11.3 Charakterisierung A-Nullmengen-stetiger Inhalte auf 2

Aufgrund der speziellen Struktur der Algebra 2 lassen sich die A-Nullmengen-stetigen
Inhalte auf 2 folgendermaflen charakterisieren:

Lemma 11.3 F sei ein Inhalt auf A. Genau dann ist F' \-Nullmengen-stetig, wenn
F({z}) =0 fir jedes x € I gilt.

Beweis. Die Implikation ,=“ ist offensichtlich wahr, da {z} fiir alle z € I eine in
2 enthaltene A-Nullmenge ist. Zum Beweis der umgekehrten Implikation gelte
F({z}) = 0 fiir jedes € I. Sei A € 2 eine A-Nullmenge. Da A in 2 enthal-
ten ist, besteht A aus endlich vielen Teilintervallen von I. Da A eine A-Nullmenge
ist, sind diese Teilintervalle ebenfalls A-Nullmengen, also héchstens einpunktig. Die
Voraussetzung iiber F' sowie die Additivitét von F' implizieren daher F'(A) = 0,
d.h. F'ist A-Nullmengen-stetig. =

11.4 Zur Eindeutigkeit \-(Nullmengen-)stetiger Inhalte

Das zentrale Ergebnis dieses Unter-Abschnitts ist der Beweis der Tatsache, dafi A-stetige
Inhalte auf B bereits dann vollstdndig bestimmt sind, wenn man ihr Verhalten auf der
Menge der Teil-Intervalle von I mit linkem Randpunkt a kennt. Als Hilfsmittel zur
Erreichung dieses Zieles wird zunéchst der Begriff der kanonischen Fortsetzung einer auf
T definierten Mengenfunktion eingefiihrt.

Notation 11.4 Fiir jedes A € U wird die Menge der Zusammenhangskomponenten von
A mit Z4 bezeichnet.

Bemerkung und Definition 11.5 Fiir alle A € U gilt:
(i) Genau dann ist A € T, wenn Z4 = {A}.

(i) Z4 ist eine T-Zerlegung von A, und jede T -Zerlegung von A ist eine Verfeinerung
von Z4. Daher wird Z4 als die minimale 7-Zerlegung von A bezeichnet.

Beweis. Folgt sofort aus der Tatsache, dafl die zusammenhéngenden Teilmengen von R
genau die Intervalle sind. =
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Definition 11.6 F sei eine additive Mengenfunktion auf T . Die auf A durch

A > F(E)

EeZy

definierte Mengenfunktion F wird als die kanonische Fortsetzung von F bezeichnet.

Bemerkung 11.7 F sei eine additive Mengenfunktionen auf T . Ferner sei G ein Inhalt
auf A. Dann gilt:

(i) F ist additiv, also ein Inhalt auf .
(ii) F|, = F.
(iii) G|, = G.
Beweis. (i) : Seien A, B € 2 disjunkt. Offenbar ist Z := Z4 U Zp eine 7-Zerlegung

von AU B, und zwar eine Verfeinerung von Z4up. Aufgrund der Definition der
kanonischen Fortsetzung sowie aufgrund der Additivitdt von F' folgt:

F(AuB) = > F(E) = )Y F(E)

EcZ 0B EeZ
= Y F(E)+ Y F(E) =TF(A) + F(B).
EcZ, EeZp

Also ist F additiv.

(ii) : Trivial.

(iii) : Sei A € 2. Dann gilt aufgrund der Definition der minimalen Zerlegung von
A sowie wegen der Additivitéit von G:

Gl (A) = Y Gl (B) = Y GE) =GA). =

EcZy EeZy

Satz 11.8 F sei ein A-Nullmengen-stetiger Inhalt auf A. Genau dann ist F =0, wenn
F([a,xz]) =0 fir allex € 1.

Beweis. Die Implikation ,=“ ist trivial. Zum Beweis der umgekehrten Implikation gelte
F([a,z]) =0 fir alle x € I. Sei J ein Teil-Intervall von I mit linkem Randpunkt
x und rechtem Randpunkt y. Weil F' \-Nullmengen-stetig und additiv ist, folgt:

F(J) = F(J)+0 = F(]z,y]) + F([a,z]) = F([a,y]) = 0.
Also ist F‘T = 0. Nach Bemerkung 11.7 (iii) gilt dann: F' = F—‘T =0. =

Korollar 11.9 F und G seien A-Nullmengen-stetige Inhalte auf A mit Werten in X.
Genau dann ist F = G, wenn F([a,z])=G(|a,x]) fir allex €l. m
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Satz 11.10 F sei ein A-stetiger Inhalt auf B. Genau dann ist F' = 0, wenn F([a,z]) =
0 fiir alle x € 1.

Beweis. Die Implikation ,,=“ ist trivial. Zum Beweis der umgekehrten Implikation gelte
F([a,z]) = 0 fir alle x € I. Weil F}Q[ ein A-Nullmengen-stetiger Inhalt ist, gilt
F ’ o = 0 nach Satz 11.8. Deshalb sind sowohl F' als auch die Null-Abbildung auf
B \-stetige Fortsetzungen von F' ‘21 Nach Korollar 10.17 ist daher FF =0. =

Korollar 11.11 F und G seien A-stetige Inhalte auf B mit Werten in X. Genau dann
ist F =G, wenn F([a,z])=G([a,z]) firalexecl. =

Korollar 11.12 Seien g,h : I — X integrierbar, und seien G bzw. H die A-
Integralmafle von g bzw. h auf B. Dann sind dquivalent:

(i) G=H .

(it) [Tg(t)dt = [T h(t)dt.
(iii) g = h MX-fast iberall.

Beweis. Kombination von Korollar 11.11 mit Korollar 9.6. =

11.5 Vektorraum-Strukturen

Notation 11.13 Fir © € {2(,B} setzt man:

AD,X) = { FecAbb(®D,X)| F ist additiv }
NCyA(D, X) { FeA®,X)| F ist \-Nullmengen-stetig }
CA(D, X) { FeA®D,X) | F ist \-stetig }
AC\(D,X) { FeA®,X)| F ist \-absolutstetig }
IM\(D,X) = { FeA®,X)| F ist \-Integralmafs }
ABV(D,X) := { FeA®,X)| F ist von beschrinkter Variation }
ABVo(D,X) = ABV(D,X)NNCy(D,X)

Sei ® € {A,B}. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Norm auf X er-
gibt sich unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen, dal NCy (D, X), C)(D, X)
und ACy (D, X) K-Vektorrdume sind. Bemerkung 9.4 liefert ferner die K-Vektorraum-
Eigenschaft von IMy(®, X). Schlielich verifiziert man durch einen kurzen Blick auf
Bemerkung 7.4, dal ABV(®, X) und damit auch ABV, (D, X) K-Vektorrdume sind. Un-
mittelbar aus der Definition von ABV((®D, X) bzw. aus Bemerkung 11.1 erhélt man die
folgende
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Bemerkung 11.14 Se: © € {A,B}. Dann gilt:

(i) ABVo(D,X) st K-Untervektorraum sowohl wvon ABV(D,X) als auch wvon
NCyA(D, X).

(ii) CA(D, X) ist ein K-Untervektorraum von NCy(D, X).

(i1i) ACA\(D,X) ist K-Untervektorraum sowohl wvon ABVy(D,X) als auch wvon
C)\(@vX)

(iv) IMX(D, X) ist ein K-Untervektorraum von ACy(D,X). =
Der folgende Satz zeigt, dal der Vektorraum ACy(2(, X) zu AC, (B, X)) isomorph ist:

Satz 11.15 Die Abbildung o: ACA\(B,X) — AC\(, X), F — F’Q[, ist ein linearer Iso-
morphismus. Seine Umkehrabbildung ist durch F +— F gegeben, wobet mit F wie diblich
die \-stetige Fortsetzung von F bezeichnet wird.

Beweis. Fiir alle ' € AC\(%,X) ist nach Bemerkung 10.2 p(F) ebenfalls -
absolutstetig, d.h. Bild(p) < AC,(2,X). Also ist ¢ wohldefiniert. Sei F €
AC,\ (2, X). Nach Bemerkung 11.1 (iii) ist F' A-stetig und von beschriankter Va-
riation. Da B die von 2 erzeugte o-Algebra ist, gibt es nach Korollar 10.17 genau
einen A-stetigen Inhalt F: 8- X , der F fortsetzt. Da F' von beschréinkter Varia-
tion ist, ist nach Korollar 10.21 auch F von beschrinkter Variation. Nach Satz 11.2
ist also F A-absolutstetig, also ein Element von ACy (3B, X). Wegen o(F) = F ist o
surjektiv; wegen der Eindeutigkeit der A-stetigen Fortsetzung ist ¢ zudem injektiv.
Da schlieBllich p offensichtlich linear ist, ist der Satz bewiesen. m

Korollar 11.16 FEs sei o die in Satz 11.15 definierte Abbildung. Dann ist QlIM/\(% X)

ein linearer Isomorphismus auf IMy(2(, X).

Beweis. Wegen Satz 11.15 geniigt es zu zeigen: o(IM (8, X)) = IM) (2, X). Die Inklusi-
on ,,C“ ist trivial. Sei also G € IM (2, X), und sei g : I — X eine Lebesgue-Dichte
von G. Das A-Integralmafl von g auf B werde mit G bezeichnet. Nach Satz 9.3
ist G A-absolutstetig. Also ist G die A-stetige Fortsetzung von G ist, d.h. es gilt:
G =0 Y(G). Es folgt: o(G) =G. m






12 Die Aquivalenz von Borel-MaBen und
Abbildungen auf [

12.1 Punkt-Abbildung und Inkrement-Inhalt

Bemerkung und Definition 12.1 Durch F +— { (z, F([a,z]))| x € I } wird eine
Abbildung
I: () Abb(M,X) — Abb(I,X)
Me{7T ,A,B}
definiert. Fir beliebige X -wertige Mengenfunktionen F auf M € {7T,2A,B} wird die
Abbildung TI(F) als Punkt-Abbildung von F bezeichnet. — Durch

f o A, > f(supE) — f(infE) | | A2
EcZy

wird eine Abbildung A : Abb(I, X) — Abb(, X) definiert.! m

Bemerkung und Definition 12.2 Fir alle f € Abb(I,X) ist A(f) ein A-Nullmen-
gen-stetiger Inhalt auf A, der sogenannte Inkrement-Inhalt von f.2

Beweis. A(f) ist die kanonische Fortsetzung der Mengenfunktion
F:7T—-X,Aw— f(supA)— f(inf A),

d.h. es ist A(f) = F. Sei P eine endliche disjunkte Teilmenge von 7 so, daf
A:=P €T, dh. Aistein Intervall. O.B.d.A. sei A nicht-leer. Bezeichnet man
die Méachtigkeit von P mit n, so lassen sich die Elemente von P derart mit P, ..., P,
durchnumerieren, daf8 inf A = inf Py, sup A = sup P, und sup P; = inf P; fiir alle
j € N, gilt. Es folgt:

pPcpP

Y F(P) = Y F(P) =Y f(supP;) — f(inf P))
j=1 j=1

= f(supA)— f(inf A) = F(A).

!An dieser Stelle wird wegen der besseren Lesbarkeit der sogenannte freischwebende Abbildungsbegriff
verwendet.
?Diese Namensgebung orientiert sich an einer #hnlichen Begriffsbildung bei Saks, vgl. [SAK] S. 96.

83



84 12. Die Aquivalenz von Borel-Mafen und Abbildungen auf I

Also ist F' additiv. Nach Bemerkung 11.7 (i) ist A(f) ein Inhalt auf . Ferner gilt
fir alle z € I die Identitdt A(f)({z}) = f(z) — f(x) = 0. Also ist A(f) nach
Lemma 11.3 bereits A-Nullmengen-stetig. =

Bemerkung 12.3 (i) Fir alle F € NC5(2, X) gilt: A(TI(F)) =F .
(ii) Fir alle g € Abb(I, X) gilt: TI(A(g)) = g — g(a) .
Beweis. (i) : Sei F' € NC,(2, X). Es gilt fiir alle = € I:
AILF))([a,z]) = I(F)(z)-L(F)(a) = F(la,z])=F([a,a]) = F([a,z]).

Weil nach Bemerkung 12.2 auch A(II(F')) ein A-Nullmengen-stetiger Inhalt auf A
ist, impliziert Korollar 11.9 die gewiinschte Gleichheit A(II(F')) = F..
(ii) : Sei f € Abb(I, X). Dann gilt fiir alle z € I:

HA()(@) = A(f)(la,2]) = fx) = fla). =

12.2 Korrespondenzen zwischen Abbildungen auf [ und
Inhalten auf 2

In diesem Unter-Abschnitt werden wir Korrespondenzen zwischen Abbildungen auf I und
Inhalten auf 2 herleiten, indem wir unter verschiedenen zusétzlichen Voraussetzungen
an f die jeweiligen Eigenschaften des zugehérigen Inkrement-Inhaltes A(f) bestimmen.
Auf diese Weise stellt man fest, dafl 1:1-Korrespondenzen zwischen BV-Abbildungen und
BV-Inhalten, zwischen absolutstetigen Abbildungen und A-absolutstetigen Mafien sowie
zwischen unbestimmten Integralen und A-Integralmaflen bestehen. Der durch das eben
angedeutete Vorgehen eingenommene Standpunkt mit Blickwinkel von den Abbildungen
hin zu den Inhalten ist in natiirlich willkiirlich; mittels Bemerkung 12.3 lassen sich
alle im folgenden notierten Ergebnisse auf den umgekehrten Standpunkt iibertragen. —
Wir beginnen mit den BV-Abbildungen. Die folgende Bemerkung zeigt, dal man zur
Bestimmung der Variation eines Inhaltes F' auf 2 beziiglich einer Menge A € 2 bei der
Supremumsbildung nicht alle 2-Zerlegungen von A beriicksichtigen muf}, sondern sich
auf die 7-Zerlegungen von A beschrianken kann.

Bemerkung 12.4 Sei F' ein Inhalt auf A. Dann gilt fir alle A € 2:
Vir(A) = sup{ Var(F,A,Z)| Z€37(A) } .
Beweis. Wegen 39(A) D 37(A4) gilt:

sup{ Var(F,A,2)| Z € 3yq(A)} > sup{ Var(F,A,2)| Z€37(A) } .
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Sei nun Z € 39(A). Dann ist 2’ :=J;cz Z; eine T-Zerlegung von A, und zwar
eine Verfeinerung von Z. Also folgt wegen der Verfeinerungs-Ungleichung die noch
fehlende Ungleichung

sup{ Var(F,A,2)| Z€3q(A) } < sup{ Var(F,A,2)| Z2€37(A)}. =

Bemerkung 12.5 Fiir jedes Teil-Intervall A von I gilt:

Vaipn(4) = Sup{ > I f(sup ) = f(inf J) |

Jez

Z € 37(4) } -

= sup { Z | f(ax) — flar—1) ||
k=1

nEN,ian:aggalg...gan:supA}.

Beweis. Sei A ein Teil-Intervall von I. Unmittelbar aus der Definition des Inkrement-
Inhalts A(f) folgt fiir alle Z € 37(A):

Var(A(f),A,2) = Y | f(supJ) — f(inf J) || .

Jez

Kombiniert man dies mit Bemerkung 12.4, so folgt die erste Gleichheit. Die zweite
Gleichheit erhidlt man dann sofort unter Beriicksichtigung der Definition der 7-
Zerlegungen. m

Satz 12.6 (i) Genau dann ist f von beschrinkter Variation, wenn auch der Inkre-
ment-Inhalt A(f) von beschrinkter Variation ist.

(ii) Sei F € NC\(2, X). Genau dann ist F' von beschrinkter Variation, wenn auch die
Punkt-Abbildung I1(F') von beschrdnkter Variation ist.

Beweis. Nach Bemerkung 12.5 ist f genau dann von beschriankter Variation, wenn
Va(p)(I) endlich ist. Wegen der Monotonie der Variation ist damit Aussage (i)
bewiesen. Aussage (ii) folgt mittels Bemerkung 12.3 (i) aus (i). m

In der Literatur wird iiblicherweise die Variation Va (s des Inkrement-Inhalts A(f)
abkiirzend mit Vy notiert. Man nennt Vy dann die Variation von f, die Grée Vi(I)
heifit Totalvariation von f. Gemé&fl Satz 12.6 iibertragen sich die Eigenschaften von
Va(y) dementsprechend auf V.

Korollar 12.7 Ist f von beschrdinkter Variation, so auch beschrdinkt. Insbesondere ist
also BV(I, X)) ein K-Untervektorraum von B(I, X).
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Beweis. f sei von beschrankter Variation. Dann ist A(f) nach Satz 12.6 ein BV-Inhalt,

insbesondere also beschrankt. Sei M := [ A(f) ||, + || f(a)|l. Es folgt fiir alle
x el
@) < [[f@) = fla)| + [ f@l = TAN (e, z2]) | + [[f@)] < M.

Also ist f beschrankt. =

Indem wir lediglich die entsprechenden Definitionen umformulieren, erhalten wir fiir
die absolutstetigen Abbildungen die folgende Korrespondenz:

Satz 12.8 (i) Genau dann ist f absolutstetig, wenn der Inkrement-Inhalt A(f) X-ab-

solutstetig ist.

(i) Sei F € NC)(, X). Genau dann ist F' A-absolutstetig, wenn die Punkt-Abbildung
II(F) absolutstetig ist.

Beweis. (i) ,=“: f sei absolutstetig. Seie > 0. Wihle 6 > 0 gemif} der Absolutstetigkeit
von f fiir § anstelle von . Sei A € % so, daf8 A(A4) < J. Nach Bemerkung 12.4 und
geméB der Definition der A-Absolutstetigkeit von A(f) ist zu zeigen:

sup{ Var(A(f),A,Z2)| Z€37(4)} < ¢.

Sei Z eine 7-Zerlegung von A. Dann findet man n € N und Teilintervalle Jy, ..., J,
von [ derart, da Z = {Jy, ..., J,}. Wegen

> (sup(Ji) — inf(Jx)) = D AJk) = AMA) < §

k=1 k=1

folgt nach Voraussetzung:
Var(A(f), A, Z) = Y || flsup( ) — flin(J) | < -
k=1

Dies impliziert:

sup{ Var(A(f),A,2)| Z2€37(A)} < = < ¢.

N ™

(i) ,<“ : A(f) sei A-absolutstetig. Sei ¢ > 0. Wahle § > 0 gemé&f der A-
Absolutstetigkeit von A(f). Seien n € N und ay,by,...,an,b, € I derart, daf
a<a <b <..<a, <b, <bund Y ;_,(bx —ag) <. Setzt man

A = lak, bi [

1

n

k
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so gilt offenbar A(A) < §. Ferner ist die minimale 7-Zerlegung Z4 von A gerade
die Menge { |a1,b1 1, ..., | an,bn [ }. Nach Voraussetzung iiber A(f) folgt also:

Do) = fla) | = Var(A(f), A, Za) < Vagp(4) < e.
k=1

(ii) : Folgt mittels Bemerkung 12.3 (i) aus (i). m

Korollar 12.9 Absolutstetige Abbildungen sind von beschrinkter Variation. Insbeson-
dere ist also AC(I, X) ein K-Untervektorraum von BV(I, X).

Beweis. f sei absolutstetig. Dann ist A(f) nach Satz 12.8 A-absolutstetig, insbesondere
also von beschriankter Variation geméf8 Bemerkung 11.1 (ii). Daher ist auch f von
beschrinkter Variation nach Satz 12.6. =

Fiir die unbestimmten Integrale ergibt sich schliellich der folgende

Satz 12.10 (i) Genau dann ist eine Abbildung Integrandenfunktion fir f, wenn sie
Lebesgue-Dichte des Inkrement-Inhalts A(f) ist. Insbesondere ist f genau dann
unbestimmtes Integral, wenn A(f) \-Integralmafs ist.

(ii) Sei F € NC\(,X). Genau dann ist eine Abbildung Lebesque-Dichte von F,
wenn sie Integrandenfunktion fir II(F') ist. Insbesondere ist F genau dann \-
Integralmaf, wenn II(F) unbestimmtes Integral ist.

Beweis. (i) ,=“:g: I — X sei Integrandenfunktion fiir f, und G sei das A\-Integralmaf
von g auf 2. Offensichtlich gilt dann fiir alle x € I:

Also stimmen die beiden A-Nullmengen-stetigen Inhalte G und A(f) nach Satz
11.8 iiberein, d.h. g : I — X ist Lebesgue-Dichte von A(f).
(i) ,<“: g: I — X sei Lebesgue-Dichte von A(f). Dann gilt fiir alle z € I:

f(z) = fla)+ A(f)([a,2]) = f(a)+/zg(t)dt,

d.h. g ist Integrandenfunktion fiir f.
(ii) : Folgt mittels Bemerkung 12.3 (i) aus (i). m



88 12. Die Aquivalenz von Borel-Mafen und Abbildungen auf I

12.3 Vektorraum-Isomorphismen

Wie im folgenden ohne nennenswerten Aufwand gezeigt wird, ist die durch F' +— II(F)
auf dem K-Vektorraum NCy (2, X) definierte Abbildung linear und injektiv, also ein
Vektorraum-Isomorphismus auf ihr Bild.

Notation 12.11 Man setzt:

Abbo(I,X) = { feAbb(I,X)| f(a)=0}
BVo(I,X) := BV(I,X)N Abby(I,X)
ACo(I,X) := AC(I,X)n Abby(I, X)
Ulo(I,X) := UI(I,X) N Abby(I, X)

Satz 12.12 Durch F — II(F) wird ein K- Vektorraum-Isomorphismus m von NCy (2, X)
auf Abby(I,X) definiert. Seine Umkehrabbildung ist durch f +— A(f) gegeben.

Beweis. Sei F' € NCy (2, X). Wegen der A-Nullmengen-Stetigkeit von F' ist II(F)(a) =
F({a}) =0, d.h. II(F) € Abby(I, X). Also ist m wohldefiniert. Die Linearitét von
7 ist offensichtlich. Fiir jedes F' € Kern(w) gilt nach Satz 11.8 bereits F' = 0, d.h.
7 ist injektiv. Bemerkung 12.3 liefert schliellich die Surjektivitat von 7 sowie die
Umkehr-Eigenschaft. m

Kombiniert man den eben bewiesenen Satz mit den Sétzen 12.6, 12.9 und 12.10, so
erhélt man das

Korollar 12.13 Es bezeichne w die in Satz 12.12 definierte Abbildung. Dann gilt:
(i) Das Bild von ABVo(, X) unter m ist BVo(I, X).
(i) Das Bild von ACy\(2A, X) unter 7 ist ACo(I, X).
(i7i) Das Bild von IMy(2, X) unter w ist Ulg(1, X). m
Im Falle A-absolutstetiger Mafle auf 98 gewinnt man schliefflich noch folgende Aussage:

Korollar 12.14 (i) Durch F — II(F) wird ein K-Vektorraum-Isomorphismus 7 _von
ACA(B, X) auf ACo(I, X) definiert. Seine Umkehrabbildung ist durch f — A(f)
gegeben, wobei mit A(f) wie iblich die A-stetige Fortsetzung von A(f) bezeichnet

wird.
(11) Das Bild von IMx (B, X) unter 7 ist Ulp(I, X).

Beweis. Aussage (i) ist eine Kombination von Satz 11.15 und Korollar 12.13, wenn man
beachtet, daf fiir alle F € AC\(B,X) die Beziechung II(F|,) = II(F) gilt. Die
zweite Aussage folgt dann mittels Korollar 11.16. =
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12.4 Erlduternde Skizzen und Beispiele

Zur Verdeutlichung der Zusammenhénge zwischen den im letzten Unter-Abschnitt be-
handelten Vektorrdume dient die folgende Skizze:

NCy (2, X) 20Ot [ap (7, X)
ABV, (21, X) 22 [pv(7, X)
ACA(B, X) h20mOPh Fac (1, X) o220 [P acy(1, X)
IMy (B, X) 20PN i ar, X)) o200 g0 r, X)

Fiir unsere Zwecke von besonderem Interesse sind die absolutstetigen Abbildungen
und die unbestimmten Integrale. Mittels Korollar 12.14 erhalten wir aus obiger Skizze
die folgende Detail-Ansicht:

ACA(B, X) AC(I, X)

IM,(B, X) UI(Z, X)

Im folgenden notieren wir noch einige Beispiele zu den in diesem Abschnitt behandel-
ten Funktionenrdumen:

Beispiel 12.15 Eine beschrinkte Abbildung, die nicht von beschrinkter Va-
riation ist. Sei e € X ein Einheitsvektor. Die Abbildung

0 , fallsx =0,

: 10,1 X,
g: [01] = xH{e'x-(sin%)Q , fallsx > 0.

st zwar beschrinkt, aber nicht von beschrinkter Variation.

Beweis. Fiir alle k € N sei by, := % Dann gilt offensichtlich g(by) = by -e, falls k ungerade
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ist, andernfalls gilt g(b;) = 0. Man setzt fir alle n € N:

n
= | [bak, bar1 ]
k=1

1
‘ zb% ol = s

Weil A, fir alle n € N in der Algebra 2 enthalten ist, ist A(g) unbeschréankt. Also

ist g nicht von beschrénkter Variation. m

Offenbar gilt dann fiir alle n € N:

| A(g) g (bag—1) — g(bag)

Beispiel 12.16 Eine BV-Abbildung, die nicht absolutstetig ist. Die Cantor-
Funktion ist monoton, also von beschrdnkter Variation. Weil die Cantor-Funktion nicht
nullmengentreu ist, ist sie nicht absolutstetig (siehe Beispiele 2 und 2’ der Einleitung).

Beispiel 12.17 Eine absolutstetige Abbildung, die kein unbestimmtes Integral
ist. Die Abbildung aus Beispiel 4 der FEinleitung ist absolutstetig. Weil sie nirgends
differenzierbar ist, ist sie kein unbestimmtes Integral. w

12.5 Eine Anwendung des verallgemeinerten HDI

Kombiniert man den verallgemeinerten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(Satz 5.1) mit Korollar 12.15, so erhilt man den

Satz 12.18 F sei ein X -wertiges Maf auf B. Dann sind dquivalent:
(i) F ist Integralmafl, d.h. F besitzt eine Lebesgue-Dichte.
(i1) II(F') ist unbestimmtes Integral.
(i1i) F ist A-absolutstetig, und II(F) erfillt die Bedingung (DIFF-INT).
(iv) TI(F) ist absolutstetig und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).
(v) TI(F) ist stetig, nullmengentreu und erfillt die Bedingung (DIFF-INT).

In diesem Fall ist die Ableitung von II(F') eine Lebesgue-Dichte von F. m
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12.6 Gel’fand-Raume und die Radon-Nikodym-Eigenschaft
beziiglich \

Der Vollstéindigkeit halber notieren wir an dieser Stelle nochmals die bereits in der
Einleitung gegebenen Definitionen der Begriffe Gel’fand-Raum und Radon-Nikodym-
Eigenschaft beziiglich A sowie den dort formulierten Satz 8:

Definition 12.19 (i) Der Banachraum X wird als Gel’fand-Raum bezeichnet,
wenn alle absolutstetigen Abbildungen auf I mit Werten in X bereits unbestimmie
Integrale sind, d.h. wenn AC(I,X) = UN(I,X) gilt.

(ii) Man sagt, der Banachraum X habe die Radon-Nikodym-Eigenschaft beziig-
lich A\, wenn jedes A-absolutstetige Mafi auf B mit Werten in X bereits ein -
Integralmaf ist, d.h. wenn ACy(B, X) = IM) (B, X) gilt.

Satz 12.20 Genau dann ist X Gel’fand-Raum, wenn X die Radon-Nikodym-FEigen-
schaft beziiglich A hat.

Beweis. Genau dann ist X ein Gel’fand-Raum, wenn die beiden K-Vektorrdume
UI(Z,X) und AC(I,X) iibereinstimmen. Dies ist offenbar dquivalent zur Bedin-
gung Ulg(Z, X) = ACy(I, X). Kombiniert man dies mit den Korollar 12.14, so folgt
die Behauptung. =

Zu diesem Satz notieren wir abschlieBend zwei Bemerkungen:

(1) Bei Diestel/Uhl wird in der Definition der Radon-Nikodym-Eigenschaft beziiglich
A anstelle der Bedingung AC, (B, X) = IM, (28, X) die folgende Bedingung ver-
wendet:

Jedes A-stetige BV-Maf§ auf B mit Werten in X ist Integralmaf.

Dies ist jedoch angesichts von Satz 11.2 dquivalent zu der hier verwendeten knap-
peren Bedingung ACy (B, X) = IM (B, X).

(2) Von der Radon-Nikodym-Eigenschaft (von X ) schlechthin spricht man, wenn fiir
jeden endlichen Mafiraum (2, X, u) die p-stetigen BV-Mafle auf ¥ mit Werten in X
bereits Integralmafe sind.? Ein nicht-trivialer Satz zeigt, dal der Banachraum X
die Radon-Nikodym-Eigenschaft bereits dann besitzt, wenn die Radon-Nikodym-
Eigenschaft beziiglich A vorliegt.*

3siche [DIE] Definition I11.1.3, S. 61
“siche [DIE] Corollary V.3.8, S. 138






Anhang
Die Cantor-Funktion

General-Voraussetzung: Es sei [ := [0,1].

Konstruktion der Cantor-Menge

Zunéchst setzt man

ap,o = 0 und b070 = 1.
Damit definiert man rekursiv fiir beliebige n € Ny und k € U,, := {0, 1, ...,2" — 1}:
Op+12k = Qnk
butior = g+ 37"
Ani1,2k+1 = QAnk +2. 3*(n+1)
bny12k+1 = bng
Den Rekursionsschritt veranschaulichen wir durch eine Skizze:
A,k bn,k
n f {
(n41,2k bp+1,2k On41,2k+1 bn+1,2k+1
n+1 } < } <
Offenbar gilt fiir alle n € Ny und alle k& € U,,:
bn,k: —Qpk = 37", (12.1)

Ferner ergibt sich sofort aus der oben angegebenen Rekursionsvorschrift fiir alle n € Ny

die Beziehung
U {an,ka bn,k} C U {an+1,k, bn—l—l,k} .

keUn keUn+1

(12.2)

93
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Daher wird durch

Jn = U [an,ka bn,k]
keUy,

eine fallende Folge (J,)nen, abgeschlossener Teilmengen von I definiert. Der Grenzwert

K = lim J, = () Ja

n— o0
neNp

dieser Folge heifit Cantor-Menge. Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist auch
die Cantor-Menge abgeschlossen. Aus (12.2) ergibt sich ferner unmittelbar fiir alle n €
No:

U {an,k7 bn,k} C K. (123)
keUp

Weil nach (12.1) fiir alle Ny die Gleichung

M) = D (bg —ang) = 2":37" = (;)”

keUn

gilt, folgt aus der Stetigkeit von A beziiglich fallender Mengenfolgen:

AK) = A ( lim Jn> = lim A(J,) = lim <§> = 0.
Die Cantor-Menge ist also eine A-Nullmenge.
Konstruktion der Cantor-Funktion
Fiir alle n € Ny definiert man
C IR,z 27" (k+3"(x —ang)) , falls x € [ank, bnk] »
27"k +1) , falls € | by g, Gt [ -

Zur Veranschaulichung skizzieren wir die Funktionen Cy bis Cs:
1 1
C() Cl

0.5 1
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1 1
CQ C3
0.75 1 0.75+
0.5 0.5+
0.25 1 0.25 1
0 ~Jy 0- ~J3

Sei n € Ng. Wie man leicht verifiziert, ist die Funktion C,, stetig. Ferner stimmen die
Funktionen C), und C),4+1 auf der Menge I \ J,, iiberein, d.h. es gilt:

Cnlp g, = Cntlpy, - (12.4)

Aus dieser Tatsache leitet man ohne groflere Schwierigkeiten die fiir alle n € Ny giiltige
Beziehung

H Chi1—Cy ||oo = %2*(”+1) < 27(n+1)

her. Dies bedeutet, daf (C,)nen, eine gleichméBige Cauchy-Folge ist. Folglich konvergiert
(Cp)nen, gleichméBig gegen eine stetige Grenzfunktion C' : I — R, die sogenannte
Cantor-Funktion.

Differenzierbarkeits-Eigenschaften der Cantor-Funktion

Sei n € Ny. Aus (12.4) erhélt man sofort die Beziehung

Clps, = Culp, - (12.5)

Da C,, auf den Zusammenhangskomponenten der offenen Menge I \ J,, konstant ist, ist
C), und damit auch die Cantor-Funktion C' auf I\ J,, differenzierbar mit Ableitung 0.
Folglich gilt
INK =1\ () Jo = |JUT\Jn) C Do,
n€eNy n€Np
und es ist C’(z) = 0 fiir alle z € I'\ K. Demzufolge ist die Cantor-Funktion \-fast iiberall
differenzierbar mit Ableitung 0.

Das ('-Bild der Cantor-Menge

Sei z € I\ K. Dann findet man ein n € N so, da8 € I\ J,. Aufgrund der Definition
von J, findet man ferner ein k € U, derart, daB € V := | by i, apn 41 [. Nach (12.5)
gilt

Cl, = G|y = Cla).
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Dies impliziert aufgrund der Stetigkeit von C'
C(bnr) = Cz) = Clank+1) -
Weil nach (12.3) die Punkte b, 5, und a, 441 zur Cantor-Menge gehoren, folgt:
C(I\K) c C(K).

Wegen der Stetigkeit der Cantor-Funktion ist C'(I) = I. Dies impliziert unter Beachtung
der eben notierten Teilmengen-Bezichung die Identitét C'(K) = I. Insbesondere ist also
(C-Bild der Cantor-Menge keine Nullmenge.
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Tabelle der verwendeten Symbole

Abb(2, ')
Abby (I, X)
ABV(D, X)
ABV( (D, X)

AC(I, X)
ACo(I, X)
ACA(D, X)
AC

AAB
B(Q, M)
BV(I, X)
BVo(I, X)
C(Y,Y")
CA(D, X)

Abbildungen von Q nach €', S. 12f

Abbildungen g : I — X mit g(a) =0, S. 838

BV-Inhalte auf ® mit Werten in X, S. 80
A-Nullmengen-stetige BV-Inhalte auf ® mit Werten in X,
S. 80

absolutstetige Abbildungen von I nach X, S. 20
absolutstetige Abbildungen ¢ : I — X mit g(a) =0, S. 88
A-absolutstetige Inhalte auf © mit Werten in X, S. 80
Komplement der Menge A, S. 12f

Symmetrische Differenz von A und B, S. 68

beschriankte Abbildungen von  nach M, S. 12f
BV-Abbildungen von I nach X, S. 22

BV-Abbildungen f: I — X mit f(inf I) =0, S. 83

stetige Abbildungen von Y nach Y’, S. 12f

A-stetige Inhalte auf ® mit Werten in X, S. 80

Menge der Differenzierbarkeits-Punkte von f: I — X, S. 3
Durchmesser der Menge A, S. 12f

pu-Halbmetrik, S. 69

Inkrement-Inhalt von f, S. 83

die durch z — || f(z)|| definierte Abbildung, S. 12f
Ableitung von f : I — X (auf I \ Dy durch 0 fortgesetzt),
S. 12f

kanonische Fortsetzung von F', S. 79

A-Integralmafle auf ® mit Werten in X, S. 80

einer der Korper R oder C, S. 12f

offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit Radius r, S. 12f
X-Kugel-Uberdeckungen von A zum Durchmesser d, S. 23
X-Kugel-Uberdeckungen von A4, S. 23

Lebesgue-Maf, dufleres Lebesgue-Maf, S. 12f

dufleres d-Maf3 auf X, S. 23

A-Nullmengen-stetige Inhalte auf ® mit Werten in X, S. 80
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Tabelle der verwendeten Symbole

B(Q2)

II(F)

UI(I, X)
Ulg(Z, X)
Var(F, A, Z)
Vr

Za

3m(A)
UM, N M

Potenzmenge von €2, S. 12f

Punkt-Abbildung von F', S. 83

unbestimmte Integrale von I nach X, S. 17

unbestimmte Integrale f: I — X mit f(infI) =0, S. 838
Z-Variation von F auf A, S. 52

Variation von F', S. 52

Menge der Zusammenhangskomponenten von A bzw. mini-
male 7-Zerlegung von A, S. 78

M-Zerlegungen von A, S. 51

Vereinigung bzw. Durchschnitt von Mengensystemen, S. 12f
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