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Notationsverzeichnis

Grundlegende Bezeichnungen

ORNTEDANDZZ

[=1]

3

b

SR

Modulformen
Lo(N)
Mk (Na X)

Sk(Na X)
See(N, x)

T(m)

<.

g

a'>

® X

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge N U {0}

Korper der rationalen Zahlen

Ring der ganzen rationalen Zahlen

Korper der komplexen Zahlen

obere Halbebene

Menge der Primzahlen

Menge P U {0}

Korper der p-adischen Zahlen (fiir p € By) mit Qoo:=R
Ring der ganzen p-adischen Zahlen (fiir p € By) mit Zoo:=R
Menge der invertierbaren Elemente eines Ringes R

Ring der quadratischen nxn-Matrizen {iber einem Ring R
Teilmenge der invertierbaren Elemente von M, (R)
Teilmenge aller Elemente von GL,(R) mit Determinante 1
Anzahl der Elemente einer Menge M

groBter gemeinsamer Teiler von m,n € Z

Realteil einer Zahl z € C

Imaginéirteil einer Zahl z € C

komplex konjugierte Zahl zu z € C

reelles Intervall mit Grenzen a und b

(s.S. 9ff)

Hecke-Untergruppe der Stufe NV

Vektorraum der Modulformen mit Gewicht k&, Stufe N und
Charakter x

Teilraum der Spitzenformen in Mj (N, x)

Teilraum der Neuformen in Si(N, x)

Hecke-Operator zu m € N

Peterssonsches Skalarprodukt

Twist einer Modulform g mit einem Charakter x

Spezielle Bezeichnungen

Tk,5(n)

ax(n)

& o

(n)
(D)
(s)

a(8)

Anzahl der Darstellungen einer Zahl n € N durch ¢ ;
n-ter Koeffizient der Spitzenform f; (s.S. 27)

n-ter Koeffizient der Spitzenform F (s.S. 28)
D-quadratischer Twist der elliptischen Kurve E (s.S. 30)
Dirichletsche L-Reihe zu x_,5y (s.S. 46)

Hasse-Weilsche L-Reihe zu E(—7N) (s.S. 46)



Schreibweisen

Fiir zwei Funktionen f und g bedeutet f(z) = O(g(z)) die Existenz einer
Konstanten C' € R mit |f(z)| < C |g(2)|, giiltig fiir den im Einzelfall ange-
gebenen Bereich. Bei fehlender Angabe eines solchen Giiltigkeitsbereiches
ist ,fiir z — 00, also fiir |z| > |zo| mit geeignetem 2z, € C gemeint. Weiter
wird f(z) ~ g(z) geschrieben, wenn lim f(z)/g(z) = 1 gilt, sobald z dem
im jeweiligen Einzelfall angegebenen Grenzwert zustrebt.

Eine ganze Funktion f hat endliche Ordnung, falls eine Zahl o > 0 existiert
mit f(z) = O (exp (|z|*)) fiir |2| = oo. In diesem Fall ist die Ordnung py
von f als das Infimum {iiber alle o mit dieser Eigenschaft definiert.

Eine multiplikative Abbildung x : Z — {z € C : |z| = 1} U {0} heifit
Charakter modulo & € N, falls x(n + k) = x(n) fir alle n € Z erfiillt ist
und x(n) = 0 genau fiir (n, k) > 1 gilt. Der Fiihrer eines Charakters ist die
kleinste natiirliche Zahl, modulo der dieser Charakter definierbar ist. Zur
Definition eines Kronecker-Charakters wird das Legendre-Symbol benétigt,
welches fiir p € P\{2} und d € Z mit (d,p) = 1 gegeben ist durch

(d) _ {+1 falls 2 = d (mod p) iiber Z lésbar ist,

P —1 falls % = d (mod p) nicht {iber Z 15sbar ist.

Eine reelle Zahl z wird durch die Signumfunktion sgn auf ihr Vorzeichen
aus {—1,0,+1} und durch die Entierfunktion [-] auf diejenige natiirliche
Zahl n mit n < £ < n+1 abgebildet. Die von-Mangoldt-Funktion A ordnet
einer Primzahlpotenz p* den Wert log p und einer natiirlichen Zahl mit zwei
oder mehr verschiedenen Primfaktoren den Wert 0 zu.

Die Gammafunktion I' wird im Anhang ab Seite 83 behandelt, und die
Riemannsche Zetafunktion ¢ ist fiir Rs > 1 definiert als die absolut und
kompakt konvergente Dirichlet-Reihe ((s) := > oo n™%.

Mit log wird der Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet, der fiir reelle
Argumente gerade mit dem natiirlichen Logarithmus {ibereinstimmt.

Abkiirzungen

s. 0. siehe oben

d.h. das heifit

s.S. siehe Seite(n)

z. B. zum Beispiel
vgl. vergleiche

bzw. beziehungsweise

bzgl. beziiglich
def. definierte



JIf it s proved some day that these four lists are complete,
our knowledge of the integers represented by f and g will
be complete. “ Irving Kaplansky

1 Einleitung und Uberblick

Im Jahre 1995 stellte Irving Kaplansky in seiner Arbeit [Kap95] alle ihm be-
kannten Ergebnisse im Zusammenhang mit der terniren Form z? + y? + 722
zusammen. Besonders interessierte ihn dabei das Problem der Darstellbar-
keit ganzer Zahlen durch diese quadratische Form, die in der Literatur (z. B.
in [Kel01)) jetzt Kaplansky-Form genannt wird. Er stellte also die Frage

(F) Fiir welche N € 7Z ist die Gleichung N = z? + y? + 722 dber Z losbar?

Zunéichst sind offenbar keine negativen Zahlen darstellbar und aus der Struk-
tur der Kaplansky-Form 148t sich eine arithmetische Progression ableiten,
deren sdmtliche Elemente ebenfalls nicht darstellbar sein kénnen: Da jede
Quadratzahl bei Division durch 7 einen der Reste 0, 1, 2 oder 4 besitzt, ist
die Summe zweier Quadratzahlen entweder gar nicht durch 7 teilbar oder
sogar ein Vielfaches von 49. Daraus folgt einerseits, dal die gesamten Rest-
klassen 21, 35 und 42 modulo 49 nicht durch die Kaplansky-Form darstellbar
sind. Andererseits ist demnach eine Zahl 49N genau dann darstellbar, wenn
schon N € N selbst darstellbar ist. Neben den insofern unzuldssigen Zahlen
der Gestalt 49%(49b + ¢) mit a,b € Ny und ¢ € {21,35,42} verfehlt die
Kaplansky-Form allerdings noch weitere Zahlen — sogenannte Ausnahmen:
Offenbar ist weder 3 noch 6 darstellbar und Kaplansky listete in seiner Ar-
beit weitere 51 Ausnahmen auf, von denen die Zahl 73906 die groSite ist.
Im Gegensatz zu den Formen z2 + 32 + a2? mit 1 < a < 6, die jeweils alle
nicht durch Kongruenzbedingungen ausgeschlossenen Zahlen darstellen, ist
die Kaplansky-Form also irreguldr. Diese Beobachtung motivierte Kaplansky
zu dem Titel , The first non-trivial genus of positive definite ternary forms*
fiir seine Arbeit [Kap95]. Die oben erwihnten reguliren Formen liegen in
einklassigen Geschlechtern, d.h. alle ,,lokal“ (iiber Z, fiir jede Primzahl p) zu
diesen dquivalente Formen sind auch ,global® (iiber Z) dquivalent zu ihnen.
Die Kaplansky-Form liegt dagegen in einem zweiklassigen Geschlecht und die
Form 2 + 2y% + 42% + 2yz ist ein Vertreter der anderen Klasse.

Kaplansky wies mit elementaren Methoden die Darstellbarkeit fiir alle zu-
ldassigen Elemente der Restklassen 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9 und 11 modulo 12 nach,
die nicht die Gestalt 14¢? haben. Spéter zeigten Kelley sowie Pei, Wang und
Rosenberger (siehe [Kel01], [PRWO01] oder [PWO01]), daB alle Ausnahmen der
Kaplansky-Form bis auf eventuelle Faktoren 49% mit k¥ € N quadratfrei sind.



2 EINLEITUNG UND UBERBLICK

In den oben aufgefiihrten Restklassen modulo 12 liegen daher lediglich die
Ausnahmen 14 - 49* mit £ € N und die Untersuchung der Darstellbarkeit
durch die Kaplansky-Form kann auf die quadratfreien natiirlichen Zahlen
aus den Restklassen 3, 6, 7 und 10 modulo 12 beschrinkt werden. Schliellich
existieren nach einem nicht-trivialen Resultat von Duke und Schulze-Pillot
aus [DSP90] iiberhaupt nur endlich viele quadratfreie Ausnahmen.

Es liegt nun die schon von Kaplansky formulierte Vermutung nahe, dafl die
Kaplansky-Form neben den 53 bekannten keine weiteren quadratfreien Aus-
nahmen mehr besitzt. In dieser Arbeit wird unter Annahme der Richtigkeit
einer Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung der Nachweis dieser Aus-
sage erbracht und damit eine bedingte Antwort auf die eingangs gestellte
Frage (F) gegeben. Das Vorgehen dazu orientiert sich im wesentlichen an
der Arbeit [O0S97] von Ken Ono und Kannan Soundararajan bzw. an meiner
darauf basierenden Diplomarbeit [Rei99], in denen die entsprechenden Frage-
stellungen fiir die terniren Formen z2+32+1022 bzw. £2+132+1822 aufgeklirt
wurden. Im Gegensatz zu diesen beiden Formen verfehlt die Kaplansky-Form
jedoch auch gerade Zahlen und zuliissige Vielfache ihrer Determinante (z. B.
sind die Zahlen 6 und 14 Ausnahmen). Auf solche Zahlen ist das Verfahren
aus [0S97] wegen der Verwendung eines Resultats von Waldspurger nicht
direkt anwendbar. Eine vollstindige Kldrung der Frage (F) ist aber mit Hilfe
des in Theorem 1 formulierten Ergebnisses moglich, nach dem die Frage der
Darstellbarkeit durch die Kaplansky-Form &dquivalent ist zu der entsprechen-
den Frage fiir die Formen z2 + y? + 1422, 22 + 7y? + 722 bzw. 222+ Ty% + 722,
die im folgenden Begleiter der Kaplansky-Form genannt werden: Durch Uber-
gang zu einer dieser Formen kann man sich eines Faktors 2, 7 bzw. 14 entledi-
gen und dann das Verfahren aus [0S97] auf diesen Begleiter anwenden. Wie
die Kaplansky-Form liegen diese Formen in zweiklassigen Geschlechtern und
auch fiir die Vertreter der jeweils anderen Klasse, die ebenfalls als Begleiter
der Kaplansky-Form bezeichnet werden, wird sich die Frage der Darstellbar-
keit als untereinander dquivalent erweisen. Das Vorgehen zur Untersuchung
der Kaplansky-Form und ihrer Begleiter wird nun zusammengefafit:

Im ersten Schritt werden den auftretenden Geschlechtern terndrer Formen
iiber deren Thetareihen zunichst Modulformen halbganzen Gewichts zuge-
ordnet, die durch unwesentliche Modifikationen zu simultanen Eigenformen
aller Hecke-Operatoren werden. Erfreulicherweise stimmen die zugehorigen
Shimura-Liftungen {iberein und stellen sich als normierte Neuform mit ganz-
zahligen Fourierkoeffizienten heraus, so dal mit Hilfe der Eichler-Shimura-
Theorie die Zuordnung einer elliptischen Kurve erfolgen kann — die Details
finden sich in Abschnitt 3.2, in dem der Kaplansky-Form und ihren Beglei-
tern die Kurve E : y? + zy + y = 2 + 4z — 6 zugeordnet wird.

Im zweiten Schritt werden die Fourierkoeffizienten der obigen Thetareihen



einerseits mit Hilfe des Satzes von Waldspurger durch die kritischen Werte
der Hasse-Weilschen L-Reihen der —7N-quadratischen Twists dieser ellip-
tischen Kurve ausgedriickt. Andererseits stehen diese Fourierkoeffizienten
bzw. die Darstellungsanzahlen durch die auftretenden terndren Formen nach
der Minkowski-Siegelschen Formel (genauer wird das explizite Resultat von
Jones aus [Jon67] verwendet) in engem Zusammenhang mit den Klassenzah-
len der imaginir-quadratischen Zahlkérper Q(+/—28N) und daher aufgrund
der Dirichletschen Klassenzahlformel auch mit den Werten der Dirichletschen
L-Reihen der zugehoérigen Kronecker-Charaktere an der Stelle 1. Die genaue
Herleitung der entsprechenden Formeln findet sich in den Abschnitten 3.3
und 3.4 — zusammen liefern diese fiir jede Ausnahme N der Kaplansky-
Form eine Abschitzung nach unten fiir den Quotienten aus L(1, E(—7N))
und L(1, x_2sn)2

Im letzten Schritt wird dieser Quotient dann unter Annahme der Riemann-
schen Vermutung fiir die auftretenden L-Reihen so nach oben abgeschitzt,
dafB sich fiir als hinreichend grofi angenommene Ausnahmen ein Widerspruch
zu der im zweiten Schritt ermittelten Abschdtzung ergibt. Genauer wird auf
diese Weise fiir alle zuldssigen quadratfreien Zahlen N > 2 - 10'? der (be-
dingte) Nachweis der Darstellbarkeit durch beide Vertreter des Kaplansky-
Geschlechts erbracht. Die miihsamen Details finden sich in den Kapiteln 4
und 5, wobei als wesentliche Hilfsmittel der Hadamardsche Faktorisierungs-
satz sowie die in den Lemmata 2 und 3 formulierten expliziten Abschitzungen
verwendet werden (vgl. Abschnitt 4.2) — im Gegensatz zu den entsprechenden
Ergebnissen aus [0S97] oder [Rei99] sind insbesondere die Ergebnisse des
vierten Kapitels so allgemein gehalten, da} das vorgestellte Verfahren zur
Untersuchung der Kaplansky-Form und ihrer Begleiter ohne allzu grofien
Aufwand auf andere terndre Formen in zweiklassigen Geschlechtern {iber-
tragen werden kann. Alle zuldssigen Zahlen kleinergleich 2 - 10'2 aus den
fraglichen Restklassen modulo 12 wurden schlielich mit Computereinsatz
auf Darstellbarkeit gepriift, ohne dafl dabei neben den schon von Kaplansky
gefundenen noch weitere Ausnahmen der Kaplansky-Form auftauchten.
Damit kann — unter Annahme einer Verallgemeinerung der Riemannschen
Vermutung (VRV) — die Ausgangsfrage (F) vollstindig beantwortet werden:

(A) Unter VRV ist die Gleichung N = z% + y? + 72% genau dann iiber Z
losbar, wenn N € N nicht das Produkt einer Potenz 49° (a € Ny) mit
b € 49N, + {21, 35,42} oder mit einer der 58 Zahlen 3, 6, 14, 19, 22,
31, 51, 55, 66, 94, 139, 142, 154, 159, 166, 214, 235, 283, 322, 406,
439, 534, 559, 595, 651, 670, 714, 874, 946, 1435, 1726, 2086, 2131,
9170, 2310, 2419, 2506, 3262, 3346, 3559, 4759, 4879, 6034, 6643, 8554,
9814, 10591, 13699, 13846, 20734, 24514, 50155 oder 73906 ust.



4 EINLEITUNG UND UBERBLICK

Fast ohne zusétzlichen Aufwand wird auch das Problem der Darstellbarkeit
durch den zweiten Vertreter des Kaplansky-Geschlechts (unter VRV) aufge-
klirt und mit Hilfe der oben beschriebenen Aquivalenz ergibt sich daraus
eine (bedingte) Antwort auf die entsprechend formulierte Fragestellung fiir
die anderen sechs Begleiter der Kaplansky-Form.

An dieser Stelle bedanke ich mich herzlich bei allen Personen, die mich bei
der Erstellung dieser Arbeit unterstiitzt haben:

Meine Vorgesetzten bei der Westfilischen Provinzial Lebensversicherung AG
haben mir durch eine flexible Auslegung des Mobilzeitmodells eine berufsbe-
gleitende Promotion ermdglicht. Insbesondere bedanke ich mich bei meinem
Abteilungsleiter Herrn Rupieper, der mein Vorhaben in jeder Hinsicht unter-
stiitzt und sogar einen Entwurf der Dissertation Korrektur gelesen hat.
Herr Professor Peters hat mich immer wieder zur Fortsetzung meiner im
Diplom begonnenen Studien ermutigt und meine Absicht zur Promotion be-
starkt. Bei Fragen und Problemen stand er mir stets mit gutem Rat und
wertvollen Vorschligen zur Seite. Seine herzliche und hilfsbereite Art werde
ich in dankbarer Erinnerung behalten. Fiir die freundliche Bereitschaft, meine
Arbeit als Zweitgutachter zu referieren, spreche ich Herrn Professor Elstrodt
meinen Dank aus.

Vor allem bedanke ich mich bei meiner langjihrigen Freundin Katja Fliith-
mann, die mir die nétigen Freirdume fiir meine Dissertation geschaffen hat
und dabei manche persoénliche Einschrinkung auf sich nehmen mufite. Ohne
ihre Unterstiitzung und ihr Verstindnis hdtte ich diese Arbeit nicht erfolg-
reich zum Abschlufl bringen kénnen. Ich freue mich auf die Zeit mit ihr, wenn
diese Arbeit nicht mehr unser stindiger Begleiter ist.

Schliellich seien hier meine Eltern erwdhnt, die mir eine hervorragende Aus-
bildung ermdéglicht haben und denen ich mit der fiir sie iiberraschenden Ab-
gabe dieser Arbeit fiir alles danken mdéchte.



2 Grundlagen der verwendeten Theorien

Bevor in Kapitel 3 die Untersuchung der Kaplansky-Form beginnt, wird
zundchst eine Einfilhrung in die dabei verwendeten Theorien gegeben, wobei
insbesondere einige spdter benétigte grundlegende Resultate zur Verfiigung
gestellt werden. Im ersten Abschnitt werden wesentliche Grundbegriffe aus
der Theorie quadratischer Formen eingefiihrt, die in den weiteren Kapiteln
als bekannt vorausgesetzt werden. Die Abschnitte 2.2 und 2.3 beschiftigen
sich dann mit Dirichletschen L-Reihen bzw. mit den Klassenzahlen imaginér-
quadratischer Zahlkorper, wobei die auf Seite 9 formulierte Dirichletsche
Klassenzahlformel einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Theorien
liefert und sich als ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptsatzes
dieser Arbeit erweisen wird.

Im verbleibenden Teil dieser Einfithrung werden Instrumente (Thetareihen,
Shimura-Liftung und Eichler-Shimura-Theorie) bereitgestellt, mit deren Hilfe
dem Problem der Darstellbarkeit ganzer Zahlen durch die Kaplansky-Form
in Kapitel 3 zundchst Modulformen halbganzen sowie ganzzahligen Gewichts
und schlieBlich eine elliptische Kurve zugeordnet werden. In den einzelnen
Abschnitten 2.4 bis 2.6 werden die genannten Theorien in ihren Grundziigen
vorgestellt, wobei in Abschnitt 2.6 dariiber hinaus noch einige Resultate iiber
Hasse-Weilsche L-Reihen elliptischer Kurven zusammengestellt sind, die ins-
besondere im vierten Kapitel ben6tigt werden.

2.1 Quadratische Formen

Eine ganzzahlige quadratische Form in n Variablen z = (z1,...,z,) ist ein
homogenes Polynom vom Grad 2, genauer eine Funktion

(b(.’l;) = Z (bij T;Lj mit (bij S %Z, (bu € Z und (bij = (b]z
1<4,5<n
Fiir die zugehdrige Matrix ® := (¢;;) € M,(3Z) gilt dann! ¢(z) = z* P z.
Andererseits ist mit dieser Zuordnung eine quadratische Form durch die An-
gabe einer symmetrischen Matrix ® € M,(3Z) mit ganzzahligen Diagonal-
elementen festgelegt. Es ist daher naheliegend, die Determinante d = d(¢)
einer Form ¢ als die Determinante der zugehorigen Matrix ® zu definieren?.

t Der Variablenvektor einer quadratischen Form ist — insbesondere bei der Multiplikation
mit Matrizen — immer als Spaltenvektor aufzufassen, dessen Komponenten aber aus
traditionellen und drucktechnischen Griinden dennoch in einer Zeile geschrieben werden.

! Die Definition der Determinante erfolgt in der Literatur nicht ganz einheitlich; manchmal
wird auch der Begriff der Diskriminante verwendet — im folgenden sind bei Verwendung
solcher Literatur die Begriffe jeweils an die hier angegebene Definition angepaflt.



6 GRUNDLAGEN DER VERWENDETEN THEORIEN

Eine Zahl N heifit iber einem Ring R darstellbar durch eine quadratische
Form ¢, falls eine sogenannte Darstellung x € R™ mit ¢(xz) = N existiert.
Uber Z darstellbare Zahlen werden auch kurz darstellbar genannt. Weiter
heifit eine ganze Zahl zuldssig fiir eine Form ¢, falls sie fiir jedes p € Py
iiber Z, dargestellt wird. Diese Bedingung ist offenbar notwendig fiir die Dar-
stellbarkeit {iber Z. Fiir die Untersuchung quadratischer Formen und speziell
fiir Fragen der Darstellbarkeit hat es sich als hilfreich erwiesen, quadratische
Formen wie folgt in Aquivalenzklassen einzuteilen:

Zwei Formen ¢ und ¢’ in n Variablen heilen Z,-dquivalent fiir p € B, falls
eine Matrix T, € GL,(Z,) existiert, so da ¢(z) = ¢'(T, z) fiir alle z € Z"
gilt. Die Aquivalenzklassen beziiglich Zp—Aquivalenz fir alle p € Py wer-
den Geschlechter genannt. Geméafl Definition haben Formen desselben Ge-
schlechts die gleichen zuldssigen Zahlen und gleiche Determinanten.

Weiter heiflen ¢ und ¢’ Z-iquivalent, falls eine Matrix T' € GL,(Z) existiert,
so daB8 ¢(z) = ¢/'(T'x) fiir alle z € Z" gilt. Offenbar stellen Z-iquivalente
Formen die gleichen Zahlen iiber Z dar und liegen im gleichen Geschlecht.
Die induzierten Aquivalenzklassen werden kurz Klassen genannt.

Zwei Formen ¢ und ¢' eines Geschlechts mit Determinante d heiflen schlief3-
lich spinordquivalent, falls eine Matrix S € GL,(Q) existiert, deren Gewicht?
quadratisch und koprim zu 2d ist, so dafl ¢(z) = ¢'(Sz) fiir alle z € Z"
gilt. Die zugehérigen Aquivalenzklassen heiBen Spinorgeschlechter und be-
stehen aus jeweils endlich vielen Klassen. Ebenso besteht jedes Geschlecht
aus endlich vielen Spinorgeschlechtern und somit aus endlich vielen Klassen.
Grundlegend ist das folgende Resultat, das sich z.B. in [Cas78] findet:

Satz 1: Ist eine ganze Zahl zuldssig fir eine quadratische Form ¢, so wird
sie von mindestens einer Form aus dem Geschlecht von ¢ dargestellt.

Eine quadratische Form ¢ heifit positiv definit, wenn ¢(z) > 0 fiir alle z € Z"
mit £ # 0 gilt. Wie durch die Determinante und die Menge der zuldssigen
Zahlen ist auch dadurch eine Invariante des Geschlechts definiert. Weiter
heifit eine quadratische Form reguldr, wenn sie alle zuldssigen Zahlen dar-
stellt. Andernfalls existieren sogenannte Ausnahmen — also zuléssige Zahlen,
die nicht dargestellt werden — und die Form heifit irreguldr. Aus obigem Satz
folgt unmittelbar, dafl Formen reguldr sind, wenn ihr Geschlecht nur eine
Klasse enthilt. Dies trifft nach den Tabellen aus [BI58] zum Beispiel fiir die
Formen z? + y* + a2? mit a € {1,2,3,4,5,6} zu. Zur Klirung der Frage,
welche ganzen Zahlen durch eine solche reguldre Form dargestellt werden,
sind dann lediglich die zuldssigen Zahlen zu bestimmen und nach folgendem

§ Das Gewicht einer rationalen Matrix S ist gemaf [Wat60] definiert als kleinste natiirliche
Zahl k mit k - det(S;) € Z fiir alle quadratischen Untermatrizen S; von S.
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Kriterium aus [Jon67, Seite 186] liegen die nicht zulissigen Zahlen in endlich
vielen arithmetischen Progressionen, die explizit bestimmt werden kénnen:

Bemerkung 1: Eine Zahl N € 7Z ist genau dann zuldssig fir eine terndre

Form ¢ mit Determinante d, wenn beide folgende Bedingungen erfillt sind:
(i) N wird iber R von einer Form aus dem Geschlecht von ¢ dargestellt,

(11) ¢(x) = N(modp™*?) ist fiir jeden Primteiler p von 2d iber Z lisbar,

_ max{s € Ny : p’|N}  fallsp # 2,
wobei T 1=
max{s € No : p’|4N} falls p = 2.

2.2 Dirichletsche L-Reihen

Fir d € N sei x := x_q der in [Ayo63, Seiten 288ff] definierte Kronecker-
Charakter modulo der Diskriminante D # 1 des imaginédr-quadratischen Zahl-
korpers Q(v/—d). Dann ist die Dirichletsche L-Reihe zu x definiert als

L(s,x) == Z x(n) = H # (Rs > 1).

c— n v (p)p—*

Dadurch ist gemif [Kna92, Seite 202ff] eine in s > 1 holomorphe Funktion
definiert, die eine analytische Fortsetzung in die gesamte komplexe Ebene
besitzt und dort der folgenden Funktionalgleichung geniigt:

(1) (§>+r (5;1> L(s,x) = (%)r (2 - S) L(1—s,x).

Wegen der Darstellung als Euler-Produkt ist L(s, x) fiir s > 1 nullstellen-
frei und hat daher in Rs < 0 aufgrund der Funktionalgleichung lediglich die
trivialen Nullstellen £ € —2N, — 1, welche gerade den Polstellen von I'(2$%)
entsprechen. Die nicht-trivialen Nullstellen liegen somit alle im kritischen
Streifen 0 < Rs < 1. Nach [Prab7, Seite 224] sind sie iiberdies symmetrisch
zur Geraden mit Realteil 1/2 und zur reellen Achse verteilt. Logarithmisches
Differenzieren der obigen Funktionalgleichung ergibt im Falle L(s, x) # 0

r r D 1T [(2-s 1TV (s+1
2 —Z(s,x) = —(1— log = + = — all :
(2) 7 (5% =7 s,x)+0gw+2r< 5 )+2F< 5 )
SchlieBlich gelten nach [Lan32, Satz 239] fiir ®s > 1 die Reihenentwicklungen
4 - A(n) x(n) o A(n) x(n)
3 _ d logL(s,x) = .
® 70 =2 M md regre0 =3 A
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2.3 Klassenzahlen imaginir-quadratischer Zahlkérper

Sei d < 0 eine ganze Zahl mit d = 0,1 (mod 4). Gemifl [Dav80, Kapitel 6]
ist die Klassenzahl h(d) definiert als die Anzahl der im eigentlichen Sinne
nicht-dquivalenten Formen az? + bxy + cy? mit a > 0 und b? — 4ac = d,
also die Anzahl der eigentlichen Klassen positiv definiter bindrer Formen mit
Determinante —d/4. Ist d sogar Diskriminante von Q(v/d), so gibt h(d) die
Anzahl der Idealklassen dieses imaginidr-quadratischen Zahlkérpers an und
heifit daher auch Klassenzahl von Q(v/d). In Abschnitt 3.3 wird die folgende
Indexformel benétigt, die sich in [Cox89, Seite 148] findet — der Zusatz iiber
v ergibt sich wegen der schirferen Voraussetzung aus [Cox89, Seite 117].

Satz 2: Sei d € —N die Diskriminante von Q(+v/d). Dann gilt fir m > 2:

1 fallsd < —4,

1
h(dm?) = @ H (1 - <g> —) mit v=1<2 fallsd= —4,
pim b/ P 3 fallsd = 3.

Ein (eigentlicher) Automorphismus einer quadratischen Form ¢ in n Varia-
blen mit zugehériger Matrix @ ist eine Matrix B € SL,(Z) mit B*®B = .
Fiir jede Darstellung x € Z" einer gegebenen Zahl N € N ist dann offen-
bar auch Bz eine Darstellung von N. Daraufhin heiflen zwei Darstellungen x
und x’' wesentlich verschieden, falls sie nicht durch einen Automorphismus in-
einander iibergehen, also falls ' # Bz fiir alle Automorphismen B von ¢ gilt.
Weiter heifit eine Darstellung primitiv, wenn der gréfite gemeinsame Teiler
der einzelnen Komponenten gleich 1 ist. In [Jon67, Theorem 86] ist nun eine
Formel angegeben, welche fiir das Geschlecht einer terndren Form die Anzahl
der wesentlich verschiedenen primitiven Darstellungen einer ungeraden und
zur Determinante der Form primen Zahl N € Z durch die Klassenzahl eines
von N abhingigen imagindr-quadratischen Zahlkérpers ausdriickt:

Satz 3: Se:i ¢ eine terndre quadratische Form mit zugehoriger Matriz ® und
Determinante d = det(®). Seien weiter ¢ € Z mit g # +£1 prim zu 2d, Q
der grofite gemeinsame Teiler der 2-reithigen Unterdeterminanten von ® und
A = qd/Q?. Dann gilt fiir die Anzahl G(¢,q) der wesentlich verschiedenen

primitiven Darstellungen von q durch das Geschlecht von ¢
G(¢,q) € {0, 274/ h(—4A) p},

wobei t(w) die Anzahl (ohne Vielfachheiten) der ungeraden Primfaktoren von
w € Z bezeichne und p sich gemdfS den in [Jon67, Theorem 86] angegebenen
Kriterien ergibt.
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Das nachfolgende Resultat bringt die Klassenzahl eines gegebenen imaginér-
quadratischen Zahlkorpers in Beziehung mit dem kritischen Wert der Dirich-
letschen L-Reihe des zugehorigen Kronecker-Charakters. Es wird sich als ein
wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptsatzes dieser Arbeit erweisen
und findet sich zum Beispiel in [Ayo63, Theorem 2.8]:

Satz (Dirichletsche Klassenzahlformel): Seid € —N die Diskriminante
des imagindr-quadratischen Zahlkdrpers Q(\/E) Dann gilt

Fl 2 falls d < —4,

w

(4) h(d) = o L(l,xq) mit w= {4 fallsd= —4,
6 fallsd= —-3.

Wegen 1 < h(d) < oo folgt daraus insbesondere L(1,x4) # 0.

2.4 Modulformen und Hecke-Operatoren

Seien k € Z und x ein Charakter modulo N € N, wobei sogar N € 4N fiir
ungerade k vorausgesetzt wird. Bezeichne mit

T'o(N) :={<‘; 2) er : czO(modN)}

die Hecke-Untergruppe der Stufe N zur Modulgruppe I' = SL,(Z). Eine
Modulform mit Gewicht k/2, Stufe N und Charakter x ist eine holomorphe
Funktion g : H — C, die holomorph in allen Spitzen x € Q U {oco} ist,
insbesondere also in co eine Fourierentwicklung

Q(Z) = Zb(n) q" mit b(n) € Cund q:= 27z

n=0

besitzt und fiir alle z € H sowie (2 %)€ Iy(N) folgende Bedingung? erfiillt:

cz+d)  |x(d) ez xe(d)* - (cz+d)*/? - g(z) falls k ungerade.

g (az + b) _ {X(d) - (cz + d)*/? . g(2) falls k gerade,
Eine Modulform heifit Spitzenform, falls sie in allen Spitzen k € Q U {oo}
verschwindet — insbesondere gilt dann 5(0) = 0 in der Fourierentwicklung
in co. Die Spitzenformen bilden einen Unterraum S 2(N, x) im Vektorraum
Myj2(N, x) der Modulformen mit Gewicht k/2, Stufe N und Charakter y.

¥ Dabei sei g4 = 1 fiir d = 1 (mod 4) und g4 = ¢ fiir d = 3 (mod 4).
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Mit Hilfe der Formeln aus [Kna92, Seiten 235 und 272] sowie [CO76| lassen
sich die Dimensionen dieser Rdume bestimmen, welche im Falle des trivialen
Charakters modulo N kurz mit My3(N) bzw. Si/2(IN) bezeichnet werden.

GemiB [Kob84, Seiten 153ff sowie 202ff] kénnen auf Mj/5(N, x) lineare Ope-
ratoren T'(m) (m € N) definiert werden, welche diesen Raum und auch den
Unterraum Si/2(N, x) in sich iiberfiihren. Die von diesen Hecke-Operatoren
erzeugte kommutative Hecke-Algebra wird fiir k € 2Z sogar schon von den
Operatoren T'(p) (p € P) erzeugt, und deren Wirkung auf Fourierkoeffizienten

ist gegeben durch T(p) D> ,b(n) ¢"] = > oo, cp(n) ¢" mit
(5)  cp(n) =b(pn) + x(p) p*/>* b(n/p), wobei b(n/p):= 0 fiir p {n.

Fiir k € 2Z + 1 gilt T(p) = 0 (p € P), und die Hecke-Algebra wird von den
Operatoren T'(p?) (p € P) erzeugt. Die Wirkung auf Fourierkoeffizienten ist
in diesem Fall gegeben durch T(p?) D oo b(n) ¢*] = > ooy cp(n) ¢™ mit

_ n\ (-1\" _
(6)  cp(n) = b(p*n) + " x(p) (;) <?> b(n) + "% x(*) b (n/p?),
wobei b(n/p?):= 0 fiir p? { n sowie A:= (k — 1)/2 definiert seien. Orthogona-
litdt von Modulformen wird iiber das Peterssonsche Skalarprodukt erklért.
Dieses ist gemaB [Stu82, Seite 354] fiir g, h € Sy/2(IV, x) definiert als

{(g,h) := ﬁ /@h(z) y** 2 de dy mit m(N) :=/y_2dxdy,

[(N\H (N)\H

wobei I'(N)\H einen Fundamentalbereich der Hauptkongruenzuntergruppe

i (¢ e (2 )= i)

bezeichne. Das folgende Resultat ist hilfreich fiir die Bildung neuer Modul-
formen aus bestehenden und findet sich z. B. in [Iwa97, Seiten 107f und 124].

Satz 4: Es seien r,s, N € N, x ein Charakter modulo N vom Fihrer s

und g € Sy/2(N, x) mit Fourierentwicklung g(z) = .7, b(n)q".
(i) Es bezeichne x' den durch x induzierten Charakter modulo rN. Dann
gilt g(r2) € Sj2(rN,x'). Fiir r>1 heifit g(rz) Altform in Sy /o(rN, x').

(i) Es seien ) ein Charakter vom Fihrer v und M das kleinste gemeinsame
Vielfache von N, s und r>. Dann gilt g ® ¥ € Sgj2(M, xy?) fiir den
durch g @ (z):= oo, b(n)(n)q" definierten Twist von g mit ¢.
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Motiviert durch (3) wird ein Unterraum S,‘:%(N ,X) in Sk/2(N, x) definiert als
das Erzeugnis aller Formen g(rz) mit r > 1, 7|N und g(z) € Si/2(N/7,X'),
wobei x und x’ den gleichen Fiihrer haben. Das orthogonale Komplement
dieses Raums der Altformen beziiglich des Peterssonschen Skalarproduktes
wird mit SZ;;‘ (N, x) bezeichnet. Schlieflich heifit g € SZ;; (N, x) Neuform,
falls g Eigenform aller Hecke-Operatoren T'(m) (m € N) ist.

Fiir eine Neuform G(2) =3 oo, B(n)¢" € Sk(N) vom Gewicht £ € N wird
die zugehorige automorphe L-Reihe fir Rs > (k + 1)/2 definiert als

- B(n)

L(s,G) = .

Dadurch ist gemifl [Cre92, Seite 19f] eine in diesem Bereich holomorphe
Funktion definiert, die eine analytische Fortsetzung in die gesamte komplexe

Ebene besitzt und dort mit €(G) € {—1,+1} der Funktionalgleichung

(7) (*/N) I(s) L(s,G) = &(G) (*g—ﬁ) L(k — ) L(k — s, G)

27 ™

geniigt. In der Anwendung ab Seite 28 wird G sogar normierte Neuform mit
ganzzahligen Fourierkoeffizienten sein. Fiir solche Formen stimmt die zu-
gehorige automorphe L-Reihe gemdfi Abschnitt 2.6 mit der Hasse-Weilschen
L-Reihe einer elliptischen Kurve iiberein. Daher wird an dieser Stelle auf die
Formulierung weiterer Resultate fiir automorphe L-Reihen verzichtet und
stattdessen auf die Ergebnisse fiir Hasse-Weilsche L-Reihen verwiesen.

Ist nun ¢ eine positiv definite ternire Form mit zugehoriger Matrix ¢ und
Determinante d, so ist die zugehorige Thetafunktion definiert als

6p: H— C, 64(2):= Z ¢®®) = Zr(n) q",

TCZ3 n=0

wobei r(n):= #{z € Z3 : ¢(x) = n} die Anzahl der Darstellungen von n € Z
durch die Form ¢ bezeichne. Ist weiter /V die kleinste natiirliche Zahl, so daf§
die Matrix %N &' ganzzahlige Eintriige und gerade Hauptdiagonalelemen-
te hat, so gilt der folgende Satz, der eine entscheidende Motivation fiir die
Theorie der Modulformen darstellt. Er ist ein Spezialfall von Proposition 2.1
in [Shi73] und findet sich in dieser Formulierung z.B. in [Leh87, Seite 259].
Dabei sei mit x},; der durch x,; induzierte Charakter modulo N bezeichnet:

Satz 5: Es gilt 05 € Ms/5(N, X}q)-
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Fiir eine weitere Form ¢’ aus dem Geschlecht von ¢ ist die Differenz der
zugehorigen Thetafunktionen nach folgendem Resultat eine Spitzenform:

Satz 6: Es gilt 05 — 0y € S3/2(N, Xq)-

Dieser Satz 148t sich genauso beweisen wie die analoge Aussage iiber quadra-
tische Formen ganzzahligen Gewichts in [Sie66, Seite 376] und findet sich in
dieser Formulierung zum Beispiel in [Leh87, Seite 259]. Gemi$ dem folgenden
Resultat (siehe [SP84, Hilfssatz 1]) lassen fast alle Hecke-Operatoren T'(p?)
den von den Thetareihen der Formen aus dem Geschlecht von ¢ erzeugten
Teilraum M;;Q(N , X1q) von Msz/5(N, x}y) invariant:

Satz 7: Fir allep € P mit pt N gilt T(pz)M;;z(N, X1a) C M3";2(N, Xi1a)-

2.5 Die Shimura-Liftung

Goro Shimura entwickelte in [Shi73] den folgenden Zusammenhang zwischen
Modulformen halbganzen und ganzzahligen Gewichts:

Satz 8: Es seien k > 3 ungerade, x ein Charakter modulo N € 4N und
f(2) € Sk/2(N, x) eine Eigenform aller Hecke-Operatoren T(p*) (p € P) mit
zugehdorigen Eigenwerten Ap. Definiere die Shimura-Liftung von f als die
Funktion S(f) : H — C mit S(f)(z) =Y oo, B(n)g", wobei

(8) Z B(n) " H 1

ns = 1— /\p P + X(p)2 pk—2—2s )

Dann gilt S(f) € My_1(N/2,x?). Fiir k > 5 gilt sogar S(f) € Sx_1(N/2,x?).

Beweis: siehe Korollar zum Main Theorem in [Shi73, Seite 458]. Shimura
vermutete allerdings nur, da8 S(f) das Gewicht N/2 hat — dies bewies spéter
zum Beispiel Niwa (siehe [Niw75]). O

Durch Ausmultiplizieren des Euler-Produktes in (8) folgt direkt B(1) = 1
sowie B(p) = ), fiir alle p € P. Wihrend Shimura zeigen konnte, daf§ die
Shimura-Liftung im Fall £ > 5 immer Spitzenform ist, stellte er fiir £k = 3
lediglich eine Vermutung auf, die erst spiter nachgewiesen wurde. Vor der
Formulierung des entsprechenden Zusatzes zu Satz 8 miissen noch einige
Bezeichnungen eingefiihrt werden: Gemif [Cip83, Proposition 3.1] gilt

hy(2) = io:%b(n)nq"2 € S3/2 (452,%0 <_—1>>

n=1
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fiir jeden ungeraden primitiven Charakter ¢y modulo s € N. Darauthin wird
mit Us/a(N, x) derjenige Unterraum von Ss/(NV, x) bezeichnet, der erzeugt
wird von den Formen hy(r%z), wobei 9 ein solcher Charakter mit x = 3 (=1)
ist und r € N die Bedingung 4r%s?|N erfiillt. Wird Orthogonalitét von
Modulformen gemdfl Abschnitt 2.4 iiber das Peterssonsche Skalarprodukt
erklirt, so gilt in den Bezeichnungen von Satz 8 der von Shimura vermutete

Zusatz: Fiir k=3 ist S(f) € Sk_1(N/2,x?) dquivalent zu f 1 Uy ;2(N, x).

Ein Beweis findet sich in [Cip83] auf Seite 104 — es gab jedoch vorher be-
reits Beweise mit anderen Methoden. Nach der folgenden Bemerkung ist die
Bedingung des Zusatzes fiir viele kleine Werte von N trivialerweise erfiillt:

Bemerkung: Es gilt Us)»(N, x) = 0 fiir alle N < 100 mit N ¢ {36,64,72}.

Beweis: Ein Charakter modulo s € N kann nur fiir s > 3 ungerade sein, denn
modulo 1 bzw. 2 existiert nur der triviale Charakter. Daher kann 4r%s%| N
und (—1) = —1 nur erfiillt sein fiir N € {36, 64,72,100,...}. O

Das folgende Resultat von Schulze-Pillot liefert ein weiteres hinreichendes
Kriterium, das speziell auf solche Modulformen anwendbar ist, die gemifl
Abschnitt 2.4 aus terniren Formen konstruiert wurden (siehe [SP84, Satz 4)).

Satz 9: Sind ¢ und ¢' terndre Formen im gleichen Spinorgeschlecht, so ist
die Differenz ihrer Thetafunktionen orthogonal zu Us/2(N, x).

2.6 Elliptische Kurven und Hasse-Weilsche L-Reihen

Die folgenden grundlegenden Definitionen und Resultate aus der Theorie der
elliptischen Kurven sind zum Beispiel in [Kna92], [Cre92] oder [Kob84| zu
finden. Eine elliptische Kurve E (iber Q) ist eine regulirel Kurve definiert
durch eine Gleichung in sogenannter Weierstraf-Form

(9) E:y? +a1zy + asy = 2° + axz® + aux + ag  mit a; € Q.

Die Losung (z,y) = (00, 00) wird als Punkt der elliptischen Kurve angesehen
und im folgenden kurz mit co bezeichnet. Die Menge E(Q) der rationalen
Losungen dieser Gleichung einschliefilich oo bildet nach dem Satz von Mordell
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (mit einer geometrisch durch die so-
genannte ,,Sehnen- und Tangenten-Regel“ motivierten Additionsvorschrift).

I Eine Kurve f(z,y) = 0 heiit reguliir, falls sie keine singuliren Punkte enthlt, das heifit
keine Punkte, bei denen beide partiellen Ableitungen verschwinden.
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Ausgehend von den Koeffizienten a; werden nun zunichst die Hilfsgré8en

by = a% + 4ag, by = 2a4 + aq a3,
bg = ag + 4ag, by = alag + 4asag — a1azay — azag — a2,
cq = b5 — 24b, sowie cg = —bs + 36byby — 216bg

und damit dann die Diskriminante sowie die j-Invariante

3 2
_ G

1728

3
c
bzw. j = —=

A

einer elliptischen Kurve definiert, wobei sich aus der geforderten Regularitdt
stets A # 0 ergibt. Zwei elliptische Kurven heiflen isomorph (iber @), falls
sie durch eine sogenannte zuldssige Variablensubstitution

(z,y) = (WPz + 7 udy + sulz +t) mit u,r,s,t€ Qund u #0

ineinander iibergehen. Isomorphe Kurven besitzen identische j-Invarianten,
wihrend sich die Diskriminanten um einen Faktor u'? unterscheiden. Weiter
kann jede elliptische Kurve E durch eine geeignete Variablensubstitution auf
die Form y? = P(z) gebracht werden, wobei P(z) = z* + abz? + ajz + a§ ein
kubisches Monom mit paarweise verschiedenen (komplexen) Nullstellen ist.
Fiir D € Z\{0} wird der D-quadratische Twist von E als die iiber Q(+/D)
zu FE isomorphe elliptische Kurve Dy? = P(z) definiert, deren Gleichung
durch die zuléssige Variablensubstitution (z,y) — (z/D,y/D?) iibergeht in

E(D): y? = 2° + Dayz® + D*ajz + Daj.

Die Menge aller Twists von E ist nach [Cre92, Seite 82] gegeben durch die
Menge aller elliptischen Kurven mit der gleichen j-Invariante wie E.

Eine Gleichung (9) in Weierstra-Form mit Koeffizienten a; € Z heifit global-
minimal, falls fiir jede Primzahl p die p-adische Norm von A nicht durch
eine zulédssige Variablensubstitution vergréfilert werden kann, ohne dabei auf
gebrochen-rationale Koeffizienten iiberzugehen. Nach Néron (siehe [Kna92,
Seite 292]) kann jede elliptische Kurve durch eine zulissige Variablensub-
stitution in global-minimale WeierstraB-Form gebracht werden, wobei zwei
global-minimale Gleichungen durch eine zuléssige Variablensubstitution mit
u = *+1 und 7,5, € 7Z ineinander iibergehen. Der Kraus-Laska-Connell-
Algorithmus (siehe [Cre92, Seiten 47f]) iiberfiihrt eine gegebene elliptische
Kurve in global-minimale Weierstra-Form und liefert die bendtigte Varia-
blensubstitution.
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Fiir die Definition der reellen Periode einer elliptischen Kurve wird die fest-
legende Gleichung (9) zunichst in global-minimale Weierstra-Form, etwa in

(10) E:y’+adizy +ayy = 2° + ahz® + ajx + af mit a} € Q

iiberfiihrt. Die holomorphe 1-Form dz/(2y + o)z + a}) heiflt dann invariantes
Differential von E und die reelle Periode von E wird gemi8 [Sto00, Seite 18]
definiert als das Integral

QE) = / _dz
B 2y + a}x + a}
E(R)

entlang der Menge E(R) der reellen Losungen von (10), welche aus einer
oder zwei Zusammenhangskomponenten besteht (je nachdem, ob eine oder
drei Losungen (z,0) von (10) mit z € R existieren).

Auch zur Definition der Hasse-Weilschen L-Reihe einer elliptischen Kurve ist
zuniichst die global-minimale Weierstra-Form (10) und daraus dann fiir jede
Primzahl p € P die Reduktion E, von E modulo p zu bestimmen. Diese redu-
zierte Kurve ergibt sich nach [Kna92, Seite 136] einfach durch Reduktion der
Koeffizienten modulo p, wobei die zugehorige Diskriminante A, = A (mod p)
erfiillt. Insbesondere ist E, genau im Fall p { A reguldr. Definiere

B(p) ::P‘i‘l—#Ep(Zp) (p e P),

wobel #FEy(Z,) die Anzahl der Losungen von (10) modulo p einschlieflich
der Losung oo bezeichne. Ein Resultat von Hasse liefert dabei |B(p)| < 2,/p
und nach [Kna92, Seiten 77ff] gilt fiir p|A sogar B(p) € {—1,0,+1}. Die
Hasse- Weilsche L-Reihe von E wird nun definiert als

1 1
(11) L(s,E) := H T@p_s 'plg 1— B(p)p—* + pl-2s’

Wegen Hasses Schranke konvergiert dieses Euler-Produkt fiir s > 3/2 und
ist dort durch eine absolut konvergente Dirichlet-Reihe gegeben. Insbesondere
ist L(s, E) in der Halbebene s > 3/2 holomorph und besitzt eine analyti-
sche Fortsetzung in die gesamte komplexe Ebene — letzteres ergibt sich seit
dem Beweis der Taniyama-Weil-Vermutung durch Breuil, Conrad, Diamond
und Taylor (siehe dazu [Edi00]) direkt aus dem entsprechenden Resultat fiir
automorphe L-Reihen von Neuformen des Gewichts 2 (vgl. Seite 11):

Satz (Taniyama-Weil-Vermutung): Zu jeder elliptischen Kurve E iiber Q
ezxistiert ein ¢ € N und eine Spitzenform G € Sa(q) mit L(-,G) = L(-, E).

Wird ¢ dabei minimal gewdhlt, so ist G Neuform und ¢ der Fihrer von E.
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Umgekehrt 148t sich einer Spitzenform vom Gewicht 2 nach dem folgenden
Resultat aus der Eichler-Shimura-Theorie unter bestimmten Voraussetzun-
gen eine elliptische Kurve mit derselben L-Reihe zuordnen — der konstruktive
Beweis findet sich in [Kna92, Seiten 374 und 391]:

Satz (Eichler-Shimura/Carayol): Es sei ¢ € N und G € S»(q) eine nor-
mierte Neuform mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten. Dann existiert eine
elliptische Kurve E vom Fihrer ¢ mit L(-,E) = L(-,G).

Dadurch wird also einer solchen Neuform eine Isogenieklasse elliptischer Kur-
ven zugeordnet, die aus Kurven mit der gleichen L-Reihe besteht — genauer
heiflen zwei elliptische Kurven #sogen, falls sie durch einen nicht-konstanten
Morphismus auseinander hervorgehen; entscheidend ist fiir die Zwecke dieser
Arbeit aber nur, daf§ isogene Kurven gleiche L-Reihen haben.

Der soeben formulierte Zusammenhang zwischen elliptischen Kurven und
Modulformen wird die Ausfiihrungen zur Darstellbarkeit ganzer Zahlen durch
die Kaplansky-Form vereinfachen, da explizite Werte fiir Hasse-Weilsche L-
Reihen mit Computereinsatz meistens einfacher zu bestimmen sind als die
entsprechenden Werte fiir automorphe L-Reihen — zwingend erforderlich ist
die Zuordnung einer elliptischen Kurve fiir das weitere Vorgehen indes nicht.
Als weitere Konsequenz aus dem Beweis der Taniyama-Weil-Vermutung kann
aus der Funktionalgleichung (7) einer automorphen L-Reihe direkt ein ent-
sprechendes Resultat fiir Hasse-Weilsche L-Reihen abgeleitet werden. Zu je-
der elliptischen Kurve E vom Fiihrer ¢ existiert also e(E) € {—1,+1} mit

s 2—s
(12) <@> ['(s) L(s,E) =¢(E) <ﬁ> I'(2-s5)L(2-s,E).
2m 2m
Im Fall e(E) = —1 folgt aus dieser Funktionalgleichung direkt L(1, E) = 0.
Bei der Anwendung in den folgenden Kapiteln gilt aber L(1, E) # 0 (siehe
Ungleichung (20) in Abschnitt 3.6) und somit ¢(E) = +1. In diesem Fall
ergibt logarithmisches Differenzieren fiir alle s € C mit L(s, E) # 0
LI LI ! 1
(13) _f(S’E): f(2—s,E)+log$+%(2—3)4—%(3).
Wegen der Darstellung (11) als Euler-Produkt ist L(s, E) fiir ®s > 3/2
nullstellenfrei und hat somit aufgrund der Funktionalgleichung in s < 1/2
lediglich die sogenannten trivialen Nullstellen ¢ € —INj, welche den Polstellen
der Gammafunktion entsprechen. Nicht-triviale Nullstellen kénnen also nur
im kritischen Streifen 1/2 < Rs < 3/2 existieren. Weiter kann vollig analog
zu [Prab7, Seite 224] gezeigt werden, daf} diese symmetrisch zur Geraden mit
Realteil 1 sowie zur reellen Achse verteilt sind.
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Es werden nun zu (3) aus Abschnitt 2.2 analoge Darstellungen fiir den Lo-
garithmus und die logarithmische Ableitung einer Hasse-Weilschen L-Reihe
hergeleitet. Definiere dazu fiir L(s, E) =) ", B(n)q" zunichst

_ B

- B(p)
P 2

2
+1 p—<T> fir p e P mit pt A.
Nach Hasses Schranke |B(p)| < 2,/p ist dies wohldefiniert mit |oy| = /P
Definiere auflerdem fiir n € N

0 falls n keine Primpotenz ist,
Ag(n) == { (o + ™) -logp falls n =p™ mit m € N und p{ A
B(p)™ -logp fallsn =p™ mit m e Nund p | A

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun der folgende
Satz 10: Fir alle n € N ist |Ag(n)| < 24/nA(n) und fir Rs > 3/2 gilt

/

—E(S,E) = Z As(n) sowie log L(s,E) = Z As(n) .

14
(14) L ns — n’ logn

n=1

Beweis: Wegen |oy| = (/p fiir p{ A und B(p) € {—1,0,+1} fiir p|A ergibt
sich die Abschitzung aus der Definition von Ag(n). Weiter folgt fiir Rs > 3/2

L= E) 5, 11 (1 - M>_l' 11 (1 - % +pl_2s>_1

ps

plA tA
D)6 (3

[Fiir p1 A gelten B(p) = a, + @, und oy 0 = p.]

m X —m
~Tew 3 20 o (3525 4 3 g;ms)

plA p»fA m=1 m=1

:eXpZZ ms logp ZZ ms logp

plA m= 1P ptA m
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Daraus folgt die zweite Gleichung und wegen der lokal gleichmé&8igen und ab-
soluten Konvergenz fiir Rs > 3/2 auch die Differenzierbarkeit von L(s, E) mit

L'(s,E) = —L(s,E)-Z/\E(n).

s
n=1 n O
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»Die T ist nicht einfach nur eine Zahl — sie ist Geschichte,
Legende, Mystik und irgendwie auch ein Gefiihl. Sie ist
universell und wie eine Melodie. “ Fatin Kemali

3 Die Kaplansky-Form und ihre Begleiter

Irving Kaplansky stellte in seinem im Jahr 1995 erschienenen Artikel [Kap95]
die bis heute nicht vollstindig beantwortete Frage nach den Ausnahmen der
terndren Form z2? + y? + 722. Fiir acht Restklassen modulo 12 konnte er die
Darstellbarkeit durch diese im folgenden als Kaplansky-Form bezeichnete
quadratische Form mit elementaren Methoden aufkldren. Weiter ermittelte
er mit Computereinsatz alle Ausnahmen im Bereich bis 100000. Inzwischen
wurde die Kaplansky-Form noch in einigen weiteren Arbeiten untersucht,
z.B. in [PRWO00], [Kel01], [PRWO01] oder [PWO01]). Sie liegt in einem Ge-
schlecht der Determinante 7, dessen zwei Klassen reprisentiert werden durch

br1(x,y,2) :=2° + 3> + 72 und éra(z,y, 2) == 2% + 2y* + 42° + 2yz.

Um sich des bei ¢72 auftretenden gemischten Terms 2yz zu entledigen, be-
trachtete Kaplansky auch die beiden nachstehend definierten Formen, welche
die Klassen eines Geschlechts der Determinante 14 reprisentieren:

b141(2, Y, 2) = x> + y* + 142° und Piya(z,y, 2) == 2 + 2y* + 72°.

Es wird sich zeigen, dafl die Frage der Darstellbarkeit durch die Formen des
Kaplansky-Geschlechts dquivalent ist zu der entsprechenden Frage fiir ¢4
und ¢4 2 und daf} die Untersuchung einer gegebenen Zahl N € 4N+ 2 mittels
Division durch 2 von einem Geschlecht auf das andere iibertragen werden
kann. Die Einfiihrung des zweiten Geschlechts ist hier vor allem durch die
Verwendung zweier Resultate von Jones und Waldspurger in den folgenden
Abschnitten motiviert: Beide sind nur auf ungerade und zur Determinante
der betrachteten Form prime Zahlen anwendbar. Daher werden auch

bao1 (T, y,2) =2 + Ty* + 72° und ¢ug2(z,y, 2) = 22° + 4y® + 72* + 2zy

studiert: Zwischen diesen Formen der Determinante 49 und dem Geschlecht
der Kaplansky-Form kann hin- und hergeschaltet werden, indem eine gege-
bene Zahl mit 7 multipliziert bzw. durch 7 dividiert wird. Die Formen

bos1(,y,2) := 222 + 7y? + 72% und bos2(,y, 2) := z? + Ty? + 1422

werden schliellich fiir die Untersuchung von Vielfachen von 14 benéttigt.
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Zunéichst seien nun einige einfach einzusehende Beobachtungen aufgefiihrt,
die den engen Zusammenhang zwischen den vier Geschlechtern verdeutlichen
und von denen sich die meisten in Kaplanskys Arbeit [Kap95] finden:

Lemma (Kaplansky): Sei j € {1,2}. Dann gelten

a) Eine natiirliche Zahl N ist genau dann darstellbar durch ¢7 ;, wenn 2N
darstellbar durch ¢4 ist. Umgekehrt ist eine ungerade Zahl M genau
dann darstellbar durch ¢4, wenn 2M darstellbar durch ¢+ ; ist.

b) Eine natirliche Zahl N ist genaw dann darstellbar durch ¢z ;, wenn TN
darstellbar durch ¢u9 ; ist. Umgekehrt ist eine natiirliche Zahl M genau
dann darstellbar durch ¢a9 ;, wenn TM darstellbar durch ¢+ ; ist.

c¢) Eine natirliche Zahl N ist genau dann darstellbar durch ¢49 ;, wenn 2N
darstellbar durch ¢gs ; ist. Umgekehrt ist eine ungerade Zahl M genau
dann darstellbar durch ¢os ;, wenn 2M darstellbar durch ¢a9 ; ist.

Diese groBtenteils von Kaplansky gefundenen Zusammenhinge werden im
ersten Abschnitt dieses Kapitels deutlich verschirft: Gemifl Theorem 1 sind
sogar die entsprechenden Darstellungsanzahlen durch die jeweiligen Formen
identisch. Mit elementaren Methoden wird im ersten Abschnitt aulerdem die
Darstellbarkeit fiir bestimmte Restklassen modulo 12 sowie fiir nicht quadrat-
freie Zahlen aufgeklidrt. Dort werden auch die von Kaplansky durchgefiihrten
Computerberechnungen auf einen wesentlich gréfleren Bereich ausgeweitet,
ohne daf} sich weitere Ausnahmen als die schon von Kaplansky aufgefiihrten
ergeben. Motiviert durch diese Ergebnisse wird bereits der Hauptsatz dieser
Arbeit iiber die Ausnahmen der Kaplansky-Form und ihrer Begleiter indirekt
als Vermutung formuliert.

In den Abschnitten 3.2 bis 3.5 werden Vorbereitungen fiir die endgiiltige
Formulierung und den sich anschliefenden Beweis dieses Hauptsatzes getrof-
fen: Zunéchst wird den oben eingefiihrten Geschlechtern iiber die zugehori-
gen Thetareihen und die Shimura-Liftung eine Modulform vom Gewicht 2
und dann via Eichler-Shimura-Theorie eine elliptische Kurve zugeordnet.
Im darauf folgenden Abschnitt 3.3 wird ein Zusammenhang zwischen den
Darstellungsanzahlen durch die Formen ¢, ; und den Klassenzahlen gewis-
ser imaginadr-quadratischer Zahlkérper hergeleitet. Diese beiden Ergebnisse
werden schliefilich in Abschnitt 3.4 mit Hilfe des Satzes von Waldspurger
zu einer Klassenzahlformel fiir die Hasse-Weilschen L-Reihen der iiber den
erwdhnten imaginédr-quadratischen Zahlkérpern zu der elliptischen Kurve aus
Abschnitt 3.2 isomorphen Twists zusammengefiihrt. In den beiden letzten
Abschnitten finden sich dann die Formulierungen des Hauptsatzes und der
dabei unterstellten Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung.
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Im Anschluff daran wird mit dem Beweis des Hauptsatzes begonnen und
ein Uberblick iiber das weitere Vorgehen gegeben — erst in Kapitel 5 wird
dieser Beweis dann abgeschlossen: Unter der Annahme, dafl neben den in
Abschnitt 3.1 gefundenen Ausnahmen von ¢7; und ¢z noch eine weitere exi-
stiert, wird dort mit Hilfe der expliziten Abschidtzungen des vierten Kapitels
eine Ungleichung aufgestellt, die im Widerspruch steht zu den Ergebnissen
dieses Kapitels bzw. zu einer daraus abgeleiteten Ungleichung.

3.1 Elementare Ergebnisse

Nach dem folgenden Satz weisen die Geschlechter, in denen die Kaplansky-
Form und ihre Begleiter liegen, untereinander die gleiche Strukur auf:

Satz 11: Fir jedes k€ {7,14,49,98} reprisentieren ¢p,1 und ¢y » die Klas-
sen eines Geschlechts der Determinante k, das genau ein Spinorgeschlecht
enthdlt. Zuldssig fiir dieses Geschlecht sind fir k € {7,14} genau diejenigen
natirlichen Zahlen, die nicht in der Menge

M = {7 (Tb+¢) : a,b € Nq und c € {3,5,6}}

liegen. Fiir k € {49,98} sind genau die Elemente der Menge M /7 unzulissig.

Beweis: Die Aussage iiber die Klassen findet sich in [BI58], die iiber das
Spinorgeschlecht in [Hsi81, Seite 235]. Die zuléissigen Zahlen fiir ¥ = 7 sind in
[Kap95] angegeben und mit dem obigen Lemma kénnen daraus die zulissigen
Zahlen fiir k € {14,49, 98} abgeleitet werden. O

Als nichstes wird nun die angekiindigte Verschirfung der von Kaplansky

gefundenen Zusammenhinge formuliert und nachgewiesen. Bezeichne dazu
fir j € {1,2} und k € {7,14, 49,98} mit

T (N) = # {(wayaz) AR br,i(z,y, 2) = N}
die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl N durch die Form ¢ ;.

Theorem 1: Fiir j € {1,2} und N € N gelten die folgenden Identititen:
0,) 7'7,]' (N) = 7'14,]' (2N) und 7'14,]' (2N + 1) = 7'7,]' (4N + 2),
b) 75 (N) =749, (TN) und 1495 (N) =77, (TN),

¢) a9, (N) = 19g,; (2N) und ro5,; (2N +1) =149, (4N + 2).
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Beweis: Es werden jeweils Bijektionen zwischen den Darstellungen durch die
betrachteten Formen angegeben. Sei dazu N € N. Die Abbildung

gl:Q3_>Q3a (x,y,z)l—>(x+y,x—y,z)
liefert eine Bijektion von Q2 auf sich mit Umkehrabbildung

a+ba—bc
2 > 927

gt Q= @3 (a,bc)— (

und es gilt ¢14.1(91(z, ¥, 2)) = 2¢71(z, y, 2). Fiir eine Darstellung (a, b, c) € Z3
von 2N durch ¢4, haben a und b gleiche Paritét, so daB g; '(a,b,c) € Z3
folgt. Somit ist durch g; eine Bijektion zwischen den Darstellungen von N
durch ¢7; und den Darstellungen von 2N durch ¢4 gegeben. Ebenso ist

92: Q> Q% (z,y,2)— 2y+2, w, 2)

eine Bijektion von Q3 auf sich mit Umkehrabbildung

6 Q@ (@bor (b, S c) .

Es gilt ¢142(g2(x, ¥, 2)) = 2¢72(z,y, 2) und fiir eine Darstellung (a, b,c) € Z*
von 2N durch ¢4 haben a und c gleiche Paritét, so da g, ' (a,b,c) € Z®
folgt. Also iiberfiihrt g, die Darstellungen von N durch ¢7 > in Darstellungen
von 2N durch ¢4 et vice versa. Damit ist die erste Identitéit aus a) gezeigt.
Fiir die zweite Identitdt betrachte zundchst die Abbildung

93:(1;23_)@3’ (w,y,z)'—>(w+y,x—y, 22)'
Diese liefert eine Bijektion von Q32 auf sich mit Umkehrabbildung

a—i—ba—bg
2 7 2 72

g Q- Q% (a,bc)— (

und es gilt ¢71(gs3(x, ¥, 2)) = 2¢141(x, y, 2). Ist (a,b,c) € Z* eine Darstellung
von 4N + 2 durch ¢, so haben a und b die gleiche Paritét, c ist gerade und
es folgt g5 '(a,b,c) € Z3. Ebenso ist

g4 Q3 - Q3a (w,y,z) = (2ya r—z, 22)
eine Bijektion von Q3 auf sich mit Umkehrabbildung

264+c a c)

-1 . 3 3 _
94 Q%Qa (aabac)'_)< 2 a2a2
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Es gilt ¢72(94(z,y, 2)) = 2¢142(x, y, z) und fiir eine Darstellung (a, b, c) € Z3
von 4N + 2 durch ¢75 sind a und c beide gerade, b ist ungerade und somit
folgt g;*(a,b,c) € Z3. Damit ist auch die zweite Identitéit aus a) bewiesen.
Die Identitdten aus b) und c) ergeben sich analog — dazu werden nun im
wesentlichen nur noch die benétigten Bijektionen zwischen den Darstellungen
durch die jeweiligen Formen angegeben: Fiir j € {1, 2} erfiillt die Bijektion

(72, z, y) falls 7 =1,
g5, : Q3 — Q3a (x,y,z) = .
(y+4z, -2y — z, z) falls j =2,

zundchst ¢ug ;(gs,(2,y,2)) = Td7 j(z,y, 2). Weiter besitzt gg,]l.(a, b, ¢) fiir den
Fall ¢49 ;(a,b,c) € 7TZ ganzzahlige Komponenten, so daf§ gs ; eine Bijektion
zwischen den Darstellungen von N durch ¢7 ; und den Darstellungen von 7N
durch ¢y ; liefert. Umgekehrt sind auch die Abbildungen

(7y, 7z, x) falls j = 1,

g6, : Q3 — Q3a (w,y,z) = { .

(72, —x — 4y, 2z +y) falls j =2,
bijektiv und iiberfilhren Darstellungen von N durch ¢4 ; in Darstellungen
von 7N durch ¢z ; et vice versa, denn es gilt ¢7 ;(g6,; (2, y, 2)) = Tdao (2, y, 2)
sowie gg i (a,b,¢) € Z* im Fall ¢7;(a,b,c) € TZ. Damit ist auch b) gezeigt.
Analog liefert fiir j € {1, 2} die Bijektion

(z,y+2z,y—2z) fallsj=1,
grj: Q3 — Q3a (w,y,z) = .
2z +vy,y, 2) falls 7 = 2,

einerseits ¢os ;(97,5(€, ¥, 2)) = 2¢40 (2, y, 2). Andererseits ist g7 (a,b,c) € Z*
zumindest im Fall ¢gg ;(a, b, c) € 2Z erfiillt. Ebenso gilt fiir die Bijektionen

2z, y+ 2, y—2) fallsj=1,
g8, : Q3 — Q3a (waya Z) = .
(z —y, 2y, 22) falls j = 2,

jeweils dag ;(gs j(%,y,2)) = 2¢9s j(x,y,2) und iiberdies gs_,]l.(a,b, c) € Z® im
Fall ¢4 j(a,b,c) € 4Z + 2. Daraus folgt schliefflich auch Teil c). O

Die Frage nach den Ausnahmen der Kaplansky-Form ist also vollstindig
dquivalent zu der entsprechenden Frage fiir die Formen ¢14.1, ¢49,1 oder ¢og 1.
Dieses Resultat wird in den folgenden Abschnitten an verschiedenen Stellen
verwendet: Zum Beispiel werden bei den Beweisen von Satz 17 und Theo-
rem 5 Ergebnisse von Jones bzw. Waldspurger benutzt, die nur auf ungerade
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und zur Determinante der betrachteten Form prime Zahlen anwendbar sind.
Enthilt eine gegebene Zahl aber einen Primfaktor 2 oder 7, so kann dieser
wegen Theorem 1 durch Ubergang zu einer der anderen Formen eliminiert
werden. Ebenso lassen sich damit aus dem nichsten Resultat, das die Be-
schrankung der Suche nach den Ausnahmen der Formen ¢7; und ¢7, auf
wenige Restklassen modulo 12 rechtfertigt, direkt entsprechende Aussagen
fiir die anderen Begleiter der Kaplansky-Form ableiten.

Theorem 2: Es gelten die folgenden Aussagen:

a) Jede zulissige Zahl N € 4No +{0, 1} ist darstellbar durch ¢1 und ¢ 5.
Fir N € 8Ng + 5 gilt sogar r71(N) = r72(N).

b) Eine zuldssige Zahl N € 3Nq + 2 ist genau dann darstellbar durch ¢7 1,
wenn sie nicht die Gestalt 14 - 7%* mit k € Ny hat.

c¢) Jede zulissige Zahl N € 3Ng + {0, 2} ist darstellbar durch ¢72.

Beweis: Die Aussage ¢) ist in [Kap95| als Theorem 1 formuliert und das
dortige Theorem 2 wurde in [PRW01, Theorem 5] zu b) verschirft. Schliefflich
ist der erste Teil der Aussage a) genau das Theorem 3 aus [Kap95] — zum Be-
weis wird dort implizit gezeigt, dafl mit Hilfe der Bijektionen g, h : Q3 — @3,

-3 4
g9(z,y,2) := (w, y 5 z, y—;—z) und h(z,y, z) = (y-; z, z, g),

aus jeder Darstellung einer Zahl N € 4Ny+{0,1} durch ¢7, eine Darstellung
von N durch ¢7, gewonnen werden kann und umgekehrt. Fiir N € 8Ny + 5
liefert einerseits g eine Bijektion zwischen den Darstellungen (z,y,2) € Z3
mit y € 2Z durch ¢7; und den Darstellungen (a,b,c) € Z*> mit b € 2Z + 1
durch ¢7,. Andererseits iiberfiihrt A die Darstellungen (z,y,2) € Z* von N
mit y € 2Z + 1 durch ¢7; bijektiv in die Darstellungen (a,b,¢) € Z* von N
mit b € 2Z durch ¢ 5. Daher kénnen g und h zu einer Bijektion zwischen
den Darstellungen von N durch ¢7;1 und ¢72 verdichtet werden. Cl

Aufgrund des folgenden Theorems kénnen die Uberlegungen zur Darstellbar-
keit durch die Formen aus dem Geschlecht der Kaplansky-Form iiberdies auf
quadratfreie Zahlen beschrinkt werden. Wiederum liefert Theorem 1 eine
entsprechende Aussage fiir die Formen ¢ 1 und ¢y » mit k € {14, 49, 98}.

Theorem 3: Seien j € {1,2} und n € No.
a) Jede zulissige Zahl p*n mit p € P\ {7} ist darstellbar durch ¢y ;.

b) Es ist 7*n genau dann darstellbar durch ¢7;, wenn dies fir n gilt.



3.1 ELEMENTARE ERGEBNISSE 25

Beweis: Die Aussage b) folgt direkt aus Teil b) von Theorem 1. Weiter sind
alle zuldssigen Vielfachen von 4 nach Teil a) von Theorem 2 durch beide
Vertreter des Kaplansky-Geschlechts darstellbar. Schliellich folgt die Dar-
stellbarkeit von p?n fiir n € Ny und hinreichend grofie p € P\{2, 7} direkt
aus [HJ97, Seite 485] — der vollstindige Beweis von Teil a) wird jedoch erst
in Abschnitt 3.3 mit Hilfe der Theorie der Modulformen erbracht. L

Aus der Struktur des Kaplansky-Geschlechts mit zwei Klassen im selben
Spinorgeschlecht folgt der nachstehend formulierte Satz, nach dem fast alle
quadratfreien zuldssigen Zahlen durch beide Vertreter dieses Geschlechts dar-
stellbar sind. Wieder kann mit Hilfe von Theorem 1 eine analoge Aussage fiir
die Begleiter ¢ ; mit k£ € {14,49,98} und j € {1,2} abgeleitet werden:

Satz 12: Fir j € {1,2} hat ¢7; nur endlich viele quadratfreie Ausnahmen.

Beweis: Nach [DSP90, Seite 56] stellt eine positiv definite ternire quadrati-
sche Form fast alle Zahlen dar, die vom Spinorgeschlecht dieser Form primitiv
dargestellt werden. Nun sind Darstellungen quadratfreier Zahlen immer pri-
mitiv und jede zuléssige Zahl wird von dem durch ¢7; und ¢, représentier-
ten Spinorgeschlecht dargestellt, da dieses nach Satz 11 mit dem Geschlecht
zusammenfillt. Somit stellt also jede der beiden Formen fast alle zuldssigen
quadratfreien Zahlen dar. [l

Das zum Beweis verwendete Resultat von Duke und Schulze-Pillot aus dem
Jahre 1990 beruht allerdings auf der ineffektiven Siegelschen Abschitzung
fiir Klassenzahlen imagindr-quadratischer Zahlkérper, so dafl keine Aussage
iiber die genaue Anzahl der Ausnahmen mdéglich ist oder iiber eine Schran-
ke, oberhalb derer alle zulédssigen Zahlen dargestellt werden. In dieser Arbeit
wird unter Annahme der Richtigkeit einer Verallgemeinerten Riemannschen
Vermutung eine solche Schranke (2 - 10'2) hergeleitet. Die Zahlen unterhalb
dieser Schranke werden mit Computereinsatz auf Darstellbarkeit untersucht,
woraus sich fiir die Kaplansky-Form ¢7; und ihre Begleiter eine bedingte
Antwort auf die Frage nach den Ausnahmen ergibt. Ohne gréferen Aufwand
ist die Darstellbarkeit relativ kleiner Zahlen nachzupriifen, z. B. gelten

1= ¢7,(1,0,0) 2=¢71(1,1,0) 3 Ausnahme von ¢7;
4 = ¢7:(2,0,0) 5=¢71(2,1,0) 6 Ausnahme von ¢r
7= ¢71(0,0,1) 8 =¢71(2,2,0) 9 =¢7.(3,0,0)

10 = ¢7:(3,1,0) 11 = ¢7,(2,0,1) 12 = ¢71(2,1,1)

13 = ¢71(3,2,0) 14 Ausnahme von ¢7, 15 = ¢71(2,2,1).

Der Ansatz ¢71(z,y,2) = N liefert dabei fiir gegebenes N € N unmittelbar
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die Schranken |z|,|y| < v/N sowie |z| < /N/7, so da jeweils nach end-
lich vielen Versuchen entschieden werden kann, ob eine Zahl darstellbar ist
oder nicht. Mit einer Kombination zweier darauf basierender Algorithmen
wurden alle zuliissigen quadratfreien Zahlen bis 2-10'? computergestiitzt auf
Darstellbarkeit durch ¢71 bzw. ¢7 o iiberpriift, sofern diese nicht schon aus
Theorem 2 folgt. Bei diesen Untersuchungen (fiir Details sieche Anhang A.7)
tauchten neben den schon von Kaplansky im Bereich bis 10° gefundenen
Ausnahmen der beiden Formen keine weiteren mehr auf:

Satz 13: Die Form ¢r, stellt alle quadratfreien zuldssigen Zahlen N <2-10'?
bis auf die 53 Zahlen 3, 6, 14, 19, 22, 31, 51, 55, 66, 94, 139, 142, 154, 159,
166, 214, 235, 283, 322, 406, 439, 534, 559, 595, 651, 670, 714, 874, 946,
1435, 1726, 2086, 2131, 2170, 2310, 2419, 2506, 3262, 3346, 3559, 4759, 4879,
6034, 6643, 8554, 9814, 10591, 13699, 13846, 20734, 24514, 50155 und 73906
dar. Die quadratfreien Ausnahmen von ¢7o in diesem Bereich sind genau
die 5 Zahlen 7, 10, 79, 259 und 1771.

Mit Hilfe von Theorem 1 lassen sich entsprechende Ergebnisse iiber die Aus-
nahmen der Formen ¢y ; mit k£ € {14, 49,98} und j € {1, 2} ableiten.

Zusammenfassend hat die Kaplansky-Form nur endlich viele quadratfreie
Ausnahmen, von denen genau 53 kleiner als 2 Billionen sind — die grofite
unter diesen bekannten Ausnahmen ist 73906. Zudem kann ¢-; abgesehen
von der Zahl 14 nur solche quadratfreien zulédssigen Zahlen verfehlen, die bei
Division durch 12 einen Rest 3, 6, 7 oder 10 haben. Fiir ¢7, kommen hier
sogar nur die Reste 7 und 10 in Frage und die grofite quadratfreie Ausnahme
im Bereich bis 2 Billionen ist die Zahl 1771. Folgende Vermutung liegt nahe:

Vermutung: Die Formen ¢71 und ¢r2 haben keine weiteren quadratfreien
Ausnahmen als die in Satz 13 angegebenen.

Da mit Hilfe von Theorem 3 die Darstellbarkeit nicht-quadratfreier Zahlen
aufgekldrt bzw. auf quadratfreie Zahlen zuriickgefiihrt werden kann, wire die
Frage nach den Ausnahmen der Formen ¢7; und ¢7 2 im Falle eines Beweises
dieser Vermutung vollstindig beantwortet und aus Theorem 1 ergibe sich
die Losung des entsprechenden Problems fiir die Begleiter dieser Formen.
Ein vollstdndiger Beweis scheint mit den heutigen Methoden und Computern
jedoch nicht moglich zu sein — siehe hierzu [0S97, Seite 418f]. Allerdings kann
unter Annahme der Richtigkeit einer (in Abschnitt 3.5 prézise formulierten)
Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung ein solcher Beweis erbracht
werden. Dafiir wird im folgenden Abschnitt zunéchst tiber Thetareihen und
die Shimura-Liftung ein Zusammenhang zu den Modulformen und dann mit
Hilfe der Eichler-Shimura-Theorie zu den elliptischen Kurven hergestellt.
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3.2 Zuordnung einer elliptischen Kurve

Die Thetareihen zu quadratischen Formen sind gemif Abschnitt 2.4 eine
wichtige Motivation fiir die Theorie der Modulformen und liefern zugleich
eine Fiille von Beispielen, bei denen als Fourierkoeffizienten also die Darstel-
lungsanzahlen durch diese quadratischen Formen auftreten. Hier gilt nun fiir
alle k € {7,14,49,98} und n € N wegen ¢ (z,y, 2) = ¢r j(—, —y, —2)

ag(n) = 1 (rk1(n) — r2(n)) € Z.

2
Da fiir jedes solche k die Formen ¢y 1 und ¢y 2 im selben Geschlecht liegen,
sind durch diese Festlegung nach Satz 6 aus Abschnitt 2.4 sogar die Fourier-
koeffizienten einer Spitzenform vom Gewicht 3/2 definiert:

i 53/2(28, Xilk) fiir k € {7, 49},
€
‘5’3/2(56)X£1k) fiir k € {14, 98},

wobei X/, den durch x,, induzierten Charakter modulo 28 bzw. 56 bezeichne.
Im Beweis von M 5 aus Anhang A.5 wird der Beginn der Fourierentwicklung
von f; ermittelt und mit Hilfe von Theorem 1 kénnen daraus auch die ersten
Fourierkoeffizienten der Formen fi4, f190 und fos gewonnen werden:

@) =q+0 -2 - " -2+ —® - ¢* + 44" +2¢" + ...

Diesen Modulformen soll durch Anwenden der Shimura-Liftung eine Modul-
form vom Gewicht 2 zugeordnet werden. Der entsprechende Satz 8 kann aber
nur auf simultane Eigenformen aller Hecke-Operatoren angewendet werden,
was nach folgendem Resultat nicht fiir alle auftretenden Formen erfiillt ist:

Lemma 1: f; und fi9 sind simultane Eigenformen aller Hecke-Operatoren,
wihrend fi4 und fos nur Eigenformen von T (p?) fiir p € P\{2} sind.

Beweis: Fiir k € {7,49} ist der Raum S3/5(28, x};,) nach [Leh92, Seite 417]
eindimensional, so da f; und fs9 trivialerweise Eigenformen aller Hecke-
Operatoren sind. Seien nun k € {14,98} und p € P.

Fir p ¢ {2,7} 148t T'(p*) gemiB [SP84, Hilfssatz 1] nicht nur Ss/5(56, X}y)
invariant, sondern auch den von den Thetareihen zu ¢y 1 und ¢ 2 erzeugten
Unterraum von Ms»(56, X};). Da der Durchschnitt dieser beiden Rdume ein-
dimensional ist und von der Form f; erzeugt wird, ist diese also Eigenform
von T(p®). Nach (6) auf Seite 10 gilt T(p?) fx(2) = Y ey akp(n) ¢" mit

an() = ) + 2 xtp) () (2 )an(0) + £ Xin87) a5
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Fiir p € {2, 7} folgt dabei x},(p) = X4 (p?) = 0 und somit axp(n) = ax(p?n)
fir alle n € N, da xJ, Charakter modulo 56 ist. Mit Theorem 1 ergibt
sich daher direkt az7(n) = ax(49n) = ax(n) fir alle n € N, so daB f
Eigenform von 7(7%) mit Eigenwert 1 ist. Auf der vorigen Seite sind die
ersten Fourierkoeffizienten von fr; angegeben und zusammen mit Theorem 1
kann

a14(4) _ ags(4) a14(8) _ ags(8)
a12(1)  ags(1) a14(2)  ags(2)

verifiziert werden, so daf§ also weder f14 noch fog Eigenform von 7T'(2?) ist. (I

=1 und

=1,

Die Formen fi4 und fgg erfiillen also nicht die Voraussetzungen des Satzes
iiber die Shimura-Liftung. Durch Anwendung des Hecke-Operators T'(2%),
dessen Wirkung auf die Fourierkoeffizienten der beiden Formen in dem obigen
Beweis beschrieben ist, ergeben sich die folgenden modifizierten Formen:

Fi(2) =T@) fu(2) = Y ax(4n) 4" € S3/2(56, xsy).
n=0
Nach Theorem 1 gilt ax(8n + 4) = ax(2n + 1) fiir k¥ € {14,98} und n € N,
so daB sich durch diese Modifikation nur die Koeffizienten zu den geraden
Potenzen von ¢ dndern, auf die der Satz von Waldspurger in Abschnitt 3.4
ohnehin nicht anwendbar ist. Aus dieser Modifikation ergeben sich also fiir
das weitere Vorgehen keine Einschriankungen und das folgende Resultat zeigt,
dafl die modifizierten Spitzenformen den geforderten Anspriichen geniigen:

Theorem 4: f,, fiy, fio und fg5 sind simultane Eigenformen aller Hecke-
Operatoren T(p?), p € P. Die Shimura-Liftung zu jeder dieser Formen ist

F(z):=)_ A(n) " :=n(2) n(22) n(72) n(14z) € S5(14).

Beweis: Nach Lemma 1 sind f7 und f49 simultane Eigenformen aller Hecke-
Operatoren und fiir p € P\{2} sind auch fi4 und fos Eigenformen von T'(p?).
Werden die Fourierkoeffizienten von T'(p?)f; mit ayp(n) bezeichnet, so gilt
also ay p(n) = A pax(n) fiir alle n € N und geeignete Az, € C. Insbesondere
ist diese Gleichung fiir alle n € 4N erfiillt, so da f;, und f3; ebenfalls
Eigenformen von T'(p?) (p # 2) sind. Fiir k& € {14,98} wird nun gezeigt,
daB fz auch Eigenform von T'(2?) ist. Nach [CO76] ist der Raum S3/5(56, X})
zweidimensional und wird daher von den linear unabhéngigen Formen f,
und f} erzeugt. Somit ist T(2%) f¥ Linearkombination dieser beiden Formen
und es existieren 8,7 € C mit T(22) ff = Bf¢ +7f,- Insbesondere ergibt sich

ar(16) = Bar(4) + yar(1) und ax(32) = Bar(8) + vax(2)
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und dieses lineare Gleichungssystem geht durch Einsetzen der Koeffizienten,
die sich mit Hilfe von Theorem 1 aus den im Anhang auf Seite 103 berech-
neten Werten a7(n) ergeben, iiber in das System

—1=0+v und 1=-F+7,

dessen eindeutige Losung gegeben ist durch 8 = —1 und v = 0. Daher ist f;
Eigenform von 7'(2?) zum Eigenwert —1.

Auf die Formen f, mit £ € {7,49} und f; mit £ € {14,98} ist daher die
Shimura-Liftung anwendbar: Bezeichnet A, fiir p € P den Eigenwert von f,
bzw. fi zu T(p?), so folgt Fi(z):= > oo Ap(n) ¢ € My(14) bzw. € M(28)
aus Satz 8, falls die Ax(n) definiert werden durch

=, Ay(n) 1
1 — = .
( 5) Z ns H 1— /\k,pp—s + Xilk(p)2p1—2s

n=1 pelP

Da ¢k, und ¢y im gleichen Spinorgeschlecht liegen, gilt fi L Us/2(28, Xi)
bzw. fi L Us/2(56, X)) nach Satz 9 und somit Fj € S3(14) bzw. F; € S5(28)
aufgrund des Zusatzes zu Satz 8.

Bezeichnet 7(z) := ¢'/%* [[2, (1 — ¢") die Dedekindsche Eta-Funktion, so gilt
nach [MO97, Theorem 1] auch F(z) := n(z)n(22)n(7z)n(14z) € S2(14). Aus
der Dimensionformel in [Kna92, Seite 272] ergibt sich aber dim S»(14) =1
und somit Fy, = F fiir k£ € {7,49}, da F} als Shimura-Liftung von f, ebenso
normiert ist wie F.

Aus [Kna92, Seite 272] ergibt sich weiter dim S5(28) = 2, so daf} dieser Raum
von den Formen F(z) und F(2z) erzeugt wird. Daher ist Fj fiir £ € {14, 98}
Linearkombination dieser beiden Formen, die wegen der Normiertheit von Fj
und F die Gestalt Fi(z) = F(z) + BF(2z) mit 8 € C hat. Insbesondere gilt
Ar(2) = A(2) + BA(1), wobei einerseits A(2) = —1 sowie A(1) = 1 nach

Definition von F folgt und andererseits {iber den Eigenwert A\; 2 = —1 von f;
zu T(2%) mit (15) auch Ax(2) = —1 berechnet werden kann. Daraus folgt
direkt 8 = 0 und somit auch in diesem Fall F}, = F. [l

Durch Ausmultiplizieren des Eta-Produktes ergibt sich fiir diese Modulform
F2)=q—- -2 +¢"+2° + " —®+¢° — 2¢"° — 44" + ..

Nach dem folgenden Satz existiert nun eine elliptische Kurve, deren Hasse-
Weilsche L-Reihe mit der automorphen L-Reihe von F iibereinstimmt. Dieses
Resultat wird sich als hilfreich erweisen, weil konkrete Werte im Zusammen-
hang mit L-Reihen fiir elliptische Kurven meistens (mit Computereinsatz)
einfacher zu berechnen sind als die entsprechenden Werte fiir Modulformen.
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Es ist zwar im wesentlichen schon in [OS97, Theorem 2] formuliert, wird aber
an dieser Stelle aufgrund der zentralen Bedeutung nochmals bewiesen:

Satz 14: F ist normierte Neuform in Sa(14) mit A(n) € Z fir alle n € N.
Fiir die elliptische Kurve

E:y+zy+y=2*+4z—-6
vom Fihrer 14 gilt L(s,F) = L(s, E).

Beweis: Aus [Kna92, Seite 272] folgt So(M) = {0} fiir alle M|14 mit M # 14.
Daher gilt S (14) = {0} und somit F € S5 (14). Wegen dim S5(14) = 1 ist
F automatisch Eigenform aller Hecke-Operatoren T'(m) (m € N), also Neu-
form in S2(14). Als Shimura-Liftung von f ist F insbesondere normiert. Wei-
ter sind wegen F(z) = n(z) n(2z) n(7z) n(14z) alle Fourierkoeffizienten A(n)
ganze Zahlen. Nach dem Satz von Eichler-Shimura/Carayol auf Seite 16 exi-
stiert somit eine elliptische Kurve E vom Fiihrer 14, deren Hasse-Weilsche
L-Reihe gegeben ist durch L(s,E) = ) 2 A(n)n~*. Nach den Tabellen in
[Cre92| existiert aber nur eine Isogenieklasse zum Fiihrer 14, welche reprisen-
tiert wird durch die im Satz angegebene Kurve. [l

Die elliptische Kurve E kann durch die Variablensubstitution (3,0, —%,—3)
in die Weierstra-Form y? = 23 + z? + 72z — 368 iiberfiihrt werden. Diese
Darstellung ist zwar nicht mehr global-minimal, erlaubt aber fiir D € Z\{0}

das Aufstellen einer Gleichung des iiber Q(v/D) zu E isomorphen Twists
E(D):y? = 1° + Dz* + 72D%z — 368D°.

Der néchste Satz enthélt Darstellungen fiir die L-Reihen, deren Logarithmen
und logarithmische Ableitungen sowie die reellen Perioden dieser Twists:

Satz 15: Sei D € Z\{0}. Dann gilt L(-,E(D)) = L(-,F ® xp) und somit

Lo (D)) = 35 A X0l

n=1

fiir Rs > 3/2.

Weiter gilt Ag(p)(n) = Ag(n) xp(n) fir alle n € N und daher

L'(s, E(D)) _ = Ae(n) xp(n)
~ L(s,E(D)) ; ns
Ae(n) xn(n)

sowie log L(s, E(D)) fiir Rs > 3/2.

I
[M]8

n® logn

n=1
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Schliefilich ist die reelle Periode von E(D) gegeben durch

T d
N=u- [ i ,
A V13 + D2 + 72D2x — 368D3

Q(E(D

wobei w im Fall D € 47, + 1 gleich 2 und ansonsten gleich 1 ist.

Beweis: Ohne Einschrinkung kann D als quadratfrei angenommen werden,
da das Twisten mit einer Quadratzahl zu einer {iber ) isomorphen Kurve
fiihrt. Gemif [Cre92, Seite 82| besitzt der D-quadratische Twist von E fiir
D € 7Z\{0} die gleiche L-Reihe wie die mit dem Kronecker-Charakter des
imaginsir-quadratischen Zahlkérpers Q(+v/D) getwistete Spitzenform F.

Die Diskriminante von E(D) ist ein Vielfaches der Diskriminante 14 von E.
Fiir p € {2, 7} gilt daher Agpy(p™) = A(P)™ xp(P)™ logp = Ae(p™) xp(P™)
nach der Definition auf Seite 17. Fiir Primteiler p von D ist xp(p) = 0, so daB
diese Gleichheit ebenfalls gegeben ist. Schliefllich ergibt sich diese fiir p 1 14D
wiederum aus der Definition, da sich der Realteil von oy durch das Twisten
um den Faktor xp(p) und der Imaginérteil um einen Faktor +=xp(p) dndert.
Fiir die Bestimmung der reellen Periode ist E(D) zunichst in eine global-
minimale Weierstra-Form y2 +a, zy+asy = 23 +a2+ a4z +ag zu iiberfiihren.
Die dazu benétigte zuléissige Variablensubstitution (u, 7, s,t) € Q* liefert der
in [Cre92] auf den Seiten 47f abgedruckte Kraus-Laska-Connell-Algorithmus!.
Die reelle Periode ergibt sich dann gemifi Abschnitt 2.6 durch Integration
des Betrags des invarianten Differentials dz/(2y + a1z + a3) iiber [E(D)] (R),
wobei dieser Integrationsweg nur aus einer Zusammenhangskomponente be-
steht, da 4D einzige reelle Nullstelle des Polynoms z3+ Dz2 +72D%z — 368 D3
ist. Bei der Definition des Integranden heben sich die Parameter s und ¢ auf
und durch die Substitution ¢ = u?z + r wird die vorher auf die Koeffizienten
von E(D) angewendete Variablensubstitution bis auf einen Faktor u riick-
gingig gemacht. Auf diese Weise kann die Gleichheit mit dem im Satz an-
gegebenen Integral gezeigt werden, wobei eine genauere Analyse des Kraus-
Laska-Connell-Algorithmus auch die Aussage iiber den konkreten Wert von u
liefert: Die Invarianten und die Diskriminante von E(D) sind gegeben durch

ca=—-2%5.43-D? ¢=25-11-13.37-D% A=-218.D°

Daraus folgt (c3, A) = 2'2D°® sowie ord(3, ¢g) € {0, 3}, so daBl u einen Wert +1
oder £2 annehmen mufl. Wegen ord(2,cs) € {4, 6} ist u = £2 dquivalent zu

—5-.43-D?=1(mod2) wund 11-13-37-D*®= —1(mod4).

t Unter http://www.maths.nott.ac.uk/personal/jec/book/amec.htmi finden sich Errata zur
ersten Auflage des Buches und insbesondere zum Kraus-Laska-Connell-Algorithmus.
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Beide Bedingungen gleichzeitig sind offenbar genau fiir D € 4Z + 1 erfiillt. [

Das folgende Resultat aus [Jam98] wird im weiteren Verlauf nicht benutzt
und ist hier nur deshalb aufgefiihrt, weil zum Beweis interessanterweise der
soeben geschilderte Zusammenhang zwischen der elliptischen Kurve £ und
den Begleitern ¢491 bzw. ¢49 o der Kaplansky-Form ausgenutzt wird. Nach
diesem Resultat haben zumindest knapp elf Prozent der iiber imaginir-
quadratischen Zahlkérpern zu E isomorphen Twists den Rang 0:

Satz: Fir mindestens & aller quadratfreien D € N gilt L(1, E(—D)) # 0.

Nach einer (bislang unbewiesenen) Vermutung von Goldfeld gilt die Aussage
dieses Satzes sogar fiir die Hilfte aller quadratfreien Zahlen (siehe [Gol79]).
Als erste Anwendung der in diesem Abschnitt gefundenen Zuordnungen wird
im folgenden Abschnitt der ausstehende Beweis zu Theorem 3 gefiihrt. Vor-
her werden dazu einige Resultate iiber Klassenzahlen imaginir-quadratischer
Zahlkorper nachgewiesen, die spéter auch beim Beweis des Hauptsatzes iiber
die Ausnahmen der Kaplansky-Form eine entscheidende Rolle spielen.

3.3 Zusammenhang mit Klassenzahlen

Nach dem auf Seite 8 formulierten Satz von Jones kann die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen primitiven Darstellungen einer natiirlichen Zahl N durch
die Vertreter eines Geschlechts ternirer Formen in Zusammenhang gebracht
werden mit der Klassenzahl eines imagindr-quadratischen Zahlkorpers. In
Satz 17 findet sich eine solche Formel fiir den Spezialfall des Kaplansky-
Geschlechts. Zuvor wird fiir £ € {7, 14, 49,98} die im folgenden mit Gx(N)
bezeichnete Anzahl der wesentlich verschiedenen primitiven Darstellungen
durch die beiden Formen ¢ ; und ¢, 2 mittels einer Untersuchung der zuge-
hérigen Automorphismen auf die Darstellungsanzahlen 7 ; (V) zuriickgefiihrt:

Satz 16: Fir N > 14 quadratfrei und k € {7,14,49,98} gilt

GH(N) = § Tia(N) +  mial(N).

Beweis: Seien N > 14 quadratfrei und k € {7, 14,49, 98}. Nach den Tabellen
in [BI58] hat ¢ 1 genau 8 und ¢y genau 4 (eigentliche) Automorphismen.
Weiter ist fiir quadratfreie Zahlen jede Darstellung primitiv und so bleibt zu
zeigen, dal durch Anwenden der Automorphismen auf eine beliebige Darstel-
lung von N durch ¢y, 1 bzw. ¢y 2 jeweils genau 8 bzw. 4 paarweise verschiedene
Darstellungen entstehen. Dies kann in allen Fillen durch Vergleich sdmtli-
cher entstehender Darstellungen leicht verifiziert werden — das Vorgehen dazu
wird im folgenden an einigen représentativen Beispielen demonstriert:
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(i) Im Fall k € {7,14} sind die Automorphismen von ¢y 1 gerade die Matrizen

1 0 0\ /1 0 0\ /-1 0 0\ /-1 0 0
o 1 o},{o -1 of,{ 0o -1 o}, 0o 1 o},
o o 1/ \o o0 -1 0 0 1 0 0 -1
0 1 0\ /0 -1 0 0 -1 0 0 1 0
1t o of,{t o o},{[-1 o o],[-1 o o
o o0 -1/ \o o 1 0 0 -1 0 0 1

Wiirde z.B. Anwenden des dritten und sechsten Automorphismus auf eine
Darstellung (z,y, z) von N durch ¢ 1 die gleiche Darstellung liefern, so wére

-1 0 0\ [z 0 -1 0\ [z
0 -1 ofly]l=(1 o o]y
0o 0 1/ \z 0o o 1/ \z

und somit (—z, —y, 2) = (—y, z, z). Damit wiirde dann z = y = 0 folgen und
daraus direkt N = ¢4 1(0,0, 2) = kz? im Widerspruch zu N > 14 quadratfrei.
(i) Fiir k € {49,98} sind die 8 Automorphismen von ¢ 1 gegeben durch

1 0 0\ /1 0 0y /-1 0 0\ /-1 0 0
o 1 o},{o -1 o}, o -1 o}, 0o 1 o},
o o 1/ \o o0 -1 0 0 1 0 0 -1
1 0 0\ /1 0 0y /-1 0 0\ /-1 0 0
o o 1},{o o -1}, o o 1}, o o -1
0o -1 0o/ \o 1 o0 0 1 0 0 -1 0

Hier folgt beispielsweise aus der Annahme, dal durch Anwenden des ersten
und vierten Automorphismus auf eine Darstellung (z,y, z) von N durch ¢y
jeweils die gleiche Darstellung entsteht, unmittelbar (z,y,z) = (—z,y, —=2)
und daher N = ¢1(0,y,0) = 7y? im Widerspruch zu N > 14 quadratfrei.
(iit) Die Automorphismen von ¢z 5 sind gegeben durch die 4 Matrizen

1 0 0\ /1 0 0\ /-1 0 0\ /-1 0 0
o 1 o),{o -1 of,[ 0 =1 -1}, 0o 1 1
o o 1/ \o o0 -1 0 0 1 0 0 -1

Wiirde hier etwa Anwenden des ersten und dritten Automorphismus auf eine
Darstellung (z,y, 2) von N durch ¢y, die gleiche Darstellung liefern, so folgte
direkt (z,y,2) = (—z,—y — 2,2) und daraus x = 0 sowie z = —2y. Damit
wire N = ¢72(0,y, —2y) = 14y? im Widerspruch zu N > 14 quadratfrei.
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(iv) Im Fall k € {14, 98} sind die 4 Automorphismen von ¢y » die Matrizen

1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0
o 1 o},{o -1 o, o -1 of,[ 0o 1 o
o 0o 1/ \0o 0 -1 0 0 1 0 0 -1

Hier folgt zum Beispiel aus der Annahme, dal durch Anwenden des dritten
und vierten Automorphismus auf eine Darstellung (z,y, z) von N durch ¢y,
die gleiche Darstellung entsteht, unmittelbar (—z, —y, 2) = (—z,y, —z) und
daher N = ¢y o(z,0,0) = z? im Widerspruch zu N > 14 quadratfrei.

(v) Schliellich sind die 4 Automorphismen von ¢4 2 gerade die Matrizen

1 0 0\ /-1 0 0\ /-1 -1 0\ /1 1 0
o 1 o), o-1 o}, o 1 o],[0o -1 o
0 0 1 0 0 1 o 0 -1/ \o o0 -1

Die Annahme, dafl etwa durch Anwenden des zweiten und dritten Automor-
phismus auf eine Darstellung (z,y, 2) von N durch ¢s92 jeweils die gleiche
Darstellung entsteht, fiihrt hier zu (—z, -y, 2) = (—z — y,y, —2) und daher
zu N = ¢y92(z,0,0) = 222 im Widerspruch zu N > 14 quadratfrei. O

Wie angekiindigt wird nun mit Hilfe des in Abschnitt 2.3 auf Seite 8 for-
mulierten Satzes von Jones der Zusammenhang zu den Klassenzahlen der
imaginidr-quadratischen Zahlkorper Q(1/—28N) hergestellt:

Hilfssatz 1: Es sei N € 4N + {2,3} eine fir ¢71 und ¢ro zuldssige Zahl,
die weder Vielfaches von 4 noch von 49 ist. Dann gilt

4G(N) falls N ungerade,

h(—28N) =
( ) {4G14(N/2) falls N gerade,

sofern N prim zu 7 ist, und ansonsten

2G4(N/T)  falls N ungerade,

h=4N/T) = {2 Gos(N/14) falls N gerade.

Beweis: Satz 3 (von Jones) ist nur auf solche natiirlichen Zahlen anwendbar,
die prim zu 2 und zur Determinante der jeweiligen Form, hier also zu 14 sind.
(i) Auf N € N mit (N, 14) = 1 sowie ¢ = ¢7, ist Satz 3 anwendbar und in
den dortigen Bezeichnungen gilt d = 7, Q = 1 sowie t(d/Q?) = 1. Auflerdem
ist in diesem Fall N € 4N + 3 und damit A = 7N = 1 mod4, so dafi p =1/2
und daher insgesamt G7(N) = h(—28N)/4 folgt.
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(#1) Sei nun N gerade mit (N, 7) = 1. Dann ist Satz 3 auf N/2 und ¢ = ¢4
anwendbar. In den dortigen Bezeichnungen ergibt sich d = 14, 2 = 1 und
somit t(d/Q?) = 1. Wegen N € 4N + 2 folgt hier A = 14N/2 = 2mod 4 und
daraus p = 1/2. Insgesamt ergibt sich G14(N/2) = h(—28N)/4.

(#11) Fir (N,2) = 1 und (N,7) > 1 ist Satz 3 auf N/7 und die Form ¢491
anwendbar. In den dortigen Bezeichnungen gilt d = 49, Q = 7, ¢(d/Q?) = 0.
Wegen N € 4N + 3 ergibt sich A = N/7 = 1mod 4 und daher p = 1/2. Es
gilt also G49(N/7) = h(—28N)/2.

(iv) Fiir N € 14N ist Satz 3 auf N/14 und die Form ¢gs ; anwendbar. In den
dortigen Bezeichnungen ergibt sich d = 98, = 7 und damit #(d/Q?) = 0.
Wegen N quadratfrei gilt N € 28N + 14 und daher A = 2N/14 = 2mod 4,
so da p = 1/2 folgt. Insgesamt folgt Gos(N/14) = h(—4N/7)/2. O

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich mit Hilfe von Theorem 1 und Satz 16 nun
direkt die folgende Klassenzahlformel fiir die Anzahl der wesentlich verschie-
denen primitiven Darstellungen einer quadratfreien Zahl N € 4N+{2, 3} mit
N > 196 durch das Kaplansky-Geschlecht, wobei die gegeniiber dem Hilfssatz
schirferen Voraussetzungen aus der Anwendung von Satz 16 resultieren:

Satz 17: Es sei N € 4N +{2,3} mit N > 196 eine quadratfreie und fir die
Formen ¢71 und ¢72 zuldssige Zahl. Dann gilt

h(—28N) falls (N,7) =1,

G7(N) = {4_
Lh(—=3N)  falls (N,7) > 1.

Mit Hilfe von Theorem 2 aus Abschnitt 3.1 lassen sich die beiden Sdtze 16
und 17 dieses Abschnitts zu einer vollstindigen Charakterisierung der Aus-
nahmen von ¢7; und ¢7 iiber die Klassenzahlen der imaginér-quadratischen
Zahlkorper Q(v/—28N) zusammenfassen:

Korollar 1: Fiir j € {1,2} ist eine quadratfreie zulissige Zahl N # 7 genau
dann Ausnahme von ¢7;, wenn sie N = 2,3mod4 erfillt mit

o {jh(—QSN) falls (N,7) =1,
T73—j =
. 2§ h(—4N)  falls (N,7) > 1.

Beweis: Sei j € {1,2} und zuniichst N > 196 eine quadratfreie Zahl. Ist N
dann Ausnahme von ¢y, so erfiillt diese N = 2,3 mod4 nach Theorem 2.
Weiter liefert Satz 16 wegen r7 ;(N) = 0 unmittelbar r73_;(N) = 45 G7(N),
so daBl aus Satz 17 die erste Implikation folgt.
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Ist umgekehrt N € 4N + {2, 3} zuldssig mit r735_;(/N) wie im Korollar ange-
geben, so ergibt sich wiederum aus den obigen Sitzen 16 und 17

7'7,1(N) + 7'7,2(N) e (N) _ %h’(_28N) falls (Na 7) =1 _ 7'7,3_]'(N)
8 4 ! Lh(—4N)  falls (N,7) > 1 4j

und damit r7;(N) = 0, so daB die Aquivalenz fiir N > 196 bewiesen ist.
SchlieBllich wurde fiir alle quadratfreien zuldssigen N < 196 mit Hilfe ei-
nes in Microsoft® Visual Basic 6.0 fiir Microsoft® Excel 2000 geschriebenen
Makros die Klassenzahl des imaginir-quadratischen Zahlkorpers Q(+/—28N)
bestimmt und mit den im Anhang auf Seite 103 ermittelten Darstellungsan-
zahlen durch die beiden Formen des Kaplansky-Geschlechts verglichen — auf

diese Weise ergab sich die Aquivalenz auch fiir alle quadratfreien zuldssigen
Zahlen N <196 mit N # 7. O

Als eine erste Anwendung dieses Resultats und der Ergebnisse der beiden
vorigen Abschnitte wird an dieser Stelle nun der noch ausstehende Beweis zu
Teil a) von Theorem 3 gefiihrt. In [Kel01], [PRW01] und [PW01] finden sich
mit dhnlichen Methoden erbrachte Beweise — allerdings bleiben diese auf die
Kaplansky-Form sowie zu 7 prime Zahlen beschrinkt, wobei Kelleys Arbeit
sogar einige Liicken und Fehler aufweist.

Theorem 3a): Jede zuldssige Zahl p’n mit p € P\{7} und n € Ny ist
sowohl durch ¢71 als auch durch ¢ darstellbar.

Beweis: Nach Theorem 2a) sind alle zuldssigen Vielfachen von 4 darstellbar,
was wegen ¢71(n,0,0) = ¢72(n,0,0) = n? auch fiir reine Quadratzahlen gilt.
Nun wird angenommen, es existieren j € {1,2}, p € P\{2,7} und n>1, so
da8 p?n Ausnahme von ¢ ; ist. Dann ist auch n Ausnahme dieser Form, denn
sonst miifite n darstellbar oder unzulissig sein — aus einer Darstellung von n
wiirde sich jedoch durch Multiplikation mit p eine Darstellung von p?n erge-
ben und aus n = 72**(7b + ¢) mit a,b € N sowie ¢ € {3,5,6} (vgl. Satz 11)
wiirde auch p?c € {3,5,6} und somit die Unzuléssigkeit von p?n folgen. Da
nach dem gleichen Argument auch der quadratfreie Anteil von n Ausnahme
ist, kann n ohne Einschrinkung als quadratfrei angenommen werden. Es ist

F1(2) =) ar(m)g™ =)

m=1 1

(r71(m) — rr2(m)) ¢™ € Ss/2(28, Xa2s)

DN | =

nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts eine simultane Eigenform aller
Hecke-Operatoren T'(p?) (p € P), wobei die Eigenwerte \;(p) gegeben sind
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durch die Fourierkoeffizienten A(p) der zugehérigen Shimura-Liftung

F(o) = 3 Am) g™ = n(z) m(22) n(72) n(14z) € Sy(14).

m=1

Wegen der Quadratfreiheit ist insbesondere p? kein Teiler von n, so daf§ sich
Gleichung (6) auf Seite 10, welche die Wirkung von Hecke-Operatoren auf
die Fourierkoeffizienten zu Modulformen halbganzen Gewichts beschreibt, zu

Alp)arlm) = anls™) + ) ( ) a(r).

vereinfacht. Zusammen mit Hasses Schranke |A(p)| < 2,/p folgt daraus

2
(16) aln) A(p) — x2s(p) (—n> <A(p)+1<2yp+1.
ar(n) p

Fiir den Quotienten auf der linken Seite wird nun eine untere Schranke her-
geleitet, die im Widerspruch zu dieser oberen Schranke stehen wird. Dazu
ist wegen |az(p*n)| = r75_;(p*n)/2 die Anzahl der Darstellungen von p*n
durch ¢73_; zu untersuchen. Aufgrund der Quadratfreiheit von n sind die
nicht-primitiven Darstellungen genau die mit p multiplizierten Darstellungen
von n und insbesondere liefert r73_;(n) deren Anzahl. Weiter ist die Anzahl
der wesentlich verschiedenen primitiven Darstellungen wegen 77 ;(p*n) =0
durch G7(p?n) gegeben und durch Anwenden der Automorphismen von ¢73_;
konnen daraus mindestens 25 G;(p*n) paarweise verschiedene primitive Dar-
stellungen erzeugt werden: Beide Formen besitzen den Automorphismus

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

und durch Anwenden auf eine primitive Darstellung (z,y, z) vom p°n ent-
steht immer eine weitere, denn aus (z,y,2) = (z,—y, —2) wirde y = 2 = 0
und somit p?n = ¢73_;(2,0,0) = z? im Widerspruch zur Quadratfreiheit
von n > 1 folgen. Analog kann im Fall j = 2 gezeigt werden, dafl durch
Anwenden der beiden Automorphismen

-1 0 0 0 1 0
0 1 0 und 1 0 0
0 0 -1 0 0 -1

auf eine primitive Darstellung von p*n durch ¢7; zwei weitere Darstellungen
entstehen, die sich untereinander und von den beiden obigen unterscheiden,
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da aus (—=z,y,—2) = (z,y, 2) direkt z = z = 0 bzw. p?n = ¢71(0,y,0) = 32
folgt und sich aus (y,z,—z) = (z,y,2) ebenso p’n = ¢7:1(z,z,0) = 222
ergibt — beides im Widerspruch zur Quadratfreiheit von n > 1. Insgesamt
ergibt sich nun fiir die Anzahl der Darstellungen von p?n durch ¢75_;

r7,3-5(P°n) > r75-5(n) + 25 G7(p°n).

Analoge Uberlegungen fiir die Formen ¢143_;, d19,3_; bzw. dhog 3_; ergeben im
Fall (n,14) > 1 unter Benutzung von Theorem 1 zusétzlich die Abschitzung

27 G14(p*n/2) falls n € 2N,
Tr3-;(P*n) > T73_j(n) + { 25 Ge(p?n/7) falls n € 7N,
2] Ggg(pzn/14) falls n € 14NN.

Aus Hilfssatz 1 folgt mit s, € {28n, £n} sowie ¢, € {3, 1} (beides je nachdem,
ob n prim zu 7 ist oder nicht) also die Abschitzung

r75_5(0°n) > r73_i(n) + jt, h(—p?sy,)

und daraus nach Division durch r73_;(n) mit Hilfe von Korollar 1 weiter

r7,3-5(P°n)

h(_pzsn) _ 1 +
T73-3(n)

1 h(—p?s,
> 14 jt, WP )y, LACP )
7'7,3_]'(?’7,) 2 h

(=sn)

Da p?n und n Ausnahmen von ¢ ; sind, ergibt sich schliefflich durch Anwen-
dung der Indexformel fiir die Klassenzahl aus Abschnitt 2.3

ar(p’n) _ rra-i(@'n) 4 1 (p — <_S">> >14+2°1
ar(n re3—j(n) — 2 p - 2

Diese Ungleichung und die Abschitzung (16) ergeben zusammen

Dies liefert den gewiinschten Widerspruch, denn einerseits gilt p — 1 > 4,/p
fiir p > 18 und andererseits ist p — 1 > 2 A(p) fiir p € {3,5,11,13,17}, wie
ein Blick auf die ersten Koeffizienten in der Fourierentwicklung der Spitzen-
form F auf Seite 29 bzw. Seite 99 zeigt. Damit ist die Existenz einer Aus-
nahme der Gestalt p?n mit p € P\{7} und n € N widerlegt. O
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3.4 Anwendungen des Satzes von Waldspurger

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Ergebnisse zu einer Klassenzahl-
formel fiir die Hasse-Weilschen L-Reihen der iiber den imagindr-quadratischen
Zahlkérpern Q(+/—28N) zu der elliptischen Kurve E: y*+zy+y = 23 +41z—6
isomorphen Twists zusammengefafit. Das wesentliche Hilfsmittel dazu ist
das folgende bemerkenswerte Resultat von Jean-Loup Waldspurger, welches
einen engen Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten einer Spitzen-
form halbganzen Gewichts und den kritischen Werten der L-Reihen gewisser
Twists ihrer Shimura-Liftung herstellt. Es ergibt sich unmittelbar aus [Wal81,
Corollaire 2 und Proposition 2].

Satz (Waldspurger): Sei g(z) =Y _.°, b(n)q" € Sxy1/2(N,Xx) eine Eigen-
form aller Hecke-Operatoren T'(p?) (p € P), so daf8 die Shimura-Liftung G
Neuform in San(M, x?) ist. Sind dann ni,n2 € N prim zu N und quadratfres
mit 2 € (Q;)2 fiir alle Primteiler p von N, so gilt

-1 A 1
b2(n1) L (/\, G® (—) X—l an) X(%) n; 2
: 1
2 ~1\* -1 A-3
:b(’nz)L /\,G® — X Xn ) ™ 2

Falls die Shimura-Liftung G' dabei sogar die Voraussetzungen des Satzes von
Eichler-Shimura/Carayol auf Seite 16 erfiillt, kann daraus eine entsprechende
Identitdt zwischen den Fourierkoeffizienten b(n) und den Hasse-Weilschen L-
Reihen gewisser Twists der zugehorigen elliptischen Kurve abgeleitet werden.
Insbesondere ergibt sich fiir die in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Spitzenformen:

Korollar: Sei k € {7,14,49,98}. Sind dann ni,ny € N prim zu 14 und
quadratfrei mit 7t € (Q,)* N (Qy)?, so gilt

a%(n) (1, B(~kny)) /i3 = a(n) L(L, B(—kny)) /.

Beweis: Gem&fi Abschnitt 3.1 sind fiy € S3/2(28, x},) fiir k& € {7,49} sowie
fr € S3/2(56, xj,) fiir k € {14, 98} jeweils simultane Eigenformen aller Hecke-
Operatoren, und die Shimura-Liftung zu jeder dieser Formen ist die Neuform
F € S5(14). Mit 72 ist auch 72 Element von (Q;)*N(Q7)?, so daB xj(72) =1
gilt. SchlieBlich hat die elliptische Kurve E nach Abschnitt 3.1 die gleiche L-
Reihe wie F' und nach dem dortigen Satz 15 gilt sogar

L(1, E(—kn;)) = L(1,F ® X_n,) = L<1,F® (i)xg xnj)-

Damit folgt das Korollar nun direkt aus dem Satz von Waldspurger. [l
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Insbesondere 148t sich also fiir jede quadratfreie und zu 14 prime natiirliche
Zahl n der Wert L(1, E(—7n)) explizit als Vielfaches von a2(n) ausdriicken,
wobei die Konstante noch von der Quadratklasse von n modulo 56 abhingt.

Hilfssatz 2: Die Menge M:={1,3,5,11,15,17,141, 159} ist ein minimales
Reprisentantensystem der Quadratklassen modulo 56, d. h. zu jedem n € N
mit (n,14) = 1 exzistiert genau ein m € M mit 2 € (Q3)* N (Q7)".

Beweis: Nach [Ser73, Seiten 17f] gilt fiir r € Z3 N Z3:
(x) 7€ (Q3)’N(QR7)* & x2 = r (mod 7) 16sbar iiber Z und r = 1 (mod 8).

Zu n € N mit (n, 14) = 1 existiert eine eindeutige Zerlegung n = 56k + b*m
mit kK € Ng, m € M und b € {1,3,5}, denn die Elemente der (disjunkten)
Vereinigung von M, 9M und 25M représentieren die Restklassen modulo 56
aller zu 14 primen Zahlen. Wegen (mn,14) = 1 gilt dabei mn € Z; N Z7,
und aus der Zerlegung von n ergibt sich durch Multiplikation mit m direkt

(i) mn = 56km + (bm)?, also (bm)? = mn (mod 7), und
(ii) mn = 56km + (bm)? und bm ungerade, also mn = 1 (mod 8).

Nach (*) ist daher mn und somit auch * Element von (Q3)" N (Q7)*. O

Ist dabei nun N # 7 eine quadratfreie Ausnahme der Kaplansky-Form oder
der Form ¢7, so gibt |a7(N)| die halbe Anzahl der Darstellungen von N
durch die jeweils andere Form an und kann daher gem#fi Abschnitt 3.3 als
Vielfaches der Klassenzahl von Q(1/—28N) ausgedriickt werden. Damit ist
das Vorgehen zum Beweis der folgenden Klassenzahlformel vorgegeben.

Theorem 5: Seij € {1,2} und N # 7 eine quadratfreie Ausnahme von ¢ ;.

 [#A(=28N) =zl L(L E(=TN))  falls (N,7) = 1,
Dann gilt .

h*(—%N) = WE{F—U) L(1,E(=7N)) falls (N,7) > 1.
Beweis: Sei j € {1,2} und N > 7 eine quadratfreie Ausnahme von ¢z ;. Ist
diese Ausnahme prim zu 14, so wird das Korollar zum Satz von Waldspurger
mit k¥ = 7 und n; = N angewendet. Andernfalls wird mit Hilfe von Theo-
rem 1 zu einer der Begleiter-Formen ¢4, @9 ; oder ¢gg ; iibergangen und

das Korollar mit k¥ € {14,49,98} und n;, € {N/2, N/7, N/14} benutzt:

! Die Wahl von 141 und 159 anstelle von 29 bzw. 47 als Elemente von M wurde im
Hinblick auf den Beweis von Theorem 5 getroffen, weil a49(29) = a7(47) = 0 gilt.
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(i) N prim zu 14: Dann gilt nach Theorem 2 insbesondere N € 4N, + 3.
Gemis Hilfssatz 2 kann m € M so gewdhlt werden, da ¥ € (Q3)* N (Q7)?
gilt. Aus (%) im Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich dabei Nm = 1mod 8,
so daf auch m € 4Ng + 3 und somit m € {3,11, 15,159} gilt. Das Korollar
zum Satz von Waldspurger liefert

(17) a2(N) L(1, E(=7m),1) v/m = a2(m) L(1, E(=7N)) V'N.
Nach [Cre92, Seiten 21f] existiert fiir alle p € P ein n(p, m) € Z mit

L(L,E(-™m)) _ n(p,m) e L
QB(—Tm)) 20 +p— AQp) lspiT8m.

Insbesondere ist dieser Ausdruck rational, wobei (setze p = 11 { 784m?)
der Nenner kleinergleich 24 gew#hlt werden kann. Genauer wird in M5 aus
Anhang A.5 mit Computereinsatz gezeigt, daf3
L(1, E(—Tm))
Q(E(=Tm))
Wegen m € 4N, + 3 folgt dabei Q(E(—7)) = 24/m Q(E(—7m)) aus Satz 15
auf Seite 30, so daf sich die obige Gleichung (17) vereinfacht zu

=2a2(m) und ar(m) # 0.

VN
Zusammen mit Korollar 1 aus Abschnitt 3.3 ergibt sich daraus wie gewiinscht
r25_;(N)  4a2(N) 4/ N
R2(—28N) = —3=i /- T L(1, E(=7N)).
( ) 7 7 72 UE(=T)) (1 B(=7N))

(ii)) N € 2N prim zu 7: Dann ist N/2 prim zu 14 und nach Theorem 1

Ausnahme von ¢4 ;. GemisB Hilfssatz 2 wird m € M mit %2 € (R3)’N(QY)’

gewahlt, und das Korollar zum Satz von Waldspurger liefert

a2,(N/2) L(1, B(~14m), 1) v/m = a%,(m) L(1, E(~14N/2)) y/N/2.

In M5 aus Anhang A.5 wird mit Computereinsatz gezeigt, daf3

L(1,E(—14m))
Q(E(—14m))
wobei der Quotient wieder nach [Cre92, Seite 21f] rational mit Nenner kleiner-

gleich 36 ist. Weiter ergibt sich Q(E(—7)) = 24/2m Q(E(—14m)) aus Satz 15
und a14(N/2) = a7(N) aus Theorem 1. Insgesamt folgt also

_VN
(B (=7)

und daraus kann wie unter (7) die gewiinschte Gleichung abgeleitet werden.

=2a2,(m) und au(m)#0,

a(N) = L(1, B(~TN))
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(#4i) N € 14N+ 7: Dann ist N/7 prim zu 14 und nach Theorem 1 Ausnahme
von ¢ag ;. Nach Theorem 2 und Satz 11 erfiillt diese N/7 € 28N, + {1, 9, 25}.

Wird gemi8 Hilfssatz 2 nun m € M mit %7 € (R3)’N(Q7)? gewihlt, so folgt
aus (*) im Beweis dieses Hilfssatzes, da8 auch m Element von 28Ny+{1, 9, 25}
und somit von {1,141} ist. Das Korollar zum Satz von Waldspurger liefert

(18)  a(N/T) L(1, B(~49m)) v/ = ay(m) L(1, B(~49N/7)) /NJT.
GemifB [Cre92, Seiten 21f] ist L(1, E(—49m)) = L(1, E(—m)) ein rationales
Vielfaches von Q(E(—m)), wobei der Nenner des Faktors kleinergleich 36
wahlbar ist. Genauer wird in M5 aus Anhang A.5 gezeigt, dafl

L(1, E(-m))

QUE(-m))
Aus Satz 15 kann leicht Q(F = 24/m/7Q(E(—m)) abgeleitet werden
und nach Theorem 1 gilt a49(N / 7) =a7(N ) so daﬁ sich Gleichung (18) zu

P

§ TQ(E(-T))

vereinfacht. Mit Korollar 1 aus Abschnitt 3.3 folgt nun wie gewiinscht
iy < ) _aN) _ 2VN

452 2 TPE(-T)

(iv) N € 14N: Dann ist N/14 prim zu 14 und nach Theorem 1 Ausnahme
der Form ¢gg ;. Nach Satz 11 gilt daher N/14 € 7N, + {1,2,4}. Gemi8

Hilfssatz 2 kann m € M mit N/ " c (@) N (Q})® gewihlt werden und
aus (x) in dessen Beweis folgt dlrekt daﬁ auch m € TNy +{1, 2,4} und somit
m € {1,11,15,141} gilt. Das Korollar zum Satz von Waldspurger liefert

(19) ajs(N/14) L(1, E(—98m)) vVm = a2s(m) L(1, E(—98N/14)) v/N/14.
In M5 aus Anhang A.5 mit Computereinsatz gezeigt, dafl

L(1, E(—2m)) _ a2(m)
Q(E(-2m)) 8

wobei der Quotient wieder nach [Cre92 Selte 21f] rational mlt Nenner kleiner-

=ajy(m) und ag(m) #0.

L, E(-7TN)).

L(1, B(~7N)).

und agg(m) # 0,

gleich 36 ist. Aus Satz 15 folgt Q(E =24/2m/7TQE ) und nach
Theorem 1 ist agg(N/14) = a7(N ) so daﬁ Glelchung (19) ubergeht in
2v/N
2(N) = ————— L(1,E(-7N)).

Wie im dritten Fall ergibt sich daraus die gewiinschte Gleichung. [l
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Das soeben bewiesene Theorem 5 wird ein wesentliches Hilfsmittel fiir den
(bedingten) Beweis der am Ende von Abschnitt 3.1 formulierten Vermutung
iiber die Ausnahmen des Kaplansky-Geschlechts sein. Abschlieend wird nun
als eine weitere Anwendung des Satzes von Waldspurger untersucht, welche
natiirlichen Zahlen exakt genauso viele Darstellungen durch die Kaplansky-
Form wie durch die Form ¢7> besitzen. Insbesondere kénnen solche Zahlen
nicht Ausnahmen des Geschlechts sein, da sie entweder durch keine Form
darstellbar und somit unzuléssig oder aber durch beide Formen (auf gleich
viele Weisen) darstellbar sind. In [PRWO01]| wurde mit der gleichen Methode
die entsprechende Frage fiir die Formen ¢49; und ¢49 2 analysiert — die in
dem dortigen Theorem 6 formulierte Antwort ist allerdings nicht korrekt?.

Satz 18: Sein € N quadratfrei und prim zu 14.
a) Firn € 8N +5 gilt r71(n) = r72(n).
b) Firn ¢ 8N +5 ist r1(n) = rr2(n) dquivalent zu L(1, E(—Tn)) = 0.

Beweis: Zu jeder quadratfreien und zu 14 primen Zahl n € N existiert
nach Hilfssatz 2 genau ein m € M, so da} > und damit auch nm Element
von (@Q3)* N (Q7)? ist. Nach (*) im Beweis dieses Hilfssatzes liegen dabei n
und m in derselben Restklasse modulo 8. Analog zu M5 aus Anhang A.5
kénnen mit Computereinsatz die folgenden Aussagen verifiziert werden:

(i) L(1,E(—=7m)) = 0 = a;(m) fiir alle m € M mit m = 5 (mod 8),
(ii) L(1, E(—=7m)) # 0 # a7(m) fiir alle m € M mit m # 5 (mod 8).

Aus (ii) ergibt sich fiir alle zu 14 primen quadratfreien n € 8N + 5 mit Hil-
fe des Korollars zum Satz von Waldspurger unmittelbar die Aquivalenz von
ar(n) = 0 und L(1,E(—7n)) = 0, also die zweite Aussage des Satzes. Teil
a) kann wegen (i) nicht auf diese Weise gezeigt werden — er wurde jedoch
bereits in Abschnitt 3.1 mit elementaren Methoden bewiesen. O

Die Aussage aus a) gilt gemif Theorem 2 sogar fiir alle n € 8N + 5 und mit
den dort verwendeten elementaren Methoden sowie mit Hilfe von Theorem 1
kénnte das obige Resultat zumindest noch auf Vielfache von 2 und 7 aus-
geweitet werden. Darauf wird an dieser Stelle allerdings verzichtet, da das
Ergebnis im weiteren Verlauf der Arbeit ohnehin nicht benétigt wird.

§ Die in dem dortigen Beweis verwendeten Aussagen L(1,E(—11)) # 0 # L(1, E(-29))
sowie a49(15) = 0 und a49(29) # 0 kénnen mit Computereinsatz leicht widerlegt werden.
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3.5 Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung

Die Riemannsche Zetafunktion ist definiert als die analytische Fortsetzung
der fiir ®s > 1 absolut konvergenten Reihe

in die gesamte komplexe Ebene. Bekannt ist lediglich, dafl die nicht-trivialen
Nullstellen alle im kritischen Streifen 0 < Rs < 1 liegen und symmetrisch
sowohl zur reellen Achse als auch zur kritischen Geraden verteilt sind. Weiter
konnte gezeigt werden, dal mindestens 40% der nicht-trivialen Nullstellen auf
der kritischen Geraden liegen (siehe [Con89)).

Wie bei der Riemannschen Zeta-Funktion, die sich im Spezialfall des trivialen
Charakters x = 1 als das wohl bekannteste Beispiel einer Dirichletschen L-
Reihe ergibt, treten nicht-triviale Nullstellen auch bei L-Reihen zu beliebigen
Dirichlet-Charakteren lediglich in dem kritischen Streifen 0 < s < 1 auf
und sind symmetrisch sowohl zur reellen Achse als auch zu der kritischen
Geraden mit Realteil 1/2 verteilt. Weiter zeigte Bauer in seiner Dissertation
[Bau97] mit den Methoden aus [Con89], dafl mindestens 36,5% der jeweiligen
nicht-trivialen Nullstellen auf der kritischen Geraden liegen. Daher liegt fiir
einen beliebigen Dirichlet-Charakter x die folgende Verallgemeinerung der
Riemannschen Vermutung nahe:

VRV (x): Gilt L(s,x) =0 fir 0 < Rs < 1, so folgt Rs = 1/2.

Schliellich gelten analoge Aussagen iiber die Lage der Nullstellen auch fiir
die Hasse-Weilschen L-Reihen elliptischer Kurven: Aufler bei den trivialen
Nullstellen s € —IN verschwinden diese L-Reihen lediglich in dem vertikalen
Streifen 1/2 < Rs < 3/2 und die dort befindlichen nicht-trivialen Nullstellen
sind symmetrisch zur reellen Achse sowie zur Geraden mit Realteil 1 verteilt.
Diese Analogie zur Riemannschen Zeta-Funktion motiviert fiir eine beliebige
elliptische Kurve E die folgende Verallgemeinerte Riemannsche Vermutung;:

VRV (E): Gilt L(s,E) =0 fiir 1/2 < Rs < 3/2, so folgt Rs = 1.

Nach Theorem 5 steht die Frage nach den Ausnahmen der Kaplansky-Form
in engem Zusammenhang mit den Werten L(1, E(—7N)), wobei E die in
Abschnitt 3.2 eingefiihrte elliptische Kurve vom Fiihrer 14 ist. Auflerdem
sind dafiir nach diesem Theorem aufgrund der Dirichletschen Klassenzahl-
formel aus Abschnitt 2.3 auch die Dirichletschen L-Reihen zu den Kronecker-
Charakteren x_ssn (N € N) von Bedeutung. Tatsichlich wird in dem ver-
bleibenden Teil dieser Arbeit die Darstellbarkeit durch die beiden Formen des
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Kaplansky-Geschlechts aufgekldrt werden kénnen, sofern dabei die folgende
Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung unterstellt wird:

VRV: Fiir jede quadratfreie natiirliche Zahl N € AN+{2,3} mit N > 2-10'?
sind VRV(x_a2sn) und VRV(E(=T7N)) erfiillt. Es gelten also

(i) L(s,X_2sn) =0 fiir0<RNs<1 = Rs=1/2,

d. h. die nicht-trivialen Nullstellen der Dirichletschen L-Rethe des Kronecker-
Charakters zu Q(+/—28N) liegen alle auf der Geraden mit Realteil 1/2,

und (i) L(s,E(=TN))=0 fir1/2<Rs<3/2 = Rs=1,

d. h. die nicht-trivialen Nullstellen der Hasse- Weilschen L-Reihe zu der ellip-
tischen Kurve E(—TN) liegen alle auf der Geraden mit Realteil 1.

3.6 Formulierung des Hauptsatzes und Beweisskizze

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse wird nun der Beweis der in Abschnitt 3.1
aufgestellten Vermutung in Angriff genommen, nach der die beiden Formen
des Kaplansky-Geschlechts keine weiteren als die dort angegebenen 58 qua-
dratfreien Ausnahmen haben. Unterstellt wird dabei die Richtigkeit der eben
formulierten Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung:

Theorem 6: Unter VRV stellt die Kaplansky-Form ¢-: alle quadratfreien
zuldssigen Zahlen mit Ausnahme der 58 Zahlen 3, 6, 14, 19, 22, 31,51, 55,
66, 94, 139, 142, 154, 159, 166, 214, 235, 283, 322, 406, 439, 534, 559, 595,
651, 670, 714, 874, 946, 1435, 1726, 2086, 2131, 2170, 2310, 2419, 2506,
3262, 3346, 3559, 4759, 4879, 6034, 6643, 8554, 9814, 10591, 13699, 13846,
20734, 24514, 50155 und 73906 dar und die quadratfreien Ausnahmen der
Form ¢ 5 sind genau die 5 Zahlen 7, 10, 79, 259 und 1771. Die Menge aller
Ausnahmen ergibt sich daraus jeweils durch Multiplikation mit den geraden
Potenzen von 7.

Nach Theorem 3 sind nur die Aussagen iiber die quadratfreien Ausnahmen
zu zeigen und zum Beweis wird die zu widerlegende Annahme getroffen, dafl
eine der Formen ¢7 ; mit j € {1, 2} neben den oben aufgefiihrten eine weitere
quadratfreie Ausnahme N besitzt. Nach den Resultaten aus Abschnitt 3.1

gilt dann N € AN + {2,3} und N > 2 - 10*2. Definiere dazu
282N?2 falls (N,7) =1,

X:= X—2sn und gy := 2
7-(%)"N? falls (N,7)> 1.

Dann ist x Kronecker-Charakter zum Fiihrer , /gy bzw. \/qx/7 (je nachdem,
ob N prim zu 7 ist oder nicht). Unter VRV liegen alle nicht-trivialen Nullstel-
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len der zugehérigen Dirichletschen L-Reihe auf der kritischen Geraden mit
Realteil 1/2. Wird diese L-Reihe mit L(w) bezeichnet, so gilt insbesondere

- x(n) .
L(w) = ; v fir Rw > 1.
In Abschnitt 3.2 wurde der Kaplansky-Form und ihren Begleitern die Spitzen-
form F(z) = Y > A(n)q" = n(z) n(2z) n(7z) n(14z) € S»(14) zugeordnet,
deren automorphe L-Reihe mit der Hasse-Weilschen L-Reihe der elliptischen
Kurve E : y> + 2y +y = z%® + 4r — 6 vom Fiihrer 14 iibereinstimmt.
GemiB Satz 4 auf Seite 10 gilt F ® x € Sa(gy) und diese Spitzenform hat
nach Satz 15 die gleiche L-Reihe wie die elliptische Kurve E(—7N), die damit
den Fiihrer g, hat. Diese L-Reihe wird mit L,(w) bezeichnet und unter VRV
haben alle nicht-trivialen Nullstellen den Realteil 1. Weiter gilt

L,(w) = i w fir Rw > 3/2.

Aus der Dirichletschen Klassenzahlformel (siehe Seite 9) und Theorem 5 folgt

L) [ENQE-T) falls (N,7) =1,
L(1)* | 22N (g(-7)) falls (N,7) > 1,

und in M5 aus Anhang A.5 wird Q(E(-7)) > 1,00197 gezeigt, so daB sich
die folgende Abschitzung ergibt:

1/4
Lo(1) . 0,7106v/N > 34 (i) falls (N,7) =1,

472
L) ™ 10,2030v/N > 2L (25)Y* falls (N, 7) > 1.

101 \ 472

Durch Logarithmieren ergibt sich daraus in beiden Féllen zumindest

La(l) 34 1 an
20 1 > log = + - log IV
(20) BT = B101 "4 B 4n

Das Ziel ist es nun, eine obere Schranke zu finden, die im Widerspruch zu
dieser unteren Schranke steht. Definiere dazu eine Funktion H: C — C durch
w-1 ], r
Hw) = ()" Lale) o)
27 L(w) L(2 — w)

Die Abschitzung (20) liefert insbesondere L,(1) # 0 und mit der Funktional-
gleichung (12) aus Abschnitt 2.6 ergibt sich daraus H(w) = H(2 — w). Im
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Vertikalstreifen 1/2 < Rw < 3/2 ist H(w) unter VRV iiberdies holomorph.
Mit Hilfe des Phragmen-Lindelof-Prinzips (siehe [Rud87, Seite 256)), das eine
Verallgemeinerung des Maximumprinzips darstellt, wird die Suche nach einer
oberen Schranke fiir H(1) = Ly(1)/L(1)? auf die Bestimmung des Supremums
von H(w) auf den Begrenzungsgeraden eines kleineren Vertikalstreifens, in
dem H(w) dann auch beschrinkt ist, zuriickgefiihrt:

I

N ‘“T“F‘“\‘\%

N B

NN
S

243 7

2,

Abbildung 1: Der Vertikalstreifen

N“«

Satz (Phragmen-Lindel6f-Prinzip): Sei g holomorph und beschrinkt im
Vertikalstreifen Q(a,b):={z + iy € C: a < z < b} sowie stetig auf dem Ab-

schluff Q(a,b). Mit M(z):=sup {|g(z +iy)| : y € R} gilt dann fira <z <b

M(z)"* < M(a)"™ M(b)*°.

—r

Insbesondere gilt |g(z)| < max{M(a), M(b)} fir z € Q(a,b), d. h. g ist im ge-
samten Vertikalstreifen schon durch das Supremum auf dem Rand beschrdinkt.

—~~

Nach folgendem Hilfssatz ist H tatséchlich beschrinkt in jedem gemifl Ab-
bildung 1 gegeniiber dem kritischen Streifen verkleinerten Vertikalstreifen:

Hilfssatz 3: Seil < o < 3/2. Dann ist H(w) beschrinkt in 2—o < Rw < 0.

Beweis: Die Aussage folgt im wesentlichen aus dem exponentiellen Abfallen
von |['(w)] fiir |Sw| — oo. Genauer gilt nach Hilfssatz 15 aus Anhang A.1
gleichméBig in dem fraglichen Vertikalstreifen 2 —oc <z <o

['(z +iy) = O (Jy| exp(—[y])) fiir [y[ — oo.

Die anderen Bestandteile von H(x + iy) wachsen in diesem Vertikalstreifen
héchstens polynomial in |y| — zunéchst liefert Hilfssatz 21 aus Anhang A.2

Lo(z +iy) = O(ly|) fir |[y| > co (gleichmiBigin 2 — o < z < 7).
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In [Tit86, Seite 336f] wird mit Hilfe des Satzes von Borel-Carathéodory und
des Hadamardschen Drei-Kreise-Satzes (siehe [Tit39, Seiten 174f und 172])
unter Annahme der Riemannschen Vermutung fiir alle z > 1/2 und € > 0
gezeigt, daB 1/{(z+1iy) = O(|y|®) fiir |y| — oo gilt. Wegen |x| < 1 ergibt sich
unter VRV (x) vollig analog dazu die entsprechende Aussage fiir Dirichletsche
L-Reihen und somit gleichmidfigin 2—oc <z <o

1
L(z +1iy) L(2 — z — iy)

=O(|ly[) fiir |y| — oo.

Zusammen ergibt sich daraus nun gleichmifligin 2 —-oc <z <o
H(z +iy) = O (ly*exp(=y|)) = O(1) fiir [y| = oo. O

Die Funktion H(w) ist also holomorph und beschrénkt in 2—¢ < Rw < ¢ und
nimmt damit aufgrund des Phragmen-Lindel6f-Prinzips im Inneren dieses
Vertikalstreifens keine gréfleren Werte an als auf den vertikalen Linien mit
Realteilen 2 — o und o. Mit Hilfe der Funktionalgleichung H(2 — w) = H(w)
ergibt sich somit

e o

— H(1) < sup {|H(o +it)]}.
teR

Durch Abschétzen einzelner Bestandteile von H wird im folgenden eine obere
Schranke fiir |H (o +it)| und somit fiir L,(1)/L(1)? hergeleitet. Eine optimale
Schranke wird sich jedoch nur dann realisieren lassen, wenn ¢ in Abhéngigkeit
von N gewdhlt wird. Da aber eine solche optimale Schranke fiir den geschil-
derten Zweck nicht erforderlich ist, wird auf diese Abhéngigkeit verzichtet.
Die nachfolgenden expliziten Abschidtzungen und Berechnungen vereinfachen
sich dadurch erheblich.

Genauer wird o:= 7/6 gewihlt, so da also |H(7/6 + it)| untersucht werden
muB. Im folgenden Kapitel wird das Verhalten von Dirichletschen und Hasse-
Weilschen L-Reihen auf den Geraden mit Realteilen 5/6 bzw. 7/6 analysiert.
Im wesentlichen wird sich eine untere Schranke fiir |L(5/6 + it)| und eine
obere Schranke fiir |L,(7/6 + it)| ergeben, womit dann die entscheidenden
Bestandteile von |H(7/6 + it)| behandelt sind und der gewiinschte Wider-
spruch in Kapitel 5 auf Seite 74 realisiert werden kann.
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4 Explizite Abschitzung von L-Reihen

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dafl im Zusammenhang mit der Frage nach
den Ausnahmen der Kaplansky-Form einerseits die Kronecker-Charaktere der
imaginir-quadratischen Zahlkérper Q(+/—28N) (N € N) und andererseits
die iiber diesen Kérpern zu der elliptischen Kurve E: y?>+zy+y = 23 +42—6
isomorphen Twists von Bedeutung sind. In Kapitel 5 werden darauf die in
Abschnitt 4.1 formulierten Propositionen angewendet, womit dann der Be-
weis von Theorem 6 iiber die Ausnahmen der Kaplansky-Form abgeschlossen
werden kann. Als wesentliche Hilfsmittel fiir den Nachweis dieser beiden Pro-
positionen werden im zweiten Abschnitt verschiedene Zerlegungen fiir die
logarithmischen Ableitungen dieser L-Reihen hergeleitet: Die Summanden
aus den mit Hilfe des Residuensatzes gewonnenen Zerlegungen der dortigen
Lemmata 2 und 3 werden in den Abschnitten 4.3 bzw. 4.4 einzeln untersucht
und abgeschétzt, wobei fiir den jeweils entscheidenden Bestandteil zusdtzlich
die Partialbruchzerlegung aus Lemma 4 verwendet wird.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus [OS97] oder [Rei99] sind die beiden
Propositionen jedoch so allgemein gehalten, daf§ bei einer Ubertragung des
in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens zur Untersuchung ternirer Formen
auf eine andere als die Kaplansky-Form nicht erneut die mithsamen Uber-
legungen dieses Kapitels angestellt werden miissen. Die entsprechenden Er-
gebnisse aus [0S97] und [Rei99] ergeben sich hieraus sogar — bis auf einen
zu vernachlissigenden absoluten Term 1/20 bei der Abschitzung fiir Hasse-
Weilsche L-Reihen — als Spezialfall.

4.1 Formulierung der Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Propositionen zur expliziten Abschitzung
von Dirichletschen und Hasse-Weilschen L-Reihen zunéchst nur formuliert.

Proposition 1: Seien d € N und x der zu Q(v/'—d) assoziierte Kronecker-

Charakter vom Fiithrer D € N mit log f—: > 15. Definiere fiir positive reelle
Zahlen X

o0

G(w, X) = Z M@‘"/x (we C).

w
~n logn

Seien so:=5/6 + it und s:= 7/6 + it. Fir alle X > max{500,5log ?—:} gilt
dann unter Annahme der Richtigkeit von VRV(x) die Abschitzung

L0, . RG(s0,X) — RG(s,X) _5loglr log(l+13) 1

1 - S
®lL(s,x)] =7 X+1-3x23 72X1/3 40 100
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Die Definition der in der Proposition eingefiihrten Reihe G(w, X) erfolgte
durch Hinzufiigen eines Faktors exp(—n/z) zu jedem Summanden der Reihe

n=1

Auf diese Weise wird eine deutlich schnellere Konvergenz erzielt, so dafl Rest-
gliedabschitzungen sehr effektiv durchgefiihrt werden konnen. Auch in der
folgenden Proposition werden zwei solche Reihen mit starkem Konvergenz-
verhalten definiert. Diese ergeben sich durch analoge Modifikation aus

log L(w, E) = i Ap(n) bzw. — £I(w,E) = Z /\E(n)

n¥ logn L nv

n=1 n=1

Proposition 2: Sei E eine elliptische Kurve vom Fihrer ¢ mit L(1, E) # 0.
Definiere fiir positive reelle Zahlen X

11/6
7 X7/2O
X)i=—— XUT(1 —u)d
Bx) 20F(13/20)+X7/20/ (1~ u)du
7/6
und 5/6
— —u : B(X) N
a(X):= max /X ['(—u+ iy) du X7/ I'(=7/20 + iy) 50T 7Y )
1/6
Definiere fir X > 0 und w € C auflerdem
= 2e(n) _x = 2s(n) _x
f(’LU,X) :;me und fl(’LU,X) :; v (& .

Seien s:= T7/6 + it und s := 27/20 + it. Fir X > max{500,5log ;%;} gilt
dann unter Annahme der Richtigkeit von VRV(E) die Abschitzung

X RF(s,X) +3+log(1+t2)

log |L(s. E)| <
og|L(s, B)| < ——— 10 75
L5 X)=B(X) (63,00 4 | 31000 44) - RFi(sy, X)
4 195 B 4m2 T4 08 1152, 4

Ist sogar X > max {5000, 5 log ﬁ}, so gilt unter VRV(E) die Abschitzung

XRF(5,X) 3 log(1+¢t*) logzh B5RFi(s2,X)
log |L(s, B)| < =22\ %) | 2 ™ _
gLl Bl s— 7 Ft1pt— 3 7X1/6 18X /6
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Die bei der Definition von S(X) zu maximierende Funktion ist wegen des
exponentiellen Abfallens von |I'(z + iy)| fiir |y| — oo (vgl. Hilfssatz 15 in
Anhang A.1) tatsédchlich beschrinkt. Numerische Untersuchungen bestérken
die Vermutung, dal das Maximum im Punkt y = 0 angenommen wird, wo die
Funktion gerade den Wert §(X) hat. Insbesondere gilt a(X) > #(X), und in
der Anwendung wird sich die Differenz zumindest als sehr klein herausstellen.

4.2 Hilfsaussagen fiir den Beweis

Vor dem eigentlichen Beweis der beiden Propositionen werden in diesem Ab-
schnitt zundchst drei Lemmata nachgewiesen, mit denen die logarithmischen
Ableitungen der auftretenden L-Reihen in verschiedene Summanden aufge-
spalten werden konnen. Das Vorgehen zum Beweis der folgenden Zerlegung
fiir Dirichletsche L-Reihen orientiert sich an dem einer analogen Formel fiir
die Riemannsche Zeta-Funktion in [Lit24, Theorem 1]:

Lemma 2: Es seien d € N und x der zu Q(+/—d) assoziierte Kronecker-
Charakter vom Fihrer D € N mit Dirichletscher L-Reihe L:= L( -, x). Unter
VRV(x) gilt dann fir 1/2 < Rw < 3/2 und X > 500 die Zerlegung

B Lfl(w) = Gi(w, X) + Egg(w) — ig(w — 1) — R(w),

(22) X

wobei

Eig(w) := Z X" T(p— w)

die Menge der nicht-trivialen Nullstellen p von L durchliuft, sowie

2 A
)= A,
n=1
—1/2—Rw+ioco
LI
und R(w) = / —f(w +2)I'(2) X* dz.
—1/2—Rw—ioco

Beweis: Zusammen mit (2) auf Seite 7 liefert Hilfssatz 22 aus Anhang A.3

2-+io0
A x(n) _nyx 1 L
(23) Gi(w,X)=) —F e nX - ——(w+2)T(z) X*dz
; n 2 L

2—jo00



52 EXPLIZITE ABSCHATZUNG VON L-REIHEN

und insbesondere die Existenz des Integrals auf der rechten Seite. Die Idee ist
es nun, die Integrationslinie unter Beriicksichtigung der Singularitdten des In-
tegranden auf die Linie mit Realteil —1/2—Rw zu verschieben. Genauer wird
entlang der Rechtecke S, := {z € C: —1/2—Rw < Rz < 2 und |Sz| < T}, }
integriert und dann das Verhalten fiir m — oo untersucht, wobei (T )m>2
zundchst eine beliebige unbeschrinkte Folge sei. Die Singularitdten des In-

-1/2 = Rw +iT,, TTJTTT 24147,

—1/2 —Rw — T Lo Purennees 2 —iTy,

Abbildung 2: Der Integrationsweg

tegranden in diesem Bereich sind einerseits die Punkte 0 und —1, in denen
Pole ersten Grades bei I'(z) vorliegen. Andererseits haben alle nicht-trivialen
Nullstellen p von L unter VRV(x) den Realteil 1/2, so dal also auch die
Punkte p— w mit |$(p — w)| < Tpy, in denen L'(w + z)/L(w + z) Pole ersten
Grades hat, in diesem Bereich liegen. Somit liefert der Residuensatz
1 L L 1L
— [-= [(z)X7dz = —— —Z(w—1) = T(p—w) X
o [ () X de = 2 () 4 o (w— 1) =30 T~ w) X2
85m |S(p—w)|<Tm

wobei 85, den Rand von S,, bezeichne. Die Summe auf der rechten Seite
konvergiert absolut gegen Es;,(w), denn einerseits gilt nach [Pra57, Seite 220]

N(T) = O (log (D (|IT| +2))) fiir |T| — oo

fir die Anzahl N(T) der Nullstellen von L(1/2+4t) in T <t < T+ 1 und
andererseits liefert Hilfssatz 15 aus Anhang A.1 wegen —2 < —1/2—Rw < —1

(24) ID(—1/2 — Rw + it)| = O (|t*/* exp(—|t|)) fiir [t| — oo.

Auf der linken Seite der obigen Gleichung gilt nach [Prab7, Seite 227] bzw.
Hilfssatz 17 aus Anhang A.2

/

_%(_1/2 +it) = O (log (D (Jt| +2))) fir |¢] = oo



4.2 HILFSAUSSAGEN FUR DEN BEWEIS 53

und somit folgt wegen (24) auch die Existenz des Integrals

—1/2—Rw+ioco ,
L
R(w):/ % (w+2)T(z) X dz.
—1/2—Rw—ioco

Zu zeigen bleibt also nur noch, dafl die Integrale entlang der horizontalen Li-
nien von S, fiir m — oo gegen 0 konvergieren. Dazu wird die bislang beliebige
unbeschrénkte Folge (Ty,)m>2 geméB [Prab7, Seite 226] bzw. Hilfssatz 18 aus
Anhang A.2 so gewdhlt, daf gleichmifig in —1 < ¢ < 2 gilt:
LI

—f(a +i(Sw+Ty)) = O (log? (DTy)) fiir m — oo.
Zusammen mit (24) folgt fiir Sz = T}, gleichmifigin —1/2 — Rw < Rz < 2

LI

—f(w +2)T(2) X* dz = O (|Twm|? exp(—Tw)) fiir m — oo

und damit tatsichlich die Konvergenz der horizontalen Integrale gegen 0. [

Ebenfalls mit Hilfe des Residuensatzes ergibt sich die folgende Zerlegung fiir
die logarithmische Ableitung einer Hasse-Weilschen L-Reihe:

Lemma 3: Sei E eine elliptische Kurve vom Fihrer ¢ mit zugehdriger Hasse-
Weilscher L-Reihe Ly := L(-, E). Im Falle L,(1) # 0 gilt dann unter VRV(E)
firl < Rw < 2 und X > 500 die Zerlegung

LI

(25) L.

(w) = .7:1(’11), X) + Rsig(’IU) + Rm-('w) + Rim(w),

wobei

Rsig(w) == Z XPa T (pg — w)

Pa

die Menge der nicht-trivialen Nullstellen p, von L, durchliuft, sowie

Flw,X) = i Ar(n) e ™MX

nw
n=1
2 I'(—n —w)
Rtri(w) = Z n+w
n=0 X
(=X)L,
und Ri,(w) := Z o L—(w —n)
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Beweis: Zunichst liefert Hilfssatz 22 aus Anhang A.3 mit (12) auf Seite 16

2-+400
1 L
Fi(w,X) = 97 —L—“(w—i—z) ['(z) X*dz
2—i00

und damit insbesondere die Existenz des Integrals auf der rechten Seite.
Analog zum Beweis von Lemma 2 soll nun die Integrationslinie unter Beriick-
sichtigung der Singularitdten des Integranden nach —oo verschoben werden.

—Up + iTp, LI IO L R P iy

_Uk —_— iTm :L»l»»»l »»»»»»»»»»» > 1------ 2 - iTm

Abbildung 3: Der Integrationsweg

In [Prab7, Seite 229ff] wird dieses Vorgehen fiir das Integral

2—|—iooL,

/ —(2) T de (x > 2)

L
2—i00
gerechtfertigt, wobei L eine Dirichletsche L-Reihe ist. Nun gelten aber zu den
dortigen Sétzen 4.2 und 4.3 analoge Aussagen auch fiir die logarithmische Ab-
leitung von L, (siehe Anhang A.2). Insbesondere existiert eine Folge (17, )m>2
mit m < T, < m+1 (m > 2), fiir die gleichmifig in —1 < o < 2 gilt:
LI

L—“(a + iTm) = O (log? (¢T)) fiir m — oo.
Wird dazu eine Folge (Uy)x>2 durch

U k—Rw-—1/2 falls Rw # 3/2,
T k- Rw—1/3 falls Rw = 3/2,

definiert, so liegt fiir £ > 2 keine singulire Stelle des Integranden

h(z) == —ﬁ—:’(w +2)I'(z) X*

a

auf dem Integrationsweg entlang des in Abbildung 3 skizzierten Rechtecks.
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Das Verschieben der Integrationslinie nach —co kann nun analog zum Vorge-
hen bei dem oben angegebenen Integral gerechtfertigt werden, denn nach der
Funktionalgleichung und Hilfssatz I'4 aus Anhang A.1 gilt auf den beiden
horizontalen Linien sowie auf der linken vertikalen Linie dieses Rechtecks

C . U1 }
IT(2)| < 2] mit C': max{ NTACESTA)
Es sind also die Residuen von h(z) in der durch Rz < 2 definierten Halbebene
zu bestimmen. Die Singularitédten von h(z) in dieser Halbebene sind einerseits
die Punkte —n,n € Ny, in denen Pole ersten Grades bei I'(z) vorliegen.
Andererseits hat L (w + z)/L4s(w + z) Pole ersten Grades in den um —w
verschobenen trivialen und nicht-trivialen Nullstellen von L,. Genauer gilt

24400

Fi(w, X) = 271m —%(w +2)T(z) X* dz
= z;gReszO (—%(w +2)T'(2) Xz>
_ f; Res-a(4()) + 3 Ress (1) + fj Res_n_, (h(2)
PR AU BRI i
=~ T(w) — Ria(w) — Ray(1) — (). :

Abschlielend wird nun mit Hilfe des Hadamardschen Faktorisierungssatzes
noch ein Lemma bewiesen, welches Partialbruchzerlegungen fiir die logarith-
mischen Ableitungen der auftretenden L-Reihen liefert:

Lemma 4: Es seien d € N und x der zu Q(v/—d) assoziierte Kronecker-
Charakter vom Fithrer D € N. Dann gilt im Falle L(w, x) ;é 0

L D 1_TI w+1

wobei p die nicht-trivialen Nullstellen von L(-, x) durchlauft. Ist E eine ellip-
tische Kurve vom Fihrer ¢ mit L(1, E) ;é 0, so gilt im Falle L(w, E)#0

L 1 q

w—pg

wobei p, die nicht-trivialen Nullstellen von L(-, E) durchlauft.
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Beweis: Die erste Aussage findet sich in [Dav80, Seite 83], da x als Kronecker-
Charakter eines imagindr-quadratischen Zahlkérpers ungerade ist. Analog
dazu verlduft der Beweis der zweiten Aussage. Zunichst wird gezeigt, dafl
die gem&f Abschnitt 2.6 ganze Funktion

A(z) = (ﬁ)zr(z) L(z,E)

27

die Ordnung 1 hat: Fiir Rz > 1 gilt L(z, E) = O(|2|) wegen Hilfssatz 21
aus Anhang A.2 sowie logI'(z) = O(|z|log|z|) aufgrund der Stirlingschen
Formel, so dafl

log A(z) = O (|z|log |z|) fiir Rz > 1.

Wegen der Funktionalgleichung A(2 — z) = A(z) gilt ein entsprechendes Re-
sultat auch fiir Rz < 1, so dafl

log A(z) = O (|z|'**) fiir jedes € > 0.

Damit hat A(z) hochstens die Ordnung 1. Auf der reellen Achse gilt aber
logT'(2) ~ zlogz und L,(z) — 1 fiir 2 — oo, so da§ die Abschitzung nicht
verschirft werden kann zu log A(2) = O(]z|). Somit ist A(z) tatséichlich eine
ganze Funktion der Ordnung 1, deren Nullstellen die nicht-trivialen Null-
stellen von L(-, E) sind, und der Hadamardsche Faktorisierungssatz! liefert
die Existenz von C1,Cy > 0 mit

(;/—E>ZL(z,E) [(z) = Cre® [] (1 - i) e*/be.

pu Pa

Durch logarithmisches Differenzieren folgt daraus nun im Fall L(w, E) # 0

1 q L’ 1

W — pg pa

Der Ubergang von w zu 2—w bewirkt aufgrund der Funktionalgleichung (13)
und der Voraussetzung L(1,E) # 0 bei der linken Seite obiger Gleichung
einen Vorzeichenwechsel, also auch bei der rechten Seite. Dabei gilt aber

1
2% =—§3%m’

W — Pg

t In dessen Formulierung in [Mar77, Seite 289] gilt x = 1 gem#8 [Dav80, Seite 78].
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denn die nicht-trivialen Nullstellen liegen symmetrisch zur reellen Achse und
zur kritischen Geraden mit Realteil 1, so dafl mit p, immer auch 2 — p, nicht-
triviale Nullstelle von L(w, E) ist. Aufgrund des Vorzeichenwechsels auf der
rechten Seite der Gleichung (26) beim Ubergang von w zu 2 — w gilt somit
auch

§R02+Z§R—=—§R02—Z§R—

Pa

Dieser Term ist jedoch unabhéngig von w und verschwindet daher. [l

4.3 Beweis von Proposition 1

Es seien d € N und x der zu Q(v/—d) gehérige Kronecker-Charakter vom
Fithrer D € N mit logf—: > 15, fiir den im folgenden L := L(-,x) ge-
setzt und VRV(x) unterstellt wird. SchlieBlich sei wie in der Proposition
noch X > max{500,5log ?—:} vorausgesetzt. Dann ist Lemma 2 anwendbar
und Integration beider Seiten der dortigen Gleichung (22) von so = 5/6 + it
nach s = 7/6 + it ergibt nach Ubergang zum Realteil

|L(s0)|
|1L(s)]

(27) log — RG(s0, X) — RG(s, X) + R / Eyig(w) dw

|L(so — 1)|
—§R/ dw+ 1 gm,

denn die in der Proposition eingefiihrte Reihe G(w, X) ist als Funktion von w
offenbar absolut und kompakt konvergent in C, so dafl gliedweises Differen-
zieren zulissig ist und —G;(w, X) als Ableitung liefert. In obiger Gleichung
sind die beiden zuletzt aufgefiihrten Restterme eher von geringer Bedeutung,
wie sich bei den Untersuchungen in den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 heraus-
stellen wird. Dort werden die beiden folgenden Abschédtzungen nachgewiesen:

1 log(1+#%)

_ > o1/

(28) §R/ Jdw 2 =7 1000 °
Lso— D], L(s)] _log(1+#)

(29) P8 LG 28 L) T 6
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Den wesentlichen Beitrag leisten also die nicht-trivialen Nullstellen von L,
welche sich in dem Term R [ Esig(w)dw widerspiegeln. Dieser Ausdruck
wird in Abschnitt 4.3.3 behandelt, wo folgende Abschidtzung bewiesen wird:

r 3 (1. D 1 1L(s)|
30 R[E, dw> ——— | =log = + - log(1 +#*) +log — = ).
( ) / .‘](w) w = 4X1/3 (6 0og T + 8 Og( + )+ 0og |L(So)|
S0
Eingesetzt in (27) ergeben diese drei Abschitzungen nun
|L(s0)| 1 log(1+1¢%)
1 >R X)—®R X)—r— ————
UL = G50, X) = 0G5, X) = 755 1000
3 1. D 1 |L(s)|
— 2 [ Zlog 2 + - log(1 + 2) + log 2L
1X1/5 (6 og -+ glog(l+¢) +log 7
1 L log(1 + ¢?
+—<log| (s)] _ log(1+ ))
X\ |L(s0)] 6
— RG(s50, X) — RG(5, X) — — - log .
= RG(s0, X) — RG(s, )_W Ry
3 1 1 1
. ) log(1 +2) — —
(32X1/3 T 1000 6X> gl +8) — 755
3 1 |L(s0)|
2 )
(o = ) e
und daher wegen X > 500 durch Zusammenfassen der Terme in log %
2
| L(s0)] logZ  log(1+) 1
X)1 > X) - X)— -2 -
“X)log |L(s)] 2 RG (50, X) = RG (5, X) = {55 50 750
X -3X23% 41
mit ¢(X) := 4X .

Wegen 9/10 < ¢(X) < 1 liefert Division durch diesen Koeffizienten die Be-

hauptung, da x reell ist und somit |L(Sp)| = |L(so)| = |L(s0)| gilt:

L0, 0)| . o RG(s0, X) —RG(s,X) _5logls log(1+13) 1

1 - -
®1L(s,x)] =7 X+1-3x2s 72X1/3 40 100" O

Nachzuweisen bleiben also noch die drei Abschitzungen (28), (29) und (30).
Dies wird in den folgenden Unterabschnitten im Detail durchgefiihrt.
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4.3.1 Beitrag des ersten Restterms

In diesem Abschnitt wird die Abschitzung (28) bewiesen, also der folgende

Hilfssatz 4: Unter den Voraussetzungen von Proposition 1 gilt

r 1 log(l+ 22
—%/R(w)dw >__— _ log(1 +1%)
750 1000
s0

Beweis: Mit w=u+ it und z = —u — 1/2 + 4y ergibt sich aufgrund der
Funktionalgleichung (2) aus Abschnitt 2.2

—u—1/2+i00 ,
1 [ L

() R@w)=,- / I(2)X (—f(w—i-z)) dz
—u—1/2—ic0

—u—1/2+i00 ,
1 L D

- 27
1T (2 —2—w 1M f1+z+w
tar (?) tar (f))dz'

—u—1/2—ioc0

Das Integral iiber I'(2) X* log 2 kann dabei unter Benutzung des Residuen-
satzes wie im Beweis der Mellinschen Umkehrformel (siehe [FB95, Seite 419],
der Integrand ist bis auf eine Konstante identisch) durch Verschieben der
Integrationslinie nach —oo ausgewertet werden. Wegen 5/6 < u < 7/6 gilt
dabei —2 < —u—1/2 < —1, so daB die zu beriicksichtigenden Singularititen
des Integranden genau die Punkte —n (n > 2) sind, in denen Pole ersten Gra-
des mit Residuen (—1)"/n! bei der Gammafunktion vorliegen. AnschlieBende
Anwendung der Restgliedabschitzung der Exponentialreihe ergibt

—u—1/2+i00
1 D D | (-X)™ 1
2 — ['(2)X*log — =log — < —log —
(32) 2mi / (2)X*log T dz ¢ 22 n! =Xz %7
—u—1/2—ioc0 n=

Die restlichen Bestandteile des Integranden in (31) werden nun getrennt un-
tersucht. Zunéchst liefert die Funktionalgleichung der Gammafunktion

I'(2 I'(3/2 — ;
IT(2)X? = |X7|- I'2+2) :X—u—1/2| (3/2 — u +1y)|
2(1+2) 2] L+ 2|
< xu12 PG2=9 oy TB/2-0)

R(z(1+2))|] u?+y?—1/4"
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Durch Untersuchung der Ableitung kann gezeigt werden, dafl der letzte Aus-
druck fiir alle X > 500 und y € R als Funktion von » im Intervall [5/6;7/6]
monoton fallend ist, so dal zusammen mit der in M6 aus Anhang A.5 ge-
zeigten Abschitzung fiir I'(2/3) folgt:

X—4/3 3 X—4/3

2 [(2/3) < 5 5
Y2+ 4/ 9 292+ 4/ 9
Mit Hilfe der Abschidtzung in M 6 aus Anhang A.5 und der Reihendarstellung
fiir die logarithmische Ableitung der Riemannschen Zetafunktion folgt

o0 A !
<Y e =S G <2

n=2

(33) I0(2)X*| <

/

(34) ‘%(1—z—w)‘ _ iw

nl—z—w

n=2

SchlieBllich gilt gemdf ['5 aus Anhang A.1

I (2—2z— /1
T (#)‘ + T (#)‘ < 17+ log(1 + %) + log(1 + ¢?).

Zusammen mit (33) und (34) ergibt dies die Abschitzung

—u—1/2+i00

| |r<z>XZ|(\%'<1—z—w>\

—u—1/2—ioc0
1|V /2—2z—w 1|1V (1+2+w
3 F(T)‘Jﬁ F(T)Dd

1 003 —4/3 1 2 2
2_/5 ( 5(17+10g(1+t)Jrlog(ler))) dy

21+4/9
3(21 + log(1 + t?) / dy . 3 / log(1 + y?)
8T X4/ 2 +4/9 " 8nxBs | 2+4/9 Y

wobei die Integrale im Anhang auf Seite 97 ausgewertet werden. Es folgt

9(21 + log(1 + %)) 9 5 15 log(l+t%)
= 16X4/3 T 16x95 %83 S a T xaps

Damit sind alle Terme in (31) abgeschiitzt und obige Ungleichung liefert
zusammen mit (32) nun die vom Realteil von w unabhingige Abschitzung

15  log(l+ t2) 1 D
|R(w)| < X4/3 X4/3 X21 g
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so dafl das fiir Hilfssatz 4 benétigte Integral abgeschéitzt werden kann durch

1 2
_%/ Vdw > — ( 5 +log(1+t) 121gD>

X4/3 X4/3 X

5 log(1+#) 1 log 2
X3~ 3x4¥  3x2 8.

Die Voraussetzung X > max {500 5log } liefert nun

y 2
—§R/R(w)d S5 _ 5 _log(1+¢#°) 1

Jog =
Y= 750047 T 3(500)3  3-500-10log 2 °

1 log(1+¢%)
=750 1000 U

4.3.2 Beitrag des zweiten Restterms
Nun wird die Ungleichung (29) bewiesen, also der folgende
Hilfssatz 5: Unter den Voraussetzungen von Proposition 1 gilt

Llso = DI 1, EG) log(1 + #*)
[L(s =] = 7 [L(s0)] 6

Beweis: Unter VRV (x) gilt L(w — 1) # 0 fiir 5/6 < Rw < 7/6. Daher folgt
aus der Funktionalgleichung (2) in Abschnitt 2.2 unmittelbar

L L D 1T (3—-w\ 10" jw
T w-1 2-w)+log—+ - (50 ) + 55 (5)
pw=1=7@-w+log +2F< 2 >+2F 2

log

Integration beider Seiten von sy nach s und anschlieBender Ubergang zum
Realteil liefert, da x reell und somit |L(2 — s)| = |L(3q)| = |L(so)| = |L(s0)|
sowie analog |L(2 — sp)| = |L(s)]| ist:

|[L(so — 1)]

1°gm:1°g||f<( )>|| los §R/(FI(?’ w) FFI(%))”’“"

Dabei gilt fiir w = u + ¢t nach I'6 aus Anhang A.1

" /3—w v
i i < 15 + log(1 + ¢2
F( 5 )‘-1— F(Q)‘ 5+ log(1 + t%),
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woraus wegen log > > 15 die gewiinschte Aussage folgt:

o8 (e 2 1% oy * 7 _"/‘ (7)1 (3)faw
Zbggg3| %mg?—§@ 50) (15 + log(1 + £))
Zbggg3y+gbg$i—w)—gbgl+ﬂ)
> 10 73] 5 080+ 0

4.3.3 Beitrag der nicht-trivialen Nullstellen von L(s)

Zur Vervollstindigung des Beweises von Proposition 1 fehlt nun noch der
Nachweis der Ungleichung (30) und somit des folgenden

Hilfssatz 6: Unter den Voraussetzungen von Proposition 1 gilt

[ 3 (1, D 1L(s)|
R | E dw>——— (=1 —1 1+¢t%)+1
/ .‘](w) w = 4X1/3 (6 Og 8 Og( + ) + 08 777~ |L(So)|
s0
Bewets: Zundchst sei an die Definition von E;;, erinnert:

Eyiy( ZXprp w) dw.

Mit w = u + it gilt fiir jede nicht-triviale Nullstelle p = 1 + ¢y von L(s)

[ [l - -
/?R—dwz?R ——dw = Rlog i = log s =l
w—p w—p 50— p |50 — p|
50 50
und somit
%/X”_“’F(p—w)dwz —/‘X”_“’F(p—w)‘dw
S0 50
7/6 s

:_/X1/2—u

5/6

r(%—u+«7—@)

1
du 7/%‘1_“’
log||s 4 w—p

s0—pl g
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2/3 /
y ' 1 dw
= _/X IT(—u+i(y —t))|du - log 12/3%i(t=7)| '/%w -
s OB i3+t g

> —6(X)-/%wd—"_”p,
50

wobei!
2/3
—u . 2

In D1 aus Anhang A.6 wird eine explizite obere Schranke fiir §(X) herge-
leitet; die Existenz des Maximums ist jedoch klar wegen des exponentiellen
Abfallens der Gammafunktion fiir y — +oco0. Aufsummieren iiber alle nicht-
trivialen Nullstellen liefert unter Verwendung von Lemma 4 aus Abschnitt 4.2

1 D 1_TI 1 L

B 1. D 1[.T[w+l 1L(s)|
= —40(X) glog;-l—i/%F (T) dw+log|L(SO)| .

50
Dabei gilt nach I' 7 aus Anhang A.1

L)

1 I fw+1 1
— — | — < —log(1 + #?).
2/%1‘( 5 )dw_Sog( +t%)

50

Eingesetzt liefert dies

s 1 D 1 L(s
§R/Esi.q(’w)ﬂl’w > —6(X) (glog — + glog(1+ %) +log ||L((SO))||>,

0

! Entscheidend geht hier 8?%_/) =R r”lz = (u_l/";)_zl_,’{?,y_t)z > 0 fiir u = Rw > 1/2 ein.

[w—p
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so dafl aus der in D1 aus Anhang A.6 fiir X > 500 gezeigten Abschitzung

3
) < xi7s

die Aussage des Hilfssatzes folgt. [l

4.4 Beweis von Proposition 2

Es sei E eine elliptische Kurve vom Fiihrer ¢ € N mit L(1, E) # 0, fiir die
VRV(E) unterstellt und zur Abkiirzung L, := L( -, E) gesetzt werde. Weiter
sei X > max{500,5log ;% } vorausgesetzt. Dann ist Lemma 3 anwendbar
und Integration beider Seiten der dortigen Gleichung (25) von s = 7/6 + it
nach s; = 11/6 + it bei anschlielendem Ubergang zum Realteil ergibt

L) e s e
1g|La(51)| RF(s, X) — RF( 1,X)+§R/(Rs,g( ) 4 Rins(w) + Ryri(w)) dw,

denn die in Proposition 2 eingefiihrte Reihe F(w, X) ist als Funktion von w
offenbar absolut und kompakt konvergent in C, so dafl gliedweises Differen-
zieren zuldssig ist und —F;(w, X) als Ableitung liefert. In obiger Gleichung
sind der Term log |L,(s1)| — RF(s1, X) sowie die Integrale iiber die beiden
hinteren Summanden dabei von vergleichsweise geringer Bedeutung, wie sich
bei den Untersuchungen in den Abschnitten 4.4.1 bis 4.4.3 herausstellen wird:

(35) log |La(51)| - §R‘?:'(Sla)() <

<_
(36) R / Rui(w) dw <

7 log(l +t%)  log|La(s)|
< — — .
(37) §R/Rms( )dw < 50 =

L)

Eingesetzt ergeben diese drei Abschitzungen wegen 5 + % + E < %:

3 log(1+1t*) log|La(
log o(s)] < RF(s, X) + & 4 BLEE)_LoslE -w/w )du,
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und somit nach Zusammenfassen der Terme in log |L,(s)| und Division durch

den sich ergebenden Koeffizienten ££L:

X 3 log(1+1¢%) i
< — _— . .
log |La(s)| < X+ %f(s X)+ T - + %/Rs,g(w) dw

Erneut liefern die nicht-trivialen Nullstellen der L-Reihe den wesentlichen
Beitrag fiir die obere Schranke: Mit der in Hilfssatz 10 aus Abschnitt 4.4.4
bewiesenen Abschitzung fiir R [ R,;o(w) dw folgt die Behauptung. O

Nachzuweisen bleiben die Abschitzungen (35), (36) und (37) sowie Hilfs-
satz 10 {iber den Beitrag der nicht-trivialen Nullstellen.

4.4.1 Beitrag des ersten Restterms
Zunichst wird nun die Abschitzung (35) nachgewiesen:
Hilfssatz 7: Unter den Voraussetzungen von Proposition 2 gilt

3

log |La(s1)| — RF(s1,X) < o

Beweis: Wegen log|Lg(s1)| = Rlog Le(s1) ergibt sich mit Satz 10 aus Ab-
schnitt 2.6 und der entsprechenden Formel fiir die Riemannsche Zetafunktion

log |La(51)| - §R‘?:'(Sla)()
o0 o0 /\E(n) ~
=R _ _ABAY) n/X
Z nst logn Zz nst logne

— [As(n)] “n
< Z nll/6 logn (1 —¢€ /500)

< Z 2ynA(n) . ¢~ /500)

nli/6 logn
/500
_2logC< ) Zn4/3 logn .

Dieser Ausdruck wird in M1 aus Anhang A.5 mit Computereinsatz wie
gewiinscht gegen 3/19 abgeschiitzt. [l
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4.4.2 Beitrag des zweiten Restterms
Es schliefit sich der Nachweis von Ungleichung (36) an

Hilfssatz 8: Unter den Voraussetzungen von Proposition 2 gilt

< N
%/Rtm d’w 500

Beweis: Der Integrand wurde auf Seite 53 definiert als

o0

Rtrz ZF Xn—l—ww .

n=0

Dabei folgt mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gammafunktion zunéchst

38) 10w = )| = L < ()| < (-Ru) < (-7/6))

Nach M6 aus Anhang A.5 gilt |[['(—7/6)| < 6, so daf8 sich wegen X > 500
unmittelbar die gewiinschte Abschéitzung ergibt:

s1

% / Ryns(w) dw < / Rii(w) duw| < / S X" R [N — w)] du
n=0

L)

e = 6 500w ]1/°
< 6/ 5007y 500 " du = —— . [_4]
s 1—1/500 1og 500 | /¢
7/6
500~/ — 500-5/¢ 1
< —.
4991og500  — 500 O

4.4.3 Beitrag der Polstellen der Gammafunktion

Im folgenden wird die Abschitzung (37) nachgewiesen, die den Beitrag der
Polstellen der Gammafunktion darstellt (vgl. Beweis von Lemma 3).

Hilfssatz 9: Unter den Voraussetzungen von Proposition 2 gilt

<_
w)dw < oo+ =y X

§R/ 7 | log(1+#*) log|La(s)]
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Beweis: Aus der Funktionalgleichung (13) in Abschnitt 2.6 ergibt sich

s1

(3 )/zns dw—/z "L' w —n) dw

§1
= (=x) L, q
= Voo n—u) ~tog L,

' r
— F(Q-I—n—w) — F(w —n))dw

_ i (-Xx)™ (1 Lo(2 + 71— 51)

% L@ +n—s)

—7(%’(2+n—w)+ %’(w—n))d’w)

L)

+(s— 51)10g4i7r2

Hier werden nun einzelne Bestandteile getrennt untersucht. Zunichst gilt
wegen X > max{500, 5log ;%;}

- (=X) _ = -
(40) ; o (s —s1) log4 ———lo Fnﬂ
2 q 2 2
=Zlog-=(1—-eX)< ZX(1-eY%) < =,
glog g (1—e7) < X (1-e7) < 4

Weiter liefert Satz 10 aus Abschnitt 2.6 bzw. die entsprechende Gleichung
fiir die Riemannsche Zetafunktion zusammen mit M 6 aus Anhang A.5

| Ar(m)| 2. 2¢/m A(m) 4 13
log |Le(3 — 5)| < AR o — 7 =21 -] < —
otlts 91 <3 <y ouc (4) <

ml/8 logm — m!/6 logm M6 b

und somit fiir n > 2 auch

1 _
og |La(2 +n— 5 22 logm m2tn—11/6 m2+tn—7/6

Z As(m)| _ 13
- m13/6 logm logm s0. B
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Damit folgt unter Benutzung der Restgliedabschitzung der Exponentialreihe

2 (=X)™" L,24+n—s
(41) Zl ( n!) log‘ La((Q—:- n— s))

|La(3—=51)] ~=X"", |Ly2+n—s1)
1 (e AS 2] 1
¢ L, (3—s)| T2 Sy los L(2+n—s)
log |La(3 — s1)| 13 o= X~
< — i —
S
_log|La(3 — s1) E+ 13
= X 5X ' 5X?
_log|LaB—s1)| 1
= X 190°

Nach Abspalten des ersten Summanden in der folgenden Reihe liefert die
Anwendung von I'8 sowie I'9 aus Anhang A.1

TS Sy f PR R ) P

n=1

&

81
I

<lg (%(3—w)+%(w—1))dw

+§f2,/(‘ (2 w-+n)

1 21og(1 + ¢2 16  log(l + ¢
1, 2log(l+#) | 16 log(1+¢?)

FI
+ 11(w—n)

) v

- 2X X X2 X?
2

< i—i— log(1 +¢ )

— 900 75

Einsetzen der Abschitzungen (40), (41) und (42) in (39) ergibt?:

81
2 log|L.(s)] 1 1 log(1+¢%)
R | Ry, (w)dw< — — 28121 =~ |~ 08 TV)
/ (w)dw < 7 X 100 o0 75

7 log|Lg(s)] N log(1 + %)

< — .
=50 X 75 .

§ Es gilt |La(3 — 81)| = |La(3)| = |La(8)| = |La(s)|, da alle Koeffizienten reell sind.
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4.4.4 Beitrag der nicht-trivialen Nullstellen von L,(s)

Hilfssatz 10: In den Bezeichnungen von Proposition 2 gilt die Abschditzung

§1‘3/Rsi_q('w) dw < 5a(X); AX) (63 10g4i + §103(1 +17) — §R}'1(52,X)>,

125 4
falls X > max {500,5log ;%;}. Im Fall X > max {5000,5log ;% } gilt

g
7X176 108 g2 ~ 18X1/6

1
%/Rs,-g(w) dw < m log(1 + #2) + ———RFi(s2, X).

Beweis: Sei zundchst nur X > max {500, 5log #} vorausgesetzt. Als Bei-
trag einer einzelnen Nullstelle p, = 1 + iv, ergibt sich durch Erginzen des
Terms R(G(X)X?*2I'(p, — s2)) mit der Abkiirzung y :=v, — Sw =1y, — ¢

11/6
m/xr’a WD (pe — w) dw = m/xl WY D(1 =y + iy) du
7/6
5/6
— R / X9 D (—u + i) du = R (B(X)X?* T(p, — 52))
1/6
5/6
+ R /X‘“Hy T(—u + dy) du — B(X) X ~7/20+w F( % + zy)
1/6
» 702 ,\ 7
<R (BX)XP 2T (pg — 52)) + a(X) 20 + -y
Aufgrund der Identitét
7
LI t — Ya
(43 R —p P el Gl ) B

n=p ptilt-v) (5)+ (w2 w7V

ergibt sich durch Aufsummieren iiber alle nicht-trivialen Nullstellen

(44) %/Rsig(w) dw = Z %/X”“_'”F(w) dw
s Pa s

< B(X) RRuig52) + (X)) R

Pa

1

52 — Pa
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Anwendung der Lemmata 3 und 4 aus Abschnitt 4.2 liefert dabei

1 1 v L
(45) %%Sz_pa—ilgél—z-i—% (32) + R 72 (52)
1 q !
SEIO 4—71'2+§RF(82)

- %Rsig(SQ) - %Rtri(sz) - %Rins(SQ) - %.7:1(82, X)

Hier werden nun die einzelnen Bestandteile getrennt untersucht. Zunéchst
gilt gem&fB ' 10 aus Anhang A.1

r 5 b

—(52) < —— + = log(1 + ¢
(46) §RF(52)_ 44—i—7og( + 7).
Dann ergibt sich mit M6 aus Anhang A.5 wie in (38) die Abschitzung

ID(—n — 52)| < [[(=s2)| < [T(—%s2)| = [[(-27/20)] < 3,

so daB also fiir X > 500 folgt:

(47) |Riri(s2)] < Z IT(—n — 89) X "% <3 Z 500~"—27/20
n=0 n=0
500—27/20 < 1
1-1/500 — 1000

Nun liefert die Funktionalgleichung (13) aus Abschnitt 2.6 wegen L(1, E)#0

> X" |L
|Rins(52)| < Z_ L (52 _n)

n=1 n'
e xX-n ]
<Z ol (‘ 2+n—52) +‘f(52—n)
n=1
T LA .
T n S2 Og4ﬂ_2 .

Dabei wiederum gilt nach I"'11 aus Anhang A.1 die Abschétzung

<13 +1log(1 + %) + 4log(n + 2)

F,
+ ‘F(2+n—82)

-

und nach Satz 10 aus Abschnitt 2.6 sowie M6 aus Anhang A.5

L = 2+/m A(m) g' 25
‘ mZ:|m2+n 52|—Z m33/20 <2 C 20 S?'

— 2+n—s
La( 2 m=1
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Somit folgt unter Benutzung der Restgliedabschitzung der Exponentialreihe

2 X" (41 q
48) | Rins < = +log(1+t%) + 41 2) +log —
(48) | (32”‘; - (2+og( +1%) + 4log(n + )+og4ﬂz)
2 (41 q 4
< — [ =+4log(1+1t») +log— | + —e/X
_X<2+og( +t)+og4wz>+Xe

1 1
< — (log(l +t%) + log ym 2) + —

— 250 11°
Einsetzen von (46), (47) und (48) in (45) liefert wegen 2 > ;- + & nun
(49) 3 < 20905 L D log(1 4+ £2) - R (52, X) — RRsig(52)
52 _ pa —_ 250 g4 2 4 g 1 82) §19 82 .

Pa

SchlieBlich ergibt sich unter Benutzung der Abschédtzung D 2 aus Anhang A.6
mit y := Sp, — ¢ fiir X > 500

Ryig(s2)] <D 1X%7%| - [T(py — s2)| = Y _ X~ 7/® [T (=7/20 + iy)|

Pa
7(7 20\ 7
< X—7/20_ o 2 < 7/20
2 4(20+7y>(— 1°00 Z%

p 43) 52 = Pa
1 63 q 3 9

<5 \125 %8 g T g 18l N X) — Ry

(AE) 5 (125 8 472 T 4 Og( +1 ) §R‘7:'1(52) ) RR g(SQ))
1 63 q 3 9 1

< 5 <ﬁlog in? + Zlog(l + 1) — §R]-'1(52,X)> + g|Rsig(82)|

und somit

63 3
(50)  |Ruig(s2)| < (—1 gi+—1og<1+t2>—w1<s2,x>).

125 A2 4

Einsetzen von (49) und (50) in (44) ergibt den ersten Teil des Hilfssatzes:

R / Ryig(w) dw < (a(X) = B(X)) | Ruig(55)|

+a(X) (135108 455 + § 0B(1+ 1) ~ Ry (52, X))
5a(X) - A(X)

63 3
(— log 2.2 log(1 + %) — RF (52, X)).

<
- 4 125 472 4
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Fiir den zweiten Teil sei nun X > max {5000, 5log ﬁ}. Dann ist der Beitrag
einer einzelnen Nullstelle p, = 1 + 7y, (mit y:= v, — t) gegeben durch

§R/X”“ “T'(pg — w dw</\XPa “| - 0 (pa — w)| dw
11/6 5/6
= /Xl_“|F(1—u+iy)|du=/X_”|F(—u+z'y)|du
7/6 1/6
5/6
7 20 1
= [ XD (~u+iy)| du- 2w
5 [ rCusilae (- 2Rt
1/6
1
<7y(X)R ,
52 = Pa
wobeil
5/6
v(X):= max /X_“|F(—u+z'y)|du- ! —l—@y
yeR 20 7
1/6

In D3 aus Anhang A.6 wird eine explizite obere Schranke fiir y(X) herge-
leitet. Die Existenz des Maximums ist jedoch klar wegen des exponentiellen
Abfallens der Gammafunktion fiir y — 4+oco. Aufsummieren iiber alle nicht-
trivialen Nullstellen liefert

%/Rsz-g(w) dw = Z%/ X0+~ (p, — w) dw < v(X) Z%SQ i .
s Pa Pa @

63 3
< (X)) =1 + = log(l +¢*) — X) — RR,;
<o (u5g42 } 108(1+ 1) ~ Ry (52, X) — R ()
63 3 \
<0 (S 10g L+ Zmaru>—%ﬂ@merRw@m
5 63 @ 3
< (X)) —=log — + - log(1 X)) .
Aus der in D3 aus Anhang A.6 bewiesenen Abschétzung v(X) < ;&7 fiir
X > 5000 folgt der zweite Teil des Hilfssatzes. O

¥ entscheidend geht hier ein, dal % -1~ nach (43) positiv ist.
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5 Beweis des Hauptsatzes

Im Anschlufl an die Formulierung des Hauptresultates iiber die Ausnahmen
der Kaplansky-Form auf Seite 45 wurde das Vorgehen zum Beweis skizziert
und mit den expliziten Abschitzungen des vorigen Kapitels stehen nun die
wesentlichen Hilfsmittel bereit, um den Beweis im Detail durchzufiihren.
Zunichst sei jedoch das Theorem (ohne explizite Nennung der Ausnahmen)
noch einmal formuliert:

Theorem 6: Unter VRV hat ¢71 genau 53 und ¢r2 genau 5 quadratfreie
Ausnahmen. Die Menge aller Ausnahmen ergibt sich jeweils durch Multipli-
kation dieser quadratfreien Ausnahmen mit den geraden Potenzen von 7.

Beweis: Nach Theorem 3 sind nur die Aussagen iiber die quadratfreien Aus-
nahmen zu zeigen, von denen gemaf Satz 13 auf Seite 26 genau 53 bzw. 5
kleiner als 2 - 10'2 sind. Es sei nun N > 2 - 10'? als eine weitere quadrat-
freie Ausnahme von ¢7; oder ¢7, angenommen — nach den Ergebnissen aus
Abschnitt 3.1 gilt dann N € 4N + {2,3} und im Anschluf an die dortige
Formulierung von Theorem 6 wurde schon gezeigt, dafl dann

Lo(1) 34 1, 4y

> log - + -
L2 = B101 "1 B 4p

(51)

gilt, falls L die Dirichletsche L-Reihe des Kronecker-Charakters x := x_assn
und L, die Hasse-Weilsche L-Reihe der elliptischen Kurve E(—7N) bezeich-
net, welche den Fiihrer

282N?2 falls (N, 7) =1,
ay =
YU l7- @) N falls (N, 7) > 1,

besitzt. Ferner erfiillt gemdfl Abschnitt 3.6 die Funktion

_(VIn\"" La(w)T(w)
H(w) = ( o ) L(w) L(2 — w)

die Voraussetzungen des Phragmen-Lindel6f-Prinzips sowie die Funktional-
gleichung H(2 — w) = H(w). Die daraus abgeleitete Abschitzung (21) geht
wegen des monotonen Wachstums der reellen Logarithmusfunktion {iber in

L,(1
(52) log ol 2 <logsup |H(7/6 + it)| = sup log |H(7/6 + it)|.
(1) teR teR

Unter VRV sind insbesondere VRV (x) sowie VRV(E(—7N)) erfiillt und unter
dieser Voraussetzung wird im ersten und zweiten Abschnitt dieses Kapitels
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mit Hilfe der expliziten Abschidtzungen aus dem vorigen Kapitel die folgende
Ungleichung bewiesen:

73,9 q q
11 T a5 log 25 falls log ;2% < 110,
(53)  suplog|H(7/6 +it)| < {14 W -
teR 8 + 5 log % falls log ;% > 110.
9 9

Wegen 411 > &5 > g existieren aber reelle Zahlen yo,y; > 0 mit

log — + -y >

34 1 I_Z+%y fiir alleyZyOa
101 4

6 | 9 s
o Ty firalley>y.

Genauer kann einerseits yo = 53,7 gewdhlt werden, denn

34 1 73 9
2T, > > 22,
log 101 + 1 53,7 > 12,33 > 12,322 > 14 + 68 53,7,
und andererseits kann y; = 110 gewdhlt werden, denn
34 1 66 9
log — + - -110 > 26,41 > 26,40 = — + — - 110.
Og101+4 0> 2641 > 26,40 10+50 0

Fiir log 2% > 53,7 liefert dies einen Widerspruch zwischen Ungleichung (51)
und der sich aus (52) und (53) ergebenden Abschitzung. Da aber N als eine
Ausnahme von ¢7; oder ¢7» mit N > 2 -10'2 angenommen war, ergibt sich
nach Definition von g, gerade log ;% > 53,7. Eine solche Ausnahme kann
damit unter VRV nicht existieren. [l

5.1 Beweis der Abschitzung (53) fiir ,kleine“ N € N

In diesem Abschnitt wird der erste Teil der Abschitzung (53) nachgewiesen.
Sei dazu log /% < 110 vorausgesetzt und definiere X := 557 > 5log 2. Da x
den Fiihrer /gy bzw. \/qy/7 besitzt (je nachdem, ob N prim zu 7 ist oder
nicht) und E(—7N) den Fiihrer gy hat, sind damit Proposition 1 und der
erste Teil von Proposition 2 anwendbar. Wie dort seien F, Fy, G, a(X), B(X)
sowie so = 5/6 4+ it, s = 7/6 + it und sy = 27/20 + it definiert. In D4 aus
Anhang A.6 wird mit Computereinsatz gezeigt, dafl

-1/6 9 —1/6
00 2 20T wmd a(x)< 0T
23 log 557 16 logb57
und somit (nach Definition gilt a(X) > (X))
5a(X) — B(X
(%) = 22 = BX) g 078: 0,080].

4
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Gemif Definition der Abbildung H gilt

log |H(s)| = log% +R (S ; ! 10gf—£’2>
|L(50)|
8 TL(s)

Dabei liefert der erste Teil von Proposition 2 unter VRV(E(—7N))

= log|La(s)| — —2log |L(s )|+10g|F(S)I+—10g4

XRF(s,X) 3 log(1+t?)

log | L, < —— P2
L) S =Tt T 75
Sa(X) — B(X) [ 63 QN 3 2

Bei der Anwendung von Proposition 1 auf xy = x_zsn ist zu beachten, dafl
dieser Kronecker-Charakter den Fiihrer /gy oder /g, /7 hat. Dabei gilt

log < log log 5 T log4,

T2 4m

so daB sich unter VRV () zumindest die folgende Abschitzung ergibt:

()| RG(s0,X) ~RG(5,X) _Slog £y log(1+#) _ 3

1 =
B =7 X+1-ixs 72X1/3 40 130

Der letzte Summand resultiert dabei aus

Slogd 1 _ 3
72 - 55713 100 — 130°

Setze fiir 7 € [0,078; 0,080] im folgenden

X (A_") _ M)
(n,7):=e ™% X Ag(n) _ w6 W) Ap(n)logn
OB X +1 nv/e X+1—%X2/3 n27/20 :

Wegen Ag(_7n)(n) = Ag(n)x(n) (vgl. Satz 15 auf Seite 30) gilt dann

x(n)v(n, 1)
Z n’t log n

X XR (G(50, X) — G(s, X))

=L RF(s,X) -
X127 X) X +1-3x23

— 7RF1(s2, X).
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Durch Einsetzen der soeben aus den Propositionen 1 und 2 abgeleiteten
Abschitzungen in die obige Gleichung fiir log H(s) ergibt sich damit

x(m)v(n,7(X)) 42 1 3 1 9
< X log(1
log |H(s)] Z% wilogn T30 T\7s T2TE) g5 | loel+)

1 63 5 .
log |T° — 7(X) + = |log—; — 2log |L
+10810(6)| + ( 5+ 135 700 + ey )08 25 — 21og £(s)

1000

X
<Z2 n’ﬂogn( (m, 7(X)) = n7/6> Z X n’tlogri )

n= n=1000

1000
x(m) A(n) 21
P2 R o~ 2B 1L+
=2

1 9
log |T° “log(1+t3) + —1
+log|T(s)]| + £ log(1+£) +  log 2

In den Hilfssédtzen 11 und 12 am Ende dieses Abschnitts werden die ersten
beiden Terme nach oben gegen 87/20 bzw. 24/89 abgeschiitzt, wihrend der
Ausdruck log|T(s)| 4 3 log(1 + ¢*) nach '3 aus Anhang A.1 nicht grofer
als —% ist. Unter Benutzung der Reihendarstellungen fiir log L und log(
sowie der computergestiitzten Abschitzung M 2 aus Anhang A.5 ergibt sich

auflerdem

1000 o0 o]
A A
o4 3o XWA®) 23 g XWAR) S [ A)
n®logn B O logn — | n logn
2 Aln) R An) 7 9
< — = —— =1 - < —=.
- n;om n’/8logn ; n’/8logn 08¢ 6/ — 52

Insgesamt folgt damit nun wie gewiinscht

87 24 18 21 3 91 an

log | H(7/6+it)| < oF L =2, 2 21 9 v
suplog | H(7/6+ )] < 55+ 55T 55 T 65 ~ 10 T 68 °8 42
739 an
< LI e In
S 12 768 %8 42 O

Nachzuweisen bleiben noch die oben angesprochenen Hilfssdtze:

- 1000 2(r) o
ilfssatz 11: Es gilt Z %n,”ogn v(n, 7(X)) - 7 ) < 5+
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Beweis: Die Abschitzung wird in M4 aus Anhang A.5 mit Computereinsatz
bewiesen — an dieser Stelle soll das dortige Vorgehen erldutert werden. Gemifl
Seite 74 gilt 7(X) € [0,078; 0,080]. Anstelle des exakten Wertes wird hier
jedoch eine zusédtzliche Variable 7 eingefiihrt und in diesem Intervall variiert.
Zunichst ist v(n, 7) = A(n) = 0, falls n keine Primpotenz ist. Wegen x(2) =0
sind die Summanden daher nur fiir Primpotenzen 2 < p* < 1000 mit p # 2
von Null verschieden!. Definiere fiir p € P, ¥ € N und 7 € [0,078; 0,080]

v(ph,T) 2

sp(k,T):: Flogp — F T

Fiir 3 < p < 31 gilt damit

o x(PY) ¢y 2logp) _ ¢
2%7 v(p®, ) — o < Zcos(—ktlogp) -5,(k,T)
k=1

£ pikt log pk
2
< max > cos(ky) - (67,

wobei das Maximum aufgrund der Periodizitit des Cosinus angenommen
wird. Wegen cos(2y) = 2 cos?(y) — 1 ist also die Funktion

folz,7):= 2sp(2, )2 + sp(l, T)T — sp(2, )

unter den Bedingungen z € [—1; 1] und 7 € [0,078; 0,080] zu maximieren.
Durch Untersuchen der partiellen Ableitung nach x ergeben sich als mégliche
Extrempunkte von f, gerade

(-2 r) (L, (1) mit 7 0,078, 00801

s, (2,7
In M4 aus Anhang A.5 werden die an diesen Stellen angenommenen Werte
15,(1, 7)?
_581,(24,7') — sp(2,7'), —Sp(l,T) + sp(2,7') bzw. Sp(l,T) + sp(2,7')

bei variierendem 7 maximiert. Fiir die Summanden zu 31 < p < 1000 sowie
zu 32,3%, 3% 35, 53 5% und 7° wird die naheliegende Abschitzung

k 21 k 2
) (1) - Zoir) )2
piktlogp p klogp  kp™/

verwendet, wobei in M 4 das Maximum bei variierendem 7 bestimmt wird. [1

= [s5(k, 7)]

t Dabei gilt p? < 1000 fiir 3 < p < 31 und p? > 1000 fiir p > 37. Ferner gilt 3¢ < 1000
und 37 > 1000, 5¢ < 1000 und 5% > 1000 sowie 73 < 1000 und 74 > 1000.
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(X)) o~ 24
Hilfssatz 12: Es gilt ) 21;00% xn’Tgn < %5-

Beweis: Es kann unmittelbar iiberpriift werden (zum Beispiel durch Unter-
suchung der Ableitung entsprechender Funktionen), daf

logn 1 1 1 2
n27/20 = G776 und nb/6  11/6 < Y fiir n > 1000.

GemifB Satz 10 auf Seite 17 gilt |Ag(n)| < 24/n A(n) und somit (fiir n > 1000)

(n) _ A(n)
oy — e 357200 3T (R 0R) (o) g
’ - 558 n7/6 558 — 2 5572/ n27/20

st (Ae(m)] 7 1 1 Ae(n)|
<e™ <W+6A(n) n5/6  p7/6 + 6n7/6

_ T[Ae(n)| | 7 2A(n)
n/557 [ '
se (6 TR A YT

< o T/557 (7 2¢/nA(n) 4 1A(n)> _ §Me—n/557.

7(557)

6 n7/6 3n23) 3 n23
Unter Benutzung von Lemma 6 aus Anhang A.3 folgt daraus
e —n /557
n’t log

= 2/3 =20
n=1000 n 3 Loy M/*logn T3 89 89 0

5.2 Beweis der Abschitzung (53) fiir ,,grofle“ N € N

Fiir den Nachweis des zweiten Teils der Abschitzung (53) sei log % > 110.
Definiere dazu

5000 fiir log 4N < 1000,

X =19, an \2

z (log 2%5)”  sonst.
Dann gilt offenbar X > max{5000,51log 2}, so daB Proposition 1 auf x und
der zweite Teil von Proposition 2 auf E(—7N) anwendbar sind. Wie dort
seien G, F und F; sowie so = 5/6 + it, s = 7/6 + it und sy = 27/20 + it
definiert. Gemifl Definition der Abbildung H gilt

log |H(s)| = log% +R (S 5 log fﬂ)
|L(50)]

= log |La(s)| — log |L(s)|

— 2log|L(s)| + log |T'(s)| +t 15 log n?
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Unter VRV (E(—7N)) liefert der zweite Teil von Proposition 2

XRF(s,X) 3  log(1+1t*) logz% B5RFi(sy, X)
log|La(s)| < =22+ — T — :
S S B TR 7X1/8 18X1/6

Weiter ergibt sich unter VRV () aus Proposition 1

10g|L(%)| S X?RQ(SO,X) - RG(s,X) 5log ;2% B log(1 + 2) 1
L(s)| = X+1-3x%3 72X1/3 40 60’

denn x ist Kronecker-Charakter vom Fiihrer /gy bzw. 1/qx/7 und es gilt

5log4 1 < 1

<1 —1 _owo8: |, 1 2
Og o8 4 72500013 100 = 60

log 2 +log4 sowie

Tn? 4m

Mit der Abkiirzung

A(m) _ A(n)
x| X 2s(n) X (W - W) 5 Ap(n)logn

X4+1 n7/s X+1-— %X2/3 T 18X 1/6  p27/20

w(n,X):=e

x(n X)
gilt Z?R n’t logn

X
=% X) —
X+ 1 (5 X)

XR(G(50,X)—G(s,X)) 5
X+1-3X%3 18X1/6

%.7:1(82, X)

Durch Einsetzen der soeben aus den Propositionen 1 und 2 abgeleiteten Ab-
schdtzungen in die obige Gleichung fiir log H(s) ergibt sich damit

X wn,X) 19 1 1 5 an
log |H(s)| < Z n’t logn 60 \12 T 7xie T axi ) 198 g2

+log |'(5)] + (; 40) log(1 + £2) — 2log|L(s)|

<%§R x(n) (n, X) Z X nX)
~ £~ " nitlogn WA n7/6 n’tlogn

n=1000

1000
x(n) A(n) 19

2 ——————— —2log|L
* ;%nm‘“tlogn og|L(s )|+60

1 49 q
log T “log(1+#%) + — log =X,
+1og|T(s)| + ¢ log(1 + %) + g log 75
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In den folgenden Hilfssétzen 13 und 14 werden die ersten beiden Ausdriicke
gegen 6 bzw. 2-log ;% abgeschitzt und nach I'3 aus Anhang A.1 ist der

Term log|['(s)| + %log(1l + t*) nicht grofer als —2. Zusammen mit der
Abschitzung (54) aus dem vorigen Abschnitt folgt dann wie gewiinscht
. 18 19 3 23 49 \ gy
log | H(7/6 +1t)| <6+ —+ — — — —
suplog [H(7/6 +it)| < 6+ 5 + 55 40+<400+400>47r2
@ + 21
=10 T 50 %81 4 O

Nachzuweisen bleiben noch die oben angesprochenen Hilfssdtze.

1000
Hilfssatz 13: Es gilt Z RAX

n”logn ( (n X) 7(/6)) < 6.

Beweis (analog zu Hilfssatz 11): Der eigentliche Nachweis der Abschdtzung
erfolgt wiederum in M4 aus Anhang A.5 mit Computereinsatz. Zunéchst
gilt w(n, X) = A(n) = 0, falls n keine Primpotenz ist. Wegen x(2) = 0 sind
die Summanden daher nur fiir Primpotenzen 2 < p* < 1000 mit p # 2 von
Null verschieden. Definiere fiir p € IP, kK € N und X > 5000

w(p*, X) 2
klogp kpTk/e’

t,(k, X):=

Fiir 3 < p < 31 gilt damit

2 k 21o 2
Z%L)k (w(pk,X) — ﬁ) < Zcos(—ktlogp) -t (k, X)
k=1

P pzkt logp

2
< .
<max} cos(ky) - t,(k, X),
k=1
wobei das Maximum wieder aufgrund der Periodizitdt des Cosinus existiert.
Wegen cos(2y) = 2 cos?(y) — 1 ist also die Funktion
gp(z, X):=2¢,(2,X) 2® +t,(1, X) z — £,(2, X)

unter den Bedingungen z € [—1; 1] und X > 5000 zu maximieren. Durch
Untersuchung der partiellen Ableitung nach z ergeben sich als mogliche Ex-
trempunkte von g, gerade

t(1,X)
N A e -1, X 1, X it X > 5000.
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In M4 aus Anhang A.5 werden die an diesen Stellen angenommenen Werte

1t,(1, X)?
T5L@.X) —£,(2,X), —t,(1,X) +1,(2, X) baw. t,(1, X) +,(2, X)

bei variierendem X maximiert. Fiir die Summanden zu 31 < p < 1000 sowie
zu 32,3%,3% 35, 53 5% und 7° wird die grobe Abschéitzung

2 X0 (et x) - 2082 < MO S )

Pt log pF pTk/8 klogp  kp™*/8| 1t
verwendet, und in M4 wird |¢,(k, X)| bei variierendem X maximiert. O
Hilfssatz 14: Es gilt n—;ooo% xn,t Togs X) < < Blog 2.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Hilfssatz 12. Zunichst gilt

5 logn 1 1 1 2 .
18X1/6 n27/20 — 6p7/6 und nd/6  p7/6 < Tn2/3 fiir n > 1000.

Wegen X > 5000 folgt daher nach Definition von w(n, X) fiir n > 1000

X (Am) _ A
w(n, X)| = e-n/X X An) n/6e " as) 5 An)logn
win, =€ X+1 n7/6 X+1-— %X2/3 18X1/6 pn27/20

x (M@ T 1 1 1 [A(n)]
<e™ ( e T EA(n) 56 e ) T g e
_ 7[A(M)| | 7 2A(n)
n/X [ 2171
e (6 w776 T Tnas

e (12/0A0 1 AG)Y _ BA) x

6 n7/6 3 n2/3 3 n2/3

Mit Lemma 6 aus Anhang A.3 ergibt sich daraus

S muX) 8 S5 AW

n2/3logn

8.9 fiir X = 5000,
<
h % . (%X1/3 + %) fir X = (log 47r2)2.
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GemiB Definition gilt X = 5000 genau fiir 110 < log % < 1000. Daher folgt

Z X fir log 21 In. <1000,
n=1000 nn logn % 8 Z,’r"z)2/3 + 5 fiir log 2% > 1000,
%log T fiir log /% < 1000,
= log 2% + 8- log 2% fiir log 12 > 1000,
< —1 -
400 °g4 2 O

Damit ist nun also der Nachweis des auf Seite 45 formulierten Hauptsatzes
iiber die Ausnahmen der terndren Formen ¢, und ¢7, abgeschlossen.
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A Anhang

Die Beweise einiger expliziter Abschitzungen aus dem Hauptteil der Arbeit,
die fiir das Verstandnis der vorgestellten Methode zur Behandlung ternirer
Formen nicht entscheidend sind, finden sich zur Erhshung der Ubersicht in
diesem Anhang. Es handelt sich vor allem um Resultate im Zusammenhang
mit L-Reihen und der Gammafunktion sowie um Computerberechnungen.

A.1 Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist zunichst fiir Rz > 0 definiert als das absolut gegen
eine holomorphe Funktion konvergente Integral

o0

['(z) := /tz_l et dt.

0

Mit Hilfe der durch partielle Integration gewonnenen Funktionalgleichung
I'(z+1)=2T(z)

148t sie sich analytisch in die gesamte komplexe Ebene mit Ausnahme der
Punkte —n (n € Nj) fortsetzen. In diesen Ausnahmepunkten liegen Pole
ersten Grades vor mit Residuen

Res_(T'(2)) = (‘nl!)".

Die logarithmische Ableitung der Gammafunktion ist gegeben durch

© oo BB ()

n=1

Die beiden folgenden Hilfssitze geben Aufschlufl iiber das Wachstum in y
von |I'(z + 4y)| und finden sich in [Rem91, Seite 54] bzw. [Nie65, Seite 23].

Hilfssatz 15: Seiena,b € R mita < b. Dann gilt gleichmdfig ina < x < b:

(2 +iy)| = O (Jy|*V/* exp(=[yl))  fiir [y] = co.
Hilfssatz 16: Es seien z,y € R, wobei x ¢ —Ny. Definiere fiir n € Ny

z,y,n H 7

INEJ)

Dann gilt |T'(z+1iy)| = 1_,°ok(

) und somit |I'(z+iy)| < (o0 y fiirn € No.

:cyn
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Insbesondere gilt |T'(z+iy)| < |I'(z)| und |T'(z+iy)| ist symmetrisch zu 0 in y
sowie monoton fallend in |y|. Mit Hilfe von Hilfssatz 16 werden nun zunichst
drei Aussagen bewiesen, die an anderer Stelle benttigt werden.

I'1: Fir; <u<2gilt D(2—u+3) <302 —u).
Beweis: Fiir alle k € Ny gilt (2 — u+ k)? < (2 — 3 + k)? und somit

: F2—w)| _[PC—-u) 1
T(2—u+3i)| < < < -T2 - ).
Te-utsls go— 37y S k(,3,1) < 3lM2-w) O
I'2: Firz <u<?gilt D(2—u+2)| <202 —u)l.
Beweis: Fiir alle k € N gilt (2 — u+k)? < (2 — ¢ + k)? und somit
: P2—w)| _ [P2—u) 2
T(2—u+2 < <212 - v)|.
P2 —u+2i)| < FZ—u,2,6) = K(L,2,6) < g IP2 - 0

T 3: Es gilt log |0(7/6 + it)| + tlog(1 + ) < — 2.

Beweis: Mit Hilfssatz 16 ergibt sichf

C(/6) IF(/)I < (7/6)|

D(7/6+it)| < < |
k 7 6 t 0 1 t2 1/5
WOL0 ™ it e~ (14+8)
so dafl durch Logarithmieren mit M 6 aus Anhang A.5 die Behauptung folgt:
1
log |D(7/6 + it)] + = log(1 + #2) < log|[(7/6)| < ——- .
3 me 40

Die folgende Abschétzung wird im Beweis von Lemma 3 in Kapitel 4 benétigt.

T' 4: Firz <2 und|y| > 2 gilt |T'(z+iy)| < |:z:+zy|

Beweis: Die Funktionalgleichung liefert wegen 2 < z — [z] +2 < 3:
T(z +y)| - |z +iy| = T'(z+1+3dy)| < [Tz + 1+ 2)|
_ D(z — [z] + 2 + 21))|
|z +142i]---|z — [z] + 1+ 21|
D(z — [z] + 2 + 21)|

jnax [[(u+20)| < max T(w) =I(3)=2. g

f Die durch h(t):= (1 +t2)'/% . (1 + 38¢2)~1/2 def. Funktion hat ihr Maximum in ¢ = 0.

IA

IA
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Das folgende Lemma stellt Abschitzungen iiber die logarithmische Ableitung
der Gammafunktion bereit, mit denen anschlieend einige Hilfsaussagen fiir
das Kapitel 4 nachgewiesen werden.

Lemma 5: Sei z =+ iy. Fir allex > 1 gilt

FI

(56) ()| <

11 log(1+2*) log(1l+y?)
S 3 + 5 + 5 .

Fiir alle x ¢ Z gilt mit <z >:= mié1|x + n| die Abschitzung
ne

r 9 1 log(1 + y?)
57 — < = 2log(2 — =
(57) F(z) —2+<x>(1— <x>)+ og(2 +[al) + 2
Schliefilich gilt fir alle x > 0
I r’ 2
(58) %F()<F()+ :|U| +log|z|

Beweis von (56): Fiir z = Rz > 1 gilt /n2 + |22 < |n+ 2| < n+|z], also
1 1

I [2[ (n +[2]) _ |2[(n + |2])
n n+z

nin+z ~ nin+z2 T n(n?+|2?)

Aus (55) folgt damit unmittelbar die Ungleichung

- " o
‘f( ST +Z<n2+|z|2 w7

Dabei ergibt sich mit Hilfe der Substitution s = |i—| die Abschitzung

o0
o0

o0 o0
2| / 2| / 1 m
dt = ds = |arctans| =
Zn2+|z|2 =2+ 1+s2 07 MRS, Ty
0 0

n=1

VAN

und die Substitution s = | | mit Vertauschen der Integrationsgrenzen liefert

l2|

DY / s log(l+|sP)
n(n? + |z|?) t (82 + |2[2) 14 s? 2
1

n=2

Zusammen mit dem Term fiir n = 1 folgt also insgesamt

1 LT | 2|2 log(1 + |2|%)
1+ |22 2

FRh

e

<v+
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Schliefilich gilt wegen |z| > 1 und 0 < (|2 — 1) = [2|* — 3|2[> + 3|z| — 1 noch

R P P P IR L 2 P

+ — =
2 - 14z o N £ 1 L I 7 e o o

und somit wie gewiinscht

FI

2 2 2 2
F(z) < 11+log(1+x +y?) < E+log(1+x)+log(1+y)

-3 2 -3 2 2 n

Beweis von (57): Im Falle z > 1 folgt (57) direkt aus (56), denn
log(1 + z°) < log(1 + 2|z| + z°) = 2log(1 + |z|) < 4log(2 + |z|).

Sei also nun z < 1 und m € N diejenige natiirliche Zahl mit 1 < z +m < 2.
Dann folgt durch Umordnen der absolut konvergenten Reihe aus (55)

1 /1 1
(5_5)_7_;+;<ﬁ_z+n>‘

1 & 1 iy | ad 1 1
__7_;_2z+n+zﬁ_ (ﬁ_z-i-n)

FI
f(z)

n=1 n=1 n=m+1
1 &1 > (1 1
B _’Y—z-l—m_goz-l—n—i_;(ﬁ_z-l—m-l—n)
I =1 I =1
= |— — < =
(55) F(z—i—m) ;z-l—n - (z+m)‘+g|z+n|
I = 1
< | —
< F(z-l—m)‘-i— 7l

Nach Definition von m gilt {|t+m —1|,|z+m — 2|} = {<z>,1- <z >}

sowie |z +n|=—z—n>m—2—n fiir n <m — 3, und somit folgt weiter
I r = 1 1 1
- < |-
r(2) _‘F(z+m)‘+zm—2—n+<x>+1—<x>

n=0
1N 1 w2
- f(z+m)‘ T s (1- <z>) +; n’
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Dabei ist auf den ersten Term wegen 1 < x +m < 2 die eben bewiesene Un-
gleichung (56) anwendbar, wihrend der letzte Term mit Hilfe der Restglied-
abschitzung der Exponentialreihe gegen 2 logm abgeschiitzt werden kann?:

1 2 1 2
exp <ﬁ> Si+o = - < log "= = log(n +2) — logn
n

m—2
1
= Z - < logm +log(m — 1) — log2 < 2logm,

n=1

so daB insgesamt wegen 1+ (z +m)? < 5 die gewiinschte Abschiitzung folgt:

r 11  logh log(l+y?) 1
— — 21
L T S Sy ;e S L
9 log(1+ y?) 1
— 21 .
—2+ 2 +<x>(1— <x>)+ g
Wegen m < 2 + || ist damit der Beweis von (57) abgeschlossen. O

Beweis von (58): Sei nun also z > 0. Dann liefert (55) einerseits

Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert aufgrund der absoluten Kon-
vergenz der auftretenden Reihen

I I’ y? > 1 n+x
f(z)_f(x)+x|z|2+z<n+x_|n+z|2 '

n=1

R

! Dies gilt fiir m > 2, aber andernfalls verschwindet sowohl die Summe als auch 2logm.
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Zum Beweis ist also nur noch die letzte Reihe gegen log abzuschéitzen:

i n+x _i|n+z|2—(n+x)2)
n+z |n+z?2) (n+z)|n+ 22

n=1

= S Y2 3?2
= i S 0/(t+x)((t+x)2+y2)dt

y/z

2 1 1 2\19/%
= /4‘1’ ds = / gt = |l8lEt)
s=t+zx S (52 —+ y2) t=y/s 1+ t2 2 0
0

T

log(1 + 2/ 24 y?
og(l+yt) o [FEV L

2 x2 x 0

Im folgenden werden mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas nun einige
Abschitzungen hergeleitet, die in Kapitel 4 Anwendung finden.

I' 5: Seien5/6 <u <7/6, w=u+it und z=—u —1/2+4y. Dann gilt

I (2—2z— /1
T (#)‘ + T (#)‘ < 17+ log(1 + %) + log(1 + ¢?).

Beweis: Wegen R (227%) = 2+”+1/2 “ =35 und R (H2t2) = 1_”_21/2+” =z
liefern (56) und (57) d1e gewunschte Abschitzung:

IM(2—z—w +£’ 1+z+w
r 2 r 2
2
SE_i_log(l—i—25/16)_i_2log(1-i-(t-i-y))
3 2 2
11

41 9 16 9
— = +log2 + log(1 + ¢3)(1 S+ 42log=
3+10g16+og + log(1 + t*)( +y)+2+3+ g,

+Q+E+2lo )
273 84

<
1
1+ (t+y)? = 1+82+2ty+1y? < 1+82+ (22 +1)+4° < 21+ (1+12))]

—

< 17+ log(1 + %) + log(1 + ). O

I' 6: Seien 5/6 <u <7/6 und w = u+ it. Dann gilt

I /3—w |
| == < 15 + log(1 + ¢2
F( 5 )‘J“ F(2)‘ 5+ log(1+t).
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Beweis: Nach (56) und (57) gilt wegen 5 < 3% < 2 und

" (3 —-—w +F’(w)
r 2 r\2
11 lo 69
1 log(1+355)
3 2

IA
NI
IA

Bler
G~

IA

9
+log(1+t2)+2+

1 |l
DYZEEETEY + 210g (2 + —>
2(1—3%) 2

111 9
5 +5log3+ log(1 + %) + 5 T4+ 2log(31/12)

+—IN

Die durch g(z) := z(1—z) definierte Funktion nimmt in [5/12;7/12]
das Minimum auf dem Rand an mit g(5/12) = ¢(7/12) = 144/35.

< 15 + log(1 + 2.

L]
I’ 7: Seien s =5/6 + it und s = 7/6 + it. Dann gilt
1 [ T (w+1 1
R | —— ) dw < Zlog(1 + 7).
2/ F( 2 )w—sog(+ )
50
Beweis: Nach (58) gilt mit w = u + ¢, also 2 <I
£12 ut+1\2 t\2
Ny <w+1><F’ <u+1>+ (4) ‘log (5" + (3)
T\ 9 /=71 u ut1)2 “_‘1'1
)= U ) e
I fu+1 n 212 41
- 0
L\ 2 wrD)((wrDzrez) 8 (u+1
I fu+1 12 t
< — _— 4+ 1 1 —t2
_F< 2 >+11t2+121/36 °g< T a1 )
I fu+1 6 2 1 9
< — -+ -1 1+ —#?
_F< 2 >+52+25/9 °g<+25>
r’ 1 3
<T il —log(1 + ¢%).
J, 2 4
Die durch g(t):= 2log(1+1?) — $ log (1 + t?) — & t2+t225/9

definierte Funktion nimmt das absolute Minimum im
Punkt ¢ = 0 an mit g(0) = 0.
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Gemidfl M6 auf Seite 105 gilt I'(13/12) < 1 < T'(11/12) und somit

s 7/6
1 I' fw+1 1 I fu+1 3 9
- i et < = _ b
2/%1‘( 5 )dw_2/<r< 5 >+4log(1+t)>du
50 5/6
r(13/12) 1 o 1 )
<log ——= + - log(1 < —log(1 .
_ogF(11/12)+80g( +t)_80g( +t).

I’ 8: Seien s =7/6 + it und s; = 11/6 + it. Dann gilt
81
' r 1
§R/ (f(3 —w) + F(w — 1)) dw < 5T 21og(1 + t%).

Beweis: Nach (58) gilt wegen v := Rw < 2 (also 3 —u > 1)

r’ r t2 (3 —u)?+1t2
R—B—-—w) < =(3- 1
@G-S FO-w+ GG T1% T 3o
r t2 log(1+¢*) T' 3
< —(3- < —(3- “log(1+ ¢

denn wegen 15% < 1 folgt exp 1}% <1+ %% < 1+ t? aus der Restglied-

abschitzung der Exponentialreihe. Bei Benutzung der Funktionalgleichung
der Gammafunktion folgt wegen v > 1 aulerdem

I I 1 I w—1 I

—(w—-1) = R =
Rplw—1) =R5(w) -Ro— = Rp(w) w— 12 R (w)
F, 2 2 2
- ¢ +log\/u +t
8) [’ u(u? + 2) U
I t2 log(1+1¢?) IV
— < = log(1 + t%).
<stW+ig s S pwtglogll+t)

Gemdf M6 auf Seite 105 gilt I'(X) < 1 sowie I'(7) > £ und somit insgesamt

%7(1%(3 —w)+ 1%(w — 1)) dw < 76<%(3 —u) + FF,(u) + 3log(1 + t2)> du
s 7/6

r(11/6)
< 2198 17 /6)

1
+ 2log(1 +t%) < 5+210g(1+152). 0
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' 9: Seien s =7/6 + it und sy = 11/6 + it. Dann gilt

Z - (‘ (2 —w+n)

!

r

dw < — +

(w—mn) X2 X2

Ir

) 16  log(1+ t?)

Beweis: Mit u:= Rw liefern (56) und (57) wegen <u—n>¢€ {u—1,2 — u}

FI 1
—(2— “(w—
‘F( w+n)+‘r(w n)
< 1 N log(1+ (2 — u +n)?) N log(1 + t?)
3 2 2
9 1 log(1 + t?)
— 2log(2 — —_—
+2+(u—1)(2—u)+ 0g(2 + [u—n|) + 5
<49+lo(1+t2)+ ! +2log(3 —u+n)(2—u+n)
— —u+n)(2—u+n
TE (w=DE-w

Firn>2gilt lu—n|=n—vund 2—u+n|=2—u+n.
Ferner ist log(1 + z?2) < log(1 + |z|)? = 2log(1 + |z|).

49 36
<% T log(1 +#*) + =+ 21og(3 —7/6 +n)(2—7/6 +n)
1

Die durch g(u):= (u—1)(2—u) def. Funktion nimmt in [7/6;11/6]
das Minimum auf dem Rand an mit ¢(7/6) = g(11/6) = 5/36.

31
< 5 T log(1 + t*) + 4log(n + 2).

Damit folgt dann die Behauptung:

Z 5 /(‘ (2—w+n) )dw

X" 2/(31
SZT§<2 +log(1+t2)+4log(n+2)>

n=2

!

#[pw=n

31 2 16 16 log(l+t?)
< — —1 1 t2 — < — —_— 7
= 3x2 T 3x° gl+t)+ o m < mt— x

Die Restgliedabschiitzung der Exponentialreihe liefert

anfxzundz logn+2)<1zxn§){2 L]
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I’ 10: Sei sy = % + it. Dann gilt

R (52) < —

1 5
T — + —log(1+#%).

10 7
Beweis: Die Abschitzung (58) sowie M 6 aus Anhang A.5 liefern?

§RFI( )<FI 2N 20 F L (1440
T =T \20) " 272 + 729/400 " 2 B \" " 729

<2 +20 v —i—llo 1+4Et2
s 10 276 +729/400 " 2 o\ T 729

1 5
< —— + “log(1 +#%).

- 10 7 L
I' 11: Seien sy = 27/20 + it und n € N. Dann gilt
' '
F(Sz —n)| + ‘F@ +n— s9)| < 13 +log(1 + #?) + 4log(n + 2).
Beweis: Nach (57) und (56) gilt
r r
Hlor=m)| + |2 =)
9 1 27 log(1 + £2)
<4 = iolog(2+|2t - A
_2+%(1_%)+ og(—i—‘20 n‘)-i— 9
11 log(1+(2+n—2)2) log(1+t?)
=+ +
3 2 2
27 33
< 13 +log(1+¢%) + 21 — —
< 3 +log(1+1¢%) + og<n+20> <n+20>
[Es gilt |2T —n| < n— 2 und log(1+2?) < 2log(1+|z|).]
< 13 + log(1 + %) + 4log(n + 2). N

In Abschnitt A.5 werden mit Computereinsatz noch einige explizite Werte
im Zusammenhang mit der Gammafunktion berechnet.

$ Die durch g(t):= 3 log(l + t?) — %% — 1log (1 + 22¢?) definierte Funktion
nimmt das absolute Minimum in ¢ = 0 an mit g(0) = 0.
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A.2 Hilfsaussagen iiber L-Reihen

Es seien d € N und x der zu Q(v/—d) assoziierte Kronecker-Charakter vom
Fithrer D € N. Die folgenden Hilfssétze iiber die logarithmische Ableitung
der zugehorigen Dirichletschen L-Reihe werden fiir den Beweis von Lemma 2
ab Seite 51 bendotigt und finden sich zum Beispiel in [Pra57, Seiten 226f],
wobei der erste dieser Hilfsséitze ein Spezialfall des dortigen Satz 4.2 ist.

Hilfssatz 17: Es existiert eine Folge (T,;)m>2 mit m < T, < m+1 (m > 2),
fiir die gleichmdfig in —1 < o < 2 gilt:

/

L
f(a + iTm, x) = O (log? (DT,))  fir m — oo.

Hilfssatz 18: In der Halbebene Rz < —% gilt:

r .
7 (2:x) = O (log (D(|2| +2)))  fir |2| = oo,
falls von dieser Halbebene Kreisscheiben vom Radius 1/4 um die trivialen

Nullstellen € € —2INg — 1 ausgenommen werden.

Sei nun F eine elliptische Kurve vom Fiihrer ¢ € N, fiir deren Hasse-Weilsche
L-Reihe zunéchst die zu den obigen Hilfsséitzen analogen Resultate formuliert
werden. Anwendung finden diese ab Seite 54 beim Beweis von Lemma 3:

Hilfssatz 19: Es existiert eine Folge (T,;)m>2 mit m < T, < m+1 (m > 2),
fiir die gleichmdfig in —1 < o < 2 gilt:

/

L
f(a + T, E) = O (log? (¢ T,))  fiir m — oo.

Dieses Resultat kann analog zu Hilfssatz 17 bewiesen werden (siehe hierzu
[Prab7, Seite226f]), indem fiir m € N untersucht wird, wie viele nicht-triviale
Nullstellen ¢ + it mit |¢| < m die Funktion L( -, E) hat.

Hilfssatz 20: In der Halbebene Rz < 0 gilt:

L "

7 (2 B) = O (log (a(|2| +2)))  fir |2| — oo,

falls von dieser Halbebene Kreisscheiben vom Radius 1/4 um die trivialen
Nullstellen € € —INy ausgenommen werden.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Hilfssatz 18 (siehe [Pra57,
Seite 227f]). Wegen der bekannten Identitdt I'(2)I'(1 — z) = —— geht die

sin(7z)
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Funktionalgleichung (13) (siehe Seite 16) im Fall ¢(E) = +1 iiber in

U U oy I I
—f(z,E) = f(2 — 2z, E) +log an? T F@ —2z)+ F(l — z) — cot(mz).
Im Fall e(E) = —1 ergibt sich eine bis auf die Vorzeichen und den konstanten

Term identische Gleichung. Nun gilt fiir ®2 < 0 nach Satz 10 auf Seite 17

‘%(2 - z,E)‘ < i Aeml _ o).

n=1
Weiter ergibt sich (siehe [Pra57, Seite 228]) aufgrund der Stirlingschen Formel

I v
F(2 —2z)+ F(l —2z) =0(log|2 — 2| +1og |1 — z|) = O (log(|2] + 2)) .

Schliellich folgt noch

_ 21
COt(?TZ) =1+ 627"”7—1 = 0(1),

denn e€?™# hat Periode 1 und in —1/2 < Rz < 1/2 gilt |[e*™* — 1] > ¢ > 0,
falls die Kreisscheibe mit Radius 1/4 um 0 ausgeschlossen ist. O

Das folgende Ergebnis wird in den Abschnitten 3.6 und 4.2 verwendet:

Hilfssatz 21: Fir |t| — oo gilt
0(1) falls 0 > 2,
L(oc+it, E) = L O(|t|*"%) falls 0 <0,
O(|t|*=7/?) falls 0 < o < 2.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu [Tit86, Seite 95f]. Definiere fiir 0 € R
p(o):=inf{a € R: L(o +it,E) = O(|t|*)}.

GemifB [Tit39, Seite 299] ist u(o) konvex und nicht-negativ. Fiir o > 3/2
ist L(o + it, E) durch eine absolut konvergente Dirichlet-Reihe gegeben, so
daf L(o + it, E) fiir 0 > 2 beschrinkt ist und daher u(o) = 0 fiir o > 2
gilt. Mit Hilfe der Funktionalgleichung folgt daraus unter Benutzung der
Stirlingschen Formel u(o) = 1 — 20 fiir 0 < 0. Die Konvexitit von u(o)
liefert dann (o) <1—0/2fiir 0 <o < 2. O
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A.3 Eine Restgliedabschitzung

Die folgende Restgliedabschitzung einer Reihe mit starkem Konvergenzver-
halten wird fiir den Beweis des Hauptresultates dieser Arbeit in Kapitel 5
bendtigt.

Lemma 6: Definiere fiir reelle Zahlen X > 0

H(X) = i A)

n=1000 n?/? logn
Dann gilt 3 .
X)< XY 42
HX) S ZXV0 4 o
sowie speziell 9 9
H(557) < 39 und H(5000) < 1

Beweis: Die Abschitzungen fiir H(557) sowie 7 (5000) werden in M3 aus
Anhang A.5 mit Computereinsatz nachgewiesen. Fiir den allgemeinen Fall
betrachte die beiden Funktionen

Y()=Y An) und gt

n<z

et/ X
== (t>1).
t2/3 logt (t>1)

Mit Hilfe der Transformationsformel fiir das Riemann-Stieltjes-Integral (siehe
[Heu80, Seite 4891f)) ergibt sich

HX)= Y AW x5 ey 1))
B n=1000 n2/3 IOgne B n=1000 n2/3 IOgn " "

= [ a0 = [s090)]” ~ [ v ot

1000 1000

Nach [RS62, Seite 71] gilt dabei ¢(z) < j2x fiir > 1. Da auBerdem die
Funktion g monoton fallend ist, folgt

[o0ds® =3 ) o ~gtn-1) = 3 12 n(sn) - gln - 1)
= [rdg) = L[0T -2 [ o

1000 1000
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Mit Maple® 6.01 kann (1000) > 996 verifiziert werden:

> d:=0:for j from 1 to 200 do for k from 1 to 10 do
if ithprime (j)"k < 1000 then d:= evalf (d + log (ithprime (j)))
fi od od: evalf (d);

996.6809119

Wegen tlim g(t)¥(t) = lim tg(¢) = 0 ergibt sich daraus
—00

{—o00

s - i—g [t9)] = g(1000) (%;00 - ¢(1000)> %

1000 1000
und mit M 6 aus Anhang A.5 folgt nun insgesamt die Behauptung:
1 16 [ et 1 16 [ e X

HX)< -+ /;dt<—+ /e dt

9 15 J 3log(t) 9  15logl000 J ¢2/3
1000 1000

1 16 ~t/X 1 16 [ etX
Sy dt == + dt
9 45log 10 t2/3 9 45logl0J (tX)2/3

0

1 16F(1/3) 1 3,
=+ X3 = X3,
9+ 451og 10 Mé 9+7 O

IA

A.4 Uneigentliche Integrale

Neben der expliziten Auswertung zweier uneigentlicher Integrale stellt dieser
Abschnitt den folgenden Hilfssatz bereit, der fiir die Lemmata 2 und 3 in
Kapitel 4 von Bedeutung ist. Der Beweis wird mit Hilfe der Mellinschen
Umkehrformel gefiihrt und findet sich in [Prab7, Seite 382].

Hilfssatz 22: Sei g(w) durch eine in der Halbebene Rw > og > —oo absolut
konvergente Dirichlet-Reihe

s
n=0 n
gegeben. Dann gilt fiir b > og, y > 0 und w € C die Identitdt

b+ioo

i(_ —n/y_i_ /g(w+z)F(z)yzdz.

2
b—ioo
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Die Werte der folgenden Integrale werden in Kapitel 4 auf Seite 60 benotigt.

I1: Es gelten die beiden Identitditen

o0

d 3 T log(1 + 12
/ Y =21 und / L) - §7T logi
2 +4/9 2 2+4/9 2" 083

—0 —o0

Beweis: Fiir das erste Integral gilt bekanntermafien

7 dy 5 arcta 5 N 5
— == n{- =_.
2 +4/9 |2 2 Y] T2

Weiter gilt nach [GR94, Seite 590, 4.295/7]

/ log(a? + by?) . log ag + be
2 + g%y? cg

(a,b,c,g > 0),

woraus sich mit ¢ = 2/3 und @ = b = g = 1 unmittelbar auch die zweite
Behauptung ergibt. [l

A.5 Computergestiitzte Abschitzungen

Die Berechnungen in diesem Kapitel wurden mit Maple® 6.01 durchgefiihrt.
Das erste Resultat findet beim Beweis von Proposition 2 Anwendung;:
M 1: Es gilt 2log¢ (%) =3 280) /500 < 3

4/3 ]
g’ n ogn

Beweis: Die Summanden der zu subtrahierenden Reihe sind nur fiir Prim-
potenzen von Null verschieden und auflerdem nicht-negativ, so daf} eine
Abschitzung nach oben erzielt wird, indem nur endlich viele Summanden
abgezogen werden:

> := (p,k)—> —exp (—p"k/500) * 2/k/p" (4 ¥k/3);
(—ﬁpk)

r ::( ,k) — _2ep(%k)k

> b:=0: for j from 1 to 239 do for k from 1 to 10 do
if ithprime (j)"“k < 1500 then b:= evalf (b + r(ithprime (j),k))
fi od od: evalf (b+ 2 log(Zeta (4/3))), evalf (3/19);

.156908960, .1578947368 ]



98 ANHANG

Das folgende Ergebnis wird fiir den Beweis des Hauptsatzes dieser Arbeit in
Kapitel 5 (genauer auf den Seiten 76 und 80) verwendet:

. o 000 .
M 2: Es gilt —log( (6) + 2_:1 778 logn > —55-

Beweis: Die Summanden sind nur fiir Primpotenzen von Null verschieden,
so daB folgende Berechnungen die Aussage liefern:

> 1:= (p,k)—> log (p)/p"(7 * k/6)/1og (p"k);
— log (p)
ri= k) = 6" log(p*)
> ¢:=0: for j from 1 to 168 do for k from 1 to 10 do
if ithprime (j)"“k < 1000 then c:= evalf (¢ + r(ithprime (j),k))
fi od od: evalf (¢ — log(Zeta(7/6))),evalf (—9/52);

—.171286082, —.1730769231 ]

Nun werden fiir Lemma 6 aus Anhang A.3 bzw. fiir dessen Anwendung in
Kapitel 5 die Restglieder #(557) und #(5000) ausgewertet:

o0 o0

. A(n)  _—n/557 ~ 9 A(n)  _—n/5000 o 9
M 3: Es gelten >, —p Togn € g und Y —p ogn® <3
n=1000 n=1000

Beweis: Zunichst gilt e %/%57 < t=%/3 fiir ¢ > 11000 und somit

- A(n) —n/557 ~ A(n) —n /557 -
> n2l3 logn® <D n2/3 logn® + n2/3

n=1000 n=1000 n=11000
11000 o0

< Z A(n) e~/55T | @

- n2/3 logn t2
n=1000 11000

11000
_ Z A(n) e~n/55T 4 1

2/3 ’

L /3 logn 11000

so dafl die erste Behauptung aus folgenden Maple-Berechnungen folgt:

> b:=0: for j from 1 to 1500 do for k from 1 to 13 do
if (1000 < ithprime (j)"k and ithprime (j)"k < 11000) then
b:= evalf (b + exp (—ithprime (j)"k/570)/k/ithprime (j)"(2 * k/3))
fi od od: evalf (b+ 11000"(—1)), evalf (9/89);

.1009760694, .1011235955
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Ebenso gilt e~%/%0% < 3¢~ fiir ¢+ > 50000 und somit

o0 50000 00 _
Z A(n) o= 1/5000 Z A(n) e—/5000 Z 3n_1

n2/3

n?/3 logn n?/3 logn

n=1000 n=1000 n=>50000

50000 oo
Z A(n) e~n/5000 | 3 dt

n2/3 logn £5/3

n=1000 50000

50000
_ Z A(n) e~/5000 | g . 50000—2/3,

2/3 ]
n=1000 " og 1

so daB die zweite Behauptung analog folgt:

> ¢:=0: for j from 1 to 5500 do for k from 1 to 13 do
if (1000 < ithprime (j)"k and ithprime (j)"k < 50000) then

c:= evalf (¢ + exp (—ithprime (j)"k/5000)/k/ithprime (j)"(2 * k/3))

fi od od: evalf (c + 9/2 % 50000"(—2/3)), evalf (9/4);
2.170491153, 2.250000000

O

In Kapitel 5 wurde bei den Hilfssdtzen 11 und 13 nur das Vorgehen zum Be-
weis verdeutlicht. Die folgenden, darauf basierenden Computerberechnungen

vervollstdndigen nun diese Beweise:

M 4: Es gelten die folgenden Abschitzungen:

> 0 X0 () - 28 < 52

it
—~n logn

und %éﬁﬂ (w(n, X) - 2A(”)> < 6.

it
~ n logn

Beweis: Zunichst werden die ersten 1500 Koeflizienten der Spitzenform F

aus Abschnitt 3.2 ermittelt:

> g=(1-q"(@)* (1 -a"2*n)) * (1 - q"(7*n)) * (1 — q"(14 ¥ n));

9:=(1—q¢")(1-qCM)(1 - g™)(1 - g**)
> F:= series(q*product (g,n=1..1500),q = 0,1500):
> A:=n—> coeff (F,q,n):

> add(A(n) *xq"n, n=10..17);

q_q2_2q3+q4+2q6+q7_q8+q9_2q12_4q13_q14+q16+6q17
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Diese Koeflizienten sind nach Abschnitt 3.2 gerade die Koeffizienten der
Hasse-Weilschen L-Reihe zu der elliptischen Kurve E: y2+zy-+y = 23+41—6.
Mit diesen sind gemé&fl Definition in Abschnitt 2.5 auch die in der logarithmi-
schen Ableitung dieser L-Reihe auftretenden Koeffizienten Ag(n) festgelegt:

> alpha:=p—> A(p)/2+ I *sqrt (p — A(p)"2/4);

a:=p— A(p) + I,/p— ;A(p)?

> lambda:= (p,k)—> if p =7 then A(7)"k x log(7)
else (alpha (p)“k + conjugate (alpha (p)) k) * log(p) :

Nun werden die in Kapitel 5 auftretenden Bezeichnungen in Maple definiert:
Fiir die erste Abschdtzung (vgl. Abschnitt 5.1)

> X:=55b7: taul:= 0.078: tau2:= 0.080:
> Xv:=evalf (X/(X+1—3/4%X"(2/3))):

> v:= (p,k, tau)—> exp (—p"k/X) * (lambda (p,k)/p"(7 * k/6) * X/(X + 1)

—(1og (p)/p"(5 * k/6) — log (p)/p"(7 x k/6)) * Xv
—lambda (p, k) * log (p”k)/p" (27 * k/20) x tau) ;

k
N (—&)( Alp) X _<log(p) _log(p)> x _A(p,kzlog(p’“)r>
vi=(pk ) e K E0 P W (1 B ) ) N 1)

> s:= (p,k, tau)—> evalf (v(p,k, tau)/k/log (p) — 2/k/p"(7 * k/6)) ;

s:= (p, k,7) — evalf <1I;(ﬁ>§(;)) B & é’“))
P

und fiir die zweite Abschitzung (vgl. Abschnitt 5.2)
> gi=X—>X/(X+1—-3/4%X"(2/3)):
> h:=X—>5/18 xX"(1/6)):

> w:= (p,k,X)—> exp (—p"k/X) » (lambda (p,k)/p"(7 xk/6) x X /(X + 1)

—(Log (p)/p" (5 * k/6) — Log (p)/p"(7 * k/6))  g(X)
—lambda (p, k) * Log (p”k)/p” (27 * k/20) x h(X)) ;

w = (p,k, X) = el %) ( ApH X _ <log(p) _ log(p)> (%) - A(p,k)log(p’“)h(x2>

NEDIEES S8 (F) NED)
> t:= (p,k,X)—> evalf (w(p, k, X)/k/log (p) — 2/k/p"(7 xk/6));

s:= (p, k,X) — evalf (“;e(lpo’g(’;? - 2k (lgk)>
P
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Damit folgt die erste Abschitzung aus folgenden Computerberechnungen:

> V:=0: for j from 2 to 11 do p:= ithprime (j):

max11l:= maximize (s(p, 1, tau), tau, tau = taul..tau2):
minil:= minimize (s(p, 1, tau), tau, tau = taul..tau2):
max21:= maximize (s(p, 2, tau), tau, tau = taul..tau2):
min21:= minimize (s(p, 2, tau), tau, tau = taul..tau2):

max1:= max(—max11 + max21, —max11 + min21,
—min1l + max21, —minil + min21) :
max2:= max(max1l 4+ max21, max11 + min21,
minil + max21, minll 4+ min21) :
if (max(—max11/max21/4, —max11/min21/4,
—min11/max21/4, —min11/min21/4) < —1
or min(—max11/max21/4, —max11/min21/4,
—min11/max21/4, —minll/min21/4) > 1)
then max3:=0
else max3:= max(—max11"2/max21/8 — min21,
—max11"2/max21/8 — max21,
—max11"2/min21/8 — max21,
—max11"2/min21/8 — min21,
—min11"2/max21/8 — min21,
—min11"2/max21/8 — max21,
—min11”2/min21/8 — max21,
—min11”2/min21/8 — min21) fi:
V:= V + max(max1, max2, max3) od:

V:=V + add (max(maximize (s(3, k, tau), tau, tau = taul.
—minimize (s(3, k, tau), tau, tau = taul.

k=3..6)

+add (max(maximize (s(5,k, tau), tau, tau = taul.
—minimize (s(5, k, tau), tau, tau = taul.

k=3..4)

+add (max(maximize (s(7,k, tau), tau, tau = taul.
—minimize (s(7,k, tau), tau, tau = taul.

k=3..3)
+add (max(maximize (s(ithprime (j), 1, tau), tau,
tau = taul
—minimize (s(ithprime (j), 1, tau), tau,
tau = taul
j=12..168);

V= 4.347759198

.tau2)
.tau2)

SN

.tau2)
.tau2)

N

.tau2)
.tau2)

N

.. tau2),

.. tau2)),
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Ebenso ergibt sich die zweite Abschitzung:

> W:=0: for j from 2 to 11 do p:= ithprime (j):
max11:= maximize (t(p, 1,X),X,X = 5000..infinity) :
minil:= minimize (t(p,1,X),X,X = 5000..infinity) :
max21:= maximize (t(p, 2,X),X,X = 5000..infinity) :
min21:= minimize (t(p,2,X),X,X = 5000..infinity) :
max1:= max(—max11l + max21, —max11 + min21,
—min1l + max21, —minil + min21):
max2:= max(max1l 4+ max21, max11 + min21,
minil + max21, minll 4+ min21):
if (max(—max11/max21/4, —max11/min21/4,
—min11/max21/4, —min11/min21/4) < —1
or min(—max11/max21/4, —max11/min21/4,
—min11/max21/4, —minll/min21/4) > 1)
then max3:=0
else max3:= max(—max11"2/max21/8 — min21,
—max11"2/max21/8 — max21,
—max11”2/min21/8 — max21,
—max11"2/min21/8 — min21,
—min11"2/max21/8 — min21,
—min11"2/max21/8 — max21,
—min11”2/min21/8 — max21,
—min11”2/min21/8 — min21) fi:
W:= W + max(max1, max2, max3) od:
W:= W + add (max(maximize (t(3,k,X),X,X = 5000.. infinity),
—minimize (t(3,k,X),X,X = 5000.. infinity)),
k=3..6)
+add (max(maximize (t(5,k, X),X,X = 5000..infinity),
—minimize (t(5,k,X),X,X = 5000.. infinity)),
k=3..4)
+add (max(maximize (t(7,k, X),X,X = 5000..infinity),
—minimize (t(7,k,X),X,X = 5000.. infinity)),
k=3..3)
+add (max(maximize (t(ithprime (j), 1,X),X,
X =5000..infinity),
—minimize (t(ithprime (j), 1,X), X,
X =5000..infinity)),
j=12..168);

W := 5.904725538



A.5 COMPUTERGESTUTZTE ABSCHATZUNGEN 103

Das folgende Resultat wird im wesentlichen fiir den Beweis von Theorem 5
ab Seite 40 benétigt:

M 5: Es gilt Q(E(=7)) > 1,00197. Ferner gilt

2ai(m) firk="7, m e {3,11,15,159},
L(1, E(—km)) _ ) 2ai(m) fir k=14, m € {1,3,5,11,15,17,141,159},
Q(E(—km)) a2(m)  fir k=49, m € {1,11,15,141},
az(m)  fir k=98, m € {1,141}.

Beweis: Zunichst werden die Fourierkoeffizienten a7(n) (1 < n < 2000) der
Spitzenform f; aus Abschnitt 3.2 ermittelt:

> for x from — 45 to 45 do for y from —45 to 45 do
for z from — 26 to 26 do
k:=x"24y"2+7%2"2: 1:=x"2+4+2%y"'24+4x2"2+2xyx*2:
a7[k] := a7k] +1/2: a7[l]:=a7[1l] —1/2: od od od;
add(a7[w] x q"w, w=0..12);

q+q2—2q3—q4—2q6+q7—q8—q9+4q10+2q11+2q12
Die weiteren Berechnungen werden mit dem Maple-Paket apecsY durchgefiihrt:

> read apecs: Ein(1,0,1,4,—6); Tu(—7); 0m(%);

curve is C14 = .[1, 0, 1, 4, —6]
curve is D98 = .[1, 1, 0, 220, 2192]
the real period = 1.0019771957698767743

Damit ist die Aussage iiber die reelle Periode von E(—7) gezeigt. Nun werden
fir die Quotienten aus L(E(—km),1) und Q(E(—km)) mit k € {1,2,7,14}
Niherungswerte bestimmt:
> Q:= proc (N::uneval) ein(C14): tw(—7 xN):

roha(%): 1/om(%) * £nL(0); end:

> Q(3), Q(11); Q(15), Q(159);

7.9999656080110718936, 8.0000730757658482616
8.0001084424672295080, 128.00167236924355772

¥ Dieses Paket steht unter ftp://ftp.math.mcgill. ca/pub/apecs als Download zur Verfiigung.
Wesentlich genauere Naherungswerte konnen mit dem PARI/GP-Paket der Universitit
Bordeaux erzielt werden (siehe ftp://megrez.math.u—bordeauz.fr/pub/pari).
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Eine exakte Berechnung dieser Werte ist gemifi [Cre95] mit Hilfe von Modul-
symbolen moglich. Auf diese aufwendige Moglichkeit wird hier jedoch ver-
zichtet: Die Quotienten sind nach Seite 41 bzw. [Cre92, Seiten 21f] rational
mit Nenner kleinergleich 24, so dafl mit obigen Ndherungswerten auf diese
geschlossen werden kann. Durch Vergleich mit den oben berechneten Fourier-
koeffizienten von f7 folgt im Fall £ = 7 die Behauptung:

> 2xa7([3]"2, 2xa7[11]*2, 2 aT7[15]"2, 2xa7[159]"2;
8, 8, 8, 128
Nachstehend finden sich die analogen Uberlegungen fiir k € {14, 49, 98}.

Dabei ist zu beachten, dal die Fourierkoeffizienten von f; mit Hilfe von
Theorem 1 auf Seite 21 aus denen von f; gewonnen werden kdnnen:

> Q:=proc (N::uneval) ein(C14): tw(—14 xN):
roha(%): 1/om(%) * £nL(0); end:
> Q(1), a(3); (6), Q(11); Q(15), Q(17); Q(141), Q(159);

2.0000039752878455046, 7.9999631511433765068
31.999968827123726359, 32.000021364548222733
7.9999687026348236305, 7.9998429197021680852
128.00960845637816369, 31.998020463580547312

> 2xa7[2]"2, 2=xa7[6]"2, 2=xa7[10]"2, 2xaT7[22]"2,
2% a7[30]"2, 2x*a7[34]"2, 2xa7[282]"2, 2% a7(318]"2;
2, 8, 32, 32, 8, 8, 128, 32
Nach Theorem 1 gilt a14(m) = a7(2m) fiir alle m € N, so daf} der Vergleich

von 2a7(2m)? mit dem entsprechenden Quotienten Q(m) die Behauptung im
Fall k = 14 liefert. Fiir E(—49m) = E(—m) ergibt sich

> Q:= proc (N::uneval) ein(C14): tw(—N):
roha(%): 1/om(%) * £nL(0); end:

> Q(1), Q(11); Q(15), Q(141);

1.0000029994984424636, 3.9999895020276417668
4.0000333266893703087, 16.000307979835704250

> a7[7)"2, a7[77]"2, a7[105]"2, a7[987]"2;
1, 4, 4, 16

Wegen as9(m) = a7(7m) ist damit auch der Fall k¥ = 49 bewiesen.
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Entsprechend ergibt sich aus ags(m) = a7(14m) und E(—98m) = E(—2m)
auch der Fall k£ = 98:

> Q:= proc (N::uneval) ein(C14): tw(—2xN):
roha(%): 1/om(%) * £nL(0); end:

> Q(1), Q(141);
1.0000026980037513520, 16.000251548680629739
> a7[14]"2, a7[1974]"2;
1, 16

Insgesamt ist damit nun der Beweis von M 5 erbracht. [l

AbschlieBend werden nun noch einige explizite Werte im Zusammenhang mit
der Gammafunktion sowie der Riemannschen Zeta-Funktion berechnet, die
an verschiedenen Stellen dieser Arbeit bendtigt werden:

M 6: Es gelten die folgenden Abschitzungen:

r(1/3) < 11/4, r(11/6) <1, '(—27/20) < 3,

r'(2/3) < 3/2, r(13/12) < 1, log I'(7/6) < —3/40,

(7/6) > 4/5, r(11/12) > 1, IT(33/20 + 34)| < 1/10,
! ! FI

Z(3/2) <2, Z(23/20) <25/4,  +(27/20) < ~1/10,

log ¢(4/3) < 13/10, r'(-7/6) <6.
Beweis: Die Berechnungen werden wieder mit Maple® 6.01 durchgefiihrt:

> evalf (GAMMA (1/3)), evalf (GAMMA (2/3)), evalf (GAMMA (7/6)),
evalf (abs (Zeta(1,3/2)/Zeta(3/2))), evalf (logZeta (4/3));

2.678938537, 1.354117939, .9277193336, 1.505235356, 1.281194298
> evalf (GAMMA (11/6)), evalf (GAMMA (13/12)), evalf (GAMMA (11/12)),
evalf (abs (Zeta (1,23/20)/Zeta (23/20))), evalf (GAMMA (—7/6)),
19406558583, .9582856816, 1.055546565, 6.116467542, 5.805190440
> evalf (GAMMA (—27/20)), evalf (log (GAMMA (7/6)));
evalf (abs (GAMMA (33/20 4+ 3% I))), evalf (Psi(27/20));
2.930783284, —.07502603418, .081415105989, —.113928013 O
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A.6 Abschitzungen fiir 6(X) und v(X)

In diesem Abschnitt werden fiir einige Funktionen mit Computereinsatz obere
Schranken bestimmt, die in den Kapiteln 4 und 5 benétigt werden. Dabei wird
Version 3.0 von MATHEMATICA® benutzt.

2/3
D 1: Fir X > 500 gilt max X ¥ |D(—u+iy)|duy - —2 < 3.
g {1.//:; y)| log Z:i;jz } 1x1/3

Beweis: Zunichst gilt wegen der Restgliedabschitzung der Exponentialreihe
2
p( 2 )S 4 Sy-|—4/9 y-|—4/9Z 2 .
9y2+1 9y2+1 ~ y2+1/9’ y2+1/9 — 9y2+1
Dabher folgt fiir |y| > 3 mit Hilfe der Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2 I'(2)

also log

2/3
_ _ 1. > +4/9\ "
XD (- du-( ZlogZ 12
[xeintu i due (1852 00)
1/3
2/3 )|
_ (2—u+iy
9 +1 X“ -
(9" / —u+zy)<1—u+zy)|
1/3
< (997 + 1) /X—" Q-utd)]
u+zy)(1—U+zy)l
1/3
< 9y +1 /X u 1|F )|
1 uw(l—u)+y?
1/3
9 1 I'(—
W /X_u Wir-w) ,
(1—U)+y
1/3
241 D)
9y“ +1 I'(—u
< X d
=73 / a2 +1 %
4 1/3

Die durch h(u) := u(1—u) definierte Funktion hat das
absolute Maximum in v = 1/2 mit A (1/2) = 1/4.

1o/ x\ B
<30 <%) /500—"|r(—u)|du,

1/3

| om——
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wobei der letzte Ausdruck wie gewiinscht abgeschitzt werden kann:
In[1] :=N[1/3%9/4 % 500"(1/3)

xIntegrate [500"(—u) * Abs [Gamma [—u]], {u, 1/3,2/3}], 10]
Out[1] = 0.3934764500
Fiir |y| < 3 gilt

2/3

- _ 1, y2+4/9\ "
XU - (10 LTE2
/ IT(—u+iy)|du (2 ogy2+1/9>
1/3
2/3
) 1. y2+4/9\""

< | — (= iy)|du - | = log ==——"—
< (50()) /500 IT(—u + iy)|du (2 ogy2+1/9> ,

1/3

wobei auch dieser Ausdruck gegen s abgeschitzt werden kann:

4X1/

In[2] :=f1]y_]:= 500"(1/3) * 2/Log [(y"2 + 4/9)/(y"2 + 1/9)])
xIntegrate [500"(—u) % Abs [Gamma [—u + y * I]],{u,1/3,2/3}]

In[3] :=FindMinimum [—f1[y], {y, —3, 3}]
Out[3] = {-0.740666; {y— 2.37045x10~°}} O

D 2: Es gilt I;l&i({‘r( = +iy)| - (o + 2y} < L

Beweis: Die Funktionalgleichung der Gammafunktion liefert fiir |y| > 3

e 720 5\ _ T (% +iv)| (l 20 2)
‘F< 20+2y>‘ (20+ ) vl B \207 7Y
‘F(zo"'zy)‘ (7 20 2) 20 44090"'3/2 ‘ (33 )‘
R e T et r(s=+3
T ot 20" 7Y)>7 200 T Y2 20"~

PR
M6 1 10 = 7~ 4

Fiir |y| < 3 gilt diese Abschitzung ebenfalls:

In[4] :=£2[y_]:= (7/20 +20/7 x y"2) * Abs [Gamma [—7/20 + y * I]|

In[5] := FindMinimum [—£2[y], {y, —3, 3}]

Out[5] = {-1.7497; {y— 0.607864}} L
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D 3: Fir X > 5000 gilt ma,x{(20 + 24?) fX IX¢ —u+zy)|du} oxi7 -
176

Beweis: Analog zum Beweis von D1 ergibt sich fiir |[y| > 2 mit Hilfe der
Funktionalgleichung der Gammafunktion sowie der Abschitzung I" 2

5/6
720 ,
— 4+ = X% D (—u + 3
(20+ 7y>/ IT'(—u + iy)| du

1/6
5/6
4 r'ez- )
20 49 | —u+iy|-|1—u+iy|
1/6
5/6
l—u )+ y?
1/6
7 2 -
< — (1+9y /X ”Mdu
rz 20 u(l—u) + y?
1/6
7 - u) [P(—u)|
1+ 9y? X" d
=50 (1T 9% / (1—u)+y v
1/6
5/6
7 9/ x 7V
< — = | — 50007% |['(—u)|d
=50 4(5000) / P(=w)ldu,
1/6

wobei der letzte Ausdruck wie gewiinscht abgeschitzt werden kann:
In[6] := N[7/50 % 9/4 % 5000"(1/6)
xIntegrate [5000"(—u) * Abs [Gamma [—u]],{u, 1/6,5/6}], 10]
Out[6] = 0.1840469941
Fiir |y| < 2 gilt
5/6

72, .
L= X4 |D(=
(20+ 7y>/ IT(—u + iy)| du

1/6
5/6

X\ Y /7 20
<=2 - uP(—
< (500()) (20+ =Y )/5000 IT(—u + iy)| du,

1/6
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wobei auch hier der letzte Ausdruck gegen 9)%/6 abgeschitzt werden kann:

In[7] :=£3[y_] := 5000"(1/6) * (7/20 4+ 20/7 * y"2)
xIntegrate [5000"(—u) * Abs [Gamma [—u + y * I]], {u, 1/6,5/6}]

In[8] :=FindMinimum [—£3[y|, {y, —3, 3}]
Out[8] = {-0.206495; {y— -0.587264}}

) —1/6 -1/8
D 4: s gilt B(557) > 5 52 und o(557) < 28 38T

Beweis: Der Wert von 3(557) kann elementar berechnet werden:
In[9] := betax = —7/20 x 557"(7/20)/(Gamma [13/20] + 557"(7/20))
xIntegrate [657"(1 — u) * Gamma [1 — u|, {u, 7/6, 11/6}]

7577/20 [14° 5571% Gamma [1-u] du

2 1013/20(5577/20 4 Gamma [ 33 ])

Out[9] = —

In[10] := N]betax, 10]

Out[10] = 0.0791585009

In[11] :=N[33/23 x 557"(—1/6)/Log[557], 10]

Out[11] = 0.0791134369

Die obere Schranke fiir a(557) ergibt sich aus folgenden Berechnungen:

In[12] := f4[y_] := Abs [Integrate [557"(—u) * Gamma [—u + y * I],
{u, 1/6, 5/6}] - betax/557’\(7/20) * Gamma [—7/20 +y* I]]

*(7/20 + 20/7 x y"2)

In[13] := FindMinimum [—f4[y|, {y, —10, 10}]
Out[13] = {-0.0791585, {y— —7.8534 x 10~°}}

In[14] :=N[23/16 * 557"(—1/6)/Log[557], 10]
Out[14] = 0.0792632730



110 ANHANG

A.7 Ermittlung der quadratfreien Ausnahmen bis 2-10!2

Gemif Theorem 2 aus Abschnitt 3.1 lassen — abgesehen von der Zahl 14 —
alle quadratfreien Ausnahmen der Kaplansky-Form ¢y ; bei Division durch 12
einen Rest 3, 6, 7 oder 10. Auflerdem sind nach dem dortigen Satz 11 die
Restklassen 21, 35 und 42 modulo 49 unzulissig fiir diese Form. Somit liegen
alle zu 7 primen quadratfreien Ausnahmen der Kaplansky-Form in

A:= 84N, + {3, 15,19, 27,31, 39, 43,51, 55,67, 75, 79}
und B:= 84N, + {6, 10, 18, 22, 30, 34, 46, 54, 58, 66, 78, 82},
wihrend alle nicht zu 7 primen quadratfreien Ausnahmen bis auf N = 14 in
C:= 588N, + {7,63,175, 259,399, 567}
und D:= 588N, + {126,154, 210, 322, 406, 546}

enthalten sind. Fiir die Ausnahmen von ¢7, kommen nach Theorem 2 sogar
nur die Reste 3 und 6 modulo 12 in Frage, so daf} fiir diese Form entsprechend
weniger Restklassen modulo 84 bzw. 588 zu untersuchen sind.

Im ersten Schritt wurden mit Hilfe des in [Rei99, Seiten 100ff] abgedruckten
und von William Galway in C geschriebenen Programms TernaryQuadForm
zuniichst alle Elemente von \A U B UC U D im Bereich bis 2 - 10'2? ermittelt,
fiir die keine Darstellung (z,y, z) durch ¢7; mit 2% + y? < 10° existiert und
die insofern Kandidaten fiir Ausnahmen dieser Form sind. Um entsprechende
Kandidaten auch fiir ¢7 5 zu erhalten, wurde das Problem gem&fl Theorem 1
zundchst auf die Diagonalform ¢4 zuriickgefiihrt — nach einer leichten Modi-
fikation lieferte TernaryQuadForm alle zuléissigen Zahlen im Bereich bis 10'2
die keine Darstellung (z,y, z) durch ¢142 mit 2% + 2y* < 10° besitzen. Insge-
samt ergaben sich in diesem ersten Schritt neben den in Satz 13 genannten
noch etwa 75000 weitere mogliche Ausnahmen der Formen ¢7; oder ¢7,. Die
Ausfithrung des Programms auf einer unter Solaris 2.6 arbeitenden Dual-
Prozessor-Sun Ultra 60 mit 1,8 GB RAM und 2 UltraSparc II-Prozessoren
a 450 MHz nahm eine Rechenzeit von insgesamt etwa 375 Stunden in An-
spruch — aufgeteilt auf 54 Programmliufe, bei denen jeweils eine der oben
aufgefiihrten Restklassen modulo 84 bzw. 588 auf Darstellbarkeit durch eine
der beiden Formen des Kaplansky-Geschlechts untersucht wurde.

Im zweiten Schritt wurden die so ermittelten Kandidaten fiir Ausnahmen
von ¢7,1 bzw. ¢72 in eine Excel-Datei importiert und mit einem selbst ent-
wickelten VBA-Makroll genauer untersucht, wobei fiir jeden nicht in Satz 13
aufgelisteten Kandidaten eine Darstellung ermittelt wurde. [l

' Es wurde Microsoft® Visual Basic 6.0 fiir Microsoft® Excel 2000 verwendet. Die Aus-
fithrung auf einem Windows Me-Rechner mit 128 MB RAM sowie einem Pentium ITI-
Prozessor mit einer Taktfrequenz von 1 MHz nahm etwa 500 Stunden in Anspruch.
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