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Teil I

Einführung





Kapitel 1

Einleitung

Die Untersuchung zweidimensionaler Elektronengase in Nanostrukturen mittels Ultrakurzzeit-
spektroskopie hat in den letzten Jahren als Forschungsgegenstand an Bedeutung gewonnen, da
sie als Grundlage zur Herstellung neuartiger optischer Bauelemente im Infrarotbereich dient.
Mögliche Anwendungen erstrecken sich über Halbleiterlaser wie den Quanten-Kaskaden-Laser,
der bei Raumtemperatur gepulstes Laserlicht einer Wellenlänge von ca. 5 µm abgibt [1, 2, 3, 4],
bis zu schnellen optischen Schaltern oder Detektoren [5], wie sie bei der Datenübertragung in
verlustarmen Glasfasernetzen Anwendung finden [6].

In Halbleitern kann die Bewegung der Ladungsträger durch epitaktische Strukturierung ein-
geschränkt werden. Wird der Raum in eine oder mehrere Richtungen im Bereich der de-
Broglie-Wellenlänge (also im Nanometerbereich) der Ladungsträger um eine Dimension redu-
ziert, erhält man eine zusätzliche Quantisierung der Energien ([5]; Confinement). Resultat des
als Folge aus der Strukturierung entstandenen Quantentopfes ist eine Auffächerung der Ener-
gien in diskrete Valenz- und Leitungs-Subbänder. Diese Aufspaltung ermöglicht die Anregung
von Übergängen zwischen aufeinanderfolgenden Subbändern im Infrarotbereich unterhalb der
fundamentalen Bandlücke. Konkret handelt es sich um eine Auffächerung der Bänder von Elek-
tronen in Schichtstrukturen aus III-V-Halbleitern. Darunter fallen z.B. GaInAs/AlInAs- oder
InAs/AlSb-Vielfach-Quantentopfstrukturen (MQW = Multi Quantum Well).

In dieser Arbeit wird die Simulation der kohärenten Intersubband-Polarisation (abgekürzt IS-
Polarisation) im Elektronenplasma von Halbleiter-Nanostrukturen durch Zweipuls-Vierwellen-
misch-Experimente im Femtosekundenbereich untersucht. In Experimenten werden diese Fem-
tosekundenpulse beispielsweise durch modengekoppelte Titan-Saphir-Laser realisiert [7]. Den
thematischen Schwerpunkt bildet die optische Anregung von Elektronen vom (n = 1)- in das
(n = 2)-Subband. Elektronen werden kohärent durch Laserpulse ins höhere Leitungs-Subband
angeregt. Die dabei entstehende makroskopische Polarisation ist die zentrale Meßgröße. Die Dy-
namik der Intersubbandübergänge wird durch Intrasubband-Relaxations-Prozesse dominiert.
Dabei steht die theoretischen Analyse des Einflusses von Vielteilcheneffekten aufgrund der
Coulomb-Wechselwirkung auf das Verhalten der kohärenten Polarisation im Vordergrund.

Die Energiedifferenzen zwischen den Subbändern der hier untersuchten Halbleitermaterialien
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liegen zwischen einigen 10 meV bis zu mehreren 100 meV, was Wellenlängen zwischen 5 µm
und 125 µm im mittleren Infrarotbereich entspricht.

Die Coulomb-Wechselwirkung wirkt sich auf die Dispersionrelation dadurch aus, daß sie zum
einen den Abstand der Subbänder unabhängig vom Wellenvektor k verschiebt (Hartree-Anteil)
und zum anderen die Dispersionrelation nichtparabolisch verzerrt (Fock-Anteil). Zudem haben
die Fock-Terme entscheidenden Einfluß auf die Dynamik der kohärenten Polarisation.
Ein anderer Grund für nichtparabolische Subbänder sich Interbandkopplungseffekte, die ins-
besondere bei Quantentopfstrukturen mit InAs-Komponente ausgeprägt sind [8, 9, 10], wo die
Bandlücke klein ist. Somit ergeben sich schon große Nichtparabolizitäten bei relativ kleinen
Dotierungsdichten, so daß sich deren Auswirkungen auf die Ultrakurzzeitdynamik bei optischer
Anregung ohne den störenden Einfluß zu starker Coulomb-Wechselwirkungseffekte untersuchen
lassen.

Im folgenden Kapitel 2 werden einige Experimente vorgestellt, die sich mit der Thematik von
Intersubbandübergängen befassen; bei diesen handelt es sich um die Messung von Absorpti-
onsspektren und Experimente mit gepulsten Lasern. Dabei untersucht man den Zerfall der
durch Femtosekunden-Laserpulse angeregten makroskopischen Polarisation, wobei der zeitli-
che Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Pulsen variiert wird. Die derart angeregten
Intersubbandübergänge weisen in der Regel große Absorptionsquerschnitte auf [11].
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Kapitel 2

Experimentelle Befunde

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Erfassung der Elektronensysteme der betrachteten Halbleiter-
schichtstrukturen sind lineare Absorptionsspektren. Da in dieser Arbeit auch verschiedene 2D-
Elektronengasdichten diskutiert werden, ist es zunächst wichtig, zu beobachten, wie sich deren
Änderung auf die Spektren auswirkt, da man auf diesem Wege die Signifikanz der Coulomb-
Wechselwirkung in Form von Hartree- und Fock-Termen zwischen den Elektronen beurteilen
kann.

Messungen an GaAs/AlxGa1−xAs-Quantentöpfen mit inelastischer Lichtstreuung [12] haben
ergeben, daß die Fock-Terme einen den Hartree-Termen vergleichbaren Einfluß auf die Inter-
subband-Spektren haben [13]. Dies konnte in [14] durch theoretische Berechnung beider Wech-
selwirkungen im Rahmen einer selbstkonsistenten Feldtheorie bestätigt werden. Die elektro-
statische Wechselwirkung drückt sich im Depolarisationshift (oder auch Depolarisationeffekt),
einer Blauverschiebung des Spektrums gegenüber einem idealen System mit wechselwirkungs-
freien Ladungsträgern aus. Die durch den Laserpuls angeregte Polarisation wirkt dabei den
elektromagnetischen Wellen dieses Pulses lokal entgegen. Das bedeutet, daß die Elektronen
eine kollektive Bewegung im Bereich betragsmäßig niedriger k-Wellenvektoren als Reaktion auf
das Lichtfeld erfahren und so für einen Abschirmeffekt sorgen. Die Fock-Terme bewirken einen
Shift des Spektrums zurück zu niedrigeren Energien, da sie den Hartree-Termen entgegenwir-
ken.
Es liegen weitere Experimente vor, die sich mit der Blauverschiebung der Absorptionsspek-
tren von GaAs/AlxGa1−xAs-Quantentöpfen bei zunehmender Elektronendichte befassen [15, 16]
(über die Temperaturabhängigkeit von Spektren berichtet u.a. [17]). Während in Berechnun-
gen der Intersubbanddynamik ohne Berücksichtigung der Coulomb-Austauschwechselwirkung
zwischen den Ladungsträgern eine Rotverschiebung des Absorptionsspektrums bei zunehmen-
der Ladungsträgerdichte gefunden wurden (dabei handelt es sich um ein vereinfachtes Modell
auf Basis des Hartree-Grundzustands, siehe [16]), konnte in [18] die Blauverschiebung theore-
tisch bestätig werden: Gründe sind der Depolarisationsshift, die Renormierung der kinetischen
Elektron-Energien durch die Coulomb-Austauschwechselwirkung [19] sowie die Abschirmung
der Coulomb-Wechselwirkung, die entsteht, wenn ins obere Subband angeregte Elektronen
Dichtefluktuationen der Nachbarelektronen mittels Coulomb-Wechselwirkung induzieren. All
diese Einflüsse müssen bei der korrekten numerischen Behandlung der betrachteten Elektro-
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nensysteme in Halbleiterheterostrukturen berücksichtigt werden. Das Hartree-Fock-Modell der
Dynamik, das die Coulomb-Wechselwirkung einschließt (siehe Abschnitt 4.3 und Kapitel 7),
gibt die oben erwähnte Blauverschiebung korrekt wieder.

Am Max-Born-Institut für Nichtlineare Optik und Kurzzeitspektroskopie in Berlin wurde der
Zerfall von kohärenter Intersubband-Polarisation in schmalen Ga0.47In0.53As/Al0.48In0.52As-
Quantentöpfen mit Hilfe nichtlinearer Untersuchungsmethoden genauer untersucht [5]. Da-
bei wurde festgestellt, daß der Zerfall resonant, d.h. am Absorptionsmaximum des linearen
Spektrums des Vielfach-Quantentopfs angeregter, kohärenter Polarisation zwischen aufeinan-
derfolgenden Leitungs-Subbändern innerhalb einer Dephasierungszeit von T2≈500 fs (auch Pha-
senrelaxationszeit genannt) wesentlich schneller voranschreitet als die Intersubband-Relaxation
von Elektronen [20].

Weitere Veröffentlichungen [5, 21] beschäftigen sich in Zwei-Farb-Anrege-Abtast-Experimenten
(engl. pump probe) mit den Streumechanismen zwischen und in den Subbändern von GaInAs/
AlInAs-Quantentopfstrukturen. Dabei wurde die Transmission im Intersubband- und Inter-
bandbereich gemessen. Mit Unterstützung von Monte-Carlo-Simulationen wurde gezeigt, daß
die Relaxation der nichtlinearen Intersubband-Absorption im wesentlichen von Elektron-Elek-
tron-Streuung als relevantem Streumechanismus abhängt. Dies hängt mit der Bandlücke um
100 bis 200 meV zusammen. Die Energie optischer Phononen in den betrachteten Materialien
beträgt ca. 30 meV, so daß die Emission optischer Phononen als Intersubband-Relaxations-
mechanismus für die beobachteten Relaxationszeiten von 70 bis 300 fs nicht in Frage kommt.
Theoretischen Berechnungen zufolge liegen die Elektron-Phonon-Relaxationszeiten im Bereich
von 1 ps [22], was ein weiteres Indiz für die eher untergeordnete Rolle der Elektron-Phonon-
Streuung darstellt. Bei der niedrigen Flächenladungsdichte von nD=1.5 · 1011 cm−2 befindet
sich die Fermi-Kante mit εF≈7 meV so weit unterhalb der LO-Phonon-Energie, daß an In-
trasubbandstreuprozessen ebenfalls keine LO-Phononen beteiligt sind. Bei der hohen Dichte
nD=1.5 · 1012 cm−2 liegt die Fermi-Kante zwar bei εF≈70 meV, aber bei resonanter Anregung
werden hauptsächlich Elektronen mit niedrigen k-Werten angeregt, die Energien unterhalb
des Phononbereichs besitzen. Liegt die Übergangsenergie von Elektronen unterhalb der LO-
Phonon-Energie, so kommt sowohl bei Intra- als auch Intersubbandübergängen hauptsächlich
die Streuung mit akustischen Phononen in Frage [23, 24].
Bonvalet et al. [25] berichten von Pump-Probe-Experimenten, mit denen die Relaxation von
Elektronen des (n = 2)-Subbandes in das (n = 1)-Subband gemessen wurde. Die entsprechende
Zeitkonstante T1 war um den Faktor 2.5 größer als die Dekohärenzzeit T2 der IS-Polarisation.
Daher wird diese Art von Relaxation im folgenden nicht weiter betrachtet.

Mit Zweistrahl-Vierwellenmisch-Experimenten [5, 20] (FWM = Four Wave Mixing) mit n-
dotierten GaInAs/AlInAs-Vielfach-Quantentopfstrukturen kann man die Dynamik der kohären-
ten Intersubband-Polarisation untergrundfrei (ohne den störenden Einfluß der anregenden La-
serpulse) beobachten. Die Anregung erfolgt in der Regel resonant (d.h. mit der Energielücke
zwischen (n=1)- und (n=2)-Subband) bzw. höchstens um einige 10 meV verstimmt, mit
Secanshyperbolicus-förmigen Pulsen. An diesen Experimenten sind zwei mit den Wellenvek-
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Abbildung 2.1: Experimentell gemessene FWM-Signale in 2k2 − k1-Richtung für drei Dotierungs-
dichten nD aus [5]

toren k1,2 parametrisierte Laserpulse beteiligt, die aus derselben Quelle stammen. Durch eine
Verzögerungsstufe läßt sich der Zeitabstand t12 (engl. delay) zwischen den beiden Pulsen va-
riieren (t12 wird positiv gezählt, wenn der erste Laserpuls aus der k1-Richtung kommt). Der
zweite Puls wird an dem durch den ersten Puls erzeugten transienten Gitter gestreut; bei diesen
elektromagnetischen Streuwellen handelt es sich um nichtlineare Polarisationsstrahlung, die ein
Maß für die kohärente Anregung von Elektronen ins obere Subband ist. Diese Strahlung wird
zeitlich bzw. spektral aufgelöst oder zeitintegriert mit einem InSb-Detektor aufgenommen [5]
(in weiteren Verlauf sprechen wir auch vom FWM-Signal).
Bei den zeitaufgelösten FWM-Signalen kann man nach dem Erreichen des Maximums expo-
nentiellen Zerfall beobachten, wobei man bei Vielfach-Quantentopfstrukturen Probleme hat,
zwischen inhomogenen und homogenen Einflüssen auf das Signalverhalten unterscheiden zu
können. Die Inhomogenität in den Materialien beruht auf unterschiedlichen Dispersionsre-
lationen bei den Subbändern und statistische Schwankungen der Topfparameter. Sie sorgt
dafür, daß das Gesamtspektrum eine Verbreiterung erfährt und eventuell auftretende Signal-
strukturen verschmiert werden. Homogene Verbreiterung bedeutet phasenzerstörende Prozesse
wie Ladungsträger-Ladungsträger- und Ladungsträger-Phonon-Streuungen. Beide tragen zum
Abfall der Polarisationsstrahlung bei und können im Experiment nicht voneinander getrennt
werden [20].
In Abb. 2.1 ist das Betragsquadrat der zeitintegrierten Polarisation für drei verschiedene Do-
tierungsdichten dargestellt. Mit einem einfachen Expontentialfit exp(λt12) ergeben sich für die
Polarisation Zerfallszeiten zwischen 55 fs und 80 fs [20]. Wie bereits erwähnt, spielt die Emission
optischer Phononen eine untergeordnete Rolle; die Betrachtung der zeitintegrierten Signale lie-
fert ein weiteres Argument dafür: die Relaxation der Elektronen vom oberen (n = 2)-Subband
zurück ins (n = 1)-Subband spielt sich mit einer Zerfallszeit von 1 ps ab [21]. Dies liegt um
eine Größenordnung höher als die gemessenen Phasenrelaxationszeiten bei den zeitintegrierten
Signalen.
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Kapitel 3

Grundlagen

3.1 Modellierung der Heterostruktur

Bevor wir auf das Thema Intersubbandübergänge in III-V-Halbleitern näher eingehen, beschäf-
tigen wir uns zunächst mit dem Aufbau der untersuchten Materialien. Die von uns betrachteten
Systeme werden durch epitaktisches Aufeinanderschichten zweier verschiedener III-V-Halbleiter
hergestellt (Schema 3.1) in unserem Fall GaAs/AlxGa1−xAs (mit den Anteilen x, 1− x < 1 der
entsprechenden Elemente).
Formal werden diese Heterosysteme durch zweidimensionale Vielfach-Quantentopfmodelle
(MQW = engl. Multi Quantum Well) mit endlichen Potentialen beschrieben, deren Tiefe durch
die Differenz der Bandlückenenergien der beiden verwendeten Halbleiter bestimmt wird. Bei
der numerischen Behandlung beschränken wir uns allerdings auf einen einzelnen Quantentopf,
so daß über mehrere Töpfe gekoppelte Zustände unberücksichtigt bleiben. Da diese Zustände
erst bei sehr dünnen Schichten wichtig werden, können sie für die folgenden Diskussionen ver-
nachlässigt werden.

Barrieren-
material

Topfmaterial

Dotierungδ−

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Halbleiter-Systems

Die Besetzungszahlen der einzelnen Subbänder hängen direkt von der Dotierung des Topfma-
terials ab. Diese wurde als atomar flache Si-Dotierung in den Barrierenmitten (angedeutet
durch das Symbol D+ in Abb. 3.2) realisiert. Atomar flach bedeutet, daß in der Mitte des
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Abbildung 3.2: Potentialverlauf der Vielfach-Quantentopfstruktur in Richtung senkrecht zu den
Schichten. Das εF zeigt die Höhe der Fermi-Kante zwischen erstem und zweitem Subband an. Aus der
dotierten Schicht, die durch ein D+ markiert ist, “wandern” die Elektronen in den Topf (symbolisiert
durch den Pfeil).

Barrierenmaterials noch eine einatomige n-Dotierungsschicht eingefügt ist, daher spricht man
auch von δ-Dotierung. Die Elektronen aus dieser Schicht tunneln zum ersten Subband im ener-
getisch tiefer gelegenen Topf [5], d.h. die Dotierungsdichte sollte derart gewählt werden, daß
das Niveau der Fermi-Kante unterhalb der Energiedifferenz zwischen den beiden Subbändern
liegt, da Elektronen in das (n = 2)-Subband optisch angeregt und die Dynamik der dadurch
entstandenen kohärenten Intersubband-Polarisation untersucht werden sollen.

In den Simulationsrechnungen wird der Vielteilchen-Grundzustand in Form der Slater-Deter-
minante von Einteilchen-Wellenfunktionen selbstkonsistent in Hartree-Fock-(HF-)Näherung be-
stimmt [26]. In Abb. 3.2 ist angedeutet, wie die Elektronen im Topf durch gegenseitige Ab-
stoßung dessen Potential nach oben hin ausstülpen und damit seine Anziehung wieder ab-
schwächen. Die HF-Gleichung beschreibt genau diese “Verzerrung” des Potentials durch die
Elektronen selbst.
Eine einfachere Variante ist die Hartree-Näherung: hier wird ebenfalls die Coulomb-Wechsel-
wirkung einbezogen, nicht jedoch die Antisymmetrie der Vielteilchen-Wellenfunktion. Im Har-
tree-Fall ist dieser Vielteilchenzustand lediglich durch ein Produkt der Einteilchenwellenfunk-
tionen gegeben, wohingegen die Slater-Determinante die antisymmetrische Eigenschaft erfüllt.
Die weitestgehende Vereinfachung ist die Entkopplung des Vielteilchen-Hamiltonians durch Ver-
nachlässigung jedweder Wechselwirkung zwischen den Elektronen: man spricht auch vom Fall
freier Ladungsträger oder abgekürzt vom FC-Fall (FC = engl. Free Carriers).

Die Dispersionsrelationen haben im HF-Fall keine parabolische Form, d.h. es liegt keine k2-
Abhängigkeit der Energien vor. Stattdessen werden die Energien der Elektronen durch die
Fock-Wechselwirkung (der Anteil der Coulomb-Wechselwirkung, der durch die Einbeziehung
der antisymmetrischen Eigenschaft der Vielteilchenwellenfunktion zustande kommt; im wei-
teren Fock-Terme genannt) im ersten Subband abgesenkt und nähern sich erst bei höheren
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k-Werten den Energien aus dem Hartree-Fall (Abb. 3.3). Eine analytische Behandlung der
Nichtparabolizität für GaAs findet sich in einem Artikel von Ekenberg [27]. Demzufolge gilt
für Subband n die Näherung

εn,k = εn,0 +
h̄2k2

2m∗
n

(
1− αn

h̄2k2

2m∗
n

)
. (3.1)

Dabei ist εn,0 die Energie eines Elektrons im n-ten Subband beim Wellenvektor k = 0 und m∗
n

bezeichnet die effektive Elektronenmasse des entsprechenden Subbands. Die Korrekturterme αn

beschreiben die Stärke der Nichtparabolizität, wobei α1=0.98 eV−1 und α2=0.78 eV−1 betragen
[28]. Abb. 3.3 zeigt, daß die Übereinstimmung zwischen Abschätzung (3.1) und Numerik sehr
gut ist.
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Abbildung 3.3: Dispersionsrelationen der niedrigsten beiden Subbänder in Ga0.47In0.53As− /AlInAs
bei einer Flächendotierungsdichte von nD=1.5 · 1012 cm−2 und einer Temperatur von T=8 K. “FC”
bezeichnet die Energien freier Ladungsträger, “HF” die Hartree-Fock-Einteilchen-Energien und “Eken-
berg” die Energiekorrektur nach (3.1).

Die Ausprägung dieser Nichtparabolizität hängt von der Dotierung ab. Niedrige Dotierung
bedeutet eine schwache Besetzung der Subbänder und damit einen schwachen Einfluß der
Coulomb-Austauschwechselwirkung. Dies hat für die Polarisationsdynamik weitreichende Kon-
sequenzen.
Bei der Simulation der dynamischen nichtlinearen Prozesse in FWM-Experimenten müssen die
IS-Coulomb-Matrixelemente, die die Beziehung zwischen Elektronen verschiedener Subbänder
beschreiben, ebenfalls mitberücksichtigt werden. Deswegen ist in unserem Modell keine klar
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ersichtliche Trennung zwischen Verteilungsfunktionen und Polarisationen wie im Fall der Halb-
leiter-Bloch-Gleichungen möglich. Stattdessen werden Bewegungsgleichungen ausschließlich für
die Dichtematrix aufgestellt. Deren Nichtdiagonalelemente beschreiben Kohärenzen, die Dia-
gonalelemente stellen die Elektronendichten in den entsprechenden Subbändern dar.
Um die Effekte beispielsweise durch die Fock-Terme und inhomogene Verbreiterung (welche auf
einer gewissen statistischen Streuung der Topfparameter des Multi-Quantum-Wells beruhen)
aufschlüsseln zu können, wurden die Simulationen zusätzlich auch mit den bereits genannten,
vereinfachten Modellen durchgeführt.

3.2 Hamilton-Operator

Gegeben sei ein Quantentopf, wobei sich die einzelnen Halbleiter-Lagen in xy-Richtung er-
strecken und in z-Richtung aufeinandergeschichtet sind. Somit machen wir für den Feldoperator
in zweiter Quantisierung den Ansatz

ψs(r) =
1√
A

∑

n,k

ϕn,k(z) e
ik·ρ cn,k,s, (3.2)

dabei bezeichnen cn,k,s bzw. c†n,k,s den Elektronenvernichtungsoperator bzw. -erzeugungs-
operator auf das Subband mit Index n, der die Quantisierung in z-Richtung beschreibt. k
ist der in der xy-Ebene liegende Wellenvektor des entsprechenden Elektrons und s sein Spin-
Index. A ist die Normierungsfläche, die durch die Relation

∑

k

=
A

(2π)2

∫
d2k (3.3)

zwischen diskreter, zweidimensionaler k-Summe und kontinuierlichem k-Integral definiert ist
(d.h. sie ist abhängig von der Diskretisierung des k-Raums). Die ϕn,k sind die elektronischen
Einteilchen-Wellenfunktionen des Quantentopfes. Diese sind innerhalb eines einzelnen Subban-
des näherungsweise unabhängig vom Wellenvektor k, so daß man

ϕn ≈ ϕn,k, (3.4)

schreiben kann (im Hartree- und im wechselwirkungsfreien Fall gilt sogar das Gleichheitszei-
chen). Der Feldoperator (3.2) hängt vom Ortsvektor r = (ρ, z) ab. ρ ist der 2D-Vektor entlang
der Schichtenebene und z ist die eindimensionale Komponente senkrecht dazu.
Operatoren für Erzeugung und Vernichtung von Defektelektronen im Valenzband müssen nicht
mitbehandelt werden, da die Gleichungen ausschließlich die Anregung von Übergängen zwi-
schen den Leitungs-Subbändern beschreiben. Durch die n-Dotierung in den Barrieren ist die
Besetzung des niedrigsten Subbandes mit Elektronen bereits gewährleistet.
Der kinetische Anteil des Hamiltonoperators in zweiter Quantisierung lautet

H0 =
∑

n,k,s

εn,k c
†
n,k,scn,k,s (3.5)
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mit den Energien εn,k der Einteilchen-Wellenfunktionen des Quantentopfs. Das Lichtfeld in
Form der beiden Anregungspulse beim Zweistrahl-Vierwellenmischen geht über die Dipolkopp-
lung

Hcl
0 = −

∑

n1,n2,
k,s

Mn1n2,kE(t) c†n1,k,scn2,k,s (3.6)

in die Betrachtung ein. Seine explizite Form folgt später in Abschnitt 3.3. Die Kopplungskon-
stanten Mn1n2,k sind die Dipolmatrixelemente

Mn1n2,k ≡ −e
∫
dz ϕ∗n1,k(z)z ϕn2,k(z), (3.7)

wobei e die Elektronenladung symbolisiert. Wegen (3.4) kann man auch

Mn1n2 ≈ −e
∫
dz ϕ∗n1(z)z ϕn2(z) (3.8)

schreiben. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung geht gemäß

Hcc
1 =

1

2

∑

n1,n2,n3,n4
k,k′,q

s,s′

V n1n2n3n4
q c†n1,k+q.sc

†
n2,k′−q,s′cn3,k′,s′cn4,k,s (3.9)

ein, mit den Coulomb-Wechselwirkungsmatrizen

V n1n2n3n4
q ≡ 1

A

e2

2ε0εS

Fn1n2n3n4
q

q
. (3.10)

ε0 ist die Influenzkonstante und εS die materialabhängige dieelektrische Konstante. Bei den
Fn1n2n3n4
q handelt es sich um Formfaktoren, welche die Integralausdrücke

Fn1n2n3n4
q ≡

∫
dz

∫
dz′ϕ∗n1(z)ϕ

∗
n2
(z′)e−q|z−z

′|ϕn3(z
′)ϕn4(z). (3.11)

symbolisieren. Sie drücken die Stärke der Coulomb-Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen
über alle Orte z in Abhängigkeit von der Differenz der Wellenvektoren q aus.
Mit den Wellenfunktionen

ϕ1(z) =

√
2

d
sin
(π
d
z
)
, (3.12)

ϕ2(z) =

√
2

d
sin

(
2π

d
z

)
(3.13)
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aus dem einfachen Topfproblem mit unendlich hohen Wänden im Abstand d (0 ≤ z ≤ d) lauten
die Formfaktoren beispielsweise

Fn1n2n3n4
q =

1

d2

{
d q

[
δn1+n4,n2+n3

q2 + π2

d2
(n1 + n4)2

+
δn1−n4,n2−n3 + δn1−n4,n3−n2

q2 + π2

d2
(n1 − n4)2

]

+
[
(−1)n1+n4 + (−1)n2+n3

]
q2
[
e−d q − (−1)n1+n4

]
×

[
1

q2 + π2

d2
(n1 + n4)2

− 1

q2 + π2

d2
(n1 − n4)2

]
×

[
1

q2 + π2

d2
(n2 + n3)2

− 1

q2 + π2

d2
(n2 − n3)2

]}
,

(3.14)

was eine gute Näherung für die Formfaktoren, die mit den HF-Einteilchenwellenfunktionen
berechnet worden sind, darstellt. Leicht kann man erkennen, daß die analytisch berechneten
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Abbildung 3.4: Formfaktoren nach Gl. (3.14) in logarithmischer Darstellung

Fn1n2n3n4
q genau dann verschwinden, wenn die Summe der Indizes nj ∈ {1, 2} ungerade ist.

Anhand von Abb. 3.4 ist zudem ersichtlich, daß die Intraband-Coulomb-Abstoßung (d.h. die
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äußeren Indizes n1, n4 sowie die inneren Indizes n2, n3 sind jeweils gleich) wesentlich stärker
als die Wechselwirkung zwischen Elektronen aus verschiedenen Subbändern ist [19].
Dynamische Variable ist die Einteilchen-Dichtematrix

fn1,n2,k ≡
1

2

∑

s

<c†n1,k,scn2,k,s>, (3.15)

mit deren Hilfe die uns interessierenden Observablen des Systems berechnet werden können
[29].
Der Spin spielt lediglich bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen eine Rolle (siehe Ab-
schnitt 3.4), durch Definition (3.15) wird aber der Spin-Index s eliminiert, der beim Lösen der
Bewegungsgleichungen nicht mehr relevant ist.
Dichtematrixelemente mit k 6= k′ werden hier nicht behandelt, da hier ein in xy-Richtung
homogenes System betrachtet wird.

3.3 Zwei-Puls-Anregung: Vierwellenmischen

3.3.1 Experiment

In Vierwellenmisch-Experimenten werden mehrere gepulste Laserstrahlen, die, um Kohärenz zu
gewährleisten, aus ein und derselben Lichtquelle kommen, in ein nichtlinear-optisches Medium
geschickt. Die Pulse stammen aus unterschiedichen Richtungen (bezeichnet mit den Wellenvek-
toren k1 und k2), die sich in ihrem Einfallswinkel nur geringfügig voneinander unterscheiden.
FWM-Experimente werden in verschiedenen Varianten durchgeführt, es gibt Zweipuls- und
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2 1
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1
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung des Vierwellenmisch-Experiments

Dreipuls-Anregungsexperimente [30, 31, 32, 33]. In dieser Arbeit werden wir uns auf den Zwei-
pulsfall beschränken.
Die beim Vierwellenmischen aus der Probe austretende Strahlung breitet sich aufgrund nicht-
linearer Effekte außer in die Richtungen k1 und k2 der beiden Eingangspulse auch in andere
Richtungen aus, die Linearkombinationen beider Wellenvektoren mit ganzzahligen Vielfachen
λ, ν darstellen, d.h. λk1 + νk2. (Wenn hier vom FWM-Signal bzw. -Spektrum oder vom
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Vierwellenmischsignal gesprochen wird, ist die emittierte Polarisationsstrahlung in 2k2 − k1-
Richtung gemeint)
Der erste Puls induziert eine kohärente makroskopische Polarisation in Strahlrichtung, de-
ren Abklingverhalten von der Temperatur und den Materialparametern abhängt. Zu nennen
wäre beispielsweise die Dotierung mit Fremdatomen, die die Elektronenkonzentration in den
Leitungs-Subbändern und damit den Einfluß von Vielteilchen-Stoßprozessen bestimmt. Diese
phasenzerstörenden Prozesse werden in den Berechnungen vereinfacht durch die Phasenrelaxa-
tionszeit T2 charakterisiert. Sie beinhalten z.B. Streuungen der Elektronen untereinander oder
am Kristallgitter (z.B. durch Fluktuationen der Legierung in Mischkristallen, Unebenheiten an
den Schichtgrenzen oder Streuprozesse mit Phononen, siehe z.B. [34]).
Wenn der zweite einfallende Strahl auf die vom ersten Strahl erzeugte Polarisation trifft und mit
dieser interferiert, wird ein transientes optisches Gitter erzeugt, d.h. Absorptionskoeffizient und
Brechungsindex erfahren in diesem Bereich eine lokale, temporäre Veränderung. Dieses Git-
ter beugt die entstehende Polarisationsstrahlung aus nichtlineare Signalen mindestens dritter
Ordnung im E-Feld ab: hierbei bezieht sich “dritte Ordnung” auf die Art der mathematischen
Behandlung der resultierenden Bewegungsgleichungen, die in vereinfachter Form in Kapitel 6
dargelegt werden. Die nichtlineare Charakter kommt also erst durch die Wechselwirkung eines
zweiten Strahles mit dem Polarisationsfeld zustande.
Die Vierwellenmischsignale in den abgebeugten Richtungen entstehen nur, wenn mindestens
zwei Eingangssignale in unterschiedliche Richtungen vorhanden sind. Desweiteren zeichnen sie
sich dadurch aus, daß sie untergrundfrei sind, d.h. das Meßsignal wird nicht durch die einfal-
lenden Strahlen gestört.
Aus diesem Grund eignen sich Vierwellenmisch-Experimente sehr gut zur Untersuchung des
Polarisationszerfalls, insbesondere dann, wenn sich die Halbwertsbreite eines Absorptionsspek-
trums nur schwer bestimmen läßt [35, 36, 37, 38].

3.3.2 Formale Realisierung des Feldes

Die zwei Lichtpulse werden mit den Wellenvektoren k1 und k2 parametrisiert. Somit bietet sich
folgende Parametrisierung des elektromagnetischen Feldes an:

E(r, t) =E1(t)e
ik1·r + E2(t)e

ik2·r + c.c

=
1

A

∑

λ,ν

ei(λK+νq)·rE(λ,ν)(t), (3.16)

wobei man den Schwerpunktswellenvektor K = 1
2
(k1 + k2), den Relativvektor q = 1

2
(k1 − k2)

und die Indizes λ, ν ∈ {−1, 1} eingeführt hat. Die Ej(t) sind die zeitabhängigen Amplituden
in die entsprechenden kj-Richtungen und A ist die Normierungsfläche. Hiermit hat man eine
Fourier-Zerlegung in die Strahlrichtungen der eingehenden Pulse in Form von ebenen Wellen
vorliegen, wobei die anderen Richtungen sich durch die Summen aus den ganzzahligen Vielfa-
chen der Vektoren k1 und k2 ergeben.
Nun kann man alle dynamischen Variablen wie in Gl. (3.16) Fourier-zerlegen: die Dichtema-
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trixelemente

fn1n2,k =
1

A

∑

λ,ν

ei(λK+νq)·r f
(λ,ν)
n1n2,k

(3.17)

mit den richtungsabhängigen Koeffizienten

f
(λ,ν)
n1n2,k

(t) = f
(0)
n1,k

δn1n2δλ0 δν0 + δf
(λ,ν)
n1n2,k

(t) (3.18)

aus der reellen Fermi-Verteilung f
(0)
n1,k

der Elektronen zum Zeitpunkt t → −∞ auf Subband

n1 und dem komplexen, dynamischen Anteil δf
(λ,ν)
n1n2,k

, der die zeitabhängige Änderung der Be-
setzung der Subbänder und im Fall n1 6= n2 die Kohärenzen zwischen ihnen modelliert. Aus
Definition (3.15) erhalten wir die Beziehung δfn1n2,k = δf ∗n2n1,k und damit die Symmetrierela-
tion

δf
(λ,ν)
n1n2,k

= δf
(−λ,−ν)
n2n1,k

∗
. (3.19)

3.3.3 Polarisation

Die Polarisation ist die zentrale Meßgröße in dieser Arbeit. Sie ist als der Erwartungswert

p(t) ≡ −e <z>= −e
∑

n1,n2,k

fn1n2,k <n1,k|z|n2,k> (3.20)

definiert, d.h. sie stellt eine kohärente Summe der den entsprechenden Wellenvektoren k zuge-
ordneten Einzelpolarisationen dar. Mit Definition (3.8) erhält man

p(t) =
∑

n1,n2,k

fn1n2,kMn1n2 . (3.21)

Nun führt man die Fourierzerlegung durch und nutzt noch die Symmetrie (3.19) aus, was
schließlich zum Resultat

p(λ,ν) =





4
A

∑
n1,n2,k

Re(Mn1n2δf
(λ,ν)
n1n2,k

) ; ν gerade

2
A

∑
n1,n2,k

Mn1n2(δf
(λ,ν)
n1n2,k

+ δf
(λ,ν)
n2n1,k

∗
) ; ν ungerade

(3.22)

führt.
Das Absorptionsspektrum mißt man in Strahlrichtung, es ist der Quotient aus den Fourier-
transformierten von Polarisation und E-Feld,

α(ω) ∝ Im
p̃(1,±1)(ω)

Ẽ(1,±1)(ω)
. (3.23)

(siehe Anhang C).
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3.4 Bewegungsgleichungen

Mit der Heisenberg-Gleichung

< [O,H]>= ih̄
d

dt
<O>, (3.24)

mit H = H0 + Hcl
0 + Hcc

1 gelangt man zu einer Hierarchie von Bewegungsgleichungen für
n-Teilchen-Dichtematrizen, d.h. in jeder Stufe n der Hierarchie beschreiben die Bewegungsglei-
chungen für die entsprechende Dichtematrix die Wahrscheinlichkeit für n-Teilchen-Übergänge.
Z.B. ist eine Zwei-Elektronen-Dichtematrix ein Erwartungswert von jeweils zwei Elektronener-
zeugern und -vernichtern:

<c†n1,k+q,sc
†
n2,k′−q,s′cn3,k′,s′cn4,k,s> .

Der kinetische Anteil des Hamiltonian, H0, der den wechselwirkungsfreien Anteil an der Dyna-
mik des Systems beschreibt, liefert

[H0, c
†
n1,k,s

cn2,k,s] =
∑

j,k′,s′

εj,k′ [c
†
j,k′,s′cj,k′,s′ , c

†
n1,k,s

cn2,k,s]

=(εn1,k − εn2,k) c†n1,k,scn2,k,s.
(3.25)

Mit dem Kopplungsterm des Lichtfeldes erhält man

[Hcl
0 , c

†
n1,k,s

cn2,k,s] =−
∑

j1,j2
k′

s′

E(t)Mj1j2 [c
†
j1,k′,s′

cj2,k′,s′ , c
†
n1,k,s

cn2,k,s]

=−
∑

j

E(t)
(
Mjn1c

†
j,k,scn2,k,s −Mn2jc

†
n1,k,s

cj,k,s

)
.

(3.26)

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung führt auf

[Hcc
1 , c

†
n1,k,s

cn2,k,s] =
1

2

∑

j1,j2,j3,j4
k1,k2,q
s1,s2

V j1j2j3j4
q [c†j1,k1+q,s1

c†j2,k2−q,s2
cj3,k2,s2cj4,k1,s1 , c

†
n1,k,s

cn2,k,s]

=
∑

j1,j2,j3
k′,q

s′

[
V j1j2j3n1

q c†j1,k+q,sc
†
j2,k′−q,s′cj3,k′,s′cn2,k,s

−V n2j1j2j3
q c†n1,k,sc

†
j1,k′,s′

cj2,k′+q,s′cj3,k−q,s

]
,

(3.27)

womit die Zwei-Elektronen-Wechselwirkung in die Dynamik eingeführt wird.
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Kapitel 4

Grundzustand

Als Basis für die Lösung der Bewegungsgleichungen, auf die wir in Kapitel 7 zu sprechen kom-
men, dienen Einteilchenwellenfunktionen aus den Lösungen für ein Einzelquantentopfproblem,
wobei wir in mehreren Ausbaustufen auch die Wechselwirkung der Elektronen untereinander in
die Berechnung einfließen lassen. Wir sprechen auch vom Grundzustand, d.h. dem Zustand des
Systems vor der Anregung. Im folgenden sind die verschiedenen Ausbaustufen des Grundzu-
stands aufgeführt. In den Gleichungen werden die Einteilchenwellenfunktionen eines einzelnen
Subbandes unabhängig vom Wellenvektor k (Vereinfachung (3.4)) geschrieben.

4.1 FC-Grundzustand

Der einfachste Ansatz für die Einteilchenwellenfunktionen besteht in der Behandlung der Elek-
tronen als wechselwirkungsfreie Ladungsträger. Die Wellenfunktion ϕn(z) eines Elektrons in
Subband n ist die Lösung der eindimensionalen statischen Schrödingergleichung

[
h̄2k2

2m∗
n

− h̄2

2m∗
n

d2

dz2
+ VW (z) + VD(z)

]
ϕn(z) = εn,k ϕn(z) (4.1)

mit dem Topfpotential VW und dem von der Dotierung abhängigen Potential VD. Der Term
h̄2k2

2m∗
n
stammt aus der Einschränkung der Dimension und beschreibt die freie Elektronenbewe-

gung in xy-Richtung entlang der Halbleiterschichten.
Die Si-δ-Dotierungsschicht drückt sich in dem Knick des Gesamtpotentials aus. Um überhaupt
die 2D-Elektronendichte ohne Ladungsträger-Wechselwirkung einzubringen, wird die Deforma-
tion des Topfpotentials durch die Elektronen aus der n-Dotierung mittels eines Knicks in der
Mitte des Topfbodens mithilfe einer linearen Näherung modelliert (Abb. 4.1). Das D+ sym-
bolisiert die zurückgebliebenen positiven Ionenrümpfe der Dotierungsschicht. Sie prägen dem
Topfpotential durch ihr E-Feld eine positive Steigung proportional zur Elektronenkonzentra-
tion nD (in Einheiten Dotierung pro Flächeneinheit) auf (die durchgehende Linie in Abb. 4.1
deutet das an), d.h.

VW (z) = const+
e2

2ε0εS
nD z +

{
−V0 ; 0 < z < d

0 sonst
(4.2)
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Abbildung 4.1: Schema des einfachen Quantentopfes der Breite d unter Berücksichtigung der 2D-
Elektronendichte

(die Konstante hängt von der Wahl des Abschnitts der z-Achse ab; V0 > 0 ist die Topftie-
fe). Diese Steigung wird durch die aus der Si-δ-Dotierung in den Topfboden durchgetunnelten
Elektronen mit “spiegelbildlichem” Gefälle wieder ausgeglichen, was über die Beziehung

VD(z) =

{
0 ; z < d

2

− e2

ε0εS
nD(z − d

2
) ; z ≥ d

2

(4.3)

für das Dotierungspotential eingeht.

4.2 Hartree-Grundzustand

Die Gleichung für die Einteilchenwellenfunktionen ist identisch mit (4.1), jedoch ist sie im
Hartree-Fall selbstkonsistent zu lösen, wobei in jedem Iterationsschritt der durch elektrostati-
sche Colomb-Wechselwirkung verursachte Anteil VD am Potential aus der Poisson-Gleichung

d2

dz2
VD(z) = −

e2

ε0εS
ND(z) (4.4)

neu bestimmt wird. Hierbei bezeichnet

ND(z) = 2π
∑

n

kF∫

0

dk kf
(0)
n,k ϕ

∗
n(z)ϕn(z)

die ortsabhängige Elektronenkonzentration mit der Dichtematrix der Einteilchen-Zustände

f
(0)
n,k =

1

2

∑

s

<c†n,k,scn,k,s> |t=−∞ =
1

1 + eβ(εn,k−µ)
≡ f

(0)
n,k. (4.5)
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Sie stellt die Fermi-Verteilung der Elektronen in den Subbändern dar, über die die Temperatur
T in die Berechnung eingeht (β = (kBT )

−1 mit der Boltzmann-Konstante kB). µ ist das
chemische Potential, das aus der Gleichung

∑

n,k

1

1 + eβ(εn,k−µ)
= nD (4.6)

bestimmt werden kann. Das selbstkonsistente Potential VD nennen wir hier auch Hartree-Term
der statischen Gleichung.

4.3 Hartree-Fock-Grundzustand

Die Coulomb-Austauschwechselwirkung [26] wird in die Gleichung integriert: die Lösung von

[
h̄2k2

2m∗
n

− h̄2

2m∗
n

d2

dz2
+ VW (z) + VD(z)

]
ϕn(z)

− e2

2Aε0εS

∑

n′,q

∫
dz′ϕ∗n′(z

′)ϕn(z
′)
e−q|z−z

′|

q
f
(0)
n′,k+qϕn′(z)

= εn,k ϕn(z)

(4.7)

(statische HF-Gleichung; [39]) ist zu berechnen. Die Gleichung (4.7) wird wie im vorhergenen-

den Hartree-Fall selbstkonsistent gelöst. In dem Fock-Term in der zweiten Zeile bezeichnet f
(0)
n,k

die Einteilchen-Dichtematrix.
Während es sich im Hartree-Fall beim Vielteilchenzustand um ein Produkt der Einteilchenwel-
lenfunktionen handelt, stellt er bei der Hartree-Fock-Näherung die Slater-Determinante dar,
welche die Antisymmetrie der Vielteilchenwellenfunktion berücksichtigt [26].

4.4 k·p-Grundzustand

Die k ·p -Theorie wurde ursprünglich von Kane entwickelt, um die Bandstruktur von InSb
zu berechnen [40]. Yang et al. haben in [8] ein Multiband-k ·p -Modell vorgestellt, welches
die Interband-Kopplungs-Effekte und die daraus resultierende Nichtparabolizität der Leitungs-
subbänder in Quantentopfstrukturen im Gegensatz zum reinen Leitungsband-Quantentopf-
Modell (4.1) berücksichtigt.
Im folgenden betrachten wir ein Gitterpotential V (r) mit der Translationsinvarianz

V (r) = V (r+R) (4.8)

(r ∈ � 3). Bei der Gesamtwellenfunktion im 8-Band-Schema eines Quantentopfes handelt es
sich um die Überlagerung

Ψ(r) =
8∑

n=1

ψn,k(r) =
8∑

n=1

ϕn,k(z) e
ik·ρ un,k(r), (4.9)

27



wobei die un,k die gitterperiodischen Anteile der Bloch-Basisfunktionen sind, die sich auf ato-
marer Skala rasch ändern, wohingegen die ϕn,k die räumlich langsam veränderlichen Anteile
darstellen, d.h. die in Größenordnung der einzelnen Schichten der Halbleiter-Heterostruktur
variierenden Wellenfunktionen. k ist der zweidimensionale Wellenvektor (in der Ebene entlang
der Schichten), ρ der xy-Anteil des Ortsvektors r. Für die Bloch-Wellenfunktionen un,k gilt das
Bloch-Theorem

un,k(r) = un,k(r+R), (4.10)

d.h. un,k sind invariant gegen Translationen um den Gitter-Vektor R. Von der Schrödinger-
gleichung [41]

{
p2

2m0

+ V (r) +
1

4m2
0c

2
[∇V (r)× p] · σ

}
ψn,k(r) = εn,k ψn,k(r) (4.11)

gelangt man zu einer Eigenwertgleichung für den gitterperiodischen Anteil (wobei p = h̄
i
∇r in

Ortsdarstellung). Der Term proportional zu [∇V (r) × p] · σ ist die Spin-Bahn-Kopplung, mit
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c. Der Ortsvektor r = (ρ, z)T besteht aus der 2D-Komponente
ρ entlang der Halbleiterschichten und der z-Koordinate senkrecht zu den Schichten.
In (4.11) ergibt sich für den kinetischen-Energie-Operator in Ortsdarstellung

(
4ρ +

∂2

∂z2

)
ψn,k(r)

= eik·ρ
[
ϕn,k(z)

(
4ρ + 2ik · ∇ρ − k2

)
un,k(r) + un,k(r)

∂2

∂z2
ϕn,k(z) + 2

∂

∂z
ϕn,k(z)

∂

∂z
un,k(r)

]
.

(4.12)

Da die ϕn,k(z) sich räumlich gegenüber den un,k sehr langsam verändern, kann man sie als
nahezu konstant annehmen und ihre Ableitungen in (4.12) vernachlässigen.
Die zyklische Vertauschbarkeit des Spat-Produkts liefert für die Spin-Bahn-Kopplung

[∇V (r)× p] · σ = [σ ×∇V (r)] · p. (4.13)

Mit obiger Annahme folgt

pψn,k(r) ≈ ϕn,k(z) e
ik·ρ(h̄k+ p)un,k(r). (4.14)

Einsetzen in (4.11) führt schließlich zur k·p-Gleichung

[
p2

2m0

+ V (r) +
h̄

m0

k · p+
1

4m2
0c

2
[∇V (r)× (p+ h̄k)] · σ

]
un,k(r)

=

(
εn,k −

h̄2k2

2m0

)
un,k(r) ≡ ε̃kun,k(r),

(4.15)

welche störungstheoretisch behandelt wird [40, 42, 43]. Der Summand proportional zu ∇V (r)×
p ist der k-unabhängige Anteil der Spin-Orbit-Wechselwirkung. Der k-abhängige Anteil, d.h.
der Term mit ∇V (r)× h̄k ist vernachlässigbar [40].
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Die gitterperiodischen Funktionen un,k werden als Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren
J und Jz dargestellt. Zunächst betrachten wir (4.15) bei k = 0. Seien un ≡ un,k=0 Lösungen
der ungestörten Schrödingergleichung

{
p2

2m0

+ V (r) +
1

4m2
0c

2
[∇V (r)× p] · σ

}
un(r) = εnun(r), (4.16)

die entsprechenden Energien sind εn ≡ εn,k=0. Die un haben die Form

un = |j, jz> (4.17)

und sind Linearkombinationen der zweifach Spin-entarteten Bandkanten-Blochfunktionen (in
Drehimpuls-Schreibweise |l,ml>)

|S> = |0, 0>,

|X> =
1√
2
(|1,−1> +|1, 1>)

|Y > =
i√
2
(|1,−1> −|1, 1>)

|Z> = |1, 0> .

(4.18)

Der Buchstabe S der |S>-Wellenfunktion lehnt sich an die s-Wellenfunktion des H-Atoms an
und der entsprechend zweifach Spin-entartete Zustand hat dieselben Symmetrieeigenschaften
wie die korrespondierende Wasserstoff-s-Funktion. Die Valenzband-Zustände |X >, |Y > und
|Z> sind ebenfalls äquivalent zu den p-Wellenfunktionen des H-Atoms.
Die Lösungen von (4.15) sind Linearkombinationen von |S> bis |Z> aus (4.18) [8, 40, 44, 45].
Es ergeben sich folgende Ausdrücke für die un, wobei als mittlerer Term die Gesamtdrehimpuls-
Darstellung |j, jz> mit Index für Leitungs- (C) und Valenzband (V ) und rechts die Zerlegungen
in die Bandkanten-Blochfunktionen aufgelistet wird:

u1 = |1
2
, 1
2
>C = |S ↑>

u2 = |1
2
,−1

2
>C = |S ↓>

u3 = |3
2
, 1
2
>V =

√
2
3
|Z ↑> − 1√

6
|X + iY ↓>

u4 = |3
2
,−1

2
>V =

√
2
3
|Z ↓> + 1√

6
|X − iY ↑>

u5 = |3
2
, 3
2
>V = 1√

2
|X + iY ↑>

u6 = |3
2
,−3

2
>V = 1√

2
|X − iY ↓>

u7 = |1
2
, 1
2
>V = 1√

3
|Z ↑> + 1√

3
|X + iY ↓>

u8 = |1
2
,−1

2
>V = 1√

3
|Z ↓> − 1√

3
|X − iY ↑>

(4.19)

u1,2 beziehen sich auf die Leitungs-Subbänder, u3,4 auf das Leicht-Loch- und u5,6 auf das Schwer-
Loch-Valenzband sowie u7,8 auf die Spin-Bahn-Aufspaltung des Valenzbandes. Nun faßt man
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H1 ≡ h̄
m0
k · p als Störterm auf und gelangt in entarteter Störrechnung zu dem linearen Glei-

chungssystem
8∑

n=1

<um|H1 − (ε̃k − εn,k)δm,n|un> ϕn,k = 0 (4.20)

(1 ≤ m ≤ 8). Die zugehörige Matrix kann man im Detail in [8] finden. H1 besitzt in Bezug auf
pz = −ih̄∂/∂z Operatoreigenschaft.
Aus dem 8× 8-Gleichungssystem (4.20) resultiert eine Abhängigkeit der Wellenfunktionen un-
tereinander: ϕ3 bis ϕ8 lassen sich als Linearkombinationen von ϕ1 und ϕ2 darstellen. Somit
kann man die Spin-up- und Spin-down-Zustände unabhängig voneinander behandeln und hat
im Endeffekt nur noch Differentialgleichungen zweiter Ordnung in z für die Wellenfunktionen
ϕ1,2.
Zunächst definiert man eine ortsabhängige effektive Masse [9]:

1

m∗
n,k(z)

≡ εp
3m0

[
2

εn,k + δV B(z)
+

1

εn,k +∆SO(z) + δV B(z)

]
, (4.21)

wobei εp die Kane-Energie, δV B der Valenz-Band-Offset und ∆SO die Spin-Bahn-Aufspaltungs-
Energie ist. Die zu lösende k·p -Eigenwertgleichung lautet dann

[
− h̄2

2m∗
n,k(z)

∂2

∂z2
+

h̄2

2m∗
n,k(z)

k2 + εg(z)− δV B(z)

]
ϕn,k(z) = εn,k ϕn,k(z) (4.22)

mit der Bandlücke εg. Gleichung (4.22) wird selbstkonsistent gelöst, da zwischen m∗
n,k und εn,k

eine wechselseitige Abhängigkeit besteht.
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Kapitel 5

Zwei-Niveau-Modell: Anregung mit
Rechteckpulsen

5.1 Optische Bloch-Gleichung

Um die numerischen Resultate verständlicher zu machen, beschäftigen wir uns mit dem Zwei-
Niveau-Modell. Insbesondere betrachten wir in diesem Kapitel die Reaktion eines Ensembles
von Zwei-Niveau-Systemen auf eine Zwei-Puls-Anregung. Wie wir noch sehen werden, kann
man dadurch einige Eigenschaften der Lösungen der zeitabhängigen HF-Gleichungen (siehe
Kapitel 7) sehr gut nachvollziehen.

5.1.1 Herleitung der Vektorgleichung

Unter Vernachlässigung der Coulomb-Wechselwirkung erhält man aus den Kommutatoren (3.25)
und (3.26) den Spezialfall der Bewegungsgleichung für wechselwirkungsfreie Ladungsträger (FC-
Fall, engl. FC = Free Carriers). Diese entkoppeln vollständig in bezug auf k, d.h. das System
besteht aus einem Ensemble aus voneinander unabhängigen Zwei-Niveau-Systemen. Man läßt
den k-Index weg und erhält die Bewegungsgleichung

d

dt
fn1n2 =

1

ih̄

∑

n3,n4

(εn2n4δn1n3 − εn3n1δn2n4)fn3n4

− 1

ih̄

∑

n3

E(t)(Mn2n3fn1n3 −Mn3n1fn3n2)

(5.1)

mit den Energietermen

εn1n2 = εn1 δn1n2 . (5.2)

Gleichung (5.1) läßt sich formal umschreiben zu einer Rotation eines Vektors s um eine Dreh-
achse Ω und man erhält eine in der Kernspinresonanz schon lange bekannte Gleichungsstruktur,
die optische Bloch-Gleichung,

ṡ = Ω× s (5.3)
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mit dem Rotationsvektor

Ω(t) =



−κE(t)

0
ω0


 (5.4)

und dem Pseudospinvektor

s(t) =



s1(t)
s2(t)
s3(t)


 . (5.5)

Die Kopplungskonstante κ ist proportional zum Dipolmatrixelement M12 gemäß

κ ≡ 2M12

h̄
(5.6)

und

ω0 ≡
ε2 − ε1
h̄

(5.7)

ist die zeitlich konstante Resonanzfrequenz proportional zur Differenz aus den Topfenergien.
Die Pseudospinvariablen sind durch

s1 ≡ f12 + f21 (5.8a)

s2 ≡ i(f12 − f21) (5.8b)

s3 ≡ f22 − f11. (5.8c)

definiert. Die optische Bloch-Gleichung beschreibt ein einzelnes Zwei-Niveau-System. Die Be-
deutung von s1 erschließt sich, wenn man die Beziehung zwischen Polarisation und Dichtema-
trixelementen, Gleichung (3.21),

p(t) =
∑

n1,n2,k

fn1n2,kMn1n2 (5.9)

für ein einzelnes Zwei-Niveau-System betrachtet:

P (t) =M12 s1(t). (5.10)

Somit beschreibt s1 die Polarisation, s2 die Differenz zwischen den Kohärenzen und s3 die
Inversion. Den gesamten Vektor s nennt man Bloch-Vektor.
Ferner gelte für negative unendliche Zeiten

lim
t→−∞

f11 = 1, und lim
t→−∞

f22 = lim
t→−∞

f12 = lim
t→−∞

f21 = 0, (5.11)

d.h., vor der Einwirkung des Lichtfeldes ist nur der Grundzustand besetzt.
Mit (5.3) haben wir jetzt die Form der Gleichung vorliegen, die den Betrachtungen zum Pho-
tonenecho in [46] zugrundeliegt. Der darin beschriebene Weg soll im folgenden kurz skizziert
werden.
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Aus der Differentialgleichung (5.3) läßt sich direkt die Konstanz der Länge des Vektors s her-
leiten. Sie beschreibt die Präzession von s um den sich in der Zeit veränderlichen Vektor Ω.
Das Lichtfeld liege in der Form

E(t) = 2E1(t) cos(ωt) (5.12)

vor. Als nächster Schritt wird die Rotating-Wave-Näherung durchgeführt, die in Abschnitt
B.2.1 erläutert ist. Nach der Transformation (B.15),



u
v
w


 ≡




cos(ωt) sin(ωt) 0
− sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1


 ·



s1
s2
s3




lautet die optische Bloch-Gleichung in RWA für den normierten Vektor (u, v, w)T :

d

dt



u
v
w


 = Ω×



u
v
w


 (5.13)

mit dem vereinfachten Rotationsvektor

Ω(t) ≡



−κE1(t)

0
ω0 − ω


 . (5.14)

Wegen (5.10) (und der Transformation (B.15)) erhält man nun für die Polarisation

P (t; ∆ω) =M12Re
{
[u(t; ∆ω) + i v(t; ∆ω)] eiωt

}
(5.15)

mit der Verstimmung ∆ω ≡ ω0 − ω. Die makroskopische Polarisationsdichte lautet dann

p(t) ≡
∞∫

−∞

d(∆ω′) g(∆ω′)P (t; ∆ω′), (5.16)

wobei g(∆ω′) eine Gewichtsfunktion mit der Normierung

∞∫

−∞

d(∆ω′) g(∆ω′) = 1 (5.17)

ist. Diese kann die Inhomogenität der Bandlücken in einem Vielfach-Quantentopf oder die
Verteilung der HF-Energien verkörpern. Über sie wird in dieses einfache Modell die Phasenre-
laxation eingebaut.
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5.1.2 Rabi-Lösung

Bei der Rabi-Lösung wird eine weitere Näherung eingeführt: man nimmt einen Rechteckpuls
E1(t) = const ≡ E0

1 an. Der Einfachheit halber transformiert man Bewegungsgleichung (5.13)
in ein neues Koordinatensystem mit der x-Achse in Richtung des Ω-Vektors. Der neue Vektor
lautet 


u′

v′

w′


 =



cosχ 0 − sinχ
0 1 0

sinχ 0 cosχ


 ·



u
v
w


 , (5.18)

wobei der Winkel zwischen der (−x)-Achse und Ω durch

tanχ =
ω0 − ω
κE0

1

(5.19)

definiert ist. Diese Drehung hat eine einfache Form, weil der Ω-Vektor sich in der xz-Ebene
befindet. Somit gelangen wir im neuen Koordinatensystem zu der Vektorgleichung

d

dt



u′

v′

w′


 =



0 0 0
0 0 ΩR

0 −ΩR 0


 ·



u′

v′

w′


 (5.20)

mit der Rabi-Frequenz

ΩR ≡
√

(∆ω2 + (κE0
1)

2, (5.21)

die die Präzession von (u′, v′, w′)T um Ω beschreibt. Sie ist abhängig von der Verstimmung
(engl. Detuning)

∆ω ≡ ω0 − ω (5.22)

und der Feldamplitude E0
1 .

Lösung von (5.20) ist


u′

v′

w′


 =



1 0 0
0 cos(ΩRt) sin(ΩRt)
0 − sin(ΩRt) cos(ΩRt)


 ·



u0
v0
w0


 , (5.23)

wobei die Konstanten u0, v0 und w0 die entsprechenden Pseudospinvariablen zum Zeitpunkt
t = 0 darstellen. Geht man zurück ins Koordinatensystem von (u, v, w)T , erhält man schließlich
durch Rücktransformation die Lösung



u

v

w




=




∆ω2 cos(ΩRt) + (κE0
1)

2

Ω2
R

−∆ω

ΩR

sin(ΩRt) −
∆ωκE0

1

Ω2
R

[1− cos(ΩRt)]

∆ω

ΩR

sin(ΩRt) cos(ΩRt)
κE0

1

ΩR

sin(ΩRt)

−∆ωκE0
1

Ω2
R

[1− cos(ΩRt)] −
κE0

1

ΩR

sin(ΩRt)
∆ω2 + (κE0

1)
2 cos(ΩRt)

Ω2
R




·




u0

v0

w0




.

(5.24)
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Aus den Anfangsbedingungen (5.11) und der aus Vektorgleichung (B.16) (Anhang) resultie-
renden Längenkonstanz folgt

|u|2 + |v|2 + |w|2 = 1 (5.25)

für alle Zeiten t.

5.2 Zwei-Puls-Anregung und Photonenecho

Nun betrachten wir die Anregung mit zwei Rechteckpulsen zwischen den Zeiten 0 und t1 sowie
t2 und t3 mit Pulsflächen von π/2 und π. Die Anregungspulse haben dieselbe Richtung, je-
doch zeigen die im folgenden aufgeführten einfachen Rechnungen grundlegende Eigenschaften,
die auch bei den dynamischen Gleichungen unter Einbeziehung der Coulomb-Wechselwirkung
auftreten – unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß die Laserstrahlen aus unterschiedlichen
Richtungen auf die Probe treffen.
Am Anfang befinde sich das System im Grundzustand. Aus der Anfangsbedingung (5.11) und
Definition (5.8) folgt u0 = v0 = 0 und w0 = −1. Unter Annahme einer kleinen Verstimmung
sei die Amplitude E0

1 derart groß, daß

κE0
1 À ∆ω (5.26)

gelte. Die u- und v-Komponenten des Blochvektors lauten nach sukzessiver Transformation
(5.24)

u(t) =− sin{∆ω[(t− t3)− t12]}+
∆ω

κE0
1

cos{∆ω[(t− t3)− t12]},

v(t) = cos{∆ω[(t− t3)− t12]}+
∆ω

κE0
1

sin{∆ω[(t− t3)− t12]}.
(5.27)

für Zeiten t > t3. Die Differenz t12 ≡ t2− t1 ist die Verzögerung zwischen beiden Pulsen. Damit
erhält man als Zwischenresultat die Näherung

u+ i v ≈ i ei∆ω[(t−t3)−t12+s] (5.28)

mit dem zusätzlichen Zeitparameter

s = − 1

κE0
1

. (5.29)

Bei der Anwendung von Gl. (5.15) für die von der Verstimmung abhängige Polarisation wer-
den ∆ω ≡ ω0 − ω und ω entkoppelt, was für die Auswertung des folgenden Intergrals eine
Rolle spielen wird (es ist in dieser Hinsicht sinnvoll, daß wir uns nur für ein einziges mitro-
tierendes Bezugssystem entscheiden, das sich mit der Frequenz ω dreht). Wir betrachten die
makroskopische Polarisationsdichte (5.16) mit der Gauß’schen Gewichtsfunktion

g(∆ω′) =
T ∗2
π
e−

T∗2
2

π
(∆ω−∆ω′)2 , (5.30)

35



was in Festkörpersystemen bei niedrigen Temperaturen in guter Näherung gerechtfertigt ist.
Diese von der Verstimmung abhängige Funktion drückt die Inhomogenität des Ensembles aus
Zwei-Niveau-Systemen aus, mit der zugehörigen inhomogenen Zerfallszeit T ∗2 . Dabei modelliert
g(∆ω′) den von den entsprechenden Resonanzenergien abhängigen Zerfall der makroskopischen
Polarisation durch destruktive Interferenz. Ihr Maximum liegt bei der Verstimmung ∆ω.
Für die makroskopische Polarisationsstrahlung als Antwort vom System auf die beiden Anre-
gungspulse erhalten wir schließlich aus (5.16) für t > t3 die Relation

p(t) ∝ sin{ωt+∆ω[(t− t3)− t12 + s]} e
− π

4T∗
2
2 [(t−t3)−t12+s]2

. (5.31)

Die gaußförmige Amplitude dieses Signals wird ungefähr zur Zeit

t− t3 ≈ t12 −
2

π
t1 (5.32)

maximal (wegen s ≈ 1/ΩR und ΩRt1 = π/2), d.h. die Polarisation macht sich am stärksten zu
dem Zeitpunkt bemerkbar, der das Doppelte des Delays t12 zwischen den beiden Anregungspul-
sen markiert. Bei diesem Phänomen handelt es sich um das Photonenecho.
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Abbildung 5.1: Skizze der Zweipuls-Anregung mit folgendem Echosignal (der freie Induktionszer-
fall im Anschluß an der ersten Puls wurde hier nicht berücksichtigt, p(t) ist nur für Zeiten t > t3
dargestellt)

Der erste Puls regt Übergänge in einem Ensemble von Zwei-Niveau-Systemen an. Dabei entste-
hen Polarisationen, die mit von den Abständen der Niveaus abhängigen Frequenzen schwingen
(in Abb. 5.1 nicht eingezeichnet). Man kann sich das so vorstellen, daß die verschiedenen
Polarisationen der einzelnen Zwei-Niveau-Systeme, die beim ersten Signal noch in die gleiche
Richtung zeigen, mit unterschiedlichen Rotationsgeschwindigkeiten auseinanderlaufen und ihre
Wirkung allmählich durch destruktive Interferenz gegenseitig eliminieren. Es liegt also ein Zer-
fall der makroskopischen Polarisation aufgrund der Inhomogenität des betrachteten Systems
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vor. Man spricht auch von inhomogener Dephasierung bzw. Phasenrelaxation.
Der zweite Puls kehrt dieses Auseinanderlaufen nun um, er stößt eine “Rückwärtsbewegung”
an: die Polarisationsvektoren laufen mit den bis aufs Vorzeichen gleichen Geschwindigkeiten in
die entgegengesetzte Richtung, um sich nach der gleichen Zeitdifferenz, wie sie zwischen den
beiden anregenden Pulsen lag, ein zweites Mal derart zu überlagen, daß ein makroskopisch
sichtbares “Echo-Signal” entsteht.
Damit stellt das Photonenecho einen Ensemble-Effekt dar, wobei die Energieniveaus der Teil-
chen einer inhomogenen Verteilung genügen sollten, d.h. die Resonanzen der beteiligten Zwei-
Niveau-Systeme unterscheiden sich voneinander.
Dies ist beispielsweise bei den Gleichungen ohne Wechselwirkung (FC-Fall) bzw. unter Einbe-
ziehung der Hartree-Terme nicht der Fall, da die Berechnungen aufgrund der Massengleichheit
und der parabolischen Dispersionsrelation einen konstanten Subbandabstand beinhalten. Die
wesentliche Voraussetzung für die Entstehung von Photonenechos in Einfach-Quantentöpfen ist
erst dann gegeben, wenn die Coulomb-Austauschwechselwirkung einbezogen wird oder wenn
man etwa einen k · p-Grundzustand betrachtet. In beiden Fällen liegt eine k-abhängige Inho-
mogenität in den Resonanzenergien der einzelnen Oszillatoren vor.

Das Photonenecho wurde zuerst als Spinecho-Effekt bei präzessierenden Spins in einem starken
statischen Magnetfeld entdeckt, wobei die Spins zusätzlich noch intensiven elektromagnetischen
Wellen im Radiofrequenzbereich ausgesetzt waren [47]. In GaAs/AlGaAs-Multiquantentopf-
strukturen wurden Photonenechos zweidimensionaler Exzitonen gefunden, wobei das Exziton
als Zwei-Niveau-System interpretiert wurde [48]. Becker et al. berichteten erstmals von Pho-
tonenechos bei Interband-Übergängen in Bulk-GaAs [49].

Das Photonenecho tritt zusammen mit freiem Induktionszerfall auf, auf den wir in Abschnitt
6.5.1 zu sprechen kommen. Er ist im Rahmen eines homogenen Modells erklärbar, d.h. die
optische Bloch-Gleichung (5.3) ist um einen Term 1/T2 · (u, v, 0)T zu erweitern, was die Lösung
dieser Modellgleichung aber erschwert. Zum anderen betrachten wir beim Vierwellenmischen
ausgehende Signale nicht in den Richtungen der Pulse, und diese Signale kommen nur dann
zustande, wenn an der Anregung sowohl der Puls aus k1-Richtung als auch derjenige aus k2-
Richtung beteiligt sind. Die optische Blochgleichung weist jedoch schon bei Ein-Puls-Anregung
Induktionszerfall auf.
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Kapitel 6

Zwei-Niveau-Modell: Absorption und
Vierwellenmischen

Im Unterschied zu Kapitel 5 betrachten wir in den folgenden Abschnitten den Fall, daß die
Anregung mit zwei Pulsen aus unterschiedlichen Richtungen erfolgt. Insbesondere wird die
zeitintegrierte Polarisation als Antwort auf eine Anregung mit δ-Pulsen untersucht.

6.1 Grundzustand

Als Eigenfunktionen verwenden wir die beiden energetisch niederwertigsten Lösungen des Topf-
problems der Breite d mit unendlich hohen Wänden,

ϕn(z) =

{√
2
d
sin
(
πn
d
z
)

; 0 ≤ z < d

0 sonst
(6.1)

mit der Dispersionrelation

ε(0)n =
h̄2k2n
2mz

, kn =
nπ

d
(n ∈ {1, 2}). (6.2)

Der Feldoperator lautet somit

Ψ(r) =
1√
A

[c1ϕ1(z) + c2ϕ2(z)] (6.3)

mit den Vernichtern c1,2 und der Normierungsfläche A.

6.2 Bewegungsgleichung

Beim Zwei-Niveau-Modell hat man ein System aus gekoppelten Gleichungen gedämpfter har-
monischer Oszillatoren mit äußerer Erregung (durch das E-Feld) vorliegen. Nach der Zerlegung
der Dichtematrix in einen zeitunabhängigen und einen dynamischen Anteil,

fn1n2,k(t) = f
(0)
n1,k

δn1n2 + δfn1n2,k(t). (6.4)
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lautet (5.1)

d

dt
δfn1n2= iΩn1n2 δfn1n2

+
i

h̄
Mn2n1∆f

(0)
n1n2

E(t)

+
i

h̄
E(t)

∑

n3

(Mn2n3δfn1n3 −Mn3n1δfn3n2) .

(6.5)

Eine Energie-Renormierung kann hier als Verschiebung der Bandlücke berücksichtigt werden.
Die komplexe Frequenz

Ωn1n2 ≡
ε
(0)
n1 − ε(0)n2

h̄
+ i

1− δn1n2
T2

, (6.6)

beinhaltet sowohl die Resonanz als auch die Phasenrelaxationszeit T2 und

∆f (0)n1n2
≡ f (0)n1

− f (0)n2
(6.7)

die Differenz zwischen den Fermi-Verteilungen zu Beginn der Dynamik, Außerdem sind die
Mn1n2 die Dipolmatrixelemente und E(t) parametrisiert die eingehenden Laserpulse.

6.3 Entwicklung nach Amplituden des Lichtfeldes

Nun unterwirft man die Differentialgleichung (6.5) der Fouriertransformation in bezug auf die
Zeit und erhält

h̄(η − Ωn1n2)δf̃n1n2(η) =Mn2n1∆f
(0)
n1n2

Ẽ(η)

+
1√
2π

∞∫

−∞

dξ
∑

n3

[
Mn2n3δf̃n1n3(ξ)−Mn3n1δf̃n3n2(ξ)

]
Ẽ(η − ξ). (6.8)

Die Vorgehensweise zur näherungsweisen Lösung dieser Gleichung ist im Abschnitt B.1 skizziert,
wobei die Richtungsabhängigkeit der E-Felder gemäß (3.16) berücksichtigt wird.
Für die ungeraden Indizes mit λ = 1 und ν = −3,−1, 1, 3 (Richtungen 2k1 − k2, k1, k2 und
2k2 − k1) gelangt man zu dem Ausdruck

δf̃ (λ,ν)n1n2
(η) =

M12∆f
(0)
n1n2

h̄A

1

η − Ωn1n2

×
{
Ẽ(λ,ν)(η)+

M2
12

πh̄2A2

∞∫

−∞

dξ
1

ξ

∞∫

−∞

dζ

(
1

ζ − Ωn1n2

+
1

ζ − Ωn2n1

)
×

∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

Ẽ(λ′,ν′)(ζ)Ẽ(λ′′,ν′′)(ξ − ζ)Ẽ(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(η − ξ)
}
,

(6.9)
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der Terme linearer und dritter Ordnung im E-Feld umfaßt.
Für die geraden Indizes mit λ = 0 und ν = −2, 0, 2 (also die Richtungen k1−k2, 0 und k2−k1;
siehe Zerlegung (3.17)) erhält man die Relation zweiter Ordnung im E-Feld,

δf̃ (λ,ν)n1n1
(η) =

M2
12∆f

(0)
n1n2√

2πh̄2A2

1

η

∞∫

−∞

dξ

(
1

ξ − Ωn1n2

+
1

ξ − Ωn2n1

)∑

λ′,ν′

Ẽ(λ′,ν′)(ξ)Ẽ(λ−λ′,ν−ν′)(η − ξ),

(6.10)
wobei auf der rechten Seite n2 = 2− (n1 − 1) gilt.
Die Kombination von Produkten der beteiligten E-Felder, die in den Beziehungen (6.9) und
(6.10) zugelassen sind, listen die Tabellen B.1 und B.2 im Anhang auf. Der Grad der Ordnung
drückt somit die Zahl der an dem Faltungsintegral der Näherungslösung beteiligten E-Felder
aus. Für die Betrachtungen zum Vierwellenmischen wählen wir die Amplituden der Lichtfelder
hinreichend gering, so daß Terme höherer Ordnung vernachlässigt werden können (der Absorp-
tionskoeffizient ist unabhängig von der Amplitude des einen anregenden Strahls, Terme höherer
Ordnung fallen weg).
Insgesamt werden also nur die Richtungen

(λ, ν) = (1,−3), (0,−2), (1,−1), (0, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 3)

berücksichtigt: ν = 0 für den homogenen Anteil der Verteilungsfunktion, ν = ±2 für das
transiente Gitter, ν = ±1 für die Richtungen k1, k2 der eingehenden Laserstrahlen sowie die
Richtungen ν = ±3, also 2k1 − k2 und 2k2 − k1 der zu messenden Polarisationstrahlung. Da
hiermit ν die Richtung eindeutig kennzeichnet, lassen wir den ersten Index λ weg, d.h. z.B.
schreiben wir statt P (λ,ν) lediglich P (ν).
Die Verteilungsfunktionen in den Richtungen ν = ±1 verschwinden nur dann nicht, wenn
die Amplitude des Eingangsstrahls in der jeweiligen Richtung ungleich Null ist. In diesen
Richtungen wird die Absorption gemessen.
Die Richtungen ν = ±3 der FWM-Signale sind von beiden eingehenden Pulsen abhängig,
aber je nach Richtung immer in quadratischer Ordnung vom jeweils räumlich nächsten und in
einfacher Ordnung vom anderen Eingangspuls, d.h. 2k1 − k2 geht mit E2

1E2 und 2k2 − k1 mit
E1E

2
2 .

6.4 Lineare Absorptionsspektren

Um ein lineares Absorptionsspektrum zu bestimmen, schickt man einen möglichst kurzen, d.h.
spektral breiten Lichtpuls ins System. Mit einem geeigneten Detektor bestimmt man das
Wellenlängen-abhängige Absorptionsverhalten (siehe auch Abschnitt 9).
Wenn das System in k1-Richtung nur mit einem δ-Puls angeregt wird, also

E1(t) = E0 δ(t), (6.11)

lautet die entsprechende Fouriertransformierte

Ẽ1(ω) = Ẽ(1)(ω) =
E0√
2π
, (6.12)
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d.h. der Puls umfaßt den gesamten Raum des Spektrums.
Beziehung (6.9) vereinfacht sich in diesem Fall zu

δf̃ (1)n1n2
(η) =

M12∆f
(0)
n1n2

h̄A

E0√
2π

1

η − Ωn1n2

(6.13)

in k1-Richtung, wobei die Integralterme wegen des fehlenden k2-Strahls wegfallen. Anwendung
von Gl. (3.22) liefert die Proportionalitätsrelation

P (1)(ω) ∝ E0∆f
(0)
12

(
1

ω − Ω12

− 1

ω − Ω21

)
, (6.14)

d.h. die Polarisation für ein einzelnes Zwei-Niveau-System.
Hat man eine Dispersionrelation mit k-abhängiger Differenz zwischen den Subbändern vorliegen
(d.h. ein Ensemble aus Zwei-Niveau-Systemen mit unterschiedlichen Resonanzen), genügt es,
die k-Abhängigkeit der Ω’s und der Differenz der Fermi-Verteilungen der beiden Subbänder zu
beachten, d.h.

Ωn1n2 → Ωn1n2,k =
εn1,k − εn2,k

h̄
+ i

1− δn1n2
T2

(6.15)

(die εn,k stellen beispielsweise die HF-Energien dar) sowie

∆f (0)n1n2
→ ∆f

(0)
n1n2,k

= f
(0)
n1,k
− f (0)n2,k

(6.16)

(mit den Fermi-Verteilungen vor der Anregung), und die Einzel-Polarisationsterme über alle k
zu summieren. Mit Beziehung (3.23) erhält man für den Absorptionskoeffizienten schließlich

α(ω) ∝
∑

k

(f
(0)
1,k − f

(0)
2,k)




1
(
ω − ε1,k − ε2,k

h̄

)2

+
1

T 2
2

− 1
(
ω +

ε1,k − ε2,k
h̄

)2

+
1

T 2
2


 . (6.17)

α(ω) stellt die lineare Antwort eines wechselwirkungsfreien Systems von Elektronen mit renor-

mierten Subbandenergien (z.B. die ε
(0)
2,k aus dem HF-Spektrum von (4.7)) auf einen einzelnen

δ-Puls dar (vgl. [28, 50]).
Der Fock-Term

−
∑

n′,q

e2

2Aε0εS

∫
dz′ϕ∗n′(z

′)ϕn(z
′)
e−q|z−z

′|

q
f
(0)
n′,k+qϕn′(z) (6.18)

in der statischen HF-Gleichung (4.7) ist die Ursache für eine k-abhängige Renormierung der
Einteilchen-Energien εn,k. Dies führt zu Deformierungen auf der Seite des Spektrums hin zu
niedrigeren Energien. Man kann eine Blauverschiebung der Spektren beobachten, die durch die
HF-Energie-Renormierung der Subbänder verursacht wird.
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6.5 Vierwellenmischen mit δ-Pulsen

Die folgenden Rechnungen folgen im Wesentlichen dem Artikel von Yajima und Taira [38].
Dazu betrachten wir die Anregung des Systems mit zwei δ-Pulsen:

E1(t) = E0
1 δ(t) , E2(t) = E0

2 δ(t− t12) ei ω t12 (6.19)

mit den Amplituden E0
1 , E

0
2 , der Verzögerungszeit t12 zwischen den Pulsen und der Anre-

gungsfrequenz ω. Allerdings wirkt sich ω im Fall des δ-Pulses lediglich als Phasenverschiebung
zwischen beiden Pulsen aus. Die Fouriertransformierte von (6.9) nach der Zeit in 2k2 − k1-
Richtung lautet nach (B.11)

δf (−3)n1n2
(t) =2 i

(
M12

h̄A

)3

∆f (0)n1n2
×

t∫

−∞

dt′
t′∫

−∞

dt′′
t′′∫

−∞

dt′′′eiΩn1n2 (t−t
′+t′′−t′′′)

∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

E(λ′,ν′)(t′)E(λ′′,ν′′)(t′′)E(1−λ′−λ′′,−3−ν′−ν′′)(t′′′).

(6.20)

6.5.1 Freier Induktionszerfall

Mit Tabelle B.2 und der Beziehung (5.10) gelangen wir zu dem Ausdruck für die Polarisation
in 2k2 − k1-Richtung,

P
(−3)
t12

(t;ω0) = 8 i h̄

(
M12

h̄A

)4

∆f
(0)
12 E

0
1E

0
2
2
{
Θ(−t12)Θ(t) e

− t
T2 cos [ω0(t− 2 t12)]

+Θ(t12)Θ(t− t12) e−
t
T2 cos [ω0(t− 2 t12)]

+Θ(−t12)Θ(t12)Θ(t) e
− t
T2 cos(ω0t)

}
,

(6.21)

wobei ω0 = (ε2 − ε1)/h̄ die Eigenfrequenz des Zwei-Niveau-Systems ist und ω = ω0 gesetzt
wurde. Θ bezeichnet die Stufenfunktion.
Dabei drückt Θ(−t12)Θ(t) e

− t
T2 cos [ω0(t− 2 t12)] die kohärente Polarisation eines einzelnen Zwei-

Niveau-Systems bei negativen Verzögerungszeiten und Θ(t12)Θ(t−t12) e−
t
T2 cos [ω0(t− 2 t12)] die

Polarisation bei positiven Verzögerungszeiten aus, wobei das Signal immer dem letzten Puls in

der Zeit folgt. Θ(−t12)Θ(t12)Θ(t) e
− t
T2 cos(ω0t) verstärkt das Signal bei t12 = 0.

Beispielhaft für positive Verzögerungszeiten t12 ist die Polarisation in 2k2−k1-Richtung in Abb.
6.1 skizzenhaft dargestellt. Die 1/T2-Relaxation charakterisiert man als freien Induktionszerfall.
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der Polarisation in 2k2−k1-Richtung nach Anregung mit
zwei δ-Pulsen im zeitlichen Abstand t12=400 fs bei einer Phasenrelaxationszeit von T2=200 fs.

6.5.2 Zeitintegrierte Polarisation

Betrachten wir im folgenden das Verhalten der zeitintegrierten Polarisation: diese ist definiert
als Gesamtenergie des FWM-Signals in 2k2−k1-Richtung in Abhängigkeit von der Verzögerung
t12:

I(−3)(t12) ∝
∞∫

−∞

dt|p(−3)t12
(t)|2 =

∞∫

−∞

dω|p̃(−3)t12
(ω)|2 (6.22)

mit der makroskopischen Polarisationsdichte

p
(−3)
t12

(t) ≡
∞∫

0

dω′0 g(ω
′
0)P

(−3)
t12

(t;ω′0). (6.23)

Dabei ist g(ω′0) eine Gauß’sche Verteilungsfunktion, die die verschiedenen Einzeloszillatoren um
die Zentralfrequenz ω0 gewichtet:

g(ω′0) =
T ∗2
π
e−

T∗2
2

π
(ω′0−ω0)2 (6.24)

mit der inhomogenen Phasenrelaxationszeit T ∗2 und der Normierung

∞∫

−∞

dω′0 g(ω
′
0) = 1. (6.25)
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Die Breite der Inhomogenität wird durch den Parameter

δω ≡
√
π

T ∗2
(6.26)

ausgedrückt. Nun beschäftigen wir uns mit der Entwicklung der zeitintegrierten Polarisation
in Abhängigkeit von der Verzögerung, wobei wir uns auf positive t12 beschränken:

P
(−3)
t12

(t;ω0) ∝ Θ(t− t12) e−
t
T2 cos[ω0(t− 2 t12)]. (6.27)

Mit diesem Ausdruck ergibt sich für das Betragsquadrat der makroskopischen Polarisations-
dichte

|p(−3)t12
(t)|2 ∝ Θ(t− t12) exp

[
− 2

T2
t− δω2

4
(t− 2 t12)

2

]
cos2[ω0(t− 2 t12)]. (6.28)

Die Dephasierungszeit T2 sei so groß, daß (6.28) hinreichend schnell abklingt und man den cos
durch 1 nähern kann. Die homogen verbreiterte zeitintegrierte Polsarisation erhält man einfach,
indem man in (6.28) δω = 0 (also T ∗2 →∞) setzt und in Integral (6.22) einsetzt. Damit ergibt
sich für den homogenen Fall

I(−3)(t12) ∝ e
−2 t12

T2 , (6.29)

also ein 2/T2-Abfallverhalten.
In die Berechnung des inhomogenen Falls geht die Annahme δω−1 ¿ T2 ≈ t12 mit ein, d.h.
δω ist sehr breit (bzw. T ∗2 ist klein) und T2 sowie t12 haben ungefähr dieselbe Größenordnung
und sind gegen das Reziproke der Verbreiterung sehr groß. Somit erhält man bei inhomogener
Verbreiterung nach [38] schließlich

I(−3)(t12) ∝ e
−4 t12

T2

[
Φ

(
δω√
2
t12

)
+ 1

]
(6.30)

mit dem Fehlerintegral

Φ(x) ≡ 2√
π

x∫

0

dt e−t
2

. (6.31)

Dies bedeutet nichts anderes, als daß sich durch die inhomogene Verbreiterung aufgrund von
statistischen Schwankungen in den Quantentöpfen oder aufgrund der nichtparabolischen Band-
struktur der Zerfall der makroskopischen, kohärenten Polarisation um den Faktor 2 beschleu-
nigt. Grund sind die mit leicht unterschiedlichen Frequenzen schwingenden Einzelpolarisationen
und die daraus entstehende destruktive Interferenz.
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Kapitel 7

Zeitabhängige
Hartree-Fock-Gleichungen

7.1 Bewegungsgleichung mit Coulomb-Termen

Während wir im letzten Abschnitt ein analytisch behandelbares Ensemble von Zwei-Niveau-
Systemen betrachtet haben, das mit δ-Pulsen angeregt wurde, kommen wir in diesem Kapi-
tel zu den in den numerischen Berechnungen verwendeten Bewegungsgleichungen, welche die
Coulomb-Wechselwirkung einschließen. Entsprechend den untersuchten Experimenten in [5]
werden Secanshyperbolicus-förmige Pulse angenommen, d.h.

E1(t) = E0 sech
t

τ
eiωt (7.1)

sowie der um die Zeit t12 verzögerte Puls

E2(t) = E0 sech
t− t12
τ

eiωt. (7.2)

sind in (3.16) einzusetzen. Der Parameter τ stellt die Pulsdauer dar.
Die Heisenberg-Gleichung (3.24) mit den Kommutatoren (3.25), (3.26) und (3.27) ergibt

d

dt
fn1n2,k =

1

ih̄

{
(εn2,k − εn1,k)fn1n2,k

−
∑

n3

E(t)(Mn2n3fn1n3,k −Mn3n1fn3n2,k)

+
∑

j1,j2,j3
k′,q

[
V n2j1j2j3

q

1

2

∑

s,s′

<c†n1,k,sc
†
j1,k′,s′

cj2,k′+q,s′cj3,k−q,s>

−V j1j2j3n1
q

1

2

∑

s,s′

<c†j1,k+q,sc
†
j2,k′−q,s′cj3,k′,s′cn2,k,s>

]}

(7.3)
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Der Zusammenhang mit dem Feldoperator (3.2) erschließt sich über den Coulomb-Anteil des
Vielteilchen-Hamiltonians,

∫
d3r

∫
d3r′ψ†s(r, t)ψ

†
s′(r

′, t)
e2

4πε0εS|r− r′|ψs′(r
′, t)ψs(r, t)

=
1

A2

e2

4πε0εS

∑

j1,j2,j3,j4
k1,k2,k3,k4

c†j1,k1,sc
†
j2,k2,s′

cj3,k3,s′cj4,k4,s×

∫
d2ρ

∫
d2ρ′e−i(k1−k4)·ρ 1

|r− r′|e
−i(k2−k3)·ρ′×

∫
dz

∫
dz′ϕ∗j1,k1(z)ϕ

∗
j2,k2

(z′)ϕj3,k3
(z′)ϕj4,k4

(z)

(A.8)
=

1

A

e2

2ε0εS

∑

j1,j2,j3,j4
k,k′,q

c†j1,k+q,sc
†
j2,k′−q,s′cj3,k′,s′cj4,k,s×

∫
dz

∫
dz′ϕ∗j1,k+q(z)ϕ

∗
j2,k′−q(z

′)
e−q|z−z

′|

q
ϕj3,k′

(z′)ϕj4,k
(z)

(3.4)
=

∑

j1,j2,j3,j4
k,k′,q

c†j1,k+q,sc
†
j2,k′−q,s′cj3,k′,s′cj4,k,sV

j1j2j3j4
q .

(7.4)

Durch die Coulomb-Wechselwirkung werden somit Vielteilchen-Korrelationen eingeführt, die
Effekte wie Bandlücken-Renormierung und Coulomb-Enhancement (oder auch excitonic en-
hancement; siehe Seite 49) [42, 43] sowie die Abschirmung von Ladungsträgern beschreiben.
Für die in Gleichung (7.3) vorkommenenden Zwei-Teilchen-Korrelationen, kann man weitere
Bewegungsgleichungen aufstellen, die wiederum Sechserterme (3-Teilchen-Dichtematrizen) ent-
halten. Durch sukzessives Einsetzen in die Heisenberg-Gleichung hat man somit eine unendliche
Hierarchie von zeitabhängigen Gleichungen für immer höhere Korrelationen vorliegen.
Um diese Hierarchie abzubrechen, faktorisiert man die Terme aller höherliegenden Ordnungen in
Terme niedrigerer Ordnung. Die Faktorisierung der Viererterme in der Hartree-Fock-Näherung
berücksichtigt nur Einteilchen-Dichtematrizen und liefert

<c†j1,k+q,sc
†
j2,k′−q,s′cj3,k′,s′cn2,k,s>≈ <c†j1,k,scn2,k,s><c

†
j2,k′,s′

cj3,k′,s′> δq,0

− <c†j1,k+q,scj3,k+q,s><c
†
j2,k,s

cn2,k,s> δk′,k+q δs s′
(7.5)

und

<c†n1,k,sc
†
j1,k′,s′

cj2,k′+q,s′cj3,k−q,s>≈ <c†n1,k,scj3,k,s><c
†
j1,k′,s′

cj2,k′,s′> δq,0

− <c†n1,k,scj2,k,s><c
†
j1,k−q,scj3,k−q,s> δk′,k−q δs s′

(7.6)
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[51]. Dies ergibt für den Erwartungswert von (3.27) die folgende (vom Spin-Index unabhängige)
Beziehung:

1

2

∑

s

< [Hcc
1 , c

†
n1,k,s

cn2,k,s]>=
∑

j

[
∑

n3,n4,k′

2
(
V jn3n4n1
0 fn3n4,k′fjn2,k − V n2n3n4j

0 fn3n4,k′fn1j,k
)

−
∑

n3,n4,q

(
V jn3n1n4

q fn3n4,k+qfjn2,k+q − V n2n3jn4
q fn3n4,k+qfn1j,k+q

)
]

(7.7)
In dieser “Hartree-Fock-Stufe” werden nur Einteilchen-Dichtematrizen berücksichtigt. Sie im-
pliziert lediglich Bandlücken-Renormierung, wohingegen andere Vielteilchen-Effekte wie die
Abschirmung des Coulomb-Potentials, die durch den Einschluß von Bewegungsgleichungen für
die nächsthöhere Korrelationen beschrieben werden können, statisch über die Lindhard-Formel
realisiert werden (siehe Abschnitt 7.2).
Für das Coulomb-Matrixelement bei q = 0 findet man den Ausdruck

V n1n2n3n4
0 =

∫
dz

∫
dz′ϕ∗n1(z)ϕ

∗
n2
(z′)|z − z′|ϕn3

(z′)ϕn4
(z). (7.8)

Somit erhalten wir für die Einteilchen-Dichtematrix die Bewegungsgleichung

d

dt
fn1n2,k =

1

ih̄

∑

n3,n4

(εn2n4,kδn1n3 − εn3n1,kδn2n4)fn3n4,k

− 1

ih̄

∑

n3

E(t)(Mn2n3fn1n3,k −Mn3n1fn3n2,k)

(7.9)

mit den renormierten Energien

εn1n2,k = H
(0)
n1n2,k

+ 2
∑

n3,n4,k′

V n1n3n4n2
0 fn3n4,k′ −

∑

n3,n4,q

V n1n3n2n4
q fn3n4,k+q. (7.10)

Der Summenterm mit V n1n3n4n2
0 wird auch Depolarisationsshift genannt. Er ist verantwortlich

für eine Verschiebung der Spektrums zu höheren Energien, die durch die Abschirmung des
Elektronenplasmas selbst verursacht wird [39, 5]. Auch resultiert aus diesem Term eine Veren-
gung der spektralen Linie, was durch den zweiten Summenausdruck in (7.10), dem Fock-Term
teilweise wieder ausgeglichen wird. Dieser führt wieder zu einer Rotverschiebung. Dieser “dy-
namische” Effekt wird als Coulomb- oder Exzitonisches Enhancement bezeichnet.
Die Topfenergien gehen durch

H
(0)
n1n2,k

=

∫
dz ϕ∗n2(z)

[
h̄2k2

2m∗ −
h̄2

2m∗
d2

dz2
+ VW (z) + VD(z)

]
ϕn1(z) (7.11)

ein. VW ist das Topfpotential und VD modelliert die Veränderung des Potentials durch aus
der δ-Dotierung stammenden Elektronen (siehe Kapitel 4). Bei den ϕn handelt es sich um die
Einteilchen-Wellenfunktionen aus der FC-Gleichung (4.1), der Hartree-Gleichung, d.h. (4.1) in
Kombination mit (4.4), der HF-Gleichung (4.7) oder aus der k·p-Gleichung (4.22).
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7.1.1 Halbleiter-Bloch-Gleichung

Vernachlässigt man in (7.9) die Intersubband-Coulombmatrixelemente [19] und nähert die übrigen
Intrasubband-Coulombmatrixelemente mittels

Vq ≈ V 1111
q ≈ V 1221

q ≈ V 2222
q (7.12)

(aufgrund der Symmetrie identische V ’s wurden weggelassen), gelangt man nach der Definition
der Pseudospinvariablen

sk ≡




f12,k + f21,k
i(f12,k − f21,k)
f22,k − f11,k


 (7.13)

und unter Berücksichtigung der k-unabhängigen Resonanzenergie, die den Depolarisationsshift
enthält, d.h.

h̄ω0(t) ≡ h̄ω0,k(t) ≡ ε
(0)
2,k − ε

(0)
1,k + 2

∑

n,k′

(V 2nn2
0 − V 1nn1

0 )fnn,k′ (7.14)

zur nichtlinearen Halbleiter-Bloch-Gleichung

ṡk = Ωk × sk (7.15)

mit den Rotationsvektoren

Ωk(t) =



−κE(t)

0
ω0(t)


− 1

h̄

∑

q

Vq sk+q(t) (7.16)

und dem Hilfsparameter κ ≡ 2M12/h̄. Die ε
(0)
n,k stellen die Energien der freien Elektronen dar,

E(t) symbolisiert das Lichtfeld.
Vernachlässigt man den Coulomb-Anteil in (7.16), gelangt man zur optischen Bloch-Gleichung
(5.3).

7.1.2 Richtungsauflösung der Bewegungsgleichungen

Die Zerlegung (6.4) in einen statischen und einen dynamischen Anteil führt (7.10) auf die
renormierten Energieterme

εn1n2,k= ε
(0)
n1,k

δn1n2 +
∑

n3,n4,k′

(2V n1n3n4n2
0 − V n1n3n2n4

|k−k′| )δfn3n4,k′ + δεn1n2,k (7.17)
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mit zeitlich veränderlichen Anteilen δεn1n2,k, deren Ausdruck im folgenden angegeben wird.
Hieraus erhält man die Bewegungsgleichung ausschließlich für den zeitabhängigen Teil:

ih̄
d

dt
δfn1n2,k= (εn1,k − εn2,k)δfn1n2,k

+
∑

n3

(δεn2n3,kδn1n3 − δεn3n1,kδn2n3)f
(0)
n3,k

+
∑

n3,n4

(δεn2n4,kδn1n3 − δεn3n1,kδn2n4)δfn3n4,k

− E(t)Mn2n1(f
(0)
n1,k
− f (0)n2,k

)

− E(t)
∑

n3

(Mn2n3δfn1n3,k −Mn3n1δfn3n2,k).

(7.18)

Wählt man das Koordinatensystem geeignet (man legt den Nullpunkt der z-Achse in die Topf-
mitte) ergibt sich aus den Paritäten der Wellenfunktionen eine geringfügige Vereinfachung von
(7.18): im entsprechenden Fall ist das Produkt der Einteilchen-Zustände in (3.8) bei den Dia-
gonalelementen immer symmetrisch.
Zudem muß noch die Phasenrelaxation berücksichtigt werden, d.h. in Resonanz angeregte
Intersubbandübergänge erzeugen eine kohärente Intersubband-Polarisation, die durch Phasen-
zerstörende Streuprozesse weggedämpft wird. Dazu führt man die Phasenrelaxationszeit T2
ein, welche die phasenbrechenden Prozesse enthält, die zum Abklingen der makroskopischen
Polarisation beitragen. Hierin gehen bei niedrigen Temperaturen die Streuungen der La-
dungsträger untereinander bzw. an thermischen Gitterschwingungen ein, wobei die phasen-
zerstörenden Streuvorgänge energieerhaltend sein oder energetisch relaxierend wirken können
[52]. T2 ist durch die Gleichung T2 = 1/Γ mit der spektralen Linienbreite Γ beim Übergang

ω0 = (ε
(0)
n2,0
− ε(0)n1,0

)/h̄ assoziiert [53].
Ergänzt um diesen Dämpfungsanteil

−δfn1n2,k
T2

(7.19)

für die Kohärenzen und durch Benutzung der Fourierzerlegung (3.17) und (3.18) erhält man
schließlich die zeitabhängigen Hartree-Fock-Gleichungen

d

dt
δf

(λ,ν)
n1n2,k

=

[
i

h̄
(εn2,k − εn1,k)−

1− δn1n2
T2

]
δf

(λ,ν)
n1n2,k

+
i

h̄

(
f
(0)
n2k
− f (0)n1k

)
U

(λ,ν)
n2n1,k

− i
h̄

∑

λ′,ν′

∑

n3

(
U

(λ−λ′,ν−ν′)
n2n3,k

δf
(λ′,ν′)
n1n3,k

− U (λ−λ′,ν−ν′)
n3n1,k

δf
(λ′,ν′)
n3n2,k

)
(7.20)

mit dem effektiven Feld
U

(λ,ν)
n1n2,k

=Mn1n2E
(λ,ν)(t)− δε(λ,ν)n1n2,k

(7.21)

und den dynamischen Energieabweichungen

δε
(λ,ν)
n1n2,k

=
∑

n3,n4,k′

(2V n1n3n4n2
0 − V n1n3n2n4

|k−k′| )δf
(λ,ν)
n3n4,k′

(7.22)
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Aus Kapitel 6 wissen wir, daß Korrelationen höherer Ordnung vernachlässigt werden, somit
werden nur die Richtungen

(λ, ν) = (1,−3), (0,−2), (1,−1), (0, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 3)

berücksichtigt. Zudem wird die Symmetrierelation (3.19) ausgenutzt.
Lassen wir den ersten Index λ weg, erhalten wir schließlich für die Nicht-Abstrahlrichtungen,
d.h. für gerade ν

d

dt
δf

(ν)
n1n2,k

=

[
i

h̄
(εn1,k − εn2,k)−

1− δn1n2
T2

]
δf

(ν)
n1n2,k

+
i

h̄

(
f
(0)
n2k
− f (0)n1k

)
U

(ν)
n2n1,k

+
i

h̄

∑

ν′

gerade

∑

n3

(
U

(ν−ν′)
n2n3,k

δf
(ν′)
n1n3,k

− U (ν−ν′)
n3n1,k

δf
(ν′)
n3n2,k

)

+
i

h̄

∑

ν′

ungerade

∑

n3

(
U

(ν−ν′)
n2n3,k

δf
(−ν′)
n3n1,k

∗
− U (ν−ν′)

n3n1,k
δf

(−ν′)
n2n3,k

∗

+U
(ν′−ν)
n3n2,k

∗
δf

(ν′)
n1n3,k

− U (ν′−ν)
n1n3,k

∗
δf

(ν′)
n3n2,k

)

(7.23)

und

d

dt
δf

(ν)
n1n2,k

=

[
i

h̄
(εn2,k − εn1,k)−

1− δn1n2
T2

]
δf

(ν)
n1n2,k

+
i

h̄

(
f
(0)
n2k
− f (0)n1k

)
U

(ν)
n2n1,k

+
i

h̄

∑

ν′,n3

(
U

(ν−ν′)
n2n3,k

δf
(ν′)
n1n3,k

− U (ν−ν′)
n3n1,k

δf
(ν′)
n3n2,k

)
(7.24)

für ungerade ν. Die ersten zwei Zeilen der rechten Seite von (7.24) liefern die lineare Antwort
in (λ = 1, ν = ±1)-Richtung.
Angemerkt sei an dieser Stelle, daß die Bedingung für die sonst übliche Rotating Wave Approxi-
mation nicht notwendigerweise erfüllt ist (Abschnitt B.2.1; [54, 55]), da hier schnell-oszillierende
Terme nicht vernachlässigt werden können. Die Voraussetzung, daß sich das elektrische Feld
des gepulsten Lasers während der gemessenen Dephasierungszeiten T2 nur wenig ändert, ist
nicht gegeben.
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7.2 Plasma-Screening

Abschirmung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen durch Hintergrund-Ladungsträger
(engl. Screening) bedeutet, daß die Coulomb-Wechselwirkung – abhängig vom Wellenvektor
k durch das umgebende Elektronengas abgeschwächt wird. Wenn man die volle dynamische
Abschirmung berücksichtigt, so muß man die ω-Abhängigkeit der Coulomb-Wechselwirkungs-
matrizen mit in die Berechnungen einschließen, was jedoch bei einem Zweiband-System sehr
aufwendig zu bewerkstelligen ist.
In unseren Berechnungen beschränken wir uns auf eine statische Abschirmung, die die Fermi-
Verteilung der Elektronen im unteren Subband vor der Anregung als Eingangsparameter ver-
wendet. Präziser ausgedrückt: die abgeschirmten Coulomb-Matrix-Elemente zum Start der
dynamischen Simulation werden im langwelligen Grenzfall mit der temperaturabhängigen An-
fangsverteilung aus der statischen HF-Gleichung berechnet.
Einen Anhaltspunkt für die Güte dieser Näherung liefert die Bestimmung von Intersubband-
Streuraten bei niedrigen Anregungsdichten (diese sind allerdings nicht Gegenstand dieser Ar-
beit): die Übereinstimmung zwischen statischem und dynamischem Screening ist dann gut,
wenn bei der Berechnung des statischen, langwelligen Grenzfalls nicht nur ein einziges Sub-
band, sondern die Verteilung der Elektronen auf beiden Subbändern berücksichtigt wird [56].
Bei höheren Anregungsdichten beschreibt die statische Abschirmung allerdings nicht, daß sich
der Abschirmungseffekt eigentlich erst mit zunehmender Besetzung des zweiten Subbands auf-
baut und damit überschätzt wird.

Laut [56] gilt folgende Relation zwischen dynamisch abgeschirmten und nicht abgeschirmten
Coulomb-Matrixelementen im schwach zeitabhängigen Limes:

V n1n2n3n4
s,q (ω) = V n1n2n3n4

q +
∑

n5,n6

V n1n6n5n4
q Πn5n6

q (ω)V n5n2n3n6
s,q (ω) (7.25)

(siehe auch [18, 43]) mit der Polarisationsfunktion in RPA (Random Phase Approximation)

Πn1n2
q (ω) = lim

δ→0

∑

k

f
(0)
n1,k+q − f

(0)
n2,k

εn1,k+q − εn2,k − h̄ω − iδ
(7.26)

RPA heißt, daß in diesen Berechnungen eine durch ein externes Potential (beispielsweise ein
Lichtfeld) induzierte Ladungsverteilung durch eine als lineare Antwort auf das Gesamtpotential
induzierte Ladungsverteilung ersetzt wird [57]. Die Berechnung wird analytisch mittels Gra-
phenentwicklung bewerkstelligt [58].
Mit dem δ wird das adiabatische Einschalten des Potentials einer Testladung beschrieben. Die
Energien sind die HF-Energien aus (7.10), also εn,k ≡ εnn,k. Dafür läßt sich die Näherungsformel
im statischen (q → 0), langwelligen (ω → 0) Grenzfall (der Parameter ω wird in den folgenden
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Ausdrücken weggelassen)

Πn1n2
q ≈





−m
∗
n1

πh̄2
f
(0)
n1,0

; n1 = n2

2

2π

∞∫
0

dk k(f
(0)
n1,k
− f (0)n2,k

)

εn1,0 − εn2,0
; n1 6= n2

(7.27)

angeben (vgl. mit [59], Anhang).
Somit ist das lineare Gleichungssystem

Vq = Aq Vs,q (7.28)

bzw. in Indexschreibweise ausgedrückt

V n1n2n3n4
q =

∑

n5,n6

An1n5n6n4
q V n5n2n3n6

s,q (7.29)

mit
An1n2n3n4

q = δn1n2δn3n4 − V n1n3n2n4
q Πn2n3

q (7.30)

zu lösen. Für die Intrasubband-Wechselwirkung unter Berücksichtigung nur eines Subbandes
folgt daraus

V 1111
s,q =

V 1111
q

ε1111q

(7.31)

mit der Lindhard-Formel
ε1111q = 1− V 1111

q Π11
q . (7.32)

Setzt man (7.27) in (7.32) ein, erhält man im statischen, langwelligen Grenzfall

ε1111q→0 = 1 +
κ1(q)

q
(7.33)

mit der Quasi-2D-Abschirmungs-Wellenzahl

κ1(q) =
1

A

m∗
1e

2

2πh̄2ε0εS
F1111
q f

(0)
1,0 . (7.34)

Aus Symmetriegründen gilt für die Intersubband-Wechselwirkung

V 1122
s,q = V 2211

s,q = V 1212
s,q = V 2121

s,q ,

daher folgt aus (7.29)

V 1122
s,q =

V 1122
q

ε1122q

(7.35)

mit dem Abschirmungsterm
ε1122q = 1− V 1122

q (Π12
q +Π21

q ). (7.36)
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Wieder benutzt man (7.27) und gelangt im statischen Grenzfall zu

ε1122q→0 = 1 +
κ12(q)

q
, (7.37)

wobei

κ12(q) = −
1

A

e2

πε0εS
F1122
q

∞∫
0

dk k(f
(0)
1,k − f

(0)
2,k )

ε1,0 − ε2,0
(7.38)

die Intersubband-Abschirmungs-Wellenzahl darstellt. Die Gleichungen (7.34) und (7.38) unter-
scheiden sich von der üblichen Definition der 2D-Abschirmkonstante κ (siehe z.B. [60, 43, 54]),
da zwischen der Abschirmung bei Inter- und Intrasubbandelementen unterschieden wird. Aller-
dings ist der Abschirmungseffekt bei Intersubband-Übergängen schwächer als bei Intrasubband-
Übergängen [61].
Ladungsträger-Ladungsträger-Wechselwirkung mit dynamischer Abschirmung ist für die Be-
rechnung des Beitrags der Plasmon-Emission zur Bestimmung der Streuraten wichtig [56]. Die-
se Arbeit beschränkt sich der Einfachheit halber auf statische Abschirmung, da wir hier ein
homogenes System bei niedrigen Anregungdichten betrachten.

55



56



Teil III

Ergebnisse der numerischen
Simulationen





Kapitel 8

Berechnung des Grundzustands

Den hier vorgestellten Resultaten liegen die Materialparameter aus Tabelle 8.1 zugrunde. Die
effektiven Elektronenmassen m∗

1,2 in den entsprechenden Subbändern sind der Einfachheit hal-
ber gleich gewählt worden. Die Dispersion beim Quantentopfmodell, dessen Wellenfunktionen
als Basis für die Berechnung des Hartree- oder Hartree-Fock-Grundzustands dienen, ist para-
bolisch und die Bandlücke über alle k dank derselben Massen gleich.

m∗
1/m0 0.05

Effektive Massen
m∗

2/m0 0.05

Topftiefe ∆V 500 meV

Topfbreite d 7 nm [5]

Dielektrizitätskonstante

von Ga0.47In0.53As
εS 14.16 [62]

Temperatur T 8 K [5]

Tabelle 8.1: In die Rechnungen zum Ga0.47In0.53As/Al0.48In0.52As-Materialsystem eingehende ge-
meinsame Parameter

Die Unterschiede zu Berechnungen der Topfwellenfunktionen und -energien mit verschiedenen
effektiven Massen sind beim Materialsystem GaInAs/AlInAs gering. Die durch die Massenun-
gleichheit verursachte k-Abhängigkeit der Energiedifferenz ist für unsere Diskussion nicht rele-
vant, da wir die Auswirkungen der Coulomb-Terme untersuchen wollen.
Muß man Interband-Kopplungseffekte wie beim InAs/AlSb-Heterosystem berücksichtigen, ist
dem k ·p-Verfahren der Vorzug zu geben (siehe Abschnitt 11.1). Ein direkter Weg, die k-
Abhängigkeit durch die Coulomb-Austauschwechselwirkung in die Berechnungen einfließen zu
lassen, wäre die analytische Behandlung nach Ekenberg [27], die nahezu dieselben Energien wie
das Hartree-Fock-Verfahren liefert (Abb. 3.3). Folge dieser k-Abhängigkeit ist die Nichtpara-
bolizität der Subbänder.
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Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrachtungen sind die Einteilchenwellenfunktionen des ein-
fachen Quantentopfes, d.h. der FC-Grundzustand (Abschnitt 4.1). In Abb. 8.1 sind die
untersten beiden Wellenfunktionen aus dem Topfproblem auf den Achsen der entsprechenden
Subbandenergien bei k = 0 gegen das Topfpotential geplottet. Die Topfbreite wurde zu 6 nm
gewählt, da der zugehörige Intersubbandübergang in einem Bereich relativ geringer Absorption
durch Luft liegt.
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Abbildung 8.1: Topfwellenfunktionen und effektive Topfpotentiale zu den drei Dotierungsdichten in
GaInAs/AlInAs

Die Si-δ-Dotierungsschicht drückt sich in der Krümmung des Potentials aus. Die 2D-Elek-
tronendichte wird mittels eines Knicks in der Mitte des Quantentopfbodens modelliert (siehe
Abschnitt 4.1).
Man erkennt, daß die Subbandenergien mit zunehmender Dotierung zusammenrücken. Al-
le Elektronen-Wellenfunktionen eines Subbands haben in der Einschlußrichtung (d.h. in z-
Richtung) die gleiche Form, daher genügt es, die Wellenfunktion für k=0 berechnen. Die Disper-
sionsrelation ist im FC-Topfmodell hinsichtlich k parabolisch. Die Parameter der GaInAs/AlInAs-
Quantentöpfe wurden so gewählt, daß die Elektronen mindestens zwei Subbänder besetzen
können. Außerdem ist die Dichte der Dotierung immer so groß, daß die Fermi-Verteilung bei
gegebener Temperatur nur Elektronen im ersten Subband zuläßt, was durch die als gestrichelte
Linie eingezeichnete Fermi-Kante angedeutet wird.
Als Systemtemperatur wurde die in [5] angegebenen T=8 K verwendet, um eine gewisse Ver-
gleichbarkeit mit den experimentellen Resultaten zu gewährleisten. Diese geht bei der selbst-
konsistenten Berechnung der Hartree- und HF-Zustände als zusätzlicher Parameter ein, wo
außer dem entsprechenden Grundzustand auch die Dispersion εn,k und das chemische Potential
µ bestimmt werden. Beide sind wichtig für die Berechnung der Anfangs-Fermi-Verteilung der
Elektronen. Im Fall der Hartree-/HF-Gleichung heißt “selbstkonsistent”, daß in einem Durch-
gang zunächst die Einteilchenzustände bestimmt werden, damit wird das chemische Potential µ
berechnet, die resultierende Fermi-Verteilung ergibt die Elektronendichte und anschließend wird
daraus mit Hilfe der Poisson-Gleichung ein neues Topfpotential berechnet (siehe Abschnitte 4.2
und 4.3). Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis das Betragsquadrat aus den Differen-
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Abbildung 8.2: Hartree-Wellenfunktionen und effektive Topfpotentiale zu den drei Dotierungsdichten
bei T=8 K

zen der als Vektoren aufgefaßten Topfzustände aus zwei aufeinanderfolgenden Rechenschritten
einen gewissen Maximalwert ε unterschreitet: formal lautet das Abbruchkriterium also

∑

j

|ϕ(n)
j − ϕ

(n−1)
j |2∆z < ε2,

wobei ϕ
(n)
j die normierte Einteilchenwellenfunktion im n-ten Iterationsschritt am Ort z = j∆z

ist; in den Berechnungen wurde ε = 10−8 gewählt.
Betrachtet man im Vergleich zur Lösung des einfachen wechselwirkungsfreien Quantum-Well-
Problems die Wellenfunktionen aus der Hartree-Gleichung (Abb. 8.2), so sind die Unterschiede

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/kF

-0.4

-0.2

-0.0

0.2

E
ne

rg
ie

 [
eV

]

n=1

n=2

(a) nD=1.5 · 1011 cm−2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/kF

-0.4

-0.2

-0.0

0.2

n=1

n=2

(b) nD=5 · 1011 cm−2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/kF

-0.4

-0.2

-0.0

0.2

n=1

n=2

(c) nD=1.5 · 1012 cm−2

Abbildung 8.3: Hartree-Dispersionrelationen für drei Dotierungsdichten bei T=8 K

bei den untersuchten Dichten nicht sehr groß, da die einfache lineare Aufprägung der Dotie-
rungsdichte auf das Topfpotential (erkennt man an der kantigen Form des Topfbodens in Abb.
8.1) die aus der selbstkonsistenten Berechnung hervorgegangene Form in Abb. 8.2 sehr gut
wiedergibt. Die Energien sind lediglich um ein paar meV nach unten verschoben und der
Band-Abstand hat sich geringfügig vergrößert, die Parabolizität der Subbänder bleibt aber er-
halten (Abb. 8.3 und 8.6).
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Abbildung 8.4: Hartree-Fock-Wellenfunktionen und effektive Topfpotentiale zu den drei Dotierungs-
dichten bei T=8 K

Bringt man die Fock-Terme bei der statischen Gleichung ins Spiel, so beobachtet man eine
weitere, etwas stärkere Absenkung der Energien, wobei diese beim untersten Subband stärker
ausgeprägt ist als beim zweiten (Abb. 8.4). Zu höheren k-Werten nähert sich die Energie immer
mehr der parabolischen Form (Abb. 8.5). Ursache ist die im Fock-Term von Gleichung (4.7) ent-
haltene Coulomb-Austauschwechselwirkung zwischen den Elektronen des (n = 1)-Subbandes:
da nur dieses besetzt ist und seine Elektronen bei niedriger Temperatur lediglich Zustände bis
an die Fermi-Kante einnehmen, erklärt das die starke Absenkung des unteren Subbandes bei
niedrigen k-Werten.

In Abb. 8.6 sind die Abstände zwischen den Subbändern explizit aufgetragen. Als zusätzliche
Referenz wurde noch die Differenz zwischen den Energien der Topfwellenfunktionen in ei-
nem Rechteckpotential eingezeichnet. Die lineare e2/(2ε0εS)nD · z-Modellierung (Abb. 4.1)
der selbstkonsistenten Verformung des Potentialtopfes verursacht eine stärkere Absenkung der
Energiedifferenzen als die Berücksichtigung der Hartree-Terme, d.h. sie führt zu einer ge-
ringfügigen Überschätzung der Hartree-Wechselwirkung. Der Fock-Anteil der Coulomb-Wechsel-
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Abbildung 8.5: Hartree-Fock-Dispersionrelationen für drei Dotierungsdichten bei T=8 K
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wirkung hebt diese Absenkung für niedrige k-Werte auf und führt sogar zu einer Blauverschie-
bung der Energiedifferenz gegenüber dem Wert des einfachen Potentialtopfs. Bei hoher Dichte
(Figur 8.6(c)) trifft dies allerdings nur für Elektronen mit k’s unterhalb der Fermi-Kante zu.
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Abbildung 8.6: Freie-Ladungsträger- (gepunktet), Hartree- (gestrichelt) und Hartree-Fock-
Bandabstände für drei Dotierungsdichten bei T=8 K. Zusätzlich ist die Banddifferenz der Wellen-
funktionen in einem 500 meV-Rechteck-Potentialtopf dargestellt (dünn gestrichelt).

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß der HF-Grundzustand die Übergänge zwischen den
beiden Subbändern zu höheren Energien schiebt und eine durch die HF-Nichtparabolizität
verursachte Verbreiterung der Absorption induziert, wie wir im nachfolgenden Kapitel 9 se-
hen werden. Die Verzerrung der Differenz zwischen den Subbandenergien beträgt abhängig
von der Dichte zwischen 3 und 8 % (Quotient aus Differenz zwischen der HF- und Hartree-
Subbandlücke und der Hartree-Subbandlücke; siehe Abb. 8.6). Da bei niedrigen Temperaturen
näherungsweise eine rechteckförmige Verteilung der Elektronen des (n = 1)-Subbands bis zur
Fermi-Kante kF vorhanden ist, nimmt im Bereich von kF der Grad an Nichtparabolizität rapide
ab.
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Kapitel 9

Lineare Absorptionsspektren

In diesem Kapitel befassen wir uns zunächst mit den Eigenschaften der linearen Absorptions-
spektren der GaInAs/AlInAs-Heterostruktur. In den Rechnungen wird ein sehr kurzer Anre-
gungspuls gewählt (τ=10 fs), mit einer Energie im Bereich des Abstands zwischen den beiden
Subbändern. Die kurze Dauer impliziert ein breites Pulsspektrum, so daß Elektronen über
einen großen Bereich des k-Raums ins obere Subband angeregt werden.
Die Absorptionskurve charakterisiert die Resonanz des Intersubband-Elektronensystems, die als
wesentlicher Eingangsparameter der Vierwellenmischsimulation dient, um eine optimale Aus-
beute an Ladungsträgern in den untersuchten Materialien zu erzielen.
Darüberhinaus hat die Berechnung der linearen Absorptionsspektren aus folgenden Gründen
einige Vorteile gegenüber nichtlinearer optischer Anregung:

• Der Aufwand für die Berechnung der linearen Antwort ist wesentlich geringer als bei
nichtlinearen Spektren, da man nur die Richtung des Anregungsstrahls berücksichtigen
muß.

• Die Form eines Spektrums läßt sich wegen der Einfachheit der entsprechenden Bewegungs-
gleichung (9.1) leichter interpretieren. Vor allem das Aus- und Einschalten der Hartree-
und der Fock-Terme haben starken Einfluß auf Form und Lage der Absorptionskurve.

Werden von Gleichung (7.20) nur die linearen Anteile berücksichtigt, erhält man für die Kohärenz

ih̄
d

dt
δf21,k=

[
(ε

(0)
2,k − ε

(0)
1,k)−

ih̄

T2

]
δf21,k

+
∑

k′

(2V 2121
0 − V 2112

|k−k′|)f
(0)
1,kδf21,k′

−M21E(t)f
(0)
1,k.

(9.1)

Der Einfluß der 2D-Elektronengasdichte aus der Dotierung drückt sich sowohl in der zweiten
Zeile über die Coulomb-Terme als auch in der letzten Zeile über das E-Feld aus. Bei den
berechneten Spektren wurden systematisch folgende Vielteilchen-Einflüsse untersucht:

• Hartree-Terme, also die Wechselwirkung eines einzelnen Elektrons mit dem von den La-
dungsverteilungen der Elektronen in den jeweiligen Zuständen herrührenden elektrosta-
tischen Potentials.
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• Fock-Terme: die Coulombsche Austauschwechselwirkung zwischen den Elektronen. Diese
bezieht sich aber nur auf die Wechselwirkung der angeregten Elektronen von der Anfangs-
konfiguration, ausgedrückt durch die Fermi-Verteilung f

(0)
1,k des unteren Subbandes.

• Abschirmung: das Elektronengas im Festkörper selbst schwächt die Coulomb-Austausch-
wechselwirkung wieder ab. Die Abschirmung wird statisch mit Hilfe der Anfangsbesetzung
über die Coulomb-Matrixelemente V 2112

|k−k′| eingebaut, siehe Abschnitt 7.2.

Man muß noch zwischen den Termen in der statischen Gleichung zur Berechnung des Grundzu-
standes und den äquivalenten Termen in der Bewegungsgleichung (9.1) unterscheiden. Soweit
als Kombination nicht explizit angegeben, werden folgende Vereinfachungen in der Begriffswahl
verwendet:

• FC-Spektrum, die Konfiguration Grundzustand mit freien Ladungsträgern - Dynamik mit
freien Ladungsträgern: der FC-Grundzustand aus Abschnitt 4.1 dient als Basis für die
Bewegungsgleichung (9.1) ohne den Summenterm mit den Coulomb-Matrixelementen in
der mittleren Zeile; somit erhält man das Spektrum von ungekoppelten Zwei-Niveau-
Systemen;

• Hartree-Spektrum: Hartree-Grundzustand - Hartree-Dynamik: der in Abschnitt 4.2 be-
schriebene Hartree-Grundzustand geht in die Berechnung von (9.1) ein, wobei der Fock-

Term −∑
k′
V 2112
|k−k′|f

(0)
1,kδf21,k′ weggelassen wird;

• HF-Spektrum: HF-Grundzustand - HF-Dynamik: der HF-Grundzustand aus Abschnitt
4.3 wird verwendet, um (9.1) zu lösen.

Außerdem wurde die Dephasierungszeit T2 variiert, um Strukturen sichtbar zu machen, die
durch phasenzerstörenden Prozesse eventuell unterdrückt werden. Anhand der hier vorgestell-
ten linearen Spektren kann man Aussagen über die Stärke des Energie-Shifts unter dem Einfluß
von Vielteilchen-Wechselwirkungen, ausgedrückt durch die Hartree- und Fock-Terme, machen.
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9.1 Spektren in Abhängigkeit von der Dotierung

Lineare Spektren mit FC-Grundzustand

Wie im Konturplot in Abb. 9.1, der den Verlauf des Maximums des normierten linearen Ab-
sorptionsspektrums zeigt, dargestellt ist, erfährt das FC-Spektrum mit zunehmender Dichte
eine starke Rotverschiebung, wobei die Beziehung zwischen Dotierungsdichte nD und Peak
linearer Natur ist (die Rotverschiebung läßt sich auch anhand der gestrichelten Absorptions-
kurven in den Abbildungen 9.2(a) bis 9.2(c) ablesen). Dieses Verhalten war schon anhand der
Energielücke der Topfwellenfunktionen aus Abb. 8.1 zu erwarten.
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Abbildung 9.1: Lineare FC-Absorptionsspektren für Dichten nD von 1011 cm−2 bis 2 · 1012 cm−2 bei
konstant bleibender Dephasierungszeit T2=800 fs.

Fügt man die Hartree-Terme in der Dynamik hinzu (d.h. (9.1) ohne den Fock-Anteil), behält
aber die FC-Basis bei (gepunktete Kurven in den Abb.en 9.2(a), 9.2(b) und 9.2(c)), so erfahren
die berechneten Absorptionsspektren eine mit wachsender 2D-Elektronendichte nD zunehmende
Blauverschiebung. Ursache ist der Hartree-Term

∑

k′

2V 2121
0 f

(0)
1,kδf21,k′

in Bewegungsgleichung (9.1), der bei niedrigen Temperaturen wegen der beinahe rechteckför-
migen Fermi-Verteilung quasi k-unabhängig ist und aufgrund des positiven Vorzeichens das
Spektrum zu höheren Energien verschiebt, ohne dessen Form zu verändern. Die Hartree-
Wechselwirkung stellt im k-Raum ein zeitabhängiges, homogenes Feld dar [26] und induziert
daher eine kollektive Bewegung der Elektronen bei optischer Anregung [5].
Das gilt nicht mehr, wenn (9.1) einschließlich der Coulomb-Austauschwechselwirkung auf den
FC-Grundzustand angewendet wird: der Fock-Term, d.h.

−
∑

k′

V 2112
|k−k′|f

(0)
1,kδf21,k′ ,
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Abbildung 9.2: Lineare Absorptionsspektren mit dem FC-Grundzustand als Basis für T2=400, 800
fs und drei unterschiedliche Ausbaustufen der Bewegungsgleichung

bewirkt eine Asymmetrie, die allerdings erst bei hohen nD und niedriger Dephasierung sichtbar
wird (Abb. 9.2(c), rechte Seite, Kurve mit durchgezogener Linie). Das Spektrum schiebt
zudem nach links: dies kann damit erklärt werden, daß das Coulomb-Matrixelement positiv
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Abbildung 9.3: Lineare Absorptionsspektren mit dem Hartree-Grundzustand als Basis und T2=400,
800 fs

und somit der Vorfaktor −V 2112
|k−k′|f

(0)
1,k negativ ist. Da dieser Faktor um k′ = k betragsmäßig

sein Maximum annimmt, bewirkt er eine Absenkung der Resonanzfrequenz im Vergleich zur
Hartree-Dynamik (Coulomb-Enhancement). Anders ausgedrückt: die Fock-Wechselwirkung
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des durch die optische Anregung erzeugten Dipols mit den Elektronen im unteren Subband, vor
allem denjenigen mit nahe liegenden k-Wellenvektoren, verringert dessen Schwingungsfrequenz.

Spektren mit Hartree-Grundzustand

Die Rotverschiebung zu höheren Dichten fällt geringer als im Fall des FC-Grundzustands aus,
wenn man Hartree-Wellenfunktionen als Basis wählt und darauf die FC-Dynamik anwendet
(Figuren 9.3(a) bis 9.3(c), gestrichelte Kurven, sowie Konturplot 9.4(a)). Auch dies ist an-
hand der Energien der Hartree-Einteilchen-Wellenfunktionen (Abb. 8.2; siehe auch Abb. 8.6)
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(a) FC-Dynamik
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(b) Hartree-Dynamik
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(c) Hartree-Fock-Dynamik

Abbildung 9.4: Lineare Absorptionsspektren für Dichten nD von 1011 cm−2 bis 2 ·1012 cm−2 T2=800
fs mit dem Hartree-Grundzustand als Basis und drei unterschiedlichen Ausbaustufen der Bewegungs-
gleichung

leicht einsehbar. Die Linearität der Rotverschiebung im FC- und im Hartree-Fall kann man als
Konsequenz der Parabolizität der Subbänder betrachten, so daß der Bandabstand über alle k
hinweg konstant bleibt und linear mit der Elektronendichte nD geht.
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Ergänzt man die Dynamik um Hartree-Terme (Fig. 9.3(a) bis 9.3(c), gepunktete Linien, au-
ßerdem Konturplot 9.4(b)), liefert das eine weitere Abschwächung der Rotverschiebung im Ver-
gleich zum entsprechenden Fall mit dem FC-Grundzustand (die Rotverschiebung wird bekannt-
lich durch die lineare e2/(2ε0εS)nD ·z-Näherung der Verzerrung des Topfpotentials überschätzt,
siehe vorhergehendes Kapitel 8), wohingegen die Dynamik sowohl mit Hartree- als auch Fock-
Termen bei Hartree-Wellenfunktionen als Basis stärker zu niedrigen Energien schiebt (durch-
gehende Linien der Fig. 9.3(a), 9.3(b) und 9.3(c) sowie Konturplot Abb. 9.4(c)). Jetzt schiebt
das Spektrum allerdings nicht mehr linear und zudem findet eine homogene Verbreiterung der
Signale hin zu zunehmenden nD statt. Dies deutet auf den Einfluß der Vielteilcheneffekte auf-
grund der Coulomb-Austauschwechselwirkung hin.
Wie bereits beim FC-Grundzustand sorgt der Fock-Term in (9.1) dafür, daß das Absorpti-
onsspektrum bei hohen Dotierungsdichten (siehe Abb. 9.3(c)) keine symmetrische Form mehr
hat. Die Ausstülpung bei einer Energie von 262 meV ist Folge einer Verstärkung der IS-
Polarisation an der Fermi-Kante, wo die Coulomb-Austauschwechselwirkung aufgrund der na-
hezu rechteckförmigen Fermi-Verteilung schwächer ausgeprägt ist als bei betragsmäßig kleineren
k-Vektoren; infolgedessen streben die Resonanzen der entsprechenden Oszillatoren wieder mehr
in Hartree-Richtung.

Spektren mit Hartree-Fock-Grundzustand

Nimmt man den HF-Grundzustand als Basis (siehe Abb. 9.6), so zeigt das Verhältnis zwischen
Dotierungsdichte und dem Maximum des Absorptionsspektrums ein anderes, von der Wahl der
Bewegungsgleichung fast unabhängiges Verhalten: zunächst vollziehen die Spektren mit zuneh-
mender Dichte eine Blauverschiebung [16], da aufgrund der Fock-Terme die Nichtparabolizität
der Subbänder zunimmt. Gleichzeitig aber nimmt der Bandkantenabstand wegen der wachsen-
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Abbildung 9.5: Lineares Absorptionsspektrum mit dem Hartree-Fock-Grundzustand für T2=200 fs
für die Dotierung nD=1.5 ·1011 cm−2 und vier unterschiedliche Ausbaustufen der Bewegungsgleichung

den Ausstülpung des Topfbodens ab, so daß beide Effekte sich für eine Dichte von ca. 1012 cm−2

kompensieren, bevor bei ca. 1.2 · 1012 cm−2 der Effekt der Verkürzung des Abstands beider
Subbänder stärker wird: bei diesen Elektronengasdichten ist die Anregung von Polarisation bei
höheren k-Werten wahrscheinlicher (Abb.en 9.6(a) bis 9.6(c)). Schaltet man zusätzlich in der
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Dynamik die Abschirmung ein, so findet man bei niedrigen Dichten eine geringfügige Verbrei-
terung des Absorptionssignals, während das Signal in der “Mitte” (bei ca. 1012cm−2) wegen
der abgeschwächten Fock-Terme schmaler als im abschirmungsfreien Fall ist. Mit wachsender
Dichte wird es noch schmaler (Abb. 9.6(d)) und kommt der FC-Dynamik am nächsten (Abb.
9.6(a) sowie 9.7(c)).
Wie auch in [63] berichtet wird, ist eine Verbreiterung der Spektren in den Konturplots von
9.6) gut zu erkennen. Betrachtet man die Form der Absorptionsspektren hin zu steigenden

260 270 280 290

0.005

0.010

0.015

0.020
0.00.20.40.60.81.0

260 270 280 290

0.005

0.010

0.015

0.020

Energie [meV]

0.5

1.0

1.5

2.0

D
ic

ht
e 

[1
0 

  c
m

  ]
12

   
   

 -
2

(a) FC-Dynamik
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(b) Hartree-Dynamik
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(c) Hartree-Fock-Dynamik
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(d) Hartree-Fock-Dynamik mit statischer
Abschirmung

Abbildung 9.6: Lineare Absorptionsspektren für Dichten nD von 1 · 1011 cm−2 bis 2 · 1012 cm−2

T2=800 fs mit Hartree-Fock-Grundzustand als Basis und vier unterschiedlichen Ausbaustufen der Be-
wegungsgleichung

Dephasierungszeiten T2, erkennt man, daß bei niedrigen T2 die Form der Spektren weitgehend
unabhängig von den eingeschalteten Termen fast symmetrisch ist, vor allem bei der niedri-
gen Dotierungsdichte nD. Hier fällt sofort ins Auge, daß schon die Nichtparabolizität des
HF-Grundzustandes das Spektrum auch ohne Hartree- und Fock-Terme in den zeitabhängigen
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Abbildung 9.7: Lineare Absorptionsspektren für T2=400, 800 fs mit Hartree-Fock-Grundzustand als
Basis für drei verschiedene Dotierungen und vier unterschiedliche Ausbaustufen der Bewegungsglei-
chung

Gleichungen sehr stark nach rechts schiebt (Abb. 9.5). Die Hartree-Terme in der Dynamik
sorgen für die stärkste Blauverschiebung, wohingegen die Dynamik mit Fock-Termen das Spek-
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trum wieder stärker rotverschiebt, da die Subbänder bei vom Betrag her höheren k-Werten
aufgrund der Nichtparabolizität energetisch näher beeinander liegen und die angeregte Pola-
risation an der Fermi-Kante nicht so stark durch die Coulomb-Austauschwechselwirkung mit
den Elektronen abgeschwächt wird wie bei niedrigen k. Dieses Verhalten kann also durch
das Coulomb-Enhancement erklärt werden. Wenn man die Abschirmung berücksichtigt, erhält
man wiederum eine Abschwächung dieses Effektes, das resultierende Spektrum liegt zwischen
dem reinen HF-Spektrum und dem aus der Kombination HF-Grundzustand - Hartree-Dynamik.

Die Spektren nehmen zu höheren Dephasierungszeiten und größeren Dotierungsdichten hin eine
asymmetrische Gestalt an. Betrachten wir zunächst den Fall, bei dem der HF-Grundzustand
in die FC-Dynamik eingeht. Besonders bei großen T2 (Abb. 9.7(c), rechte Seite) erkennt man,
daß sich das Spektrum auf der linken Seite ausstülpt – eine Folge der bereits erwähnten Nicht-
parabolizität der Bänder. Der Bandabstand erreicht bei k=0 sein Maximum von 285 meV und
wird hin zu höheren k-Werten geringer (siehe Abb. 8.6(c); er nähert sich asymptotisch dem
Abstand der Hartree-Einteilchenwellenfunktionen von ca. 264 meV).
Das Maximum des Spektrums liegt bei 283 meV, was auch der Fermi-Kante entspricht. Somit
ist auch die Ausstülpung der Kurve auf der linken Seite bzw. der plötzliche Abfall auf der rech-
ten einfach zu erklären: bei niedrigen Temperaturen gibt es jenseits der Energiedifferenz von
285 meV kaum noch Elektronen mit entsprechenden k-Werten. Somit ist das Spektrum der FC-
Dynamik eine genaue Abbildung der nichtparabolischen Energiedifferenz der HF-Subbänder.
Die Übereinstimmung mit Gleichung (6.17), die die lineare Absorption eines Systems im Nie-
derdichtefall mit einer Basis aus Einteilchenwellenfunktionen mit willkürlicher Dispersion als
Antwort auf einen δ-Puls beschreibt, ist bei den betrachteten Dephasierungszeiten in Abb. 9.7
sehr gut. An dieser Gleichung läßt sich ablesen, daß die Form des Spektrums wesentlich durch
die Dephasierungszeit T2 mitbestimmt wird.
Der Einbau der Hartree-Terme in die Bewegungsgleichungen verstärkt vor allem Elektronen-
übergänge nahe k=0. Bei der höchsten Dotierungsdichte und T2=800 fs ist dem Peak im
Spektrum bei 286 meV ein langer Schwanz bis hinunter zu ca. 272 meV vorgelagert (Abb.
9.7(c), rechte Figur, gepunktete Absorptionslinie). Der blauverschobene Peak ist in erster Li-
nie dem Depolarisationsshift zu verdanken, d.h. der kollektiven Bewegung aller Elektronen als
Reaktion auf die einfallende Lichtwelle des Anregungspulses.
Wird die Dynamik um Hartree- und Fock-Terme ergänzt, dann findet wiederum eine starke
Rotverschiebung statt (Abb. 9.7(c), rechte Figur, durchgezogene Linie). Da die Fock-Terme
den Hartree-Termen entgegenwirken und deren Effekt teilweise wieder aufheben, sorgt das
Coulomb-Enhancement dafür, daß sich der Schwerpunkt der angeregten Polarisation im k-
Raum zur Fermi-Kante bewegt (siehe auch Abb. 8.6(c) mit der Energiedifferenz zwischen den
HF-Dispersionsrelationen der beiden Subbänder). Vor allem bei den niedrigeren k-Werten ist
die Coulomb-Austauschwechselwirkung der (n = 1)-Elektronen mit der Polarisation bei be-
nachbarten k’s sehr stark, während Polarisation an der Fermi-Kante, wo die Schwingfrequenz
aufgrund der Coulomb-Renormierung der Subbänder nicht so hoch ist, wegen der steil abfal-
lenden Elektronenverteilung nicht so sehr beeinflußt wird.
Die Berücksichtigung der statischen Abschirmung schwächt diesen Effekt wieder ab.
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Zusammenfassend läßt sich sagen, daß die Wechselwirkungsterme in der Dynamik eine Verschie-
bung der Absorptionsspitze bewirken. Eine durch den Fock-Anteil an der Bewegungsgleichung
verursachte Asymmetrie macht sich lediglich bei hohen Dotierungsdichten und geringer Depha-
sierung als Ausstülpung bemerkbar. Da die maximale Breite des Spektrums vor allem durch die
Energiedifferenz zwischen den Subbändern und die Fermi-Kante bestimmt wird, kristallisiert
sich Nichtparabolizität als wesentlicher Faktor für Asymmetrien in den Spektren heraus.

9.2 Spektren mit experimentell bestimmten Dephasie-

rungszeiten

Die Abb.en 9.8(a) bis 9.8(c) zeigen lineare Spektren des FC- und des HF-Grundzustands, wobei
die phänomenologische Dämpfung der Phasenkohärenz, T2 experimentell aus den zeitintegrier-
ten FWM-Intensitäten ermittelt wurde (siehe Abb. 2.1; [5]). Der HF-Zustand dient als Basis
in Kombination mit der Dynamiksimulation in vier unterschiedlichen Ausbaustufen.
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(a) nD=1.5 · 1011 cm−2, T2=310 fs

Abbildung 9.8: Berechnete Spektren mit den experimentell ermittelten Dephasierungszeiten

Unabhängig von der Art der Bewegungsgleichungen schiebt der HF-Grundzustand – verglichen
mit dem FC-Zustand – das Spektrum mit zunehmendem nD um ca. 10 bis 20 meV nach rechts.
Nimmt man die Hartree-Terme in der Dynamik mit, findet nochmals eine Blauverschiebung
–je nach Dichte– um 1 bis 3 meV statt. Diese Verschiebung ist der Depolarisationsshift (siehe
Gl. (7.10) und [64]). Das Einbeziehen der Fock-Terme liefert im Gegensatz dazu wieder eine
Rotverschiebung um 3 bis 6 meV. Schließlich bringt die Berücksichtigung der Abschirmung die
Absorptionsspektren wegen der abgeschwächten Coulomb-Matrixelemente im Bereich kleiner
k-Werte zurück in die Nähe der Kombination HF-Grundzustand - FC-Dynamik.
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Anzumerken ist lediglich noch, daß sich die Form des Absorptionsspektrums erwartungsgemäß
mit wachsender Phasenrelaxationszeit T2 verschmälert. Eine Ausbildung von Strukturen ist
nicht beobachtbar.
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Abbildung 9.8: Berechnete Spektren mit den experimentell ermittelten Dephasierungszeiten (Fort-
setzung)
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Kapitel 10

Resultate der
Vierwellenmisch-Simulationen

10.1 FWM-Signale bei nichtresonanter Anregung

Wie bereits früher erwähnt, sind Vierwellenmischexperimente ein wichtiges Mittel, den Zer-
fall kohärenter Polarisation nach Anregung mit Lichtpulsen zu untersuchen. In diesem Ka-
pitel wird der Einfluß der Vielteilcheneffekte auf das Signalverhalten eingehender untersucht.
FWM-Experimente verstärken diese aufgrund ihres nichtlinearen Charakters wesentlich besser
als lineare Ein-Strahl-Absorptionsmessungen.

Die untersuchten Systemkonfigurationen unterscheiden sich darin, ob und welche Vielteilchen-
korrelationsterme bei der Berechnung sowohl der Basis der Einteilchenwellenfunktionen als auch
der Bewegungsgleichungen für die Dichtematrix berücksichtigt werden. In den nachfolgenden
Abschnitten werden folgende Ausbaustufen betrachtet (siehe auch Abschnitt 9):

• FC-Grundzustand - FC-Dynamik: als Basis dient die zeitunabhängige Gleichung (4.1),
bei der Hartree- und Fock-Terme vernachlässigt sind. Die Dynamik gehorcht ebenfalls
nur den wechselwirkungsfreien Anteilen von Gl. (7.20):

d

dt
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=
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(
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)
.

(10.1)

Diese Gleichungen entkoppeln vollständig in k, folglich beschreiben sie Vierwellenmischen
an einem Ensemble von Zwei-Niveau-Systemen.

• Hartree-Grundzustand - Hartree-Dynamik: der Grundzustand als Lösung des in Abschnitt
4.2 beschriebenen Hartree-Verfahrens wird als Basis verwendet; analog kommt zur FC-
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Bewegungsgleichung (10.1) der Ausdruck
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0 δf

(λ′,ν′)
n3n2,k

)] (10.2)

mit den Hartree-Termen hinzu.

• Hartree-Fock-Grundzustand - Hartree-Fock-Dynamik: der HF-Grundzustand als Lösung
von (4.7) wird an die zeitabhängige HF-Gleichung (7.20) übergeben.

• Hartree-Fock-Grundzustand - abgeschirmte Hartree-Fock-Dynamik: es gilt das gleiche wie
im letzten Punkt, jedoch werden die Coulomb-Wechselwirkungs-Matrixelemente unter
Einfluß von statischer Abschirmung bestimmt, d.h. mittels der abgeschirmten Coulomb-
Matrixelemente als Lösungen des linearen Gleichungssystems (7.29) aus Abschnitt 7.2.

• Inhomogene Verbreiterung: die statistischen Schwankungen bei den Topfparametern ei-
nes Multi-Quantum-Wells werden berücksichtigt. Die Schwankungen werden durch den
Energie-Offset ∆ε der Bandlücke realisiert, d.h. in der Bewegungsgleichung (7.20) (und

allen Vereinfachungen) wird die Energiedifferenz ε
(0)
n2,k
− ε(0)n1,k

durch die über alle k kon-

stante Verschiebung ε
(0)
n2,k
− ε(0)n1,k

+∆ε ersetzt. Die Lösungen werden dann gemäß

f = 2

√
log 2

π
σ
∑

n

e−4 log 2(
∆εn
σ )

2

f(∆εn) (10.3)

mit der Halbwertsbreite σ der Gauß-Verteilung gewichtet. Um den Einfluß von Interferenz-
Effekten beurteilen zu können, bietet sich auch eine inkohärente Summierung der Beträge
an: dazu ersetzt man das komplexe f(∆εn) durch seinen Betrag. Die inhomogene Ver-
breiterung bewirkt wegen der verschiedenen Eigenwerte der beteiligten Quantentöpfe de-
struktive Interferenz, die den Zerfall kohärenter Polarisation beschleunigt und damit das
Spektrum in die Breite zieht.
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10.1.1 Signalverhalten bei Variation der Verzögerungszeiten

Untersucht man unter Beibehaltung einer Anregungsfrequenz das Verhalten der unterschied-
lichen Ausbaustufen des verwendeten Modells unter Variation der Verzögerungszeit, so kann
man eine schwache Bewegung des Vierwellenmischsignals in Abhängigkeit von der Verzögerung
t12 beobachten, insbesondere wenn man nichtresonant anregt. Die Dauer der Anregungspul-
se wurde sowohl in den Experimenten als auch in den numerischen Berechnungen zu τ=130
fs gewählt [5], die Anregungsenergie liegt in beiden Fällen um ∆ω=10 meV unterhalb des
Absorptionsmaximums.
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Abbildung 10.1: Experimentelle FWM-Resultate bei nichtresonanter Anregung um ca. 10 meV
unterhalb des Absoptionsmaximums (Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2) aus [5]

Kommen wir zunächst zum Experiment (Abb. 10.1): von der Anregungsenergie ausgehend
(Abb. 10.1(a), oberer Teil, gestrichelte Kurve) bewegt sich der Schwerpunkt der spektral auf-
gelösten FWM-Intensität um 3 meV nach unten, um bei t12=150 fs um ca. 5 meV steil wieder
aufzusteigen (Maximum bei t12=100 fs), und findet sich schließlich gegen Ende des Beobach-
tungszeitraum bei einer Energie von 242 meV ein (Abb. 10.1(b)).
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Abbildung 10.2: Verhalten der FWM-Signale in 2k2−k1-Richtung bei off-resonanter Anregung (-10
meV) bei der Dichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und einer Dephasierungszeit von T2=69 fs



Ein ähnliches Verhalten weisen auch die numerischen Resultate auf. Im Fall hoher Dämpfung,
d.h. niedriger Dephasierungszeiten T2 liegt die Schwerpunktsenergie des FWM-Signals zunächst
sehr nahe am Anregungspuls (Abb.en 10.2(a), 10.2(c), 10.2(d) sowie 10.2(e)) und bewegt sich
dann um 0.5 meV nach oben, fällt bei ca. t12=200 fs leicht wieder ab und pendelt sich schließ-
lich (innerhalb des Beobachtungszeitraums von t12=-680 fs .. 680 fs) 0.05 meV tiefer ein.
Im FC-Fall beträgt der Anstieg fast 0.7 meV und im Hartree-Fall liegt er leicht abgeschwächt
bei 0.5 meV. Bei der HF-Dynamik sowohl mit als auch ohne statische Abschirmung steigt die
Kurve des Signalschwerpunkts zunächst um etwa 0.4 meV an, um dann bei ca. t12=200 fs
wieder leicht abzufallen (Abb.en 10.2(d), 10.2(e)).
Bei negativen Verzögerungszeiten wird zunächst durch den zeitlich vorangehenden k2-Strahl
Polarisation in k2-Richtung generiert, die wegen der raschen Phasenrelaxation schon weitge-
hend abgeklungen ist, wenn der nun eintreffende, ansteigende k1-Puls sich mit dem abfallenden
k2-Puls zum transienten Gitter überlagert. Beim abgebeugten 2k2−k1-Signal herrscht das An-
regungsspektrum vor, da Strahlung in der benachbarten k2-Richtung einen größeren Anteil hat
als diejenige in k1-Richtung (aus Tabelle B.2 kann man entnehmen, daß der k2-Anregungspuls
in quadratischer und der k1-Puls nur in einfacher Ordnung in das FWM-Signal eingeht), wo
während der Existenz des transienten Gitters gerade Polarisation aufgebaut wird.
Bei positiven t12 ist die Dominanz des Anregungsspektrums abgeschwächt, weil die durch den
jetzt zeitlich folgenden k2-Puls angeregte k2-Polarisation während der Existenz des transien-
ten Gitters noch im Ansteigen begriffen ist und damit einen stärkeren Anteil am abgebeugten
FWM-Signal hat.
Die langsame Bewegung des Signalschwerpunkts von der Anregungsenergie in Richtung der
Resonanz des Systems ordnet man dem Begriff der adiabatischen Resonanz zu, auf den wir im
nachfolgenden Abschnitt 10.1.2 wieder zu sprechen kommen.

Schaltet man inhomogene Verbreiterung (Abb.en 10.2(b) und 10.2(f)) hinzu und summiert nach
(10.3) über die inhomogene Verteilung der Töpfe des MQW’s die Ein-Quantentopf-Polarisatio-
nen kohärent, so ist sogar bei hohen negativen Verzögerungszeiten t12, die ein Vielfaches von T2
betragen, eine Absenkung des Energieschwerpunkts um ein halbes meV zu beobachten. Danach
vollzieht sich bei positiven Delays wieder ein Einpendeln, allerdings um 1 meV höher als der
ursprüngliche Schwerpunkt. Summiert man die Polarisation inkohärent auf, d.h. addiert man
lediglich die Beträge, resultiert daraus eine lediglich schwache Absenkung der Schwerpunkts-
energie (Abb. 10.2(b) bzw. 10.2(f), jeweils die gestrichelte Linie). Die Absenkung ist also ein
reiner Interferenzeffekt, wobei sich die in Resonanz mit der Anregung befindlichen Oszillationen
durchsetzen.

Somit gibt die Simulation das im Experiment beobachtete Schwanken des FWM-Signals quali-
tativ gut wieder, die Stärke des Ausschlags in den theoretischen Berechnungen wird aber eher
unterschätzt (Ursache dafür könnte eine ungenaue Abschätzung der aus den Experimenten
entnommenen Eingangsparameter sein). Die Rotverschiebung des Signalschwerpunkts bei ne-
gativen Delays kann als Effekt der Inhomogenität interpretiert werden. Der Anstieg hingegen
ist ein Feature des Zwei-Niveau-Modells, zumindest sind in den einzelnen Ausbaustufen bei der
niedrigen Dephasierungszeit von T2=69 fs keine wesentlichen Unterschiede auszumachen.
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10.1.2 Signalverhalten bei Variation der Anregungsenergie

In Abb. 10.3 ist das Vierwellenmischsignal eines wechselwirkungsfreien Systems gegen die
Energie der eingehenden Pulse bei einer Verzögerungszeit t12=0 fs geplottet. Die Frequenz des
anregenden Laserstrahls beeinflußt die Form des FWM-Signals: neben dem resonanten Anteil
sieht man Verbiegungen des spektral dargestellten Signals im Bereich des Anregungspulses
(Abb. 10.3(a)). Das Signal wird seitlich angehoben: der resonante Teil der Polarisation wird
mit zunehmender Entfernung des Anregungspulses von der Resonanz schwächer, während der
zunächst dadurch verdeckte Anteil im Bereich des Anregungspulses stärker hervortritt.
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(c) Contourplot der Vierwellenmisch-
signale (Rechte Seite: Intensitäts-
Graustufen-Skala aufgetragen gegen
den Logarithmus der Intensität)

(d) Intensitäten der Vierwellenmischsigna-
le (in willk. Einh.) aufgetragen gegen die
Anregungs- und die Signalenergie

Abbildung 10.3: FWM-Signale in 2k2− k1-Richtung für den Fall FC-Grundzustand - FC-Dynamik
in Abhängigkeit von der Energie der anregenden Laserpulse bei T2=800 fs für eine Dotierungsdichte
von nD=1.5 · 1012 cm−2
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(b) HF-Grundzustand - HF-Dynamik
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(c) HF-Grundzustand - HF-Dynamik mit Abschirmung

Abbildung 10.4: FWM-Signale in 2k2 − k1-Richtung für den Fall in Abhängigkeit von der Energie
der anregenden Laserpulse bei T2=800 fs für eine Dotierungsdichte von nD=1.5 · 1012 cm−2. Linke
Seite: Contourplot mit Intensitäts-Graustufen-Skala aufgetragen gegen den Logarithmus der Intensität;
rechte Seite: 3D-Plot

Allerdings zeigt der 3D-Plot 10.3(d), daß man eigentlich nur im Bereich der Zwei-Niveau-
Resonanz eine hinreichend starke Intensität des Polarisationssignals der FWM-Abstrahlrichtung
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erzielt; daneben ist der durch den Anregungsstrahl hervorgerufene Signalanteil am Spektrum
relativ schwach.
Für verschiedene Ausbaustufen des Modells wird in den Abb.en 10.4(a), 10.4(b) und 10.4(c)
dargestellt, wie das FWM-Signal reagiert, wenn man bei einem Delay von t12=0 ps die Puls-
energie variert: im Hartree-Fall ergibt sich außer dem charakteristischen Depolarisationsshift
keine wesentliche Änderung der Form (Abb. 10.4(a), 3D-Plot). Diese Art der Vielteilchenwech-
selwirkung erhält schließlich die Parabolizität.

(a) T2=200 fs, EL=256
meV

(b) T2=400 fs, EL=256
meV

(c) T2=800 fs, EL=256
meV

Abbildung 10.5: FWM-Spektren eines wechselwirkungsfreien Systems in 2k2 − k1-Richtung auf-
getragen gegen die Energie und die Verzögerung t12 bei einer Dichte von nD=2 × 1012 cm−2; der
Anregungspuls (τ=130 fs) ist in Resonanz mit dem Intersubbandübergang

Im Hartree-Fock-Fall sieht man eine Aufspaltung des Signals in zwei Submaxima bei 277 und
282 meV (Abb. 10.4(b)), welche mit eingeschalteter Abschirmung zumindest bei T2=800 fs
wieder verschwinden (Abb. 10.4(c), wobei aber eine Verbreiterung über mehrere meV bleibt.
Anhand des HF-Kontourplots (Abb. 10.4(b) links) ist erkennbar, daß sich der linke Peak schon
bei ca. 270 meV Anregungsenergie erhebt, während sich der zweite 4 meV darüber herausbildet.
Die Coulomb-Austauschwechselwirkung der schwingenden Dipole untereinander transportiert
in der Dynamik die Anregungsenergie zwischen den Dipolen aus dem Bereich der Fermi-Kante
(wo die Abschwächung der Schwingungsenergie durch die Austauschwechselwirkung zwischen
Elektronen und der Polarisation geringer ist) und denjenigen aus dem Resonanzbereich bei
niedrigeren k hin und her, so daß die Polarisation in zwei Peaks – einen im Nieder- und einen
im Hochenergiebereich – kulminiert. Diese Peaks markieren also Amplituden gekoppelter Os-
zillatoren (siehe auch Abschnitt 10.4 über Quantenschwebungen). Diese Struktur ist äquivalent
zur Ausstülpung des HF-Absorptionsspektrums auf der linken Seite (Abb. 9.7). Die Nichtli-
nearität des Systems in Form der Kopplung der schwingenden Dipole untereinander durch die
Fock-Terme bewirkt also die Herausbildung einer Struktur.
Wenn bei einem System mit wechselwirkungsfreien Elektronen die Dephasierungszeit konstant
gehalten wird, während gleichzeitig die Verstimmung der Anregung zunimmt, so tritt bei Delays
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t12 um den Zeitnullpunkt das Spektrum der Anregungspulse immer stärker in den Vordergrund
(Abb.en 10.5, 10.6 und 10.7). Dabei ist die (2k2−k1)-Polarisation im Resonanzbereich als rela-

(a) T2=200 fs, EL=264
meV

(b) T2=400 fs, EL=264
meV

(c) T2=800 fs, EL=264
meV

Abbildung 10.6: Parameter wie in Abb. 10.5, allerdings ist der Anregungspuls um +8 meV verstimmt

(a) T2=200 fs, EL=272
meV

(b) T2=400 fs, EL=272
meV

(c) T2=800 fs, EL=272
meV

Abbildung 10.7: Parameter wie in Abb. 10.5, der Anregungspuls ist um +16 meV verstimmt

tiv schmale Erhebung zu erkennen, während mit wachsender Distanz zur Resonanz ein “Berg”
im Bereich der Anregungsfrequenz deutlich hervortritt. Allerdings wächst nicht dieser Peak,
nur die Erhebung im Resonanzbereich schrumpft. Umgekehrt beobachtet man bei konstant
bleibender Anregungsenergie EL und zunehmender Dephasierung T2, daß der resonante Anteil
des FWM-Signals immer stärker wird, während der Anteil des Eingangsignals konstant bleibt.
Dieses Verhalten ist ebenfalls anhand der zeitintegrierten Darstellung (Abb. 10.8) ersichtlich: es
ist die bereits im vorhergehenden Abschnitt 10.1.1 erwähnte adiabatische Resonanz: zunächst

85



nimmt der Verlauf des zeitintegrierten Signals (zur Erinnerung: bei einem sech-förmigen An-
regungspuls, der für betragsmäßig große Zeiten t mit exp(−|t|/τ) geht) mit exp(2/τ) zu und
fällt für eine bestimmte Zeit auch mit dem Reziproken davon wieder ab, bevor der Polarisa-
tionszerfall mit seinem 2

T2
-Abfallverhalten in den Vordergrund tritt (der Faktor 2 rührt vom

Betragsquadrat her [38]). Anders ausgedrückt heißt das, daß beim FWM-Signal mit wach-
sendem t12 die resonante Polarisationsstrahlung überwiegt. Bei der nichtresonanten Anregung
unterhalb der Resonanz setzt der 2

T2
-Zerfall bereits früher als im Resonanzfall ein, während

bei der Anregung oberhalb der Anregungspuls länger überwiegt (sehr gut bei der niedrigen
Dämpfung in Abb. 10.8(c) zu erkennen).
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Abbildung 10.8: Zeitintegrierte Intensitäten der FC-Polarisation in 2k2 − k1-Richtung aufgetragen
gegen die Verzögerung t12 bei einer Dichte von nD=2× 1012 cm−2

Will man also den Polarisationszerfall messen, sollte sich der anregende Strahl energetisch
nicht zu weit vom Intersubband-Resonanzpunkt des Halbleitermaterials entfernen, da man
sonst anstelle des Polarisationszerfalls im wesentlichen den Anregepuls mißt. In den “FWM-
Richtungen” (zur Erinnerung: 2k2 − k1 und 2k1 − k2) hinterläßt das Polarisationssignal eine
Spur wesentlich höherer Intensität als der Anregepuls.
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10.2 FWM-Signale bei resonanter Anregung

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir uns näher mit resonanter angeregten FWM-
Signalen beschäftigen. Die Abbildungen in diesem Kapitel stellen die Polarisation in (2k2−k1)-
Richtung zeit- oder spektralaufgelöst (zu erkennen an den x-Achsen-Beschriftungen “Zeit” bzw.
“Energie”) oder zeitintegriert (mit der Beschriftung “t12”) dar. Die zeit- bzw. spektralauf-
gelöste logarithmische Darstellung zeigt die FWM-Signale mit von unten nach oben zuneh-
menden Verzögerungen t12. Jedes Signal wird beim j-ten t12-Schritt noch mit einem Faktor
10j multipliziert, um die Kurven besser zu trennen. Da die Schwingungsperioden der zeitauf-
gelösten Signale im Femtosekundenbereich liegen, werden sie lediglich als gleitende Mittel über
ca. 80 Zeitschritte aufgetragen, wobei ein Zeitschritt 1 fs beträgt (in einigen Fällen auch darun-
ter). Bei der nichtlogarithmischen und der zeitintegrierten Darstellung sind die Signalverläufe
maximumsnormiert geplottet.
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Abbildung 10.9: Vierwellenmischsignale der wechselwirkungsfreien Konfiguration für die Dotie-
rungsdichte nD=1.5 · 1011 cm−2 in resonanter Anregung

Als Zeitnullpunkt der zeitaufgelösten Plots dient das Betragsmaximum des k1-Pulses. Beide
Anregungspulse sind jeweils von τ=130 fs Dauer [5], was nach der Formel für die Halbwerts-
breite bei sech-Pulsen, ∆ω 1

2
≡ arsech 1

2
/(πτ), einer spektralen Ausdehnung von ca. 9 meV

entspricht. Die Anregungsenergie wird entsprechend den Vorgaben aus den korrespondieren-
den linearen Spektren resonant, d.h. nach dem Maximum des linearen Absorptionsspektrums,
gesetzt. Als Materialsystem dient Ga0.47In0.53As/ AlInAs, die Topftiefe beträgt 0.5 eV, die
Breite 6 nm und die Intensität der Anregungspulse wurde derart gewählt, daß ca. 2 bis 10
% der Ladungsträger ins obere Subband gepumpt werden. Außerdem wird die Gleichheit der
effektiven Massen angenommen, d.h. m∗

1,2=0.05 m0: beim wechselwirkungsfreien und beim
Hartree-Grundzustand führt Massengleichheit dazu, daß die beiden parabolischen Subbänder
sich lediglich um eine additive Konstante unterscheiden.
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(a) Hartree-Basis - Hartree-Dynamik
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(b) HF-Basis - HF-Dynamik
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(c) HF-Basis - abgeschirmte HF-Dynamik

Abbildung 10.10: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1011 cm−2 und die
Dephasierungszeit T2=200 fs in resonanter Anregung
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Die Abbildungen 10.9(a) und 10.9(b) dienen als Beispiele für den Fall FC-Grundzustand - FC-
Dynamik als Modell des wechselwirkungsfreien Elektronensystems. Sie zeigen – wie die übrigen
Abbildungen in diesem Kapitel – FWM-Signale für Verzögerungszeiten zwischen t12=-1750 fs
und t12=1750 fs in der (2k2−k1)-Richtung. Die Dephasierungszeiten T2 liegen bei 200 und 800
fs. Man kann keine besonderen Strukturen entdecken – abgesehen von leichten Modulationen
der Spektren bei T2=800 fs und negativen t12 in Abb. 10.9(b). Diese hängen mit dem “runde-
ren” Verlauf in den Signalmaxima zusammen: bei t12 < 0 stellt die Polarisationsstrahlung in
k2-Richtung, die als erste angeregt wird, den größeren Anteil am abgebeugten (2k2−k1)-Signal
dar. Innerhalb der Lebensspanne des abbeugenden transienten Gitters kann man aufgrund der
langsamen Phasenrelaxation im Wesentlichen den Zerfall der k2-Polarisation beobachten, der
sich mit dem Auf- und Abbau des Gitters überlagert. Bei positiven t12 sieht man hingegen die
Polarisation in der Anstiegsphase, daher die “spitzere” Form der zeitaufgelösten FWM-Signale
(Stichwort adiabatische Resonanz in den Abschnitten 10.1.1 und 10.1.2). Das transiente Gitter
macht quasi eine Art Schnappschuß der Polarisationsdynamik.

Ändert man bei gleichbleibendem T2 die Dotierungsdichte, gibt es keine Unterschiede bei den
Signalverläufen. Lediglich in der Spektraldarstellung schiebt das Signal mit wachsendem nD zu
niedrigeren Energien – analog zu den linearen Absorptionspektren (Abschnitt 9). Seine Form
wird durch die Pulsform (sech-Puls) dominiert. In der zeitaufgelösten Darstellung findet man
1/T2-Zerfall vor. Analog dazu verengen sich die entsprechenden Spektren mit 1/T2. Die FC-
FWM-Signale unterscheiden sich bei der niedrigsten Dotierungsdichte von denen der Hartree-
Ausbaustufe (Abb. 10.10(a) sowie 10.19(a) und 10.19(b)) kaum.

-1.75 -1.31 -0.88 -0.44 0.00 0.44 0.88 1.31 1.75
t12 [ps]

10-15

10-10

10-5

100

105

FW
M

-I
nt

en
si

ta
et

H

FC

HF

HFS

(a) T2=400 fs

-1.75 -1.31 -0.88 -0.44 0.00 0.44 0.88 1.31 1.75
t12 [ps]

10-15

10-10

10-5

100

105

FW
M

-I
nt

en
si

ta
et

H

FC

HF

HFS

(b) T2=800 fs

Abbildung 10.11: Zeitintegrierte Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1011
cm−2 und zwei Dephasierungszeiten in resonanter Anregung (HFS = HF screened)

Auch nach dem Einschalten der Fock-Wechselwirkung zeigen die FWM-Signale bei nD=1.5·1011
cm−2 und T2=200 fs sowohl in Spektraldarstellung als auch aufgetragen gegen die Zeit keine
auffälligen Merkmale. Aufgrund der raschen Phasenrelaxation werden mögliche Effekte weit-
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gehend weggedämpft (Abb. 10.10(b) sowie mit Abschirmung 10.10(c)).
Die Signale gehen in der Zeit mit dem Anregungsstrahl in k2-Richtung. Das zeitaufgelöste
FWM-Signal steigt kurz hinter dem Maximum dieses Pulses ziemlich abrupt an, um dann expo-
nentiell mit 1/T2 wieder abzufallen. Die entsprechenden zeitintegrierten Signale (Abb. 10.11(a))
zeigen das erwartete 2/T2-Zerfallsverhalten, wobei leichte Unterschiede zwischen nichtabge-
schirmtem und abgeschirmtem HF bei der zeitaufgelösten Polarisation sichtbar werden.
Daß die Signale dem k2-Puls folgen, läßt sich auch mit den Produktausdrücken der E-Felder
aus der auf ein Zwei-Niveau-System bezogenen Tabelle B.2 bzgl. dem Eintrag (λ, ν) = (1,−3)
erklären: in diese geht das E2-Feld in quadratischer und das E1-Feld nur in erster Potenz ein.
Das Verhalten der Polarisationsstrahlung in dieser Richtung wird durch Gleichung (6.21) aus
den Rechnungen für das Zwei-Niveau-System in Abschnitt 6.5 charakterisiert, welche den freien
Induktionszerfall bei Anregung mit δ-Pulsen beschreibt.
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Abbildung 10.12: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=5 · 1011 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=200 fs

Wie bereits oben angedeutet, kann man bei T2=200 fs und eingeschalteter Abschirmung einen
geringfügig schnelleren Zerfall der Polarisation als im nicht abgeschirmten HF-Fall registrie-
ren (zeitintegrierte Darstellung in Abb.10.11(a)), zudem treten leichte Modulationen auf (Abb.
10.10(c), zeitaufgelöste logarithmische Darstellung), die vor allem bei negativen Delays gut
sichtbar sind. Der abgeschirmte Fall entspricht weitgehend einer wechselwirkungsfreien, ko-
härenten Superposition von Zwei-Niveau-Polarisationen, so daß die leicht höhere Zerfallsrate
durch destruktive Interferenz erklärbar ist.
Bei mittlerer Dichte kristallisiert sich ein Unterschied zwischen Nichtabschirm- und Abschirm-
fall heraus (Abb.en 10.12(a), 10.12(b), jeweils rechter Plot): ohne Abschirmung erfährt das
zeitaufgelöste FWM-Signal leichte Modulationen, die mit strukturellen Änderungen in den
Spektren (Abb. 10.12, linksseitige Plots) einhergehen. Sie hängen mit der Inhomogenität
aufgrund der Energie-Renormierung und der Coulomb-Austauschwechselwirkung in den Bewe-
gungsgleichungen zusammen.
Erhöht man die Dephasierungszeit auf T2=800 fs (Abb. 10.13), bilden sich in der Nähe der
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beiden Enden der Elektronen-Fermi-Verteilung Peaks, zwischen denen die Verteilungsfunktio-
nen hin- und herschwingen (Abb. 10.13(a), dritte Figur von links). Die Modulation ist ein
Maß für die Nichtparabolizität und damit die 2D-Elektronendichte: für die niedrige Dotierung
nD=1.5 · 1011 cm−2 beträgt ihre Energie ca. 1.9 meV, für die mittlere Dichte nD=5 · 1011 cm−2

ungefähr 4 meV (siehe auch Abb. 8.6). Man spricht von Quantenschwebungen (engl. quantum
beats), auf die im Abschnitt 10.4 näher eingegangen wird.
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Abbildung 10.13: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=5 · 1011 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=800 fs

Auch bei noch höheren Dotierungsdichten ist der Effekt im Abschirmfall wieder unterdrückt
(Abb. 10.16(c)), nichtabgeschirmte Fock-Wechselwirkung erlaubt ihn hingegen (Abb. 10.16(b)).
Bedauerlicherweise befinden sich die Experimente [5], mit denen wir die Resultate der Simula-
tionen vergleichen, zum großen Teil in einem ungünstigen Parameterbereich (niedrige Dephasie-
rungszeiten), wobei als verschärfende Einschränkung noch die inhomogene Verbreiterung durch
die statistische Schwankung der Topfparameter in einem Vielfachquantentopf hinzukommt, die
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fast jegliche Strukturierung der Signale “verschmiert”. Auffällige Strukturen in den Spektren
sind also bei den betrachteten Konfigurationen aus [5] nicht zu erwarten.
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Abbildung 10.14: Zeitintegrierte Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=5 ·1011 cm−2

und zwei Dephasierungszeiten in resonanter Anregung

Bei einer Dephasierungszeit von T2=400 fs zeigen Systeme mittlerer Dotierungsdichte deutlich
ein typisches Verhalten, wenn lediglich die Hartree-Wechselwirkung eingeschaltet ist. Während
im Modell mit freien Ladungsträgern die FWM-Signale auf einer diagonal von links unten
nach rechts oben verlaufenden Linie liegen (Abb. 10.15(a), nichtlogarithmische Darstellung
rechts, als gestrichelte Linie eingezeichnet), verzögert sich bei einem System mit eingeschalteten
Hartree-Termen bei negativen Delays (Abb. 10.15(b), rechts) das entsprechende Signal derart,
daß es erst kurz nach dem zeitlich hinten liegenden Anregungspuls in k1-Richtung auftritt. Ab
einer Verzögerung von t12=0 ps kann man einen Knick nach rechts oben beobachten. Davor
geht die (gestrichelte) Linie parallel zu den Signalspitzen am gewählten Zeitnullpunkt senkrecht
nach oben. Im Artikel von Lindberg et al. wurde dieses Verhalten bei Interbandübergängen
beschrieben [55]. Dieses verzögerte Signal sollte nicht mit einem Photonenecho verwechselt
werden ([46, 38, 55]; siehe auch Abschnitt 5.2), was bei zu kleinen t12 leicht passieren kann.
Im HF-Fall ohne Abschirmung ist dieses Muster nicht erkennbar (Abb. 10.15(c), 10.15(d)) –
zumindest wird es von den auftretenden Modulationen überdeckt. Im Abschirm-Fall tendieren
allerdings die entsprechenden FWM-Spektren in ihrer Struktur wieder mehr Richtung Hartree.
Die Hartree-Terme verursachen – wie in Abschnitt 9.1 bereits angesprochen – bei Einfall einer
Lichtwelle eine kollektive Elektronenbewegung. Aus diesem Depolarisationseffekt resultiert
eine Veränderung der Resonanzeigenschaften: da in Hartree-Resonanz (d.h. am Maximum des
linearen Absorptionsspektrums der Kombination Hartree-Grundzustand - Hartree-Dynamik)
angeregt wird, erzeugt der zweite Anregungspuls (bei negativen t12 ist das der k1-Puls) eine
stärkere Polarisation als der erste, der die kollektive Elektronenbewegung in Gang gesetzt hat,
d.h. nur die durch den zeitlich zweiten Puls angeregte Polarisation ist relevant. Außerdem

92



verlangsamt der Depolarisationseffekt den Zerfall der zeitintegrierten Intensität (Abb. 10.14).
Die Fock-Terme heben den Einfluß der Hartree-Wechselwirkung teilweise wieder auf, wobei
die kurzreichweitigen Matrixelemente (V n1n3n2n4

|k−k′| mit |k − k′| À 0 in den Energien (7.22))
einen nicht unwichtigen Beitrag leisten. Dies kann aus den zeitaufgelösten FWM-Signalen
des abgeschirmten Modells geschlossen werden, die bis auf wenige Ausnahmen auf der in der
Abbildung eingezeichneten Linie liegen (Abb. 10.15(d), rechts): hier sind die kurzreichweitigen
Coulomb-Matrixelemente wesentlich kleiner als im nichtabgeschirmten Fall.
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Abbildung 10.15: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=5 · 1011 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=400 fs

Betrachtet man eine noch höhere Dephasierungszeit (T2=800 fs), ist das Verzögerungs-Verhalten
der FWM-Signale bei negativen t12 bei der höchsten untersuchten Dotierungsdichte sowohl auf
dem Hartree-Level (Abb. 10.16(a)) als auch in der vollen Ausbaustufe mit Hartree- und Fock-
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Abbildung 10.16: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die
Dephasierungszeit T2=800 fs
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Termen (Abb. 10.16(b)) sowie Abschirmung (Abb. 10.16(c)) beobachtbar. Die zeitintegrier-
ten Intensitäten bestätigen diese Eigenschaften: Hartree-, und abgeschirmte HF-Polarisation
zerfallen für t12 <0.7 ps langsamer als die FC-Kurve (Abb. 10.14(b)). Da die Fock-Terme die
Hartree-Wechselwirkung partiell aufheben, liegen die entsprechenden Intensitäten unterhalb
der Hartree-Kurve. Die Unterschiede zwischen Abschirmung und Nichtabschirmung erklären
sich aus der Abschwächung der Coulomb-Austauschwechselwirkung im Abschirmfall, die ent-
sprechende Intensität liegt näher an der Hartree- als an der HF-Kurve.

10.3 Zeitintegrierte FWM-Signale

Nach Yajima [38] ist der Zerfall der zeitintegrierten Polarisation ein Maß für den Grad an In-
homogenität. Vielteilchenkorrelationen spielen hierbei auch noch eine Rolle, sie können den
Zerfall bis zu der von [38] vorausgesagten Rate von 4/T2 für den Fall inhomogener Verbreite-
rung beschleunigen.
Als Beispiel seien hier die Verläufe der zeitintegrierten Polarisation bei der hohen Dotierungs-
dichte aufgeführt(Abb. 10.17). Bei T2=200 fs pendeln sich die Zerfallsraten durchgehend für
alle Fälle bei 2/T2 ein (Abb. 10.17(a)).
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Abbildung 10.17: Zeitintegrierte Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012
cm−2 und zwei Dephasierungszeiten in resonanter Anregung

Dennoch zeigen sich Unterschiede in den Kurven, wenn die Fock-Terme in die Bewegungsglei-
chungen integriert sind. Während FC- und Hartree-Polarisation für t12 > 0 nahezu deckungs-
gleich mit exp(−2/T2) gehen, zerfällt das zeitintegrierte Signal in den HF-Fällen schneller, z.B.
ohne Abschirmung zwischen 0 fs < t12 < 1.5 fs mit einer 2.4/T2-Rate. Dies ist konform mit der
Subbandinhomogenität, die im Fall der Gleichheit der effektiven Massen erst durch Einschalten
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der Fock-Terme eintritt.
Interessanterweise zeigt sich im HF-Fall ohne Abschirmung nach ca. 1.5 ps andeutungsweise
ein (scheinbares) Schwebungsverhalten, das ungefähr einer Energie von 6 meV entspricht. Be-
trachtet man die spektral aufgelösten FWM-Signale für positive Delays in Abb. 10.18(a), fällt
zu wachsenden t12 hin ein allmählicher Übergang des Signals von einer Energie von ca. 285 zu
280 meV und wieder zurück zu 285 meV auf, was einer Bewegung der IS-Polarisation zwischen
k = 0 und der Fermi-Kante entspricht (siehe Abb. 10.22). Die Aufspaltung des Spektrums bei
t12=1750 fs (schwach) und bei t12=2500 fs korrespondiert zu den “Knicken” der HF-Kurve in
Abb. 10.17(a).
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Abbildung 10.18: Spektral aufgelöste FWM-Signale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2

und zwei Phasenrelaxationszeiten im HF-Fall

Bei der hohen Dephasierungszeit T2=800 fs liegen die Werte zwischen 2/T2 im FC- und Hartree-
Fall und 2.1/T2 im HF-Fall mit sowie bei 2.2/T2 ohne Abschirmung (Abb. 10.17(b)). Die
Zerfallsraten geben wie bei T2=200 fs die Tendenz zu einer Beschleunigung des Zerfalls bei
Berücksichtigung von Vielteilcheneffekten gut wieder. Die spektral aufgelösten FWM-Signale
sind erwartungsgemäß sehr schmal und lassen nur ansatzweise auf der linken Flanke eine Anhe-
bung erkennen, die sich innerhalb des betrachteten Zeitrahmens jedoch nicht zu einem zweiten
Peak ausprägt. Somit verlaufen die zeitintegrierten Kurven auch relativ glatt, sieht man mal
von einem leichten Knick im HF-Signal bei ca. t12=500 fs ab.
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(c) HF-Basis - HF-Dynamik bei T2=400 fs
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(d) HF-Basis - HF-Dynamik bei T2=800 fs
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(e) HF-Basis - abgeschirmte HF-Dynamik
bei T2=400 fs
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Abbildung 10.19: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1011 cm−2 und die
Dephasierungszeiten T2=400, 800 fs
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Während die zeitintegrierte Intensität der FWM-Signale aus den Simulationen mit Hartree-
Dynamik (und Hartree-Grundzustand) ein klares 2/T2-Abfallverhalten zeigt (siehe z.B. rechte
Abbildungen von Figur 10.16(a)) –genau wie im Fall der FC-Dynamik– variieren die Verläufe in
der HF-Dynamik mit abnehmender Dephasierungszeit von ca. 2.1/T2 bei T2=800 fs bis 2.4/T2
bei T2=200 fs. Letzeres entspricht zwar nicht der Zerfallsrate von 4/T2, die für inhomogene
Verbreiterung erwartet wird [38], bewegt sich aber tendenziell in diese Richtung. Die Unter-
schiede ergeben sich zum Teil durch die im Vergleich zu den δ-Pulsen zeitlich recht ausgedehnten
Anregungspulse (zur Erinnerung: τ=130 fs). Somit liefert der Zerfall der zeitintegrierten Pola-
risation einen Hinweis für die Relevanz der Fock-Wechselwirkung.

10.4 Quantenschwebungen

Für negative Verzögerungszeiten zwischen den beiden Eingangspulsen beim Vierwellenmischen
läßt sich in der Hartree-Fock-Ausbaustufe mit zunehmender Dotierungsdichte bei mittleren und
hohen Delays (ab einer Dephasierungszeit von T2≥200 fs) eine Schwebung im Signal beobachten.
Während diese bei linearen Spektren nicht sichtbar ist, sieht man hier deutlich Quantenschwe-
bungen (engl. Quantum Beats) in den zeitaufgelösten Signalen. Schon bei der niedrigsten
Dotierung von nD = 1.5 ·1011 cm−2 deutet sich dieses Verhalten in der logarithmischen, zeitauf-
gelösten Darstellung der Polarisation in der Ausbaustufe mit statischer Abschirmung an (Abb.
10.19(e), rechter Plot). Die Schwebungsperiode TB beträgt ca. 1.5 ps (bei der untersten Kurve
mit t12=-1750 fs). Bei hohen negativen Delays beginnt das Spektrum der Polarisation sich in
zwei Hügel ungefähr gleicher Höhe im Abstand von ca. 3 meV aufzuspalten (10.19(e), dritter
Plot von links, nichtlogarithmische Darstellung des Spektrums), was gerade dem Abstand in
der Energie zwischen Elektronen bei k = 0 und solchen an der Fermi-Kante, also k = kF bei der
niedrigsten Dotierung entspricht (dazu mehr am Ende des Abschnitts). Dies geht konform mit
der beobachteten Schwebungsperiode. Ähnliches läßt sich auch über den nicht abgeschirmten
HF-Fall sagen (Abb. 10.19(c)), die Schwebung hat aber eine größere Periode. Das Schwebe-
Verhalten verstärkt sich im Fall niedriger Dotierungsdichte bei T2≥800 fs (Abb.en 10.19(d) und
Abb.en 10.19(f), ist aber nicht im Hartree-Fall zu beobachten (Abb.en 10.19(b), 10.19(b)).

Die Grundlagen von Schwebungs-Erscheinungen sind z.B. in [65, 29, 31, 34] dargelegt: wer-
den bei einem Quantensystem – sei es ein Atom oder wie in unserem Fall eine Quantentopf-
struktur – zwei nahe beieinander liegende Niveaus angeregt, kommt es zu einer Superposition
der Zustände. Im Spektrum ist dieser Superpositionszustand anhand der Peaks zu erken-
nen. Bei einer Temperatur von T=0 K ist er ein reiner Zustand. Er bezieht sich auf alle im
Topf vorhandenen Elektronen, die durch die Laserpulse kohärent angeregt werden [29]. Durch
die simultane Anregung der beiden Niveaus laufen auch ihre Übergänge in das gleiche untere
Niveau wiederum simultan ab (die Intersubbandrelaxation ist in unseren Rechnungen aller-
dings nicht berücksichtigt). Angenommen, die Polarisation gibt die kohärente Überlagerung
zweier spektral schmaler Resonanzen mit den Frequenzen ω1 und ω2 wieder, die hinreichend
weit auseinander liegen. Dann ist der energetische Abstand der beiden Resonanzen einfach
proportional zur Differenzfrequenz, d.h. ∆ε = h̄(ω2 − ω1). Beispielsweise treten Quanten-
schwebungen in Zweipuls-Experimenten als Schwankungen der Amplitude von Photonenechos
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abhängig von der Verzögerung zwischen beiden Pulsen auf [66]. In FWM-Experimenten wur-
den Quantenschwebungen erstmals bei organischen Farbstoffmolekülen in einer Lösung nachge-
wiesen [67]. In [68] wird von Quantum Beats in kohärenter Exziton-Polarisation in Halbleiter-
Quantentopfstrukturen berichtet. Quantenschwebungen dienen der Detektion nahe beieinander
liegender Zustände [69] und liefern direkte Informationen über den Zerfall kohärenter Polarisa-
tion [25].

In unserem Fall sind die Niveaus die miteinander interferierenden Peaks im Spektrum der nicht-
linearen kohärenten Polarisation. Die Dynamik der Schwebungen hängt mit dem Coulomb-
Enhancement zusammen, das sich bei den linearen Absorptionsspektren nur in Form von Aus-
stülpungen der Absorptionskurve äußert [70].
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Abbildung 10.20: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=5 · 1011 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=400 fs logarithmisch dargestellt (siehe auch Abb. 10.15)

Bei mittlerer Dichte und einer Dephasierungszeit von T2=400 fs vollzieht das zeitabhängige
FWM-Signal gut sichtbare Schwebungen (Abb.en 10.20(a), 10.20(b) in logarithmischer Dar-
stellung), diese sind im Nichtabschirm-Fall ausgeprägter als im Abschirm-Fall. Auch bei
der hohen Dotierungsdichte und doppelt so langer Dephasierungszeit (Abb. 10.16) zeigt nur
der Nichtabschirm-Fall makroskopisch sichtbare Quantenschwebungen – bei eingeschalteter
Abschirmung sind Schwebungen erst in der logarithmischen Darstellung zu erkennen (Abb.
10.16(c)). Ursache ist der starke Peak des FWM-Spektrums im Resonanzbereich, der den zwei-
ten nahe der Fermi-Kante um ca. drei Größenordnungen übertrifft.
Die Coulomb-Austauschwechselwirkung zwischen den angeregten Dipolen ermöglicht also ein
System gekoppelter Oszillatoren, bei denen die Schwingungsamplituden der angeregten Dipole
im Resonanzbereich und an der Fermi-Kante genügend groß für Schwebungserscheinungen sind.
Sie sind weniger ausgeprägt bei abgeschirmter Austauschwechselwirkung, da die Kopplung zwi-
schen den einzelnen Oszillatoren schwächer ist.
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Abbildung 10.21: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die
Dephasierungszeit T2=400 fs bei Anregung an der Fermi-Kante

Im Fall langer Dephasierungszeiten T2≥800 fs kann man in der nichtlogarithmischen Darstel-
lung (Abb. 10.13(a), dritter Plot von links; nichtabgeschirmte Fock-Wechselwirkung) sogar
teilweise drei, allerdings verschieden große Peaks erkennen, entscheidend für die Frequenz der
Schwebung sind die beiden außenliegenden im Abstand von ca. 7 meV, was einer Schwebungs-
periode von ungefähr 0.6 ps entspricht (Abb. 10.13(a), zweiter und vierter Plot, zeitaufgelöste
Darstellung bei t12=-750 fs). Die Energie ist ungefähr gleich der Fermi-Kante bei der mittleren
Dotierungsdichte nD=5 · 1011 cm−2. Verwendet man in der Rechnung eine der experimentellen
Situation nahekommende Dephasierungszeit (T2 ≈ 200 fs), wird dieses Verhalten wieder weg-
gedämpft.

Im übrigen kann man den Schwebungseffekt noch verstärken, wenn man Elektronen an der
Fermi-Kante anregt (Abb. 10.21). Mit Hilfe von Abb. 10.22 läßt sich der zweite Peak einord-
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nen. Bei k = 0 (rechter Peak in den nichtlogarithmischen Spektraldarstellungen 10.21(a) und
10.21(b)) und bei k = kF (linker Peak) kann man zwei Spitzen erkennen. Die Frequenz der
Quantenschwebungen ergibt ein Maß für die Fermi-Kante und damit die 2D-Elektronengasdichte.
Die Schwebungsmaxima gehen mit t12 ± nTB, wobei n ∈

�
[71].
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Abbildung 10.22: Differenz der Subbandenergien für die Dotierung nD=1.5 · 1012 cm−2. Die gestri-
chenen Linien markieren die Position des linken (“L”) und rechten Peaks (“R”).

Es bleibt anzumerken, daß der Quantenschwebeeffekt in den zeitaufgelösten Signalen deutlich
erst bei hohen Dephasierungszeiten und großen negativen Delays auftritt. Nichtparabolizität
der Dispersionsrelation und die Fock-Wechselwirkung in den zeitabhängigen Gleichungen sind
wesentlich für seine Entstehung. Außerdem kommt es auf den Energiebereich an, in dem man
sich die Dynamik derartiger Prozesse anschaut [72]. Die Schwebungsfrequenz ist unabhängig
von der Dephasierungszeit T2, dem Delay t12 und der Anregungsenergie. Am günstigsten ist
Anregung an der Fermi-Kante. In der Praxis werden derartige Messungen allerdings durch
Rauschen und inhomogene Verbreiterung erschwert.
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10.5 Photonenechos

Wie im Fall der Interband-Übergänge (vgl. [55]) kann man beim FWM-Signal eine Verschiebung
der Signalanteile vom freien Induktionszerfall zum Photonen-Echo beobachten.
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Abbildung 10.23: Photonenechos bei der Dichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und HF-resonanter Anregung
(EL=280 meV). Als Basis dient der HF-Grundzustand. Die Markierungen auf den gestrichelten Linien
deuten die Signalspitzen der Anregungspulse an.

Abb. 10.23 zeigt die zeitaufgelöste (2k2 − k1)-Polarisation bei hoher Dotierungsdichte und
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langen Dephasierungszeiten. Die Bandinhomogenität durch die Nichtparabolizität beim HF-
Grundzustand der hohen Dotierungsdichte ist groß genug, um die Voraussetzung für das Pho-
tonenecho als Ensemble-Effekt zu erfüllen. In allen Fällen wurden die Elektronen HF-resonant
angeregt, d.h. es wurde beim Maximum des linearen HF-Absorptionsspektrums (Abb. 9.7(c))
für den nicht-abgeschirmten Fall angeregt.

Um das Photonenecho zu identifizieren, wurde der HF-Grundzustand zunächst an die dynami-
schen Gleichungen für freie Ladungsträger übergeben. Bei T2=400 fs (Abb. 10.23(a)) liegen
die Maxima der FWM-Signale bei positiven Delays t12 bereits knapp im Rahmen der von der
Theorie des Zwei-Niveau-Modells vorhergesagten 2 t12 (Abschnitt 5.2). Bei T2=800 fs sind die
Echos dann klar zu erkennen (Abb. 10.23(e)).
Berücksichtigt man die Hartree-Terme, findet man bei T2=400 fs anstatt der Echos Quanten-
schwebungen (Abb. 10.23(b)), die wegen der starken Nichtparabolizität und der Kopplung
der Gleichungen durch die Hartree-Terme zustandekommen. Bei der hohen Dephasierungszeit
folgt diesen – getrennt davon gut erkennbar – ein Echopuls (Abb. 10.23(f)). Die Hartree-Terme
unterdrücken Photonenechos nicht völlig, sondern schwächen sie nur ab, da sich – wie bereits
desöfteren erwähnt – der Depolarisationseffekt dem Auseinanderlaufen der Einzelpolarisationen
entgegenwirkt, zudem ist die Phasenrelaxation zu rasch. Als Folge hat der freie Induktionszer-
fall nach dem zweiten Anregungspuls einen größeren Anteil am FWM-Signal.
Nimmt man die HF-Ausbaustufe, so verschmilzt beim niedrigen T2 das Echo mit den Schwe-
bungen (Abb. 10.23(c)), die als solche allerdings von der Fock-Wechselwirkung derart “ver-
schmiert” werden, daß sie als solche nicht mehr zu erkennen sind. Das Echo ist nur noch als
Ausbuchtung des vorhergehenden Signals zu größeren Zeiten hin zu beobachten (vgl. [73] für
den Fall von 2D-Exzitonen). Daß es sich lediglich bei hohen positiven Delays andeutet, ist
neben den künstlich hohen Dephasierungszeiten in den Berechnungen ein weiterer Nachteil für
die experimentelle Verifikation. Bei T2=800 fs das Echo stärker als das vorhergehende Signal
(Abb. 10.23(g)). Allerdings ist es erst ab t12=1250 fs gut sichtbar.
Als letztes ist noch die abgeschirmte Dynamik aufgeführt: bei T2=400 fs kann man nicht
eindeutig zwischen Echo und den vorhergehenden Quantenschwebungen unterscheiden (Abb.
10.23(d)), die Fock-Wechselwirkung ist durch die Abschirmung dermaßen geschwächt, daß die
elektrostatische Wechselwirkung in den Vordergrund tritt. Dadurch ähnelt das Bild der FWM-
Signale eher dem der Hartree-Ausbaustufe. Bei T2=800 fs ist wiederum das Echo gut getrennt
von dem vorhergehenden verschwommenen Signal sichtbar (Abb. 10.23(d)). Vergleicht man
das Bild der Signale mit Abb. 10.16(c) (Figur ganz rechts mit den zeitaufgelösten Signalen),
erkennt man, das dort das Echo stärker mit dem übrigen Signal verschmolzen ist. Der Unter-
schied liegt in der Anregungsenergie, die bei der anderen Abbildung beim Resonanz-Peak der
abgeschirmten HF-Dynamik lag, d.h. leicht blauverschoben bei EL=283 meV.
Bei mittlerer Dichte und hoher Dephasierungszeit tritt das Photonenecho sogar deutlich sicht-
barer auf (Abb. 10.13) als im Fall hoher Dotierungsdichte, was einen guten Hinweis auf den
Einfluß der Vielteilchenwechselwirkungen darstellt.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daß niedrige Dephasierung, eine hohe Subbandinho-
mogenität durch die Nichtparabolizität und nichtresonante Anregung mit geringfügig unter
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der Resonanz liegender Energie die Entstehung von Photonenechos begünstigen. Wie die HF-
Dynamik ohne Abschirmung zeigt, ist das Photonenecho empfindlich gegen Einflüsse durch das
Coulomb-Enhancement. Wie bei der Anregung von Elektron-Loch-Paaren im 3D-Fall [55, 74]
sind Kontinuumszustände (2D-Kontinuität in k-Richtung) für die Entstehung des Echos ver-
antwortlich. Im 3D-Interband-Fall kann durch Laserpulse mit einer Energie an der Bandkante
ein Kontinuum von Zuständen angeregt werden, so daß ein Photonenecho entsteht. Dagegen
ist bei einer Anregungsenergie im Bereich der 1s-Exziton-Resonanz nur dann ein Echo-Effekt
sichtbar, wenn die Intensität des ersten Pulses hoch genug ist, um Elektronen ins Kontinuum
anzuregen. Diese freien Ladungsträger bilden dann ein inhomogen verbreitertes Ensemble von
resonanten Polarisationszuständen.
Bei Intersubband-Anregung ist das Zustandekommen eines Echos unabhängig von der Inten-
sität der Laserpulse – äquivalent zur Anregung an der Bandkante im 3D-Fall. Ob es sichtbar
ist, hängt von der Relation zwischen den Größen von Induktionszerfall und Photonecho ab.
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Kapitel 11

Resultate für
InAs/AlSb-Heterosysteme

11.1 k·p -Grundzustand

Die InAs/AlSb-Heterostruktur hat gegenüber GaAs-Systemen einige Vorteile: zum einen ist
die Bandlücke vergleichsweise klein, so daß Kopplungseffekte zwischen Valenz- und Leitungs-
band für eine relativ große Nichtparabolizität des Leitungsbandes verantwortlich sind, ohne
daß eine zu große Ladungsträgerkonzentration erforderlich ist, die sich durch die entsprechende
selbstkonsistente Verformung des Quantentopfs störend auswirkt [10]. Zum anderen kann die
Ladungsträgerdichte wegen der hohen Leitungsbandbarriere von ca. 2 eV sehr hoch sein, d.h.
sehr viele Elektronen können das untere Leitungssubband besetzen [9].
Die Parameter der Modell-Probe in Tabelle 11.1 wurden teilweise aus dem Landolt-Börnstein
[62] und teilweise von Warburton et al. [9] übernommen.

Größe
Bezeichnung Symbol

InAs AlSb

Topfbreite d 15 nm [9] 4.5 nm

Topftiefe ∆V 616 meV –

Dotierungsdichte nD 1.5 · 1012 cm−2

εS 15.15 [62] –
Materialkonstanten

ε∞ 12.25 [62] –

Bandlücke εg 418 meV [9] 2320 meV [9]

Kane-Energie εp 21.5 eV [9] –

Spin-Orbit-Splitting ∆SO 380 meV [9] 750 meV [9]

Valenzband-Offset δV B 198 meV [9] –

Tabelle 11.1: In den numerischen Berechnungen benutzte Parameter einer InAs/AlSb/InxGa1−xAs-
Halbleiterstruktur
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In Figur 11.1(a) sind zum Vergleich mit Kapitel 8 die Wellenfunktionen bei k = 0 der untersten
beiden Subbänder eines InAs/AlSb-Materialsystems aufgetragen. Wegen der großen Breite
des Topfes liegen die Energien der Wellenfunktionen energetisch dicht beieinander (vgl. Abb.
8.1). Da bei dieser Heterostruktur – wie bereits erwähnt – Interband-Kopplungseffekte einen
großen Einfluß haben, bietet sich zur Lösung des Topfproblems das k ·p-Verfahren an. Die
Energiebänder des k·p-Einteilchenwellenfunktionen verlaufen nichtparabolisch im Gegensatz zu
denen der einfachen Quantentopf-Lösung (Kapitel 8). In der Abbildung 11.1(b) und besonders
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Abbildung 11.1: InAs/AlSb-Materialsystem mit den Materialparametern aus Tabelle 11.1.

in Fig. 11.2 kann man die Nichtparabolizität für ein InAs/AlSb-Materialsystem gut erkennen.
Während durch die Hartree-Wechselwirkung der Bandabstand lediglich abgesenkt wird, heben
die Fock-Terme deren Wirkung auf und verstärken bei der betrachteten Dichte gleichzeitig
die Nichtparabolizität. Somit ist allein schon durch die k ·p-Bandinhomogenität eine starke
Auswirkung auf die Dynamik der IS-Polarisation zu erwarten.
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Abbildung 11.2: Differenz zwischen den Energien von erstem und zweitem Subband von Fig. 11.1(a)
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11.2 Lineare Absorptionsspektren

Die Absorptionsspektren mit dem k ·p-Zustand als Basis (Abb. 11.3(a)) bei einer Dephasie-
rungszeit von T2=400 fs stimmen bis auf eine Energieverschiebung sowohl in der Breite als
auch in der Form exakt mit denjenigen überein, wo der Hartree-Grundzustand die Basis bildet
(Abb. 11.3(b)). Dies ist aufgrund der Hartree-Energierenormierung (siehe Abb. 11.2) auch
zu erwarten. Die starke Asymmetrie bei FC-Dynamik rührt von der Nichtparabolizität der
entsprechenden Dispersionen her, die hier bei allen drei Arten von Grundzustand gegeben ist.

Im Fall der FC-Dynamik mit der k·p- bzw. der Hartree-Basis werden wegen der starken Nicht-
parabolizität aufgrund der Interband-Kopplung größtenteils Elektronen an der Fermi-Kante
angeregt, wie man am entsprechenden Verlauf der gestrichelten Kurve mit einem Maximum
auf der linken Flanke erkennen kann (Abb.en 11.3(a) und 11.3(b)). Die Blauverschiebung bei
Anwendung der Hartree-Dynamik ist wiederum durch den Depolarisationseffekt zu erklären,
auch verschmälert sich das Spektrum aufgrund der Kollektivbewegung der Elektronen. Bei
HF-Dynamik wird das Spektrum wiederum breiter, der Depolarisationseffekt wird partiell wie-
der aufgehoben. Bei der Hartree-Einteilchenwellenfunktionen-Basis erfährt das Spektrum in
allen Fällen erwartungsgemäß eine Rotverschiebung um 10 meV (Abb. 11.3(b)).

Betrachtet man schließlich die HF-Basis und die zugehörigen Spektren, zeigen sich dieselben
Tendenzen (Abb. 11.3(c)), die größere Breite und die “rundere” Form der Spektren kom-
men durch die stärkere Bandinhomogenität aufgrund der höheren Nichtparabolizität der HF-
Dispersionsrelation zustande. Vergleicht man die drei Spektren mit dem Hartree-Fall, findet
man die drei Kurven um ca. 14 meV blauverschoben, d.h. die Fock-Terme im Grundzustand
heben die Rotverschiebung durch den Hartree-Anteil wieder auf.

Insgesamt zeigen sich unter Berücksichtigung der Vielteilchen-Terme keine wesentlichen Unter-
schiede in den Effekten bei der Berechnung der linearen Absorptionsspektren der InAs/AlSb-
Heterostruktur im Vergleich zu den Spektren des GaInAs/ AlInAs-Systems (Kapitel 9). Wegen
der in Relation zur Energiedifferenz zwischen den Subbändern höheren Nichtparabolizität ist die
Asymmetrie der Spektren ausgeprägter (siehe auch [63, 6] in Bezug auf InGaAs/InAlAs). Anzu-
merken bleibt, daß die Einflüsse der k·p-Energierenormierung von denen der HF-Renormierung
noch übertroffen werden.
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Abbildung 11.3: Lineare Absorptionsspektren mit dem k·p -Grundzustand als Basis für T2=400 fs
und drei unterschiedliche Ausbaustufen der Bewegungsgleichung bei einer Dichte von nD=1.5 · 1012
cm−2
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11.3 Vierwellenmischen

Bei niedrigen Dephasierungszeiten (T2=200 fs) erkennt man deutlich bei den zeitaufgelösten
FWM-Signalen freien Induktionszerfall (Abb. 11.5(a), rechte Seite), wenn der k · p -Grund-
zustand als Basis der FC-Dynamik dient. Das FWM-Signal bleibt über alle Verzögerungszeiten
t12 hinweg in der spektralen Darstellung nahezu konstant in der Form. Dies ist wie beim
GaInAs/AlInAs-System bei gleicher Elektronendichte und der gleichen Dephasierungszeit, wo
man ebenfalls kaum Strukturen in der Signalform vorfindet (Abb. 11.4(a)), wenn man den FC-
oder den Hartree-Grundzustand und die entsprechende Dynamik betrachtet.
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Abbildung 11.4: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=200 fs in GaInAs/AlInAs als Vergleichsbasis

Beim InAs/AlSb-System lassen sich allerdings im Hartree-Fall (Abb. 11.5(b), Figur ganz rechts)
bereits leichte Anomalien erkennen: ab ca. t12=500 fs verlagert sich das Signalmaximum leicht
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Abbildung 11.5: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=200 fs in resonanter Anregung. (Die Darstellung der HF-Dynamik mit Abschir-
mung wurde unterlassen, da sie weitestgehend der HF-Dynamik ohne Abschirmung entspricht, wobei
die zeitabhängige, logarithmische Darstellung der Signale ein weniger ausgeprägtes Schwingverhalten
zeigt.)



hinter den letzten Anregungspuls. Die Ursache dafür klärt sich bei längeren Phasenrelaxa-
tionszeiten auf, wie wir gleich sehen werden; zumindest sind bei T2=200 fs bereits leichte
Asymmetrien in den FWM-Spektren zu erkennen, die mit den entsprechenden Anomalien der
zeitaufgelösten Signale einhergehen (Abb. 11.5(b), erste und dritte Figur von links). Bei allen
t12 ist das FWM-Signal dem k2-Puls eng benachbart (Abb. 11.5(b), rechte Figur).
Die zeitintegrierte Darstellung in Abb. 11.6(a) zeigt in Analogie zu den Anomalien eine
Änderung des Zerfalls: bei T2=200 fs fällt im Hartree-Fall die zeitintegrierte Polarisation bei
kleinen positiven Delays t12≤600 fs zunächst schneller ab als alle anderen, danach nähert sich
ihr Verlauf unter Verlangsamung des Zerfalls wieder den anderen Kurven.
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Abbildung 11.6: Zeitintegrierte Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 ·1012 cm−2

in resonanter Anregung

In Analogie zur HF-HF-Kombination bei GaInAs/AlInAs (Abb. 11.4(b), zweites Bild von
links, logarithmische Darstellung) ist eine dem zeitaufgelösten Signal aufgeprägte Modulation
in logarithmischer Dastellung im HF-Fall schwach zu erkennen (Abb. 11.5(c), zweiter Plot von
links). Bei dieser handelt es sich um eine Schwebung mit einer Energie von ca. 8 meV. In
den Spektren treten bei negativen t12 leichte Asymmetrien hin zu höheren Energien auf (Abb.
11.5(c), dritter Plot von links, nichtlogarithmische Darstellung).

Bei T2=400 fs (Abb. 11.7(b), 11.7(c)) findet man im Hartree- (schwach) sowie im HF-Fall eine
Aufspaltung der Struktur der FWM-Spektren bei negativen und kleinen posiven Verzögerungen.
Während bei positiven t12 sich die Polarisation noch im Resonanzbereich, d.h. beim entspre-
chenden Absorptionsmaximum, befindet, springt sie bei negativen t12 um ca. 5 meV nach links,
wobei ein kleiner Peak im Resonanzbereich erhalten bleibt. Dieser Niederenergiefall entspricht
angeregten Elektronen an der Fermi-Kante.
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Abbildung 11.7: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=400 fs in resonanter Anregung

112



Bei der FC-Dynamik ist diese Aufspaltung ebenfalls zu beobachten, jedoch scheinen sich die
beiden Peaks zu positiven t12 hin zu vereinigen. Nur bei t12=1000 fs spaltet sich das Signal
nochmals deutlich auf (bei t12=1250 fs lediglich schwach zu erkennen). Beträgt T2=800 fs,
findet man im FC-Fall (Abb. 11.8(a)) eine Verstärkung der aus der starken Nichtparabolizität
resultierenden Aufspaltung, die in der zeitaufgelösten Dynamik mit ansatzweise zu erkennen-
den Quantenschwebungen einhergeht. Bei Hartree- und HF-Dynamik stößt man wieder auf
den Sprung des spektral aufgelösten FWM-Signals zu einer niedrigeren Energie (Abb. 11.8(b),
11.8(c)). Kurzzeitige Quantenschwebungen sind nun deutlich sichtbar, im Hartree-Fall aller-
dings nur um t12=0 fs. In allen drei Fällen findet man sowohl bei positiven als auch bei
negativen Delays einen Knick in der zeitaufgelösten, logarithmischen Darstellung (Abb. 11.8,
jeweils zweiter Plot von links), hinter dem das Signal schwächer abfällt.

Bei FC-Dynamik mit k ·p -Grundzustand ist bei positiven Delays schwach ein Photonenecho-
Anteil zu erkennen (Abb. 11.8(a), rechter Plot, als dunkle Linie markiert). Beträgt die
Verzögerung t12=750 fs, kann man nicht unterscheiden, ob der letzte Peak von einem Echo
herrührt, oder ob es sich um eine Schwebung handelt. Die k·p-Bandinhomogenität macht sich
also erst bei hohen Dephasierungszeiten durch Photonenechos bemerkbar. Durch die Hartree-
Terme werden die Echos auch bei großen T2 aufgrund des Depolarisationseffektes unterdrückt
(Abb. 11.8(b)). Bei eingeschalteter Coulomb-Austauschwechselwirkung erkennt man bei ho-
hen positiven t12 klarer als in den anderen beiden Fällen einen Übergang von Induktionszerfall
zu Photonenecho (Abb. 11.8(c)), da die Fock-Terme den Hartree-Termen entgegenwirken und
zudem die Nichtparabolizität verstärken (siehe nochmals Abb. 11.2).

In Abb. 11.6 sind die zeitintegrierten Polarisationen in 2k2 − k1-Richtung für die niedrige und
hohe Dephasierungszeit dargestellt. Bei T2=200 fs (Abb. 11.6(a)) liegt die Zerfallskonstante
im dargestellten Bereich zwischen 1.5/T2 und 1.7/T2 und man kann zumindest im Hartree-Fall
den Knick im Verlauf ahnen (wie bereits vorhin erwähnt), der bei T2=800 fs deutlich sichtbar
ist (Abb. 11.6(b)). Im Fall von Hartree-Dynamik findet man ihn bei t12=380 fs, im HF-Fall bei
t12=540 fs, und bei FC-Dynamik beträgt die Verzögerungszeit ungefähr t12=760 fs. Betrachtet
die entsprechenden Spektren (Abb. 11.8, Plots in der dritten Spalte von links), fällt die Bewe-
gung des Schwerpunkts der spektral aufgelösten Polarisation in den Resonanzbereich ins Auge
(adiabatische Resonanz, siehe auch Abschnitt 10.1.2). Der Übergang korrespondiert ziemlich
gut mit den Knicken in den zeitintegrierten Darstellungen von Abb. 11.6(b). Das Einschwenken
der 2k2−k1-Polarisation in die Resonanz und die daraus resultierende Verstärkung des Signals
erklärt auch den kurzfristigen Anstieg der zeitintegrierten Kurven.

Die Untersuchungen des k · p-Modells wurden im Rahmen der Arbeit nicht weiter vertieft.
Anhand der vorhandenen Resultate läßt sich feststellen, daß gegenüber dem GaInAs/AlInAs-
System keine gravierenden Unterschiede beim Verhalten der FWM-Dynamik gefunden werden
konnten. Bei der untersuchten hohen Dotierungsdichte überwiegt zwar der Einfluß der Hartree-
und Fock-Terme, bei hohen Phasenrelaxationszeiten macht sich aber die k·p-Bandinhomogenität
ebenfalls durch die Aufspaltung der FWM-Spektren in zwei oder mehr Peaks und schwach durch
Photonenechos bemerkbar.

113



80 100 120 140 160
Energie [meV]

10−30

10−20

10−10

100

P
(3

) 
[w

ill
k.

 E
in

h.
]

−2 0 2 4 6
Zeit [ps]

10−30

10−20

10−10

100

   −1750 fs

   −1500 fs

   −1250 fs

   −1000 fs

    −750 fs

    −500 fs

    −250 fs
       0 fs

80 100 120 140 160
Energie [meV]

P(
3)

 [
no

rm
.]

-2 0 2 4 6
Zeit [ps]

(a) k·p -Grundzustand - FC-Dynamik

80 100 120 140 160
Energie [meV]

10−30

10−20

10−10

100

P
(3

) 
[w

ill
k.

 E
in

h.
]

−2 0 2 4 6
Zeit [ps]

10−30

10−20

10−10

100

   −1750 fs

   −1500 fs

   −1250 fs

   −1000 fs

    −750 fs

    −500 fs
    −250 fs

       0 fs

80 100 120 140 160
Energie [meV]

P(
3)

 [
no

rm
.]

-2 0 2 4 6
Zeit [ps]

(b) k·p -Hartree-Grundzustand - Hartree-Dynamik

80 100 120 140 160
Energie [meV]

10−30

10−20

10−10

100

P
(3

) 
[w

ill
k.

 E
in

h.
]

−2 0 2 4 6
Zeit [ps]

10−30

10−20

10−10

100

   −1750 fs

   −1500 fs

   −1250 fs

   −1000 fs

    −750 fs

    −500 fs

    −250 fs
       0 fs

80 100 120 140 160
Energie [meV]

P(
3)

 [
no

rm
.]

-2 0 2 4 6
Zeit [ps]

(c) k·p -HF-Grundzustand - HF-Dynamik

Abbildung 11.8: Vierwellenmischsignale für die Dotierungsdichte nD=1.5 · 1012 cm−2 und die De-
phasierungszeit T2=800 fs in resonanter Anregung
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Letztendlich können InAs/AlSb-Heterostrukturen dazu dienen, den Einfluß der Nichtparabo-
lizität der Subbänder auf die Dynamik der kohärenten IS-Polarisation getrennt von den Ef-
fekten durch das Coulomb-Enhancement zu untersuchen, da schon bei relativ niedrigen 2D-
Elektronengasdichten – wie bereits mehrfach betont – die Nichtparabolizität sehr stark ausge-
prägt ist.
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Teil IV

Zusammenfassung und Ausblick





Zusammenfassung

Zentrales Thema dieser Arbeit war die optische Anregung von Übergängen zwischen Elektronen
auf Subbändern in Halbleiterheterostrukuren. Dabei entsteht kohärente Polarisationsstrahlung
im Infrarotbereich, die auf ultrakurzer Zeitskala zerfällt. Von großer Wichtigkeit war dabei die
Analyse linearer Absorptionsspektren und die Simulation von Vierwellenmischexperimenten,
bei denen sich die Intersubbandpolarisation untergrundfrei detektieren läßt.
Zwei Materialsysteme standen hier im Mittelpunkt: GaInAs/AlInAs und InAs/AlSb, wobei
der Schwerpunkt der Berechnungen auf ersterem lag, da es auch Basis der Arbeit von Kaindl
[5] war. InAs/AlSb wurde als Halbleiterstruktur mit kleiner Bandlücke und starker Interband-
kopplung zum Vergleich herangezogen.
In den dynamischen Gleichungen wurden phasenzerstörende Streuprozesse phänomenologisch
durch eine Dephasierungszeit T2 realisiert, so daß durch Variation dieses wichtigen Parameters
Vielteilcheneffekte sichtbar gemacht werden konnten, die in den in [5] aufgeführten Experimen-
ten nicht beobachtet werden konnten.

Von besonderem Interesse war der Einfluß der Coulomb-Wechselwirkung, die in Meanfield-
Näherung in die Gleichungen einging. Den wichtigsten Beitrag leistet der Fock-Anteil in der sta-
tischen Hartree-Fock-Gleichung. Er sorgt für eine Energierenormierung der Subbänder, die zu
einer nichtparabolischen Dispersion führt. Betrachtet man lediglich den Hartree-Grundzustand,
so schieben die entsprechenden Absorptions- und FWM-Spektren verglichen mit denen der HF-
Basis zu niedrigeren Energien.
Die berechneten FWM-Spektren zeigten unter Berücksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung
– in Abhängigkeit von der Elektronengasdichte – eine Ausbildung von Strukturen. Der Depola-
risationsshift äußert sich wie im Fall der linearen Absorptionsspektren durch eine Blauverschie-
bung, verursacht durch eine kollektive Bewegung der Elektronen als Reaktion auf die optische
Anregung. Der Fock-Anteil in den Bewegungsgleichungen bewirkt dagegen eine Rotverschie-
bung, da die Elektronen des unteren Subbandes die Frequenz der Schwingungen der angeregten
Dipole abschwächen.
In der zeitaufgelösten Darstellung traten bei längeren Phasenrelaxationszeiten Phänomene wie
Photonenechos (Abschnitt 10.5) und Quantenschwebungen (Abschnitt 10.4) auf. Ursache für
die Entstehung von Photonenechos ist die Inhomogenität durch die Nichtparabolizität der
Subbänder. Die Energierenormierung durch die Coulomb-Austauschwechselwirkung leistet da-
bei einen entscheidenen Beitrag. Allerdings konnten Echos und Schwebungen in den dieser
Arbeit zugrundelegenden Experimenten aufgrund der raschen Dephasierung nicht beobachtet
werden.
Das Schwebungsverhalten in der zeitaufgelösten Polarisation beruhte auf den Fock-Termen in
Hinsicht auf die Renormierung der Subbänder und auf der Kopplung der schwingenden Dipole
durch die Coulomb-Wechselwirkung. In den FWM-Spektren äußern sich Quantenschwebungen
in einer Aufspaltung in einen Hoch- und einen Niederenergie-Peak – es können auch noch mehr
Peaks in Erscheinung treten, relevant sind im Wesentlichen nur diese beiden. Die Schwebungen
sind Resultat der Interferenz zwischen ihnen, sie korrespondieren zu angeregten Elektronen an
den beiden Enden der Fermi-Verteilung. Folglich entspricht die Schwebungsfrequenz bei nied-

119



rigen Temperaturen der Energie von Elektronen an der Fermi-Kante und ist damit ein Maß für
die Stärke der δ-Dotierung.
Bei den linearen Bewegungsgleichungen treten hingegen keine Quantenschwebungen auf, die
Spektren weisen lediglich eine mit zunehmender Elektronengasdichte nD wachsende “Unsym-
metrie” in der Form auf, die beim InAs/InAlAs-Materialsystem stärker ausgeprägt ist, da hier
aufgrund der starken Kopplung zwischen den Bändern, die durch eine Multiband-k·p-Theorie
modelliert wird, schon bei relativ niedrigen 2D-Elektronengasdichten ein hoher Grad von Nicht-
parabolizität in den Subbändern auftritt. Im Fall der Freie-Ladungsträger- sowie der Hartree-
Dynamik zeigen die zeitintegrierten Intensitäten der IS-Polarisation ein 2/T2-Zerfallsverhalten,
wohingegen durch die Fock-Terme inhomogen verbreiterte Ensembles zu schnellerem Zerfall in
Richtung der von Yajima theoretisch vorhergesagten 4/T2-Rate neigen.

Bei niedrigen Phasenrelaxationszeiten, wie sie aus den Experimenten ermittelt wurden, werden
dagegen die Einflüsse der Coulomb-Wechselwirkung auf die Bewegungsgleichungen weitgehend
unterdrückt, die Physik läßt sich hinreichend genau durch ein Ensemble von Zwei-Niveau-
Systemen charakterisieren, wie beispielhaft die Schwerpunktsbewegung der FWM-Intensität
(Abschnitt 10.1.1) oder die Form der Absorptionsspektren gezeigt haben (Abschnitt 9.2).
Abschließend kann man sagen, daß phasenzerstörende Prozesse bei den betrachteten Halblei-
terstrukturen den Einfluß von Vielteilcheneffekten weitgehend unterdrücken.

Ausblick

Wir haben gesehen, daß die Vielteilchenkorrelationen in GaAs/AlxGa1−xAs-Heterostrukturen
erst bei höheren Dephasierungszeiten als den experimentell ermittelten auftreten. Optimal für
genauere Untersuchungen geeignet wären Materialsysteme, die bei hoher Elektronenkonzentra-
tion lange Phasenrelaxationszeiten der kohärenten Polarisation bei optischer Anregung bieten.
Um die Relaxationmechanismen besser zu verstehen, wäre eine Integration phasenzerstörender
Ausdrücke durch die Berücksichtigung von Elektron-Kristallgitter- und Elektron-Elektron-Streu-
prozessen wünschenswert. Die Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung durch die angereg-
ten Elektronen selbst könnte man ebenfalls durch die Integration von Bewegungsgleichungen
für Zwei-Elektronen-Korrelationsfunktionen in unser Modell dynamisch bewerkstelligen.
Um experimentell die Effekte der nichtparabolischen Subbanddispersion besser verstehen zu
können, wären eingehendere Untersuchungen an InAs/AlSb- und verwandten Quantentopf-
strukturen von großem Nutzen, da wegen der – trotz relativ niedriger Dotierung – vergleichswei-
se hohen Nichtparabolizität bei der optischen Anregung dynamische Coulomb-Effekte schwächer
ausgeprägt sein müssten. Außerdem wäre eine systematische Untersuchung der Temperatu-
rabhängigkeit der betrachteten Prozesse interessant, da eventuelle technische Anwendungen
vorzugsweise im Zimmertemperaturbereich eine Rolle spielen, wo Vielteilchen-Streuungen an
Relevanz gewinnen.
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Teil V

Anhang





Anhang A

Berechnung der
Coulomb-Matrix-Elemente

In den Zeilen 3 bis 5 der Gleichung (7.4) taucht folgender, die Coulomb-Wechselwirkung be-
schreibender Integralausdruck auf:

∑

n1,n2,n3,n4
k1,k2,k3,k4

c†n1,k1,sc
†
n2,k2,s′

cn3,k3,s′cn4,k4,s×

∫
d2ρ

∫
d2ρ′e−i(k1−k4)·ρ 1

|r− r′|e
−i(k2−k3)·ρ′×

∫
dz

∫
dz′ϕ∗n1,k1(z)ϕ

∗
n2,k2

(z′)ϕn3,k3
(z′)ϕn4,k4

(z).

(A.1)

Um die zweite Zeile dieses Ausdrucks auswerten zu können, fügt man einen künstlichen Limes
ein,

lim
k0→0

∫
d2ρ e−i(k1−k4)·ρ

∫
d2ρ′

e−k0|r−r′|

|r− r′| e
−i(k2−k3)·ρ′ , (A.2)

und wertet zunächst das innere Integral unter Ausnutzung der Translationsinvarianz aus:

∫
d2ρ′

e−k0|r−r′|

|r− r′| e
−i(k2−k3)·ρ′ = e−i(k2−k3)·ρ

∫
d2ρ′

e−k0
√

ρ2+(z−z′)2
√
ρ2 + (z − z′)2

e−i(k2−k3)·ρ′ . (A.3)

Dieses zweidimensionale Integral schreiben wir nun in Polarkoordinaten, wobei wir die Differenz
zwischen den Vektoren vereinfachend mit k substituieren. Da

k · ρ′ = kx x
′ + ky y

′

=
√
k2x + k2y

√
x′2 + y′2(cos θ cos ξ + sin θ sin ξ)

= k ρ cos(θ − ξ),
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wobei k = (kx, ky) = k (cos θ, sin θ), x′ = ρ cos ξ und y′ = ρ sin ξ, folgt

∫
d2ρ′

e−k0
√

ρ2+(z−z′)2
√
ρ2 + (z − z′)2

e−ik·ρ
′

=

∞∫

0

dρ ρ

2π∫

0

dΘ
e−k0
√

ρ2+(z−z′)2
√
ρ2 + (z − z′)2

e−ikρ cosΘ

= −2π

k0

∞∫

0

dρ

[
−k0

ρ√
ρ2 + (z − z′)2

e−k0
√

ρ2+(z−z′)2
]
J0(k ρ)

= −2π

k0


e−k0

√
ρ2+(z−z′)2J0(k ρ)

∣∣∣
∞

0
+ k

∞∫

0

dρ e−k0
√

ρ2+(z−z′)2J1(k ρ)


 ,

(A.4)

wobei Jn Besselsche Funktionen erster Gattung n-ter Ordnung darstellen. Sie sind definiert
gemäß

Jn(x) ≡
∞∑

ν=0

(−1)ν
ν! Γ(n+ ν + 1)

(x
2

)n+2ν

.

Zunächst werten wir das Integral mit Hilfe einer Integraltabelle aus [75],

∞∫

0

dρ e−k0
√

ρ2+(z−z′)2J1(k ρ)

=
d

dk0

∞∫

1

dx
e−k0|z−z

′|x
√
x2 − 1

J1(k|z − z′|
√
x2 − 1)

=
d

dk0

sinh
(
1
2

[(√
k2 + k20 − k0

)
|z − z′|

])
e
− 1
2

[(√
k2+k20+k0

)
|z−z′|

]

k|z − z′|

=
1

k

(
k0√
k2 + k20

e
√

k2+k20 |z−z′| − e−k0|z−z
′|

)
.

(A.5)

Die Stammfunktion auf der linken Seite der letzten Zeile von (A.4) ist trivial auswertbar, sie
hebt sich mit der Exponentialfunktion in (A.5) auf, so daß man schließlich zum Resultat

(A.4) = 2π
e−
√

k2+k20 |z−z′|
√
k2 + k20

(A.6)

gelangt. Einfügen in (A.2) und die Ausführung des Limes liefert schließlich

2π lim
k0→0

e−
√
|k2−k3|2+k20 |z−z′|

√
|k2 − k3|2 + k20

∫
d2ρ e−i(k1+k2−k3−k4)·ρ = (2π)3

e−|k2−k3| |z−z′|

|k2 − k3|
δ(k1 + k2 − k3 − k4).

(A.7)
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Also resultiert für den Integralausdruck

(A.1) = (2π)3
∑

n1,n2,n3,n4
k1,k2,k3

c†n1,k1,sc
†
n2,k2,s′

cn3,k2+k3,s′
cn4,k1−k3,s

×

∫
dz

∫
dz′ϕ∗n1,k1(z)ϕ

∗
n2,k2

(z′)
e−k3|z−z

′|

k3
ϕn3,k2+k3

(z′)ϕn4,k1−k3
(z).

(A.8)

Umbenennung von k1, k2 und k3 in k, k′ und q sowie Substitution der Summenindizes liefert
die rechte Seite von Gleichung (7.4).
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Anhang B

Zwei-Niveau-Modell

B.1 Entwicklung nach Amplituden des Lichtfeldes

In diesem Abschnitt wird die Entwicklung der Lösung der Zwei-Niveau-Bewegungsgleichung bis
zur dritten Ordnung beschrieben. Zur Erinnerung sei noch mal die Fouriertransformierte der
Bewegungsgleichung, Gl. (6.8) aufgeführt:

h̄(η − Ωn1n2)δf̃n1n2(η) =Mn2n1∆f
(0)
n1n2

Ẽ(η)

+
1√
2π

∞∫

−∞

dξ
∑

n3

[
Mn2n3δf̃n1n3(ξ)−Mn3n1δf̃n3n2(ξ)

]
Ẽ(η − ξ). (B.1)

Die Gleichung löst man hierarchisch, indem man sie zunächst für den Fall der Abwesenheit von
Wechselwirkung unter den verschiedenen Verteilungsfunktionen betrachtet, also

h̄(η − Ωn1n2)δf̃n1n2(η) =Mn2n1∆f
(0)
n1n2

Ẽ(η),

deren Lösung sich durch Division ergibt, nämlich

δf̃n1n2(η) =
Mn2n1∆f

(0)
n1n2

h̄(η − Ωn1n2)
Ẽ(η); (B.2)
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dies Ergebnis setzt man wiederum in die rechte Seite von (6.8) ein usw. usf.. Für unsere
Betrachtungen brechen wir in der dritten Hierarchiestufe ab. Somit erhält man schließlich

δf̃n1n2(η) =

Mn2n1

h̄(η − Ωn1n2)
∆f (0)n1n2

Ẽ(η)

+
1√
2πh̄2

∞∫

−∞

dξ
∑

n3

Mn2n3Mn3n1

η − Ωn1n2

[
∆f

(0)
n1n3

ξ − Ωn1n3

− ∆f
(0)
n3n2

ξ − Ωn3n2

]
Ẽ(ξ)Ẽ(η − ξ)

+
1

2πh̄3

∞∫

−∞

dξ

∞∫

−∞

dζ
∑

n3,n4

{
Mn2n3Mn4n1Mn3n4

(η − Ωn1n2)(η − Ωn1n3)

[
∆f

(0)
n1n4

ξ − Ωn1n4

− ∆f
(0)
n4n3

ξ − Ωn4n3

]

− Mn3n1Mn2n4Mn4n3

(η − Ωn1n2)(η − Ωn3n2)

[
∆f

(0)
n3n4

ξ − Ωn3n4

− ∆f
(0)
n4n2

ξ − Ωn4n2

]}
Ẽ(ζ)Ẽ(ξ − ζ)Ẽ(η − ξ)

(B.3)

Die Dipolmatrixelemente können auf der Diagonalen auf 0 gesetzt werden, da (natürlich abhängig
von der Wahl des Nullpunkts, d.h. bei Beziehung (3.8) muß der Nullpunkt in der Topfmitte
liegen) dann die vorkommenden Wellenfunktionen gleiche bzw. entgegensetzte Parität haben:

M11 =M22 = 0.

Die Richtungsauflösung geschieht mit Hilfe der Fourierzerlegung des elektrischen Feldes. Dabei
vereinfacht sich die Rechnung, da die Zerlegung (3.16) unabhängig von der Frequenztransfor-

mation t → η ist. Damit ergibt sich für Ẽ(η) exakt Gleichung (3.16) mit η statt t und den
Fouriertransformierten der zeitabhängigen Koeffizienten E(λ,ν), die ebenfalls mit dem Tilde-
symbol “˜” gekennzeichnet sind. Bleiben noch das Zweier- und Dreierprodukt:

Ẽ(ξ)Ẽ(η − ξ) = 1

A2

∑

λ,ν

[
∑

λ′,ν′

Ẽ(λ′,ν′)(ξ)Ẽ(λ−λ′,ν−ν′)(η − ξ)
]
ei(λK+νq)·r (B.4)

sowie

Ẽ(ζ)Ẽ(ξ−ζ)Ẽ(η−ξ) = 1

A3

∑

λ,ν



∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

Ẽ(λ′,ν′)(ζ)Ẽ(λ′′,ν′′)(ξ − ζ)Ẽ(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(η − ξ)


 ei(λK+νq)·r.

(B.5)
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Damit lautet (B.3) nach den Richtungen (λ, ν) aufgelöst

δf̃ (λ,ν)n1n2
(η) =

1

A

Mn2n1

h̄(η − Ωn1n2)
∆f (0)n1n2

Ẽ(λ,ν)(η)

+
1√

2πh̄2A2

∞∫

−∞

dξ
∑

n3

Mn2n3Mn3n1

η − Ωn1n2

[
∆f

(0)
n1n3

ξ − Ωn1n3

− ∆f
(0)
n3n2

ξ − Ωn3n2

]
∑

λ′,ν′

Ẽ(λ′,ν′)(ξ)Ẽ(λ−λ′,ν−ν′)(η − ξ)

+
1

2πh̄3A3

∞∫

−∞

dξ

∞∫

−∞

dζ
∑

n3,n4

{
Mn2n3Mn4n1Mn3n4

(η − Ωn1n2)(η − Ωn1n3)

[
∆f

(0)
n1n4

ξ − Ωn1n4

− ∆f
(0)
n4n3

ξ − Ωn4n3

]

− Mn3n1Mn2n4Mn4n3

(η − Ωn1n2)(η − Ωn3n2)

[
∆f

(0)
n3n4

ξ − Ωn3n4

− ∆f
(0)
n4n2

ξ − Ωn4n2

]}
×

∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

Ẽ(λ′,ν′)(ζ)Ẽ(λ′′,ν′′)(ξ − ζ)Ẽ(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(η − ξ).

(B.6)

Hierbei handelt es sich um eine Entwicklung der Dichtematrixelemente nach Faltungsintegralen
der richtungsaufgelösten Anregungspulse im Fourierraum.
Man unterscheidet zwischen den Fällen n1 = n2 und n1 6= n2.

1. Wenn n1 = n2 ist, gilt:

• Der erste Summand auf der rechten Seite von (B.6) leistet keinen Beitrag wegen

Mn1n1 = 0 und/oder ∆f
(0)
n1n2 = 0.

• Der dritte Summand leistet auch keinen Beitrag zu (B.6), da sämtliche Produk-
te in der Summe über n3 und n4 Mn2n3Mn4n1Mn3n4 = Mn3n1Mn2n4Mn4n3 = 0 im
Zweibandmodell Null betragen.

• Außerdem verschwindet auch Ωn1n1 , siehe (6.6).

Damit bleibt von (B.6) nur noch die Beziehung

δf̃ (λ,ν)n1n1
(η) =

M2
12∆f

(0)
n1n2√

2πh̄2A2

1

η

∞∫

−∞

dξ

(
1

ξ − Ωn1n2

+
1

ξ − Ωn2n1

)∑

λ′,ν′

Ẽ(λ′,ν′)(ξ)Ẽ(λ−λ′,ν−ν′)(η−ξ)

(B.7)
übrig, wobei das n2 auf der rechten Seite der bzgl. n1 jeweils andere Index ist, d.h.
n2 = 2−(n1−1). Wegen der Definition des elektrischen Feldes, (3.16), ist diese Beziehung
nur für die Richtungen mit λ = 0 und ν = −2, 0, 2, also k2− k1, 0 und k1− k2 von Null
verschieden.

2. Wenn wir den Fall n1 6= n2 bei den Indizes von δf̃
(λ,ν)
n1n2 betrachten, fallen folgende Aspekte

ins Auge:
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• Der zweite Summand in (B.6) fällt weg, da für alle n3, n4 das Produkt Mn2n3Mn3n1

verschwindet.

• Den dritten Summanden kann man vereinfachen, wenn man sich anschaut, bei wel-
chen n3, n4 die Bedingung Mn2n3Mn4n1Mn3n4 6= 0 6= Mn3n1Mn2n4Mn4n3 erfüllt ist:
dann findet man schnell

Mn2n3Mn4n1Mn3n4 6= 0⇒ n3 = n1, n4 = n2;

Mn3n1Mn2n4Mn4n3 6= 0⇒ n3 = n2, n4 = n1.
(B.8)

Somit vereinfacht sich Gleichung (B.6) zu

δf̃ (λ,ν)n1n2
(η) =

M12∆f
(0)
n1n2

h̄A

1

η − Ωn1n2

×
{
Ẽ(λ,ν)(η)+

M2
12

πh̄2A2

∞∫

−∞

dξ
1

ξ

∞∫

−∞

dζ

(
1

ζ − Ωn1n2

+
1

ζ − Ωn2n1

)
×

∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

Ẽ(λ′,ν′)(ζ)Ẽ(λ′′,ν′′)(ξ − ζ)Ẽ(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(η − ξ)
}
.

(B.9)

Rücktransformation zur Zeit liefert unter Benutzung der Relation

1√
2π

∞∫

−∞

dη
Ẽ(λ,ν)(η)

η − Ωn1n2

eiηt = i

t∫

−∞

dt′eiΩn1n2 (t−t
′)E(λ,ν)(t′) (B.10)

für (B.9) die Beziehung

δf (λ,ν)n1n2
(t) =i

M12∆f
(0)
n1n2

h̄A
×

t∫

−∞

dt′eiΩn1n2 (t−t
′)

[
E(λ,ν)(t′) +

2M2
12

h̄2A2

∑

λ′,ν′

λ′′,ν′′

E(λ′,ν′)(t′)×

t′∫

−∞

dt′′eiΩn1n2 t
′′

E(λ′′,ν′′)(t′′)×

t′′∫

−∞

dt′′′e−iΩn1n2 t
′′′

E(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(t′′′)

]

(B.11)

(vgl. [38]). Für (B.7) können wir das Indexschema aus Tabelle B.1 angeben. Man kann erken-
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Richtung Richtungsindizes Produkt der E-Felder

λ ν λ′ ν ′ A−2Ẽ(λ′,ν′)(ξ)Ẽ(λ−λ′,ν−ν′)(η − ξ)
k2 − k1 0 2 1 1 Ẽ1(ξ)Ẽ

∗
2(η − ξ)

−1 1 Ẽ∗2(ξ)Ẽ1(η − ξ)
0 0 0 1 1 Ẽ1(ξ)Ẽ

∗
1(η − ξ)

1 −1 Ẽ2(ξ)Ẽ
∗
2(η − ξ)

−1 1 Ẽ∗2(ξ)Ẽ2(η − ξ)
−1 −1 Ẽ∗1(ξ)Ẽ1(η − ξ)

k1 − k2 0 −2 1 −1 Ẽ2(ξ)Ẽ
∗
1(η − ξ)

−1 −1 Ẽ∗1(ξ)Ẽ2(η − ξ)

Tabelle B.1: Tabelle für die Produkte der Fourierkoeffizienten des Lichtfeldes in Gl. (6.10)

nen, daß in (0, 2)- und (0,−2)-Richtung nur dann ein Signal auftritt, wenn beide eingehenden
Strahlen eingeschaltet sind.
Die Kombinationen von Produkten der E-Felder, die bei (B.9) zugelassen sind (die “gesternten”
Amplituden sind die Fouriertransformierten der komplex konjugierten Feldkomponenten), listet
Tabelle B.2 auf. Hier sieht man, daß die Verteilungsfunktionen in den Richtungen (1, 1) und
(1,−1) nur dann nichtverschwindend sind, wenn auch die Amplitude des Eingangsstrahls in der
jeweiligen Richtung ungleich Null ist. Wie bereits erwähnt, kann man in diesen Richtungen das
lineare Spektrum messen. Die Richtungen der Vierwellenmischsignale sind von beiden einge-
henden Pulsen abhängig, jedoch stärker, und zwar in quadratischer Ordnung vom entsprechend
“benachbarten” Puls, d.h. 2k1 − k2 geht im Wesentlichen mit E1 und 2k2 − k1 mit E2.
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Richtung Richtungsindizes Produkt der E-Felder

λ ν λ′ ν ′ λ′′ ν ′′ A−2Ẽ(λ′,ν′)(ζ)Ẽ(λ′′,ν′′)(ξ − ζ)Ẽ(λ−λ′−λ′′,ν−ν′−ν′′)(η − ξ)
2k1 − k2 1 3 1 1 1 1 Ẽ1(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ∗2(η − ξ)

−1 1 Ẽ1(ζ)Ẽ
∗
2(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)

−1 1 1 1 Ẽ∗2(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)
k1 1 1 1 1 1 1 Ẽ1(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ∗1(η − ξ)

1 −1 Ẽ1(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ∗2(η − ξ)
−1 1 Ẽ1(ζ)Ẽ

∗
2(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

−1 −1 Ẽ1(ζ)Ẽ
∗
1(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)

1 −1 1 1 Ẽ2(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ∗2(η − ξ)
−1 1 Ẽ2(ζ)Ẽ

∗
2(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)

−1 1 1 1 Ẽ∗2(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)
1 −1 Ẽ∗2(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)

−1 −1 1 1 Ẽ∗1(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)
k2 1 −1 1 1 1 −1 Ẽ1(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ∗1(η − ξ)

−1 −1 Ẽ1(ζ)Ẽ
∗
1(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

1 −1 1 1 Ẽ2(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ∗1(η − ξ)
1 −1 Ẽ2(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ∗2(η − ξ)
−1 1 Ẽ2(ζ)Ẽ

∗
2(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

−1 −1 Ẽ2(ζ)Ẽ
∗
1(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)

−1 1 1 −1 Ẽ∗2(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)
−1 −1 1 1 Ẽ∗1(ζ)Ẽ1(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

1 −1 Ẽ∗1(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ1(η − ξ)
2k2 − k1 1 −3 1 −1 1 −1 Ẽ2(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ∗1(η − ξ)

−1 −1 Ẽ2(ζ)Ẽ
∗
1(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

−1 −1 1 −1 Ẽ∗1(ζ)Ẽ2(ξ − ζ)Ẽ2(η − ξ)

Tabelle B.2: Tabelle für die Produkte der Fourierkoeffizienten des Lichtfeldes in Gl. (6.9)
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B.2 Optische Bloch-Gleichung

B.2.1 Rotating-Wave-Näherung

Man zerlege Ω aus Beziehung (5.4) mit dem E-Feld (5.12) gemäß

Ω(t) = Ω0 +Ω+(t) +Ω−(t) (B.12)

mit den Vektoren Ω0 = (0, 0, ω0)
T sowie

Ω+(t) = −κE1(t)



cos(ωt)
sin(ωt)

0


 , (B.13a)

Ω−(t) = −κE1(t)




cos(ωt)
− sin(ωt)

0


 . (B.13b)

Ω+ und Ω− rotieren mit gleicher Geschwindigkeit in zueinander entgegengesetzten Richtungen
um die z-Achse bzw. Ω0. Jetzt betrachte man das ganze System aus der Perspektive eines sich
mit dem rotierenden VektorΩ+ bewegenden Beobachters: Ω0 rotiert mit Winkelgeschwindigkeit
ω und Ω− mit 2ω. Aus dieser Perspektive ist wegen der sich sehr rasch ändernden Richtung
von Ω− dessen Wirkung auf das System für den Beobachter eher gering (natürlich läßt sich
eine äquivalente Beschreibung auch von einem Beobachter auf Ω− aufstellen). Die wesentliche
Vereinfachung besteht nun darin, einen der rotierenden Vektoren, in diesem Fall Ω−, wegen
dessen hoher Variabilität aus der Perspektive des jeweils anderen zu vernachlässigen.
Damit bleibt folgender Satz von Gleichungen übrig:

ṡ1 = −ω0s2 − κE1(t) sin(ωt)s3 (B.14a)

ṡ2 = ω0s1 + κE1(t) cos(ωt)s3 (B.14b)

ṡ3 = κE1(t)[sin(ωt)s1 − cos(ωt)s2] (B.14c)

Nun definieren wir den in einem mit Ω+ mitrotierenden Koordinatensystem befindlichen Vektor



u
v
w


 ≡




cos(ωt) sin(ωt) 0
− sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1


 · s. (B.15)

Ableiten nach der Zeit liefert mittels (B.14)

d

dt



u
v
w


 =



−κE1(t)

0
ω0 − ω


×



u
v
w


 . (B.16)
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Anhang C

Lineare Absorptionsspektren

Schickt man nur einen Strahl in (ν = ±1)-Richtung in die Probe, kann man die entstehende
Polarisation in Potenzen des elektrischen Feldes entwickeln:

P (ν)(t) =
∞∑

n=1

P (ν)
n (t)

≡ ε0




∞∫

−∞

dt1 χ1(t, t1)E
(ν)(t1) +

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2 χ2(t, t1, t2)E
(ν)(t1)E

(ν)(t2) + . . .




(C.1)

Diese Entwicklung ist unter Annahme räumlicher und zeitlicher Nichtlokalität der Polarisation
sowie aufgrund der langwelligen Anregung (Anregungsfrequenz ω → 0) gerechtfertigt. Die
χn(t, t1, . . . , tn) bezeichnen die elektrischen Suszeptibilitäten n-ter Ordnung. Für sie gelten das
Prinzip der Kausalität, d.h.

χn(t, t1, . . . , tn) = 0 falls irgendein tj > 0 (C.2)

und Translationsinvarianz,

χn(t, t1, . . . , tn) = χn(0, t1 − t, . . . , tn − t). (C.3)

Durch Fouriertransformation,

P̃ (ν)
n (ω) ≡ 1√

2π

∞∫

−∞

dt e−iωtP (ν)
n (t) (C.4)

gelangt man in erster Ordnung zu

P̃
(ν)
1 (ω) = ε0

∞∫

−∞

dω1δ(ω1 − ω)χ̃1(ω1)Ẽ
(ν)(ω1) = ε0χ̃1(ω)Ẽ

(ν)(ω) (C.5)

mit dem Feldterm

Ẽ(ν)
n (ω) ≡ 1√

2π

∞∫

−∞

dt e−iωtE(ν)
n (t) (C.6)
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und der frequenzabhängigen elektrischen Suszeptibilität in erster Ordnung

χ̃1(ω) =
1√
2π

∞∫

−∞

dt e−iωtχ1(t). (C.7)

Zwischen dem Brechungsindex n(ω), dem Absorptions- bzw. Abschwächungskoeffizienten α(ω)
und der elektrischen Suszeptibilität χ ≡ χ̃1 besteht folgende Beziehung:

1 + χ(ω) = [n(ω) + iα(ω)]2 . (C.8)

Somit hat man schließlich folgende Proportionalitätsbeziehung vorliegen:

α(ω) ∝ Imχ(ω) = Im
P̃ (±1)(ω)

Ẽ(±1)(ω)
. (C.9)

Die Indizes ν = −1,+1 entsprechen dabei den Richtungen k1, k2 der beiden Pulsstrahlen E(±1).
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