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Wie kommen die Pyramiden
auf den Bildschirm? - oder
Raumgeometrie mit Rechnereinsatz

Piadagogische Gesichtspunkte

Aufgabenstellung Darstellung Dokumentation
(teil-)often graphisch Zeichnungen
angeleitet algebraisch Hardcopy
Punktlisten
Protokolle
Technologie
Tabellen- Graphischer Computeralgebra- Dynamische
kalkulation Taschenrechner system Geometriesoft-
ware
X X

Ziele und Beschreibung der Einheit

Forderung des rdumlichen Vorstellungsvermogens
Platonische und Archimedische Korper kennen lernen
Mathematische Grundlagen der Computergraphik erarbeiten

(Paralleles) Arbeiten auf unterschiedlichen Représentationsebenen
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Rolle der Technologie

e Werkzeug zum Rechnen mit Matrizen
e Medium zur Visualisierung (Erzeugung von Bildern)
e Medium zum entdeckenden Lernen

Notwendige Vorkenntnisse

e Das Rechnen mit Matrizen bzw. der Matrixbegriff sollten bekannt sein.
e Grundkenntnisse im Umgang mit CAS

Dauer der Einheit

4 bis 10 Unterrichtsstunden. Die Dauer der Einheit ist abhdngig von den Vor-
kenntnissen (Rechnen mit Matrizen, raumliche Koordinaten, Darstellung mit
Zirkel und Lineal, ...) und den Zielen bzw. den weiterfiihrenden Fragestellun-
gen.

Unterrichtsorganisation

® Die Schiilerinnen und Schiiler sollten in kleinen Gruppen (2-3) arbeiten.

® Nach jeder Partnerarbeitsphase ist ein Plenumsphase notwendig, damit eine
gemeinsame Arbeitsgrundlage geschaffen werden kann.

e Die Korper sollten als reale Modelle mitgebracht (besser noch selber herge-
stellt) werden. (Unterrichtsprinzip ist hier: Lernen mit moglichst vielen Sin-
nen)

® Zeichnungen mit Lineal auf dem Késtchenpapier miissen die theoretischen
Uberlegungen bei jeder Aufgabe ergénzen. Dies sollte auf keinen Fall un-
terlassen werden!

® Die Darstellung von Archimedischen Korpern (Aufgabe 5) eignet sich gut
zur Differenzierung, fiir AGs, den Projektbereich oder als zusitzliche Schii-
leraufgabe.
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Aufgabenstellung

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Der griechische Geschichtsschreiber Herodot (484 — 425 v.

Chr.) hat in seinem Werk iiber die antike Geschichte geschrie-

ben, dass die grofie Pyramide in Gise so konstruiert ist, dass

der Flacheninhalt jeder Seitenflache gleich dem Flacheninhalt

eines Quadrates ist, dessen Seitenlangen der Pyramidenhohe

entspricht.

1. Baue eine solche Pyramide.

2. Was hat das Verhiltnis der Pyramidenhdhe zur Grundseite
mit der Zahl &t zu tun?

3. Zeichne ein maf3stabgerechtes Schriagbild dieser Pyramide.

Darstellung einer Pyramide auf dem Bildschirm

Fiir die weitere Arbeit wollen wir zum leichteren Zeichnen der
geometrischen Objekte das karierte Papier nutzen (die Punkte
konnen durch Abzédhlen an den Késtchen eingezeichnet werden):

im:i,se ,,,,,,,,, b

““““ P(5,8.3) P=(5,6,3)

2 Achse 2.Achse

I 1.Achs
AAAAAAAAAA ten/

Im Koordinatensystem ist eine Pyrami-
de mit quadratischer Grundfliche ge-
geben (Kantenldnge 4, Hohe 3.5). Der
Eckpunkt A hat die Koordinaten

A=[6,3,1].

1. Bestimme die Koordinaten der iib-
rigen
Eckpunkte.

2. Zeichne die Pyramide.

3. Um diese Pyramide auf ein Blatt Papier zu zeichnen haben
wir die 3D-Koordinaten auf 2D-Koordinaten transformiert.
Diese ,,neuen® Koordinaten kann man sofort ablesen, wenn
man ein x/y-Koordinatensystem tiiber die Zeichnung legt.
Zum Beispiel gilt fiir den oben gezeichneten Punkt P :
[5,6,3] > [3.5,1.75]
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Entsprechend wird der Pyramidenpunkt A transformiert:
[6,3,1] > [0,-0.5]

Bestimme zu allen Eckpunkten der Pyramide die zugehdri-
gen 2D-Punkte.

Wie heilen die 2D-Koordinaten zu [ 150,200, 751 ?
Suche Regeln zur Berechnung der Koordinaten.

Die oben gefundenen Transformationsgleichungen (oder
Abbildungsgleichungen) kénnen in Matrizenschreibweise
dargestellt werden.

-0.5 -0.25
[XlaXZaX3]* 1 0 = [X7Y]
0 1

Die mittlere Matrix heiflt Projektionsmatrix.

Zur Ubung: Berechne das Bild der Pyramidenspitze E iiber
Matrizenmultiplikation und iiberpriife das Ergebnis an der
Zeichnung.

Unsere Pyramide kann jetzt auf dem Bildschirm dargestellt
werden. Dazu muf3t du folgende Schritte durchfiihren (die
Technischen Hinweise sollten beachtet werden):

Gib die 3D-Eckpunkte in den Rechner ein.

Je zwei aufeinanderfolgende Punkte werden spéter durch ei-
nen Streckenzug verbunden. Es muss also eine Punktliste in
sinnvoller Reihenfolge erstellt werden, so dass ein geschlos-
sener Streckenzug entsteht (,,zeichnen ohne den Stift abzu-
setzen®). Die Liste wird unter ,,pyra* abgespeichert.

Gib die Projektionsmatrix ein und speichere sie unter ,,proj*.
Was liefert das Matrizenprodukt pyra*proj ?

Verbinde die berechneten Punkte in der gegebenen Reihen-
folge (siehe Technische Hinweise).

Aufgabe 3: Im Koordinatensystem ist ein Wiirfel der Kantenldnge 4 darge-
stellt. Der Eckpunkt A hat die Koordinaten A=[4,3,0.5]

1. Bestimme die Koordina-

H

G ten der anderen Eck-
punkte.

© e F 2. Wenn man die Mittel-

punkte der Seitenfli-
chen (Koordinaten?) mit
den benachbarten Mit-
telpunkten verbindet,
entsteht ein schoner, re-

_______________________________

1.Achse

S

1 - 3 gelméBiger Korper.

Zeichne!

3. Stelle diesen Korper auf dem Bildschirm dar.
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Aufgabe 4:  Die in der letzten Aufgabe dargestellten Korper sind Platoni-
sche Korper, das sind Korper, deren Begrenzungsflichen aus
regelméfBigen Vielecken der gleichen Art bestehen.

1. Zeige, dass es genau fiinf Stiick davon gibt.(Hinweis: Be-
trachte die Winkel der Flachen in einer (Raum-)Ecke)
2. Stelle sie auf dem Bildschirm dar.

Aufgabe 5: Wenn du bei dem Wiirfel in Aufgabe 3 die Mittelpunkte der
Kanten nimmst und jeweils benachbarte Kantenmittelpunkte
miteinander verbindest (,,die Ecken des Wiirfels werden abge-
schnitten*), dann entsteht ein Korper, dessen Begrenzungsfla-
chen aus regelmafigen Vielecken unterschiedlicher Art (hier
Quadrate und gleichseitige Dreiecke) besteht. Solche Korper
heillen Archimedische Korper, es gibt insgesamt 13 verschie-
dene davon (auch der Fu3ball gehort dazu!!).

Stelle einen weiteren Archimedischen Korper auf dem Bild-
schirm dar.
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Losungsvorschlige

LAufgabe 1: Zunichst muss das Verhiltnis der Pyramidenhche h
zur Grundseite a berechnet werden.

a
5 1 .
h =a-d’[ +—] L

a
h

J{2-J5 - 2}

1.57230
Das Verhaltnis liefert einen ziemlich guten Néherungswert von % !

LAufgabe 2: Teil 3

So findet man die 2D-Koordinaten von [ 5, 6, 3 ] : Die erste Koordinate er-
hélt man, indem man vom Ursprung aus 5 mal 1 Késtchen (= 0.5cm) nach
links, danach 6 mal 2 Késtchen (=1cm) nach rechts geht. Die zweite Koordina-
te erhdlt man, indem man vom Ursprung aus 5 mal }2 Késtchen (=0.25c¢m) nach
unten, danach 3 mal 2 Késtchen (=1cm) nach oben geht.

[-05-150+1-200 —025-150+1-75]=[125 375]

Teil 4: - - . -
B[4 5 4.5]+e [4 5 4.3]
mo-proj [3. Z.3]
e¥*projl

Teil 5: pyra*proj liefert die Liste der2D- Punkte, die gezeichnet werden kann.

- E Zoom|Trace |Rearaph|Math|Draw |- {/‘p il

LAufgabe 3:

LAufgabe 4: In einer Raumecke
e stoflen mindestens 3 Fldchen aneinander,

e ist die Winkelsumme der angrenzenden Flachenwin-
kel kleiner als 360°
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So lasst sich mit den Winkeln der regelméBigen Fliachen begriinden, dass es
nur fiinf Platonische Koérper geben kann.

Bei der Berechnung der Koordinaten von Ikosaeder und Dodekaeder ist es hilf-
reich, wenn man die Korper aus einem Wiirfel aufbaut:

‘4
s R
IS0
7 S
s > 0

a P
In einem Wiirfel der Kantenlénge 2 Auf den Wiirfel (mit z.B. a=1) werden
(Ursprung im Mittelpunkt) hat jeder =~ Walmdéacher (Hohe h und Firstldnge s)
Punkt des Ikosaeders den gleichen aufgesetzt. So konnen die Koordinaten
Abstand t zur ndchsten Achse. Z.B: ist der Punkte ermittelt werden:
C=[1,0,t]. A=[1,1,1] ,R=[0.5, 1-(1-s)/2, 1+h].

Die Kante BC hat die gleiche Linge = Mit den Bedingungen AR=s und
wie die Kante AB. Damit lasst sicht ~ RQ=1 lassen sich s und h berechnen.
berechnen.

Zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 6: Projektionen
Die mit der Matrix proj beschriebene Art der Darstellung nennt
man Kavalierprojektion, ein Begriff aus dem mittelalterlichen
Militdrwesen. In der Praxis sind auch andere Projektionsarten
iiblich, z. B. benutzt man die Militarprojektion hiufig in der Ar-
chitektur, auch isometrische und dimetrische Projektionen wer-
den verwendet.

1. Betrachte noch einmal die Kavalierprojektion und bestimme die Bilder der

3-dimensionalen Einheitsvektoren
[1,0,0] > [?,?]
[0,1,0] > [?,?]
[0,0,1] > [?,?]

Was fallt dir auf?
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2. Bestimme mit Hilfe der folgenden Abbildungen die Projektionsmatrizen
fiir Militarprojektion, isometrische und dimetrische Projektion.

1
0.5
120 P!
[0
90°
1 1 1 1
Miltirprojektion Isometrie Dimetrie

3. Waihle einen beliebigen Korper und stelle ihn in verschiedenen Projektio-
nen dar.

Beschreibe die Besonderheiten der jeweiligen Darstellung.

Welche Projektion konnte fiir welchen Zweck geeignet sein?

Aufgabe 7: Drehungen im Raum
(Voraussetzungen: Abbildungen in der Ebene mit 2 x 2- Matri-
) . . . [ cos(ex) sin(a)
zen, insbesondere die Abbildungsmatrix ) ,
—sin(a) cos(&)
siche T’-Materialien)

1. Drehe die in Aufgabe 2 beschriebene Pyramide um die x3-Achse.

2. Wenn man Einzelbilder im Rechner abspeichert und anschlieBend nachein-
ander abruft entsteht ein ,,Film*.

Stelle einen ,,Film* her. (,,Thema* kann frei gewéhlt werden.)

Weitere Losungshinweise

LAufgabe 6: 1.: Die Bilder der Einheitsvektoren stehen in den Zeilen der Pro-
jektionsmatrix.

2.: Wir bestimmen die jeweiligen Bilder der Einheitsvektoren und setzten diese
zur Projektionsmatrix zusammen:

Militirprojektion Isometrische Projektion
—co0s(30°) —sin(30°) —co0s(30°) —sin(30°)
cos(60°)  —sin(60°) | — mi, cos(30°)  —sin(30°) | —>iso,
0 0.5 0 1
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Dimetrische Projektion

—0.5co0s(41,4°) —0.5sin(41,4°)
cos(7,2°) —sin(7,2°) | —di
0 1

Hier ein Turm in den vier Projektionsarten (Schiilerarbeit).

= = = [ Fev | FE i FEx | FG {FF
,1E ZF.:.E.:.N Tr'f;v:e Regrrllaph MFasth D:*an ,? v f=|Zoon|Trace [RebraphHath|Draw|« f

% kaw

izo ‘

mi

LIMAL DEG RUTD FUHC LINAL DEG AUTD FUME

LAufgabe 7: Bei der Aufstellung der Drehmatrix sollte man die Schiiler expe-
rimentieren lassen. Wichtig sind auch Uberlegungen zur Reihenfolge der Ab-
bildungen. Die Drehmatrix

cos(a) sin(a) O
lautet:  dreh(a) =| —sin(at) cos(a) 0.
0 0 1
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Technische Hinweise fiir TT 92/89:

Was willst du erreichen?

Wie du das machst!

-5 -.25 -5 -.aE
Eine Matrix definieren =[1 @ 3 proj [1 @
a1 g 1
[-0.5."0.2531 . 0;0,.11*progl
Einen einzelnen Punkt als Zeile m[4 5 4.51+e [4 5 4.5]

definieren

[4.5.4.5]1%e

JOZEF RAD AUTO

FUMC 2/=0

3D-Eckpunkte definieren, mit
denen die Punktliste erstellt wer-
den kann.

Zur Definition geschweifte Klammern ver-

wenden!

B{E 3 1Y+ 6 3 13
m{E 7T O 1r*hb 6 71
LIS - Y
Rz 3 134 £2 3 13
mi4 5 3I.53%e {4 5 3.5
{4.5,.3.5e

Die Punktliste definieren, mit der
der Korper gezeichnet werden
kann.

Auch hier geschweifte Klammern verwenden
1 [ Fzr Fhr FE FBr
- E Algebra|Calc|dther [PrgmlI0Clean UPT_\
E 1

.3

Y I R P |

RS . A Y
[T M BEN RN R Y

th.,e,a,b.c.,e.d.c.d. a’*pyr

JOZEF EAD AUTO FUMC B/Z0

Eine Liste von 2D-Punkten in der
angegebenen Reihenfolge mitein-
ander verbinden.

Das Programm ,,matplot* wird im Programm-
editor geschrieben:

|’F1 T 5 Tr3v‘|’ruv]’ FE Trsv‘[

LE Contral [0 arFind. Mode ]
tmatplotimd

fPram

flocal k )

PFor k.l rowDimima-1

tLime mik, 11, mlk, 2], mik+l, 11, mik+l,21,1
f EndF or

tEndPram

und vom Home-Editor aus aufgerufen:
mmatplotipdra-progl Dohe
matplot{pyraXprog>

Im Grafikbildschirm mit 2 Zoom
5:ZoomSqr den Malistab auf beiden Achsen
anpassen!

Die 2D-Achsen und die Gitter-
punkte ausschalten

Im Grafikbildschirm mit I und 9:Format
werden die Einstellungen veridndert.

Grid ..... OFF

Axes..... OFF

Danach wieder vom Home-Editor aus zeich-
nen.
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Eine Animation erstellen

Einzelbilder erzeugen und abspeichern, z.B.

pyral,pyra2,..(durchnummerieren)
1 Fer Fzr i Fa™|_FE FE™
- E Contraol |I-0Uar|Find. |Mode
: Bgr‘aﬁ Imi s
tPram
EEgc,lEF"ic, "pura'.d4,0.5,10. -1

: rdF g

Die Bedeutung der Parameter (durch Komma
getrennt)

4: Anzahl der Bilder

0.5:  Wartezeit in Sekunden

10: Anzahl der Zyklen

-1: Richtung vorwérts/riickwarts

(1: Richtung vorwirts umlaufend)
Aufgerufen wird das Programm mit dem Na-
men (einschlieBlich Klammer) von der Einga-
bezeile des Home-Screens mit pyrafilm().
Mit ON kann man das Programm jederzeit
unterbrechen.
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Technische Hinweise fiir DERIVE:

Was willst du erreichen?

Wie du das machst!

Ausdiuck eingeben - 77?2 MTH x|

. . . o B S| Btk |x pjvElo|n o|tu x| p a8 o culv|® clx|
Eine Matrix definieren R}BI;}GIE}ZII‘-}}BII}KI!\}:IN}EIO}HI;}ZIT}TIg}XI:'}nIi}mIg}ﬂIA}—-IJ{I h
|prnj:=[[—B.5.—B.25].[1.B],[B,1]]
aK | Eere\nfachenl Abbruch |
-8.5 -B8.25
Einen einzelnen Punkt als proj := 1 8
Zeile definieren
a 1
e == [4, 5. 4.5]
a = [6. 3. 1]
Die Punktliste definieren, mit | » == [6. 7. 1]
der der Korper gezeichnet ¢ = [2. 7, 1]
werden kann. d == [2. 3. 1]
pyra == [h. e. a, b. ¢c. e. d. c. d. al
pYra -proj

Eine Liste von 2D-Punkten in
der angegebenen Reihenfolge
miteinander verbinden.

Im Algebra-Fenster wird der Ausdruck vereinfacht,
dann in das 2D-Grafik-Fenster wechseln.

In Extras Gitter das Intervall so einstellen, dass
das Gitter quadratisch wird.

In Extras Punkte Verbinden : Ja und Grife :
Klein wihlen.

In Extras Farbe die automatische Farbanderung
ausschalten und die gewiinschte Farbe wéhlen.
Danach kann die Pyramide gezeichnet werden.

Die 2D-Achsen und die Git-
terpunkte ausschalten

Im 2D-Grafik-Fenster
In Extras Achsen und Extras Gitter werden die
Einstellungen vorgenommen.

Eine Animation erstellen

Im Algebra-Fenster mit Definieren Algebra Sta-
tus Vereinfachen das Winkelmal3 auf Degree
einstellen

Angle := Degree

COS¢a) SIN(ax) @
DREH(w} := | — SIN{x) COS{x} 8
a 8 1

VECTOR{ {pyra -DREH{x}) -proj. «. 8. 180, 383

Vereinfachen und im 2D-Grafik-Fenster zeichnen.

WX
S RN

i ‘ ",
N
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