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Heinz Rainer Geyer

Das Kaczmarz - Verfahren

Piadagogische Gesichtspunkte

Aufgabenstellung Darstellung Dokumentation
teilweise gefiihrt graphisch Zeichnungen
teilweise offen algebraisch Hardcopy
Protokolle
Technologie
Tabellen- Graphischer Computeralgebra- Dynamische
kalkulation Taschenrechner system Geometriesoft-
ware
X X

Ziele und Beschreibung der Einheit
e Lineares Gleichungssystem als Koordinatengleichungen von
(Hyper-)Ebenen interpretieren
e Ein (neues) iteratives Losungs-Verfahren kennen lernen
e Die Methoden der Linearen Algebra in neuen Zusammenhingen
anwenden

Rolle der Technologie
e Notwendiges Werkzeug zur praktischen Durchfiihrung des Verfahrens

Notwendige Vorkenntnisse

e Aus der Mittelstufe werden benotigt:
geometrische Grundkonstruktionen: wie Lot fallen
analytische Kenntnisse: wie Steigung orthogonaler Geraden und Schnitt
von zwei Geraden

e Aus der Linearen Algebra miissen bekannt sein:
Koordinatengleichung einer Ebene, Normalenvektor,
Abstand Punkt-Ebene

Dauer der Einheit
e ca. 4 Unterrichtsstunden

Unterrichtsorganisation
¢ in Einzelarbeit oder Partnerarbeit zu bearbeiten
e vor der Bearbeitung von Aufgabe 3 empfiehlt sich eine Zusammenfas-
sung und Sicherung der bisherigen Ergebnisse
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Aufgabenstellung

Aufgabe 1: Zeichne die Geraden gl: 2y—-x=6 und g2: 4y+x=18 in

ein passendes Koordinatensystem.
Wihle einen beliebigen Punkt P im Koordinatensystem und fiihre
das folgende graphische Verfahren durch:

e Fille von P aus das Lot auf eine der beiden Geraden

e vom LotfuBpunkt fille ein neues Lot auf die andere Gerade

e setze das Verfahren fort.

Welchen Sinn hat das angegebene Verfahren?

Wann ist das Verfahren zu beenden?

Welchen Vorteil kann es haben, wenn man im 1.Verfahrensschritt
die Gerade mit dem grofBten Abstand zu P wéhlt?

Aufgabe 2: Beschreibe das Verfahren mit analytischen Methoden, d.h. berech-

ne die Koordinaten der ersten 2 FuBBpunkte fiir P(4/8).
Verallgemeinere das Verfahren, indem du ausgehend vom Punkt
P(xp/yp) den FuBpunkt F(xf/yf) auf einer Geraden ay+bx=c

bestimmst.

Information: 1939 veroffentlichte Stefan Kaczmarz seinen Artikel: Angend-

Das KACZMARZ-VERFAHREN:

Jede Zeile eines linearen Gleichungs-
systems (GLS) wird als Koordinaten-
gleichung einer Ebene betrachtet. Dann
ergibt sich der Normalenvektor aus den
Koeffizienten dieser Zeile.

Seien 71, die Zeilenvektoren des GLS

herte Auflosung von Systemen linearer Gleichungen, in dem er die
Grundlagen eines iterativen Verfahrens durch orthogonale Projek-
tion beschrieb, das zwar nur langsam konvergiert, aber bei 16sbaren
Gleichungssystemen immer eine Losung findet. Mit Hilfe von
Computern wird dieses Verfahren heute vor allem bei sehr gro3en
Gleichungssystemen, z.b. bei der Computertomographie erfolgreich
eingesetzt.

und b, die zugehorigen Zahlen der rechten Seite des GLS.

Fir den Naherungsvektor X, berechnet man den Abstand zur k-ten Ebene

durch

1

|”k |

dk: (bk_)—cn'ﬁk)-

Die Gleichung mit dem groBiten Wert aller d, liefert den Index zur Berech-

nung des nédchsten Iterationspunktes:

o 1 _
n)n, =X, + d,n,

|”k|

_ _ 1 _
xn+1 = xn + 12 (bk _‘xn
7
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Aufgabe 3: Berechne die ersten 2 Naherungslosungen fiir das GLS

Sx,+ x,+ xy;= 4
X+ 5x,— x;= 2
X, — x,+ 5x;= -4
1
Verwende den Startvektor Xx,=|-1
0

Aufgabe 4: In den technischen Hinweisen sind die Funktionen kacz1( ) und
kacz2( ) angegeben, mit denen die notwendigen Schritte zum Fin-
den weiterer Ndherungen zusammengefasst werden konnen.
Verwende die Funktionen, um die Losung des GLS aus Aufgabe 3
zu bestimmen.

Erprobe das Verfahren an weiteren Aufgaben.
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Losungsvorschlige

Aufgabe 1:

Die Graphik wurde mit Cabri -
Géometre erstellt. Punkt P ist
dynamisch zur bewegen, die Lote sind
durch ein Makro definiert und bleiben
erhalten.

Aufgabe 2:
Die Steigung von gl ist m, =1, also
hat die Lotgerade auf g1 die Steigung

m, = -2 und die Gleichung des Lotes ist y -8 =-2(x—4) = y =-2x+16.
Der Schnittpunkt von Lot und g1 liegt bei F1(5.2/5.6)

Aufgabe 3:

Siehe hierzu in den technischen Hinweisen die Vorgehensweise mit dem TI-92

Aufgabe 4:

Die Funktionen werden wechselnd
aufgerufen. Die Komponente mit dem
grofiten Abstandswert in d wird in
kacz2 eingetragen und damit der neue

I’Fi T Fer Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

dLT, T ALE]
rnarml [ 210

B kaczlin.=s,d.bi+d

+s [11/9 1/9 -2-9]
[-2-5 . -4-13]
3 3

"=+

B aczZin,s,d, 31+=

Iterationspunkt s berechnet. [29027 7/27 - 2627]
Durch die Zuweisungen und den fast |=kaczitn,=,d,b)+d ['22'?5 '42'75 .:.]

gleichen Variablensatz der Funktionen

EACZMARZ EAD EXACT FUMC 1030

ist Auswertung sehr einfach zu
handhaben.

Didaktisch-methodische Hinweise

Die Aufgaben 1 und 2 sollten auch in einem Kurs der Linearen Algebra behan-
delt werden. Mit der Verwendung einer Dynamischen Geometriesoftware kann
die Methode im Zweidimensionalen einprigsam visualisiert werden und so die
oft fehlende Anschauung im IR* ergénzen.

Zusitzliche Aufgaben
e Anwendung des Kaczmarz-Verfahren auf hoherdimensionale Raume
bzw. unterdimensionierte Gleichungssysteme
e Vergleich mit dem Iterationsverfahren nach Jacobi

Literaturhinweise
Kroll/Reiffert/Vaupel Analytische Geometrie/ Lineare Algebra, Diimmler 1997
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Technische Hinweise: TI-92

Was willst du erreichen?

Wie du das machst!

Ein Gleichungssystem eingeben

Zunéchst gibt man die Koeffizienten-
matrix ein und benennt sie,
[5,1,1;1,5,-1;1,-1,5]->n

dann den Spalten-Vektor der rechten
Seite [4,2,-4]->b

Skalarprodukt und Betrag bilden

Die Funktionen hierzu heif3en
dotP( ) und norm( )

s Promtofs e e |
-{1 5
1 -1

w4

41+ b
=[o @ 0]=+d

a[1 -1 [O]=*=
b1, 2] - dotPl=, n[2])

" hDr‘N?h[Z?) . +dll, 3]

WwPCa nl21 22 snorminl2123dl1 .21 |

KACZMARZ KAD EXACT FUHWC 1/ %

Beachte die Indizierung
n[2] ist die 2.Zeile der Matrix n
b[1,2] die 2.Komponente der 1.Zeile des
einzeiligen Vektors b

auch ein Vektor wird intern als Matrix
behandelt

Absténde und Iterationspunkte
bestimmen

v{— ngebr‘a Caln: I:Ither* P'r‘ngI:I l:lean Llpm
ol L) T L R | T
m[] -1 @]*=s [1 -1 EI]
b1, 2] - dotPi=, n[Z21) z-[=
" moFRCALZT) *dl1, 2] =
b1, 3] - dotPi=, n[3 -2 03
" mormtnL AT *dl1, 3] 3
"s o SAop s (1103 103 -209)
s+d[1.21%nl[2]1 norminl2]1 2=
ERCZMARE RAD EXACT FUHC 730

Hier ist die direkte Umsetzung der For-
meln fiir Abstand d und Projektions-
punkt s dargestellt

Was macht die Funktion kacz1()?

v{— Canirol|[T-D Uar‘lFlnd Mode ]

ftkaczlin, ==, dd,BRY

fFunc

tLocal i

fFor i,1,colbimcbbl2, 1

fihbIl, S —dotPiss, Anli 1 Crarninn (il s+
ddli, 1]

tEndFor
fdd
Er

EACZMARZ RAD EXACT FUHC

Die Eingabevariablen sind:

nn die Koeffizientenmatrix

ss der Startpunkt der Iteration

dd der Vektor der Abstéinde

bb der Vektor der rechten Glg-Seite

neu berechnet wird der Vektor d der
Abstinde

Was macht die Funktion kacz2()?

TE™
v{— I:cunt.r*cul I/III Uar‘lFlnd Mode ]

fkaczd (i, ==, dd, kk?

tFunc
fss+dd 1, kkI#nn [kk - Crorminnlkk a2
tEndFunc

Die Eingabevariablen wie vorher
kk  der Index mit dem grof3ten
Abstandswert

neu berechnet wird der néachste Iterati-
onspunkt
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