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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden Labyrinthmuster und Spiralen experimentell und theoretisch un-

tersucht, die selbstorganisiert in einem nichtlinearen optischen Modellsystem auftreten.

Es handelt sich dabei um eine Anordnung, in der ein Laserstrahl ein nichtlineares Medium

durchläuft und das transmittierte Licht von einem Spiegel in das Medium zurückgekoppelt

wird. Durch die Rückkopplung können in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung

spontan Strukturen entstehen. Dieses System, die sogenannte Einspiegelanordnung mit

Natriumdampf als nichtlinearem Medium, hat sich in der Vergangenheit bereits vielfach

bewährt. Es hat nahezu alle typischen Musterbildungsphänomene in zwei Raumdimensio-

nen hervorgebracht und zu deren Erklärung beigetragen. Die in dieser Arbeit verwendete

Variante der Einspiegelanordnung zeigt eine symmetriebrechende Polarisationsinstabilität

mit zwei gleichberechtigten stabilen Zuständen, zwischen denen sich Fronten ausbilden

können.

Labyrinthe sind zweidimensional ausgedehnte Strukturen ohne Symmetrie oder Fern-

ordnung, besitzen jedoch eine charakteristische räumliche Längenskala und eine gewisse

Nahordnung. Sie entstehen als universelles Phänomen in einer Vielzahl verschiedener phy-

sikalischer Systeme, meist als Folge einer transversalen Modulationsinstabilität von Fron-

ten. Es wird nun gezeigt, dass in der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf ebenfalls

Labyrinthe entstehen, die die gleichen universellen Eigenschaften besitzen.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist neben dem experimentellen Nachweis von Laby-

rinthstrukturen die Charakterisierung der Frontdynamik bei verschiedenen Parametern.

Es zeigt sich, dass die Labyrinthe durch eine krümmungsgetriebene Dynamik der Pola-

risationsfronten entstehen. In Abhängigkeit von der Intensität des Laserstrahls führt diese

Dynamik zu kontrahierenden bzw. expandierenden Polarisationsdomänen. Im Falle expan-

dierender Domänen werden nach einer transienten Phase Labyrinthe beobachtet, deren

charakteristische Längenskala auf eine kurzreichweitige Interaktion benachbarter Fron-

ten zurückgeführt wird. Die entstehenden Labyrinthe können im Detail sehr verschiedene

Gestalt besitzen und im weiteren Sinne als metastabile Zustände interpretiert werden.

Zwischen diesen sich nur gering unterscheidenden Zuständen kann eine langsame, rausch-

induzierte Dynamik stattfinden.



Die Dynamik der Fronten wird stark von einer periodischen Modulationsinstabilität

beeinflusst, die im betrachteten System zu einer hexagonalen Strukturierung der durch

die Fronten verbundenen Zustände führt. Diese Wechselwirkung beruht darauf, dass die

Fronten oszillatorische Ausläufer besitzen, die die gleiche Längenskala wie die Hexagone

aufweisen. Es kommt zu einem Einrasten der Fronten an Konstituenten des hexagonalen

Musters oder an den Ausläufern benachbarter Fronten.

Es wird nachgewiesen, dass ein statisches äußeres Magnetfeld die Frontdynamik sowohl

quantitativ als auch qualitativ beeinflusst. Weiterhin stellt sich heraus, dass die Labyrinthe

nur dann beobachtet werden, wenn die beteiligten Zustände des bistabilen Systems in

guter Näherung äquivalent sind.

Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung von Spiralmustern,

die in Anwesenheit eines externen Magnetfeldes auftreten. Diese raumzeitlichen Struktu-

ren weisen eine diskrete Rotationssymmetrie auf und rotieren um ein Organisationszen-

trum. Im hier behandelten System treten in den Spiralen darüber hinaus raumzeitliche

Defekte auf, die auf die räumliche Variation eines Kontrollparameters zurückgeführt wer-

den können. In numerischen Simulationen werden ohne den Einfluss dieser räumlichen

Inhomogenität ausgedehnte Muster aus mehreren Spiralen gefunden.

Ein Zusammenhang zwischen Labyrinth- und Spiralmustern wird in der Literatur für

eine Reihe verschiedener musterbildender Systeme beschrieben. Im Gegensatz zu dem

üblicherweise diskutierten Mechanismus – einem Übergang von stationären Isingfronten zu

bewegten Blochfronten – entstehen die in der vorliegenden Arbeit beobachten Spiralen als

Folge einer Hopf-Instabilität, was durch eine lineare Stabilitätsanalyse des theoretischen

Modells belegt wird.



Abstract

In this work labyrinthine and spiral patterns, which emerge self-organized in a nonlinear

optical system, are investigated experimentally and theoretically. The experiment consists

of an arrangement, in which a laser beam passes a nonlinear medium, and the transmitted

light is fed back into the medium by a mirror. Because of this feedback, structures can

emerge spontaneously in the plane perpendicular to the beam axis. This system, the

single mirror feedback scheme with sodium vapor as the nonlinear medium, has proven

its worth many times in the past. It produced nearly all typical phenomena of pattern

formation in two spatial dimensions and contributed well to their explanation. The variant

of the single mirror feedback scheme used in this work exhibits a symmetry breaking

polarization instability with two equivalent stable states, and fronts connecting these

states can develop.

Labyrinths are extended two-dimensional structures without any symmetry or long-

range order, but they contain a characteristic spatial length scale and a certain short-range

order. They appear as a universal phenomenon in a variety of different physical systems,

and mostly emerge as a consequence of a transverse modulational instability of fronts. It

is shown that labyrinthine patterns with the same universal characteristics can also be

observed in the single mirror feedback scheme with sodium vapor.

Aside from the experimental proof of the existence of labyrinthine structures, the

main focus of this work is the characterization of front dynamics at different parameters.

It turns out that the labyrinths arise from the curvature-driven dynamics of polarization

fronts. This dynamics leads to contracting or expanding polarization domains, depending

on the intensity of the laser beam. In the case of expanding domains, labyrinths are

observed after a transient phase. Their characteristic length scale is determined by a short-

range interaction of neighboring fronts. The resulting labyrinthine patterns can have many

different shapes in detail and can be roughly interpreted as metastable states, between

which a slow, noise induced dynamics takes place.

The front dynamics in the system under investigation is strongly influenced by a pe-

riodic modulational instability leading to a hexagonal structuring of the states connected

by the fronts. The interaction with the underlying pattern is caused by oscillatory tails of



the fronts, which have the same length scale as the hexagons. As a result, the fronts lock

at constituents of the hexagonal pattern or at oscillatory tails of neighboring fronts.

It is proven that a static external magnetic field influences the front dynamics quantita-

tively as well as qualitatively. Furthermore, it turns out that labyrinths are only observed,

if the involved states of the bistable system are equivalent in a near approximation.

A second matter of this work is an investigation of spiral patterns appearing in the

presence of an external magnetic field. These spatio-temporal structures have a discrete

rotational symmetry and rotate around their symmetry center. Apart from that, in the

system treated here the spirals exhibit spatio-temporal defects arising from a spatial

variation of the control parameter. As a result of numerical simulations without this

spatial inhomogeneity, extended patterns consisting of several spirals are found.

In literature, a connection between labyrinthine and spiral patterns is mentioned for

various pattern forming systems. In contrast to the mechanism discussed usually – a

transition from stationary Ising-fronts to moving Bloch-fronts – the spirals observed in

this work originate from a Hopf instability, which is proven by means of a linear stability

analysis of the theoretical model.
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Kapitel 1

Einleitung

Nichtlineare Systeme, die sich fernab vom thermischen Gleichgewicht befinden, haben

oft die interessante Eigenschaft, dass sich spontan selbstorganisierte Strukturen in einer

Beobachtungsgröße ausbilden. Diese Strukturierung kann im Raum und/oder in der Zeit

stattfinden und ist ein universelles Phänomen, das in einer Vielzahl von sehr verschie-

denen physikalischen, chemischen oder biologischen Systemen beobachtet wird [CH93].

Der Wunsch, diese Selbststrukturierung verstehen und kontrollieren zu können, hat da-

zu geführt, dass sich die Selbstorganisation zu einem zentralen und nach wie vor sehr

aktuellen Forschungsgegenstand der nichtlinearen Physik entwickelt hat.

Die Bandbreite der auftretenden Strukturen reicht von
”
einfachen“ periodischen Mus-

tern mit ausgeprägter Symmetrie, die im Falle zweidimensionaler räumlicher Selbstorga-

nisation auch als Turing-Muster [Tur52] bezeichnet werden, über komplexere Strukturen

wie z. B. Quasimuster [Ben85], bis hin zu irregulären oder chaotischen Zuständen [NP93],

sowie lokalisierten Strukturen [Rie99], die auch als dissipative Solitonen bezeichnet wer-

den.

Ein Bindeglied zwischen räumlich periodischen und irregulären Strukturen stellen

Labyrinthmuster dar. Sie besitzen eine charakteristische räumliche Längenskala, jedoch

keine ausgeprägte Symmetrie oder Fernordnung [LBRT+02] und erinnern an die Irrgärten

und Labyrinthe, die seit der Antike die Menschheit faszinieren [Ker83]. Im Vergleich zu

anderen typischen selbstorganisierten Mustern findet man in der Natur nur wenige Bei-

spiele für selbstorganisierte Labyrinthe, wenngleich in Zellkulturen [GTP+04] oder bei der

Vegetation in Wüstengegenden [HMSZ01] ähnliche Formen beobachtet werden können

und Vorschläge existieren, die Gestalt der Großhirnrinde ebenfalls als selbstorganisiertes

Labyrinth aufzufassen [Car02].

Labyrinthmuster werden jedoch in einer großen Zahl physikalischer und chemischer La-

borsysteme beobachtet. Dazu gehören Experimente zur magnetische Domänenbildung in

ferrimagnetischen Filmen [HMD74, MS79, SW92c], ferromagnetischen Schichten [HKK72],
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Ferrofluiden [RZS83] und Typ-I-Supraleitern [Fab58, HK74]; sowie Reaktions-Diffusions-

Systeme [LMOS93, LS95, POS97], Flüssigkristallfilme [PGV+05] und unter mechanische

Spannung gesetzte Metallfilme [BBE+98]. In planaren Gasentladungssystemen, die mit

Wechselspannung getrieben werden, sind in jüngster Zeit ebenfalls labyrinthartige Muster

beobachtet worden [Zan03, SGLP07, Sto07].

In der nichtlinearen Optik – einem Gebiet, in dem selbstorganisierte Strukturbildung

ebenfalls einen Forschungsschwerpunkt darstellt – wurden erst in einem experimentellen

System, dem entarteten Vierwellenmischen in einem Resonator, Labyrinthmuster entdeckt

[TSW98, WVS+99]. Dem stehen eine Reihe von theoretischen Vorhersagen für andere

optische Systeme gegenüber [GMT00, LL00, IMS01, Rom04], in denen allerdings bislang

der experimentelle Nachweis ausgeblieben ist.

Den meisten dieser Systeme ist gemein, dass sie zwei (annähernd) gleichberechtigte sta-

bile Zustände besitzen, zwischen denen sich Fronten ausbilden können, die als
”
Wände“

der Labyrinthe in Erscheinung treten. In der Literatur werden verschiedene Mechanis-

men diskutiert, die in den unterschiedlichen Experimenten für die Ausbildung der La-

byrinthstrukturen verantwortlich sind. Für Systeme, für die sich kein (verallgemeinertes)

Potential definieren lässt, ist der gängige Ansatz eine krümmungsgetriebene Frontdynamik

[GMP96, TZWW99, WVS+99, GMT00, GCOM04, MML04, Rom04] bzw. die (phänome-

nologische) Einführung einer negativen Elastizität der Fronten [RZS83, BW89, LGJ92,

SW92c, ATV99].

Im Gegensatz zu den Labyrinthen, die sich als zeitlich (fast) stationäre Strukturen

darstellen, sind Spiralen das wohl prominenteste Beispiel für eine Selbstorganisation so-

wohl im Raum als auch in der Zeit. Sie besitzen eine ganzzahlige Rotationssymmetrie

um ein Organisationszentrum und weisen eine radiale Bewegung auf, die sich aus der

raumzeitlichen Oszillation der Beobachtungsgröße ergibt. Spiralen können unterschiedli-

che Chiralität und verschieden viele
”
Arme“ aufweisen, wobei der Sonderfall mit einer

Armzahl von null auch als Targetmuster bezeichnet wird.

Solche Spiralen und Targetmuster werden ebenfalls in einer großen Zahl verschiede-

ner Systeme beobachtet; zu den bekanntesten zählen Reaktions-Diffusionssysteme wie

die Beluosov-Zhabotinskii-Reaktion [FB85, CH93] sowie Experimente aus dem Bereich

der Hydrodynamik [CH93, Get98] und der nichtlinearen Optik [AVI88, Lug92, Res05,

LECGEM05, HLA06]. In Zusammenhang mit Labyrinthen sind Spiralen deshalb beson-

ders interessant, weil diese beiden durchaus verschiedenen Strukturtypen häufig in ein

und demselben System bei verschiedenen Parametern auftreten [LMOS93, HM94, PCT97,

Rot98, BHMT00, MHML06].
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In dieser Arbeit wird ein nichtlineares optisches Modellsystem untersucht, in dem

ein linear polarisierter Laserstrahl in eine Zelle mit Natriumdampf, der als nichtlinea-

res Medium dient, eingestrahlt und das transmittierte Licht über einen Spiegel wieder

in die Zelle zurückgekoppelt wird. Ein λ/8-Plättchen verändert während der Rückkopp-

lung die Polarisationseigenschaften des Lichts, was bei geeigneter Wahl der Parameter zu

einer symmetriebrechenden Instabilität führt, in der zwei gleichberechtigte stabile Polari-

sationszustände existieren. Zwischen diesen bilden sich Fronten aus, deren raumzeitliche

Dynamik einen Kernpunkt der Untersuchungen darstellen wird.

Es handelt sich bei diesem Modellsystem um eine Variante der sogenannten Einspiegel-

anordnung, die von d’Alessandro und Firth vorgeschlagen wurde [DF91] und sich unter

Verwendung verschiedener nichtlinearer Medien als Modellsystem der Strukturbildung in

der nichtlinearen Optik vielfach bewährt hat [Hon93, TBWS93, TNT93, PRA93, GMP94,

AL94, DSS+98]. Speziell die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf hat in der Vergan-

genheit viele Ergebnisse geliefert, die zur Erklärung verschiedenster typischer Muster-

bildungsphänomene beigetragen haben [AL94, Ack96, Gah96, LA98, LAA+99, Aum99,

Sch01, GW02, Hun06, Pes07]. Sie zeichnet sich besonders dadurch aus, dass für sie ein

mikroskopisches Modell existiert, was einerseits die experimentellen Ergebnisse in sehr gu-

ter Übereinstimmung reproduziert, andererseits aber einfach genug ist, um umfangreiche

numerische und semianalytische Untersuchungen zu ermöglichen.

In dieser Arbeit vorangegangenen Experimenten an diesem System [Pes07] wurden

neuartige irreguläre Strukturen beobachtet, deren Herkunft bislang unklar ist [Pes05].

Die Motivation der vorliegenden Arbeit ist in erster Linie eine Klärung der Herkunft

und eine experimentelle Untersuchung der Eigenschaften dieser Strukturen. Ausgehend

von der Frage, ob es sich dabei um Labyrinthe handelt, liegt ein weiterer Schwerpunkt

dieser Arbeit auf der theoretischen Analyse der Musterbildungsprozesse und der Untersu-

chung der Frontdynamik anhand numerischer Simulationen. Darüber hinaus beschäftigen

sich weitere experimentelle und numerische Untersuchungen mit dem Auftreten und den

Eigenschaften von Spiralen in benachbarten Parameterbereichen.
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Kapitel 2

Labyrinthe und Spiralen in

strukturbildenden Systemen

Labyrinthe – vielfältig verschlungene Wege in Gebäuden, Gärten oder Ornamenten – fas-

zinieren seit der Antike die Menschheit. Sie wurden bereits in der griechischen Mythologie

erwähnt und seither als Symbol mit vielfältigen Deutungen benutzt [Ker83]. In der heuti-

gen Zeit stehen Labyrinthe meist als Sinnbild für Rätsel und trotz einer gewissen Ordnung

unübersichtliche Situationen. Die Herkunft des Wortes wird gängigerweise auf das vor-

griechische Wort labrys = Doppelaxt (der Palast von Knossos wird als das
”
Haus der

Doppelaxt“ bezeichnet) zurückgeführt [Bro90]; diese weit verbreitete Deutung ist jedoch

höchst umstritten [Ker83].

Zwei Grundtypen von Labyrinthen werden im Allgemeinen unterschieden: Einer davon

ist das unverzweigte oder unikursale Labyrinth, bei dem es nur genau einen Weg in bzw.

durch das Labyrinth gibt. Bereits aus der Antike sind eine Reihe von Verfahren überliefert,

Labyrinthe mit dieser topologischen Eigenschaft zu konstruieren [Ker83]. Das verzweigte

Labyrinth dagegen besitzt ein ganzes Netzwerk mehrerer Wege, die sich auch kreuzen,

Schleifen bilden oder in Sackgassen enden können. Solche Labyrinthe werden auch als

Irrgärten bezeichnet und dienen seit der Renaissance vorwiegend zum Zeitvertreib und

der Erholung.

2.1 Labyrinthmuster

In der Physik strukturbildender Systeme haben Labyrinthe in der jüngsten Zeit großes

Interesse auf sich gezogen, weil sie unter bestimmten Voraussetzungen selbstorganisiert

entstehen können. Der gegenwärtige Stand der Forschung auf diesem Gebiet wird in den

folgenden Abschnitten dargelegt. Dabei wird im Weiteren ausschließlich von zweidimen-

sionalen Strukturen die Rede sein.
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2.1.1 Definition und Abgrenzung zu anderen Strukturen

Wegen ihrer Ähnlichkeit zu den klassischen Labyrinthen wird in den letzten Jahren ein

besonderer Typ von räumlich ausgedehnten Strukturen als Labyrinthmuster bezeichnet,

der sich durch die folgenden Eigenschaften auszeichnet:

� Die Labyrinthe besitzen eine charakteristische Längenskala und eine oft streifenför-

mige Nahordnung, die sich üblicherweise als lokal periodische Modulation einer Be-

obachtungsgröße in einer räumlichen Dimension darstellt.

� Es existiert keine Fernordnung, d. h. eine Aussage über die Gestalt des Musters über

die charakteristische Längenskala hinaus ist nicht möglich.

� Labyrinthmuster besitzen keine ausgeprägten räumlichen Symmetrien, sondern wei-

sen eine eher als
”
glasartig“1 zu bezeichnende Struktur auf.

Entsprechend diesen Eigenschaften werden Labyrinthmuster auch als
”
(räumlich) chao-

tische Strukturen“ bezeichnet und als Spezialfall sogenannter
”
chaotischer Kristalle“ be-

handelt [LBRT+02]. Im Unterschied zu den von Newell und Pomeau beschriebenen tur-

bulenten Kristallen [NP93] zeichnen sich Labyrinthe durch eine lokale Beschreibbarkeit

mit einem einzelnen räumlichen Wellenvektor aus, während turbulente Kristalle auch lo-

kal eine unendliche Zahl von Fouriermoden beinhalten [LBRT+02]. Dennoch zeigen beide

Typen von Strukturen ein ähnliches,
”
pulvriges“ Spektrum.

Die analytische Behandlung von Labyrinthmustern ist wegen der oben angeführten Ei-

genschaften im Allgemeinen nicht möglich, einen Zugang zur näheren Charakterisierung

über die auftretenden Längenskalen hinaus kann jedoch eine statistische Behandlung eröff-

nen [GHK98, JG98, LBRT+02].

Bis Mitte der 1990er Jahre und auch in Teilen der neueren Literatur werden Labyrin-

the auch als ungeordnete Streifenmuster (disordered roll patterns) bezeichnet. Le Berre

et al. bemühen sich um eine Abgrenzung der Begrifflichkeiten und begründen dies wie

folgt:
”
Labyrinths can certainly not be described as roll domains with a slowly varying

amplitude and orientation, because the local orientation of the nodal lines of the field

changes with a typical length scale of the order of the wavelength, so that they are fun-

damentally disordered.“ [LBRT+02] Die Autoren sehen jedoch Labyrinthe als Grenzfall

solcher Domänen aus Streifenmustern an.

Eine weitere begriffliche Abgrenzung ist dem Effekt des
”
(viscous) fingering“ ge-

genüber vorzunehmen. Bei diesem Phänomen, das auch als Saffman-Taylor-Instabilität

bekannt ist, wird die Grenzschicht zwischen zwei unterschiedlich viskosen Flüssigkeiten

1 Labyrinthmuster in der Ebene werden wegen ihrer Eigenschaften auch als ”zweidimensionale Gläser“
bezeichnet [LGJ92, RRR02, DM06].
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modulationsinstabil, wenn die weniger viskose Flüssigkeit die andere verdrängt [ST58].

Diese Instabilität wird auch in anderen physikalischen Systemen beobachtet2, und die

Instabilitäten, die zur Bildung von Labyrinthen führen (vgl. Abschnitt 2.1.3), werden

gelegentlich ebenfalls als
”
fingering“ bezeichnet (z. B. in [GMP96]). Die entstehenden

Strukturen beim viscous fingering haben jedoch wenig mit den Labyrinthen gemein, vor

allem fehlt bei ihnen eine einzelne charakteristische räumliche Längenskala – sie werden

im Gegenteil wegen der vielen vorkommenden räumlichen Längenskalen auch als Fraktale

bezeichnet [Kin87].

2.1.2 Experimentelle Beobachtung von Labyrinthen

Magnetische Domänen

Die am längsten und ausführlichsten untersuchten Systeme, in denen selbstorganisierte

Labyrinthmuster auftreten, sind dünne Schichten verschiedener magnetischer Materialien.

Malozemoff et al. berichten vom Auftreten labyrinthartiger magnetischer Domänenstruk-

turen in einer dünnen ferrimagnetischen Schicht, wenn ein magnetisches Feld parallel zur

Ebene der Schicht aus der magnetischen Sättigung reduziert wird. In Abhängigkeit von der

Anwesenheit eines äußeren Magnetfeldes senkrecht zur Schicht (
”
bias field“) bilden sich in

der Magnetisierung der Schicht hexagonale Muster (
”
bubbles“) oder labyrinthförmig ange-

ordnete Domänen entgegengesetzter Magnetisierung [HMD74, MS79, SW92c]. Abhängig

von Richtung und Betrag des senkrechten Magnetfeldes wird dabei eine Magnetisierungs-

richtung bevorzugt; die zugehörigen Domänen nehmen eine größere Fläche ein und die

Streifensegmente des präferierten Zustandes sind breiter als die des benachteiligten. Die

Autoren bezeichnen die auftretenden Strukturen nicht als Labyrinthe, sondern als
”
(dis-

ordered) stripe patterns“ und gehen auf die genauen Eigenschaften dieser Strukturen –

abgesehen von der charakteristischen Längenskala – und die Dynamik ihrer Entstehung

nicht näher ein.

Erst spätere Arbeiten beschäftigen sich intensiver mit den spezifischen Eigenschaf-

ten dieser neuartigen Strukturen, die in ähnlicher Form auch bei der Vakuumdeposition

ferromagnetischer Schichten [HKK72], in Ferrofluiden [RZS83, Ros85], Langmuir-Filmen

[SS90, SC93] und Typ-I-Supraleitern [Fab58, HK74, CGJO05] auftreten. Der Mechanis-

mus ist in all diesen Systemen sehr ähnlich und wird als eine Balance zwischen kurzreich-

weitigen attraktiven und langreichweitigen repulsiven Wechselwirkungen zwischen den

Domänen erklärt, die positive bzw. negative Beiträge zur
”
Elastizität“ der Fronten bzw.

der streifenförmigen Domänen liefern [LGJ92, SW92c, IGNK02]. Es existiert ein kritisches

bias field (s. o.), oberhalb dessen die Fronten sich zusammenziehen, während bei geringe-

2 z. B. bei der Ausbreitung von Flammenfronten [ZOM98] und in Reaktions-Diffusionssystemen [DH99]



8 Labyrinthe und Spiralen in strukturbildenden Systemen

ren Werten eine
”
negative Elastizität“ zu einer transversalen Modulationsinstabilität und

zur Ausbildung von Labyrinthmustern führt [BW89]. Langer et al. beschreiben diesen

Prozess als Minimierung eines Energiefunktionals, das viele metastabile lokale Minima

(entsprechend den verschiedenen Formen, die die Labyrinthmuster annehmen können)

besitzt [LGJ92].

Einen ausführlicheren Überblick über die Bildung von Labyrinthen in magnetischen

Systemen geben z. B. Seul und Wolfe in [SW92a, SW92b].

Reaktions-Diffusionssysteme

Auch in Reaktions-Diffusionssystemen werden Labyrinthmuster beobachtet. Das promi-

nenteste Beispiel dieser Klasse bildet zweifellos die Belousov-Zhabotinskii-Reaktion (BZR)

[Zha64]. Diese Reaktion (Bromination von Malonsäure in einem sauren Medium) ist im

Detail sehr kompliziert, jedoch existieren verhältnismäßig einfache mathematische Mo-

delle, die die für die Strukturbildung wesentlichen Prozesse gut beschreiben. Aus diesem

Grund hat sich die BZR zu einem Paradebeispiel chemischer strukturbildender Systeme

entwickelt und ist dementsprechend gut untersucht.

Bei guter Durchmischung der Reagenzien treten zunächst nur räumlich homogene

Effekte, wie Oszillationen, Erregbarkeit und die Bistabilität zwischen Zuständen mit un-

terschiedlicher Konzentration bestimmter Komponenten auf. Wird die Reaktion jedoch

in einer dünnen Schicht durchgeführt, in der lediglich die Diffusion eine räumliche Kopp-

lung vermittelt, treten raumzeitliche Oszillationen auf, die sich typischerweise als Spiralen

darstellen (vgl. Abschnitt 2.2, [FB85, CH93, KS94]).

Wird die Reaktion darüber hinaus periodisch getrieben3, so findet ein Übergang von

Spiralmustern zur Ausbildung ausgedehnter Labyrinthe statt [POS97, MML04]. Diese

Labyrinthe entstehen als Muster stehender Wellen durch eine resonante Wechselwirkung

des periodischen Treibers mit der intrinsischen Oszillationsfrequenz der Reaktion in einem

Frequenzverhältnis von 2:1 [YHM+02].

Bereits früher wurden auch in anderen Reaktions-Diffusions-Systemen ohne periodi-

sches Treiben Labyrinthstrukturen beobachtet und ihre Entstehung aus einer transversa-

len Frontinstabilität untersucht [LMOS93, LS95, GMP96, MO96].

Granulare Materie

Für Systeme, in denen granulare Materie vertikal geschüttelt wird (vgl. [UMS96] und Ab-

schnitt 2.2), wurden labyrinthartige Strukturen zwar vorhergesagt bzw. in numerischen

Simulationen gefunden [Rot98, ATV99], aber meines Wissens nach bisher nicht experi-

mentell nachgewiesen. In den Modellrechnungen finden sich ähnlich wie in der periodisch

3 z. B. durch periodisch variierende Beleuchtung bei einer photosensitiven Variante der BZR [GBB83]
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getriebenen BZR (s. o.) Labyrinthe aus Domänen, die mit der halben Anregungsfrequenz

des Systems oszillieren und sich in der Phase der Oszillation um π unterscheiden. Ihre Ent-

stehung wird wiederum auf eine transversale Modulationsinstabilität der Domänengrenzen

zurückgeführt, die mit einer
”
negativen Elastizität“ erklärt wird [ATV99, BAC+00]. Die-

se Frontinstabilität unterliegt einer Sättigung, die die Labyrinthmuster stabilisiert, oder

aber zu stabilen, transversal modulierten Fronten (
”
decorated“ fronts) führt, die auch

experimentell beobachtet wurden [ABK+99].

Labyrinthartige Muster wurden auch in Experimenten zur Winderosion granularer

Materie gefunden, sobald die Windrichtung gegenüber der anfänglichen Richtung um 90◦

gedreht wird [Goo91]. Caps und Vandewalle stellten in einer theoretischen Untersuchung

dieses Systems fest, dass sich die Anzahl der Defekte in den ripple-Strukturen mit der

Zeit t nach einem Skalengesetz (∝ 1/t2) entwickelt, wenn die Windrichtung konstant

bleibt; bei einem Wechsel der Windrichtung um 90◦ verlangsamt sich die Abnahme der

Defektdichte auf ein Skalengesetz mit 1/t [CV01]. Es handelt sich jedoch bei diesen Struk-

turen – im Gegensatz zu jenen in bistabilen Systemen – um transiente Strukturen, die im

Langzeitlimes wieder in ein paralleles Streifenmuster übergehen. Zudem erscheint fraglich,

ob diese Strukturen überhaupt als Labyrinthe im Sinne der Definition von Le Berre et al.

zu bezeichnen sind, oder ob es sich dabei eher um eine Sonderform turbulenter Kristalle

handelt.

Strukturen, die den bisher beschriebenen Labyrinthmustern sehr ähnlich sehen, je-

doch ebenfalls nur transient in Erscheinung treten, beobachtet man auch in der Rayleigh-

Bénard-Konvektion [HG87]. Dort entstehen bei schneller Erhöhung des Kontrollparame-

ters zunächst labyrinthförmig angeordnete Konvektionsrollen, die jedoch mit der Zeit in

große Domänen von Rollenmustern verschiedener Orientierung übergehen, die jeweils nur

noch wenige Defekte aufweisen und sich lokal durch einen einzelnen transversalen Wellen-

vektor beschreiben lassen.

Mechanische Instabilität dünner Schichten

Ganz andere Mechanismen als die bisher diskutierten findet man in Systemen, in de-

nen Labyrinthe als
”
wrinkles“ (Falten) in der Oberflächenstruktur von dünnen Schichten

auftreten, die sich bei schneller Abkühlung zusammenziehen (z. B. [BBE+98]) oder ander-

weitig in der lateralen Ebene unter Spannung gesetzt werden.4 Der grundlegende Mecha-

nismus ist vergleichbar mit dem Einknicken vertikal belasteter Stäbe (Euler-Instabilität,

”
buckling“ [Jon06]) und lässt sich im Prinzip mit einer energetischen Betrachtung gut

erklären, bei der die Labyrinthmuster einen Gleichgewichtszustand bilden. Die transiente

4 Obwohl die Strukturen durch die entstehenden ”Berge“ und ”Täler“ genaugenommen dreidimensional
sind, lässt sich dieses Phänomen ebenfalls als Strukturbildung in zwei Dimensionen betrachten, wobei
die dritte Raumrichtung die Beobachtungsgröße darstellt.
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Dynamik und die Auswahl bestimmter Muster oder Eigenschaften ist dagegen noch wenig

verstanden und Gegenstand aktueller Forschung [HI06].

Ein ähnliches Phänomen wird auch in dünnen Schichten bestimmter Flüssigkristalle

beobachtet, die unter eine kritische Temperatur abgekühlt werden [PGV+05]: Hier tritt

die Labyrinthstruktur als Modulation der Schichtdicke zu Tage und wird damit erklärt,

dass die Oberflächenschichten eine geringere Dichte besitzen als das darunter befindliche

Volumenmaterial und eine (lokal) periodische Modulation der Schichtdicke die energetisch

günstigste Konfiguration darstellt.

Optische Systeme

Obwohl für eine Reihe optischer Experimente die Entstehung von Labyrinthen unter be-

stimmten Bedingungen vorhergesagt wird (s. u.), ist ein experimenteller Nachweis bis jetzt

nur in einem System gelungen: Taranenko und Weiss berichten von einer transversalen

Modulationsinstabilität von Fronten zwischen Domänen unterschiedlicher Phase beim ent-

arteten Vierwellenmischen in einem Resonator (degenerate four-wave-mixing oscillator,

DFWMO), die zu Labyrinthstrukturen führt [TSW98, WVS+99]. In diesem Experiment

ist die Phase des Lichtfeldes – im Gegensatz zu vielen anderen optischen Experimenten –

nicht frei, sondern kann nur zwei diskrete Werte annehmen, die jeweils stabile, homo-

gene Zustände darstellen und sich um π unterscheiden. Der Ordnungsparameter ist also

nicht das komplexwertige Lichtfeld, sondern eine reelle Größe: Oberhalb einer Schwelle

bilden sich in diesem System spontan Domänen verschiedener Phase aus, die durch dunkle

(Ising-)Fronten voneinander getrennt sind.

Der betrachtete Kontrollparameter des Experiments ist die Verstimmung des Reso-

nators: Für niedrige Verstimmungen verhalten sich die Domänengrenzen wie elastische

Bänder, ziehen sich also zusammen und führen so zum Verschwinden endlich ausgedehn-

ter Domänen. Bei steigender Verstimmung werden zunächst in einem Regime langsamer

Dynamik stabile, lokalisierte Strukturen beobachtet, die aus schrumpfenden Domänen

entstehen und die durch Wechselwirkung zweier gegenüberliegender Fronten über oszil-

latorische Ausläufer stabilisiert werden [TZWW99]. Eine weitere Erhöhung der Verstim-

mung führt schließlich zu einem
”
antielastischen“ [TSW98] Verhalten der Domänenwände,

d. h. die Länge der Front(en) wächst mit der Zeit und es bilden sich Labyrinthmuster aus.

Dieses Verhalten der Frontdynamik in Abhängigkeit von der Verstimmung wurde auch

theoretisch in [SSM98] diskutiert.

Zu einem vergleichbaren Ergebnis kommen auch Gallego et al. bei numerischen Un-

tersuchungen eines Resonators mit einem Kerr-Medium [GMT00]. Dort wird die Bildung

von Labyrinthen auf eine krümmungsgetriebene Modulationsinstabilität von Fronten zwi-

schen Domänen unterschiedlicher Polarisation zurückgeführt. Der Kontrollparameter für
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das Verhalten der Frontdynamik ist dort die eingestrahlte Intensität: für geringe Inten-

sitäten zeigen die Domänengrenzen ein
”
antielastisches“ Verhalten und bilden Labyrinthe

aus, während für steigende Intensität zunächst wiederum lokalisierte Strukturen entste-

hen können und bei weiterer Erhöhung ein
”
coarsening“-Regime folgt, in dem die Fronten

sich zusammenziehen und kleinskalige Modulationen somit verschwinden.

Eine Reihe von theoretischen Arbeiten beschäftigen sich darüber hinaus mit Modellen

für konzeptionell ähnliche Experimente (darunter das Zweiwellenmischen in einem Ringre-

sonator [Rom04], der entartete optisch-parametrische Oszillator (DOPO) [LBRT00] und

parametrische Oszillatoren mit einem zusätzlichen Polarisationsfreiheitsgrad [IMS01]) und

sagen für diese Systeme ebenfalls die Existenz von Labyrinthmustern vorher.

Ein weiteres optisches System, das für die Reichhaltigkeit transversaler Musterbil-

dungsphänomene bekannt ist, ist das sogenannte liquid-crystal light valve mit optischer

Rückkopplung [AVI88]. Hierbei handelt es sich um ein elektro-optisches Hybridsystem, bei

dem ein Flüssigkristall die Phase des eingestrahlten Lichts beeinflusst. Die Rückkopplung

geschieht dabei über eine photoleitende Schicht, die abhängig von der auf sie treffenden

Intensität die über den Flüssigkristall abfallende Spannung räumlich variiert. In diesem

System wurde eine Reihe von verschiedenen Strukturen beobachtet [Res05]; Labyrinthe

sind jedoch – obwohl theoretisch vorhergesagt [LL00] – bisher nicht darunter.

2.1.3 Frontdynamik in bistabilen Systemen

In vielen der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Fälle entstehen Labyrin-

the in bistabilen Systemen, bei denen ein
”
antielastisches“ Verhalten für eine Modulati-

onsinstabilität einer ursprünglich geraden die stabilen Zustände verbindenden Front und

infolgedessen für die Ausbildung der Labyrinthe ursächlich ist [RZS83, BW89, LGJ92,

SW92c, ATV99]. Die mechanische Analogie einer
”
Elastizität“ der Front lässt sich in

einigen Fällen5 mit der Minimierung eines Energiefunktionals begründen, in dissipati-

ven Systemen wird diese Betrachtungsweise jedoch in der Regel scheitern bzw. nur eine

phänomenologische Erklärung liefern können.

Für die Bewegung von Fronten in solchen Systemen kommen im Wesentlichen drei

Mechanismen in Frage:

� Asymmetrie der beteiligten Zustände: In einem bistabilen System kann einer der

beiden beteiligten Zustände bevorzugt sein. In diesem Fall werden Domänen dieses

Zustandes auf Kosten des anderen Zustandes wachsen [Kra81, CEK05], solange nicht

andere Mechanismen dieses Wachstum bremsen oder verhindern.

5 namentlich in Systemen, in denen sich ein (verallgemeinertes) Potential definierten lässt



12 Labyrinthe und Spiralen in strukturbildenden Systemen

� Intrinsische Bewegung: Auch bei völliger Äquivalenz der beteiligten Zustände kann

die Front selbst eine gebrochene Symmetrie aufweisen. Solche sogenannten Bloch-

fronten bewegen sich in Nichtgleichgewichtssystemen in eine Richtung und mit einer

Geschwindigkeit, die durch ihre Gestalt gegeben ist, die sich mit einem
”
chiralen

Ordnungsparameter“ charakterisieren lässt [CLHL90].

Symmetrische (Ising-)Fronten zeigen dagegen keine solche intrinsische Bewegung,

sie bleiben im Falle der Gleichberechtigung beider Zustände – zumindest bei Be-

trachtung nur einer räumlichen Dimension – in Ruhe.

� Krümmungsgetriebene Dynamik: In Systemen mit mehr als einer räumlichen Dimen-

sion sind Fronten, die zwei stabile Zustände verbinden, im Allgemeinen gekrümmt.

Der zusätzliche räumliche Freiheitsgrad verursacht in vielen Fällen eine Bewegung

von Fronten, die in einer räumlichen Dimension ruhen würden.

Eine solche krümmungsgetriebene Frontdynamik wird in vielen Fällen für die Entstehung

von Labyrinthen verantwortlich gemacht [LGJ92, GMP96, TZWW99, WVS+99, GMT00,

GCOM04, MML04, Rom04] und soll deshalb im Folgenden näher betrachtet werden.

Die meisten der bisher genannten Systeme weisen – zumindest in dem Parameterbe-

reich, in dem Labyrinthe entstehen – keine intrinsische Bevorzugung eines der stabilen

Zustände auf, und die Fronten sind in der Regel vom Ising-Typ. In diesen Fällen trägt

hauptsächlich die Frontkrümmung zur Dynamik der Domänengrenzen bei.6 Im Allge-

meinen sind die Zusammenhänge zwischen der lokalen Krümmung und der resultieren-

den Frontgeschwindigkeit relativ kompliziert (z. B. [GMP96, HM98, HYE+06]), in vielen

Fällen [LGJ92, GMT00, GCOM01, GCOM04, MML04] hängt jedoch die lokale Geschwin-

digkeit v⊥ in Richtung der Frontnormalen linear von der lokalen Krümmung κ = 1/R der

Front ab, wobei R den lokalen Krümmungsradius beschreibt:

v⊥ = −γc

R
, (2.1)

Der Koeffizient dieser krümmungsgetriebenen Frontdynamik γc ist im Allgemeinen pa-

rameterabhängig: Positive Werte verursachen eine Kontraktion der Domänenwand (Ab-

bildung 2.1 a), d. h. topologisch geschlossene Fronten kontrahieren und verschwinden, un-

endlich (oder bis zu einem durch Randbedingungen fixierten Ort) ausgedehnte Fronten

werden zunehmend begradigt. Negative Werte von γc verursachen dagegen eine Expan-

sion geschlossener Domänen (Abbildung 2.1 b) bzw. das Anwachsen einer transversalen

Modulation der Front.

6 Eine (vor allem kurzreichweitige) Interaktion mehrerer Fronten kann diese Dynamik allerdings beein-
flussen.



2.1 – Labyrinthmuster 13

Abbildung 2.1: Krümmungsgetriebene Dynamik von runden Domänen (oben) und ausge-
dehnten Fronten (unten). a) γc > 0, Kontraktion; b) γc < 0, Expansion.

Im Spezialfall kreisförmiger Domänen, bei denen sich zwar der Radius, nicht aber

die Form mit der Zeit ändert, lässt sich die Zeitentwicklung des Domänenradius exakt

angeben:

dR(t)

dt
= −γc

R
(2.2)

Für Systeme, bei denen die beiden Zustände nicht äquivalent sind, lässt sich allgemeiner

schreiben:

dR(t)

dt
= −γc

R
+ γi (2.3)

Der Koeffizient γi beschreibt dabei die Geschwindigkeit einer geraden Front aufgrund einer

asymmetrischen Präparation des Systems, bei der ein Polarisationszustand gegenüber dem

anderen bevorzugt ist.

Für das in dieser Arbeit behandelte System, die Einspiegelanordnung mit Natrium-

dampf als nichtlinearem Medium und λ/8-Plättchen, wurde in [Pes07] die krümmungsge-

triebene Frontdynamik im Hinblick auf die Entstehung von räumlich lokalisierten Struktu-

ren ausführlich untersucht. Im dort untersuchten Parameterbereich (unterhalb der Schwel-

le zur hexagonalen Musterbildung) wurden nur positive γc gefunden; es hat sich in den

Untersuchungen allerdings herausgestellt, dass der Betrag dieses Koeffizienten mit stei-

gender Eingangsintensität stark abnimmt. Diese Abnahme ist nicht-asymptotisch, so dass

für höhere Intensitäten ein Nulldurchgang von γc zu erwarten ist.
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2.2 Spiralen

Neben geometrisch einfachen, stationären Turing-Strukturen mit ausgeprägter Symmetrie

(z. B. Streifen, Quadrate und Hexagone) zählen Spiralen zu den am besten untersuchten

Strukturen auf dem Gebiet der Selbstorganisation. Es handelt sich dabei um nicht nur im

Raum, sondern auch in der Zeit oszillierende Strukturen, die sich um ein Organisations-

zentrum entwickeln und eine radiale Bewegung auf dieses zu oder von ihm weg aufweisen.

Da es zu selbstorganisierten Spiralen inzwischen eine fast unüberschaubare Fülle an

Arbeiten gibt und die Spiralen in der vorliegenden Arbeit eine eher untergeordnete Rolle

spielen, werden im Folgenden nur die wichtigsten Grundlagen skizziert. Ein ausführlicherer

Überblick über das Themengebiet findet sich z. B. in [Hun06] und der dort angegebenen

Literatur.

Belousov-Zhabotinskii-Reaktion

Eines der ersten Laborexperimente, in denen Spiralmuster gefunden wurden, ist die be-

reits erwähnte Belousov-Zhabotinskii-Reaktion (BZR) [Zha64] in einer dünnen, also quasi-

zweidimensionalen Schicht [FB85]. In diesem Experiment entstehen Spiralen als räumli-

che Änderung in der Konzentration bestimmter Reaktanden sowohl spontan an minima-

len Inhomogenitäten als auch als Resultat einer willkürlichen Störung [CH93, Mül96].

Weitere Störungen können dazu führen, dass die Spiralmuster aufbrechen und paarweise

gegenläufige Spiralen entstehen, die durch die ursprüngliche Welle miteinander verbun-

den sind (vgl. [Win72]). Auf diese Weise entstehen Muster, bei denen oft eine Reihe von

Spiralzentren auf dem betrachteten Grundgebiet existieren können, deren Ausläufer das

gesamte Grundgebiet ausfüllen. Solche Strukturen werden im Folgenden auch als ausge-

dehnte Spiralmuster bezeichnet.

Hydrodynamische Systeme

Ein zweites
”
Paradebeispiel“ musterbildender Systeme stellt die Rayleigh-Bénard-Kon-

vektion dar [CH93, Get98]. In diesem System bestehen Strukturen aus Konvektionsrol-

len, die sich aufgrund eines Temperaturgradienten zwischen zwei horizontalen Platten

ausbilden, zwischen denen eine dünne Flüssigkeitsschicht eingeschlossen ist. Abhängig

von den Randbedingungen und den experimentellen Parametern können hierbei eben-

falls Spiralen mit unterschiedlich vielen Armen und sogenannte Targetmuster entstehen

[BBAC91, CH93, HEA94, Get98, BPA00]. Letztere sind Strukturen aus konzentrischen
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Ringen, die sich vom Organisationszentrum aus radial nach außen7 bewegen. Solche Tar-

getmuster lassen sich auch als
”
nullarmige“ Spiralen interpretieren.

Ähnliche Strukturen wie die in der Rayleigh-Bénard-Konvektion werden auch im soge-

nannten Faraday-Experiment beobachtet, in dem eine horizontal ausgedehnte Flüssigkeits-

schicht vertikal geschüttelt (also periodisch auf und ab bewegt) wird [EF94, KKRT96].

Wiederum werden Spiralen unterschiedlicher Armzahl und Chiralität beobachtet, in die-

sem System ist die radiale Bewegung jedoch zum Spiralzentrum hin gerichtet. Sehr eng

verwandt mit dem Faraday-Experiment ist ein System, in dem statt einer Flüssigkeit

eine dünne Schicht granularer Materie vertikal bewegt wird. Neben der wohl bekanntes-

ten Struktur, die in diesem System gefunden wurde, dem lokalisierten Oszillon [UMS96],

beobachtet man auch hier Spiralen, Targetmuster und raumzeitlich irreguläre Zustände

(spiral defect chaos, s. u.) [UMS98, JKP00, BLSS01].

Optische Systeme

Vergleichbare Muster wie die zuvor geschilderten wurden auch in optischen Systemen

gefunden, allerdings ist die Zahl der Arbeiten auf diesem Gebiet noch sehr gering.

In optischen Systemen ist im Allgemeinen das komplexwertige elektromagnetische Feld

die Beobachtungsgröße. Eine räumliche Strukturierung kann daher sowohl in der Intensität

als auch in der Phase des Lichtfeldes auftreten. Ein bekanntes Beispiel für Strukturen in

der Phase sind die sogenannten
”
optical vortices“, bei denen die Intensitätsverteilung

azimutal unstrukturiert ist, dafür jedoch die Phase des elektromagnetischen Feldes auf

einem Pfad um das Zentrum herum um ein Vielfaches von 2π variiert. Solche Strukturen

wurden in [CGR89] vorhergesagt und haben seitdem ein großes Interesse auf sich gezogen

(z. B. [Lug92, Wei92, ABR99, WVS+99, VS99]). Sie unterscheiden sich jedoch grundlegend

von den anderen in diesem Abschnitt beschriebenen Strukturen8 und seien daher nur der

Vollständigkeit halber erwähnt. Die Spiralen, die im Kontext dieser Arbeit von Interesse

sind, werden hingegen in der Intensität des Lichtfeldes beobachtet.

Die erste Entdeckung von solchen Intensitäts-Spiralen in einem optischen System wur-

de von Akhmanov et al. beschrieben. Sie untersuchten ein nichtlineares Interferometer

mit einem elektro-optischen Hybridsystem (LCLV, siehe Abschnitt 2.1.2) als nichtlineares

Medium, bei dem als Besonderheit das rückgekoppelte Feld räumlich skaliert, verschoben

7 In den meisten Experimenten wird eine auswärts gerichtete Bewegung beobachtet, die Richtung der Be-
wegung soll aber nicht im Sinne einer Definition verstanden werden: auch bei einer radialen Bewegung
nach innen wird im Folgenden von Targetmustern die Rede sein.

8

”Optical vortices“ stellen Phasensingularitäten dar, bei denen sich auf einem Pfad um das Zentrum die
Beobachtungsgröße auf eine Weise ändert, die sich als ”Schraubenfläche“ veranschaulichen lässt. Bei
den Spiralen im engeren Sinne ändert sich zwar bei einem azimutalen Umlauf die Beobachtungsgröße
bei konstantem Radius auch, vor allem aber lassen sich dort – anders als bei den zuvor genannten –
Pfade um das Zentrum finden, bei denen die Beobachtungsgröße konstant bleibt und bei denen sich
der radiale Abstand dieses Pfades vom Zentrum bei einem Umlauf ändert.
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oder rotiert werden kann. Bei einer durch die Rückkopplung induzierten Brechung der

Rotationssymmetrie wurden Spiralen beobachtet [AVI88, AVI+92], deren Eigenschaften

wesentlich von der Manipulation des rückgekoppelten Feldes abhängen. In einem ähnlich

aufgebauten System wurden später spiralartige Strukturen gefunden, deren Längenskala

radial nach außen zunimmt [Res05].

Den in den vorigen Abschnitten beschriebenen Spiralen in chemischen oder hydrody-

namischen Systemen deutlich ähnlicher sind Strukturen, die in einem optisch gepumpten

Halbleiterresonator [LECGEM05] beobachtet und für optisch parametrische Oszillato-

ren vorhergesagt wurden [LBS00, LBRTT05]. Sie besitzen eine klar definierte radiale

Längenskala, und rotieren nicht aufgrund einer experimentell vorgegebenen azimutalen

Anisotropie, sondern zeigen eine spontane Symmetriebrechung bezüglich der Chiralität.

Der optische Eindruck einer Rotation entsteht hier durch die radiale Bewegung.

Besonders erwähnenswert im Zusammenhang mit dem in der vorliegenden Arbeit be-

handelten System sind die Ergebnisse von Huneus et al.: Sie haben in einer Einspiegel-

anordnung mit Natriumdampf unter dem Einfluss eines Magnetfeldes ebenfalls Spiralen in

der Intensität des Lichtfeldes beobachtet [Sch01, HSAL03, HLA06, Hun06]. Im Gegensatz

zu dem in Abschnitt 2.4.2 vorgestellten System wurde dort mit einem zirkular polari-

sierten Eingangslichtfeld und ohne polarisationsändernde Elemente im Rückkoppelzweig

gearbeitet. Bei geeigneten Parametern ergibt sich eine Hopf-Instabilität mit endlicher

transversaler Wellenzahl, durch die sich in numerischen Simulationen mit Translations-

symmetrie ein zeitlich oszillierendes, hexagonales Muster (
”
winking hexagons“) ausbildet

[LAL97]. Unter dem Einfluss des radialsymmetrischen, aber inhomogenen Strahlprofils

im Experiment hingegen entstehen Spiralen mit verschiedener Armzahl und Targetmu-

ster im Zentrum des Gaußschen Strahls. Die radiale Bewegungsrichtung der Spiralarme

wird dabei von der Phasenfrontkrümmung des Strahlprofils bestimmt [HLA06]; zu einem

vergleichbaren Ergebnis diesbezüglich kommen auch Larionova et al. in [LECGEM05].

Räumlich ausgedehnte Spiralmuster, wie sie in chemischen und hydrodynamischen Sy-

stemen vorkommen und auch in [LBS00, LBRTT05] vorhergesagt wurden, konnten in den

Arbeiten von Huneus et al. nicht beobachtet werden. Lodahl, Bache und Saffman haben

in numerischen Untersuchungen [LBS00] festgestellt, dass in dem von ihnen betrachteten

System (ohne einen radialen Phasengradienten) ausgedehnte Spiralmuster nur dann auf-

treten, wenn das Band der instabilen Wellenzahlen der Hopf-Bifurkation bis k = 0 (dem

homogenen Zustand) reicht. Für Hopf-Instabilitäten mit einem endlichen Wellenzahlband

finden sich dort statt dessen Streifenmuster, die sich mit einer der raumzeitlichen Oszil-

lation entsprechenden Geschwindigkeit fortbewegen.
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Zusammenhang zwischen Labyrinthen und Spiralen

Die bisher beschriebenen Spiralstrukturen weisen ein im zeitlichen Mittel stationäres9 oder

nur langsam bewegliches Spiralzentrum auf. Ein qualitativ anderer Zustand ist das soge-

nannte
”
spiral defect chaos“: Hierbei handelt es sich um einen raumzeitlich irregulären

Zustand, bei dem eine Vielzahl von dicht benachbarten Spiralzentren zusammen mit Ver-

zweigungen und Korngrenzen (
”
Defekten“) existieren, die sich auf Raum- und Zeitskalen

bewegen, die mit denen der radialen raumzeitlichen Entwicklung um das Zentrum ver-

gleichbar sind [MBCA93, AS93, CT95, Get98, BPA00]. Die einzelnen Zentren können

dabei spontan entstehen oder verschwinden bzw. die Zahl ihrer Arme verändern. Das Er-

scheinungsbild solcher raumzeitlich irregulären Zustände unterscheidet sich normalerweise

deutlich von Labyrinthmustern, Schnappschüsse der Dynamik können jedoch Labyrinthen

auch sehr ähnlich sehen [OF96]. Obwohl z. B. Reimann et al. solche Zustände als Laby-

rinthe bezeichnen [RRR02], sind diese aufgrund ihrer Turbulenz keine Labyrinthmuster

im Sinne der Definition aus Abschnitt 2.1.1.

Es ist allerdings bemerkenswert, dass in einigen Systemen, in denen Labyrinthe be-

obachtet oder vorhergesagt wurden, bei Änderung eines Kontrollparameters auch Spi-

ralen auftreten können [LMOS93, HM94, LS95, PCT97, Rot98, BHMT00, MHML06].

Dies wird in den zitierten Arbeiten auf einen Nichtgleichgewichts-Ising-Bloch-Übergang

(NIB-Übergang) zurückgeführt, bei dem die Labyrinthe im Ising-Regime als Folge einer

Modulationsinstabilität auftreten und die Spiralen aufgrund der intrinsischen Bewegung

von Blochfronten entstehen.

2.3 Motivation dieser Arbeit

In Abschnitt 2.1.2 ist gezeigt worden, dass Labyrinthe in sehr verschiedenen physikali-

schen Systemen auftreten können und somit zu den universellen Strukturtypen aus dem

Bereich der Selbstorganisation zu zählen sind. Die Einspiegelanordnung mit Natrium-

dampf als nichtlinearem Medium hat in der Vergangenheit nahezu alle grundlegenden

Phänomene zweidimensionaler Strukturbildung10 hervorgebracht (vgl. Abschnitt 2.4.1).

Dabei wurde regelmäßig eine hervorragende Übereinstimmung zwischen experimentellen

und numerischen Ergebnissen festgestellt, und Analysen des theoretischen Modells haben

viele Beiträge zum Verständnis der beobachteten Strukturen geliefert.

9 D. h. der das Zentrum definierende ”Tip“ der Spirale bleibt ortsfest oder führt kreisförmige bzw.
hypozykloide Bewegungen auf einer Längenskala aus, die vergleichbar mit dem radialen Abstand der
Spiralarme ist.

10 darunter periodische Strukturen in Form von Streifen, Quadraten, Hexagonen, Quasimustern und
Übergittern; transversal lokalisierte Strukturen (dissipative Solitonen) und Fronten, sowie Spiralen
und Targetmuster



18 Labyrinthe und Spiralen in strukturbildenden Systemen

Labyrinthe wurden in diesem System bislang noch nicht beobachtet, allerdings wurden

im Zuge der Untersuchung von dissipativen Solitonen in der Einspiegelanordnung [Pes07]

neuartige, räumlich irreguläre Strukturen gefunden, deren Herkunft zunächst unklar war

[Pes05]. Aufgrund der eigentlichen Zielsetzung der Experimente sind die Eigenschaften

dieser Strukturen in [Pes07] nicht näher untersucht worden.

Es hat sich herausgestellt, dass eine krümmungsgetriebene, transversale Modulations-

instabilität von Fronten in bistabilen Systemen mit zwei gleichberechtigten Zuständen ein

weit verbreiteter Mechanismus für die Bildung von Labyrinthstrukturen ist. Die Einspiegel-

anordnung mit Natriumdampf und λ/8-Plättchen, die im folgenden Abschnitt vorgestellt

wird, erfüllt die wesentlichen Voraussetzungen für die Entstehung von Labyrinthen auf

diese Weise, so dass die Vermutung naheliegt, dass es sich bei den zuvor genannten – bis

dahin unverstandenen – Strukturen um Labyrinthmuster oder Ausschnitte aus solchen

handeln könnte. Sollte sich diese Vermutung bestätigen, so würde dies zum einen das

Ungleichgewicht zwischen der großen Zahl von theoretischen Arbeiten zu Labyrinthen in

der nichtlinearen Optik und dem experimentellen Nachweis in lediglich einem einzelnen

optischen System reduzieren; zum anderen würde mit dem experimentellen Nachweis von

Labyrinthen die Rolle der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf als äußerst vielseitiges

Werkzeug für die Forschung auf dem Gebiet der Selbstorganisation erneut bestätigt, und

es ist zu erwarten, dass auch in diesem Fall numerische und semi-analytische Untersu-

chungen fundamentale Erkenntnisse liefern.

Das Ziel dieser Arbeit ist daher in erster Linie, die Herkunft der von [Pes05] beobachte-

ten Strukturen zu klären und die Mechanismen ihrer Entstehung zu untersuchen. Zudem

ist bekannt, dass die Einführung eines transversalen Magnetfeldes in diesem Experiment

die Möglichkeit eröffnet, auch spiralförmige, raumzeitlich oszillierende Strukturen zu be-

obachten. Es ist somit naheliegend, das System auch auf einen potentiellen Übergang von

Labyrinthen zu Spiralen bzw. auf deren Existenz in benachbarten Regionen des Parame-

terraums hin zu untersuchen.

2.4 Die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf

Die sogenannte Einspiegelanordnung (single-mirror feedback scheme), zuerst vorgeschla-

gen von Firth [Fir90], ist ein einfach aufgebautes Modellsystem zur Untersuchung trans-

versaler Strukturbildungsphänomene in der nichtlinearen Optik.

Solche struktur- oder musterbildenden Prozesse in der Optik basieren auf dem Zusam-

menwirken einer Nichtlinearität bei der Wechselwirkung zwischen Licht und Materie und

einer räumlichen Kopplung, die typischerweise durch Beugung realisiert wird. Eine allge-
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meine Beschreibung solcher Systeme ist durch die nichtlineare paraxiale Wellengleichung

[Boy92] gegeben:

∂E(x, y, z)

∂z
= − i

2k0

∆⊥E(x, y, z)− ik0

2
χ(x, y, z, E)E(x, y, z) (2.4)

E(x, y, z) ist dabei die langsam variierende Einhüllende des elektrischen Feldes mit der

Wellenzahl k0 = 2π/λ, χ ist die nichtlineare komplexe Suszeptibilität des Mediums, und

der transversale Laplace-Operator ∆⊥ = ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) beschreibt die Beugung.

Das simultane Auftreten von Nichtlinearität und Beugung ist einerseits verantwort-

lich für die Bildung vielfältiger Strukturen, andererseits ergeben sich daraus gravierende

Schwierigkeiten bei der theoretischen Behandlung. Die in Abbildung 2.2 gezeigte Ein-

spiegelanordnung umgeht diese Problematik durch eine räumliche Trennung von nichtli-

nearer Wechselwirkung und der für die Beugung notwendigen Propagation des Lichtfeldes.

Hierbei wird das Lichtfeld – modelliert als ebene Welle – in ein
”
dünnes“ nichtlineares

Medium eingestrahlt.
”
Dünn“ bedeutet, dass die Länge L des nichtlinearen Mediums in

Ausbreitungsrichtung so gering ist, dass Beugungseffekte auf dieser Distanz vernachlässigt

werden können. Hinter dem Medium propagiert das Licht in einem linearen Medium (übli-

cherweise Luft oder Vakuum) über eine Distanz d zu einem ebenen Rückkoppelspiegel mit

hoher Reflektivität, und wird von diesem in das nichtlineare Medium zurückgekoppelt.

Unter der Voraussetzung d � L kann daher angenommen werden, dass Beugung aus-

schließlich im linearen Medium stattfindet. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass Laufzeit-

effekte vernachlässigbar sind, die Rückkopplung also instantan stattfindet. Dies ist dann

in guter Näherung der Fall, wenn die intrinsischen Zeitskalen der nichtlinearen Prozesse

groß gegenüber der Laufzeit des Lichts zum Spiegel und zurück sind.

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Einspiegelanordnung.
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Dieses Modellsystem erlaubt eine weitreichende analytische Behandlung [DF91, DF92]

und relativ einfache experimentelle Realisierungen, wobei die Art der Nichtlinearität kei-

neswegs auf den Kerr-Typ beschränkt ist. Die Einspiegelanordnung hat sich daher in den

vergangenen Jahren zu einem Paradebeispiel auf dem Gebiet der optischen Strukturbil-

dung entwickelt. Dabei werden verschiedene nichtlineare Medien genutzt, unter anderem

Flüssigkristalle, photorefraktive Kristalle und atomare Dämpfe [Hon93, TBWS93, TNT93,

PRA93, GMP94, AL94, DSS+98]. Jedes dieser Medien besitzt unterschiedliche Vorzüge,

wie z. B. besonders niedrige Schwellintensitäten, in guter Näherung Kerr-artige Nichtli-

nearität oder experimentell günstige intrinsische Zeitskalen.

Längenskalen

Eine Erklärung, wie die durch Beugung hervorgerufene Kopplung zu einer Ausbildung

von räumlich periodischen Strukturen führt, liefert der Talbot-Effekt, der schon seit dem

19. Jahrhundert bekannt ist [Tal36]. Er beschreibt das Phänomen, dass sich eine in Am-

plitude oder Phase transversal periodisch modulierte Feldverteilung während der Propa-

gation in bestimmten Abständen entlang der Propagationsachse periodisch wiederholt.

Die Periodizitätslänge (die sogenannte Talbot-Länge zT ) hängt dabei von der Wellenzahl

k = 2π/Λ der transversalen Modulation ab:

zT =
4πk0

k2
(2.5)

Darin beschreibt k0 die (longitudinale) Wellenzahl des Lichts in Ausbreitungsrichtung.

Wie in Abbildung 2.3 zu sehen ist, wird dabei nach je einem Viertel der Talbot-Länge

eine anfängliche Amplituden- in eine Phasenmodulation umgewandelt und umgekehrt.

Dabei entsprechen die jeweils um zT /2 auseinanderliegenden Verteilungen einander bis

auf eine Phasenverschiebung von π bezogen auf die transversale Wellenlänge der Modula-

tion. Für welche transversalen Wellenlängen sich nun eine positive Rückkopplung ergeben

kann, hängt vom Typ der Nichtlinearität des Mediums unter Einbeziehung eventuell vor-

handener polarisationsändernder Elemente in der Rückkopplung ab.

In Abhängigkeit vom Verhalten der Suszeptibilität bei zunehmender Intensität des

Lichts lassen sich dabei in diesem Zusammenhang vier grundlegende Typen von optischen

Nichtlinearitäten unterscheiden: Wird das Medium mit steigender Intensität transparen-

ter, so spricht man in Anlehnung an sättigbare Absorber von einer absorptiv-sättigenden

Nichtlinearität . Der weniger verbreitete, umgekehrte Fall, bei dem die Absorption mit

steigender Intensität zunimmt, wird absorptiv-begrenzend genannt. Darüber hinaus gibt

es zwei Typen, bei denen die Intensität I den Brechungsindex n beeinflusst. Für den Fall

eines linearen Zusammenhangs ist dieses Verhalten auch als Kerr-Nichtlinearität bekannt:

n(I) = n0 + n2I. (2.6)



2.4 – Die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf 21

Abbildung 2.3: Darstellung des Talbot-Effektes

Abhängig vom Vorzeichen von n2 spricht man hier von dispersiv-fokussierender oder

dispersiv-defokussierender Nichtlinearität.

Je nachdem, welche Art der Nichtlinearität für das betrachtete System dominiert (im

Allgemeinen werden Mischformen zu beobachten sein, bei denen sich sowohl die Absorp-

tion als auch der Brechungsindex intensitätsabhängig ändert), kann eine positive Rück-

kopplung einer infinitesimalen Störung entsprechender räumlicher Wellenlänge zu peri-

odischen Strukturen hoher Amplitude führen.

2.4.1 Natriumdampf als nichtlineares Medium

Die in der vorliegenden Arbeit behandelte experimentelle Realisierung der Einspiegel-

anordnung beruht auf dem Prozess des optischen Pumpens von Natriumdampf in Verbin-

dung mit einer polarisationsabhängigen Rückkopplung.

Die Verwendung von Natriumdampf als nichtlineares Medium bietet eine Reihe von

Vorteilen sowohl auf der experimentellen Seite als auch hinsichtlich der theoretischen

Beschreibung. So lassen sich atomare Dämpfe in hoher optischer Qualität präparieren

und erlauben vielfältige Möglichkeiten, über Änderung externer Parameter wie Druck,

Temperatur oder äußere Magnetfelder die optischen Eigenschaften und damit die Art der

Nichtlinearität (vgl. voriger Abschnitt) zu beeinflussen.
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Ferner lässt sich über die quantenmechanische Beschreibung der elektromagnetischen

Übergänge einzelner Atome ein sehr gutes theoretisches Modell für die Licht-Materie-

Wechselwirkung ableiten. Besonders bei Betrachtung der D1-Übergänge von Alkalimetal-

len lässt sich diese Beschreibung unter geeigneten Bedingungen11 so weit vereinfachen, dass

umfangreiche analytische und numerische Untersuchungen ermöglicht werden [MDLM86].

Diese Eigenschaften der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf haben sich in vielen

vorangegangenen Arbeiten zur transversalen Strukturbildung als äußerst vorteilhaft er-

wiesen und haben dafür gesorgt, dass eine große Zahl von Strukturbildungsphänomenen

– oft mit universellem Charakter – in verschiedenen Varianten dieses Experiments be-

obachtet und anhand des Modells erklärt werden konnten [AL94, Ack96, Gah96, LA98,

LAA+99, Aum99, Sch01, GW02, Hun06, Pes07].

Optisches Pumpen

Das sogenannte optische Pumpen von atomaren Dämpfen ist eine effiziente Methode zur

Erzeugung nichtlinearer optischer Suszeptibilitäten [Kas57]. Der Mechanismus ist in Ab-

bildung 2.4 dargestellt und wird im Folgenden erläutert:

Die Wechselwirkung zwischen Licht und Materie im vorliegenden experimentellen Sys-

tem (Natriumdampf in einer Stickstoff-Puffergasatmosphäre) lässt sich als homogen ver-

breiterter J = 1/2 → J ′ = 1/2-Übergang beschreiben. Der Grundzustand (2S1/2) und der

angeregte Zustand (2P1/2) besitzen wegen des Gesamtdrehimpulses J = J ′ = 1/2 je zwei

Zeeman-Unterzustände mit mJ = −1/2 und mJ = +1/2. In Abwesenheit eines optischen

Feldes befinden sich alle Atome im Grundzustand und dessen Unterzustände (hier mit |1〉
und |2〉 bezeichnet) sind gleich besetzt. Bei Wahl der Ausbreitungsrichtung des Lichts als

Quantisierungsachse kann σ+-polarisiertes Licht nur Atome, die sich im Zustand |1〉 befin-

den, in den Zustand |4〉 anregen. Ein Lichtfeld mit σ−-Polarisation koppelt entsprechend

die Zustände |2〉 und |3〉.

Die angeregten Zustände können nun jeweils in beide Unterniveaus des Grundzustan-

des zerfallen12, so dass die Einstrahlung von σ+-Licht den Zustand |1〉 zu Gunsten von

|2〉 mit einer effektiven Rate P+ entvölkert. Gleiches gilt für den umgekehrten Fall der

Einstrahlung von σ−-Licht; die zugehörige Pumprate wird analog mit P− bezeichnet.

11 Insbesondere ist dies dann der Fall, wenn der Natriumdampf in einer Puffergasatmosphäre ausreichen-
den Drucks präpariert wird. In diesem Fall wird die Hyperfeinaufspaltung des atomaren Übergangs
von der Druckverbreiterung überdeckt, was die Modellierung als homogen verbreiterten Übergang
ermöglicht (vgl. [Möl92]).

12 Ein schneller und vor allem strahlungsloser Zerfall wird durch die Wahl von Stickstoff als Puffergas
erreicht, wobei inelastische Stöße mit demselben ein sogenanntes ”quenchen“ bewirken [KCK67].
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Abbildung 2.4: Kastler-Diagramm eines J = 1/2 → J ′ = 1/2-Übergangs. Erläuterungen
im Text.

Es entsteht eine Besetzungszahldifferenz, die in normierter Form auch Orientierung (w)

genannt wird.13 Die Rate γ, mit der durch Stöße mit den Puffergasatomen diese Orientie-

rung wieder zerfällt, ist im Natriumdampf sehr klein, so dass bei entsprechender Pumprate

nahezu alle Atome z. B. in den Zustand |2〉 befördert werden können. Mit zunehmender

Orientierung wird das Medium auf dem betrachteten Pump-Übergang transparenter, wo-

durch der Pumpprozess schließlich gesättigt wird.

Die komplexe Suszeptibilität χ des Natriumdampfes hängt linear von w ab. Damit

bestimmt die Orientierung die optischen Eigenschaften des Dampfes für die zirkularen

Polarisationskomponenten σ±:

χ±(w) = χlin(1∓ w), (2.7)

wobei χlin die lineare dielektrische Suszeptibilität bezeichnet. Diese hängt unter anderem

von der Verstimmung ∆̄ ab:

χlin ∝ −
∆̄ + i

∆̄2 + 1
(2.8)

Da für den Absorptionskoeffizienten α ∝ −Im(χ) und für den Brechungsindex

n =
√

1 + Re(χ) gilt, sieht man, dass für kleine Verstimmungen die Nichtlinearität (2.7)

vorwiegend die Absorption beeinflusst und für große Verstimmungen hauptsächlich die

dispersiven Eigenschaften. Gleichung (2.8) lässt damit einen weiteren großen Vorteil von

optisch gepumptem Natriumdampf als nichtlineares Medium erkennen: Der Typ der Nicht-

linearität ist mit Hilfe der Verstimmung einfach auszuwählen, wobei ein kontinuierlicher

Übergang von absorptiver zu dispersiver Nichtlinearität und damit auch Mischformen

möglich werden.

13 w = 1 (bzw. w = −1) entspricht in der Normierung einer vollständigen Umverteilung in den Zustand |2〉
(bzw. |1〉); w = 0 entspricht der Gleichbesetzung beider Zustände.
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Experimentell wird vorwiegend im dispersiven Regime gearbeitet, da die beobacht-

baren nichtlinearen Effekte dort stärker in Erscheinung treten. Polarisationsändernde Ele-

mente im Rückkoppelzweig erlauben jedoch auch bei großer Verstimmung den Zugriff auf

eine Nichtlinearität vom absorptiven Typ. In diesem Fall ist die Beobachtungsgröße nicht

die Intensität des aus der Zelle austretenden Lichts, sondern dessen Polarisationszustand.

Einfluss eines externen magnetischen Feldes

Die Orientierung stellt ein Maß für die Ungleichbesetzung zweier Zustände mit entge-

gengesetztem magnetischen Moment dar und ist somit auch proportional zu einer ma-

kroskopischen Magnetisierung des Natriumdampfes entlang der Ausbreitungsrichtung des

Lichts, die als Quantisierungsrichtung betrachtet wird (s. o.). Um die Wechselwirkung

einer solchen mit äußeren Feldern beschreiben zu können, wird der sogenannte Bloch-

Vektor ~m eingeführt, der die Magnetisierung des Natriumdampfes beschreibt und dessen

z-Komponente identisch ist mit der soeben eingeführten Orientierung.

Wird ein statisches, externes Magnetfeld ~B angelegt, so führt der Blochvektor um

dieses eine (im Allgemeinen gedämpfte) Präzessionsbewegung durch. Ist das äußere Ma-

gnetfeld (annähernd) parallel zu einer vorhandenen Magnetisierung des Mediums, so wirkt

sich diese Präzession kaum auf die Orientierung aus. Schließen Blochvektor und der Rich-

tungsvektor des Magnetfeldes aber einen von Null verschiedenen Winkel ein14, so tritt auch

in der Projektion des Blochvektors auf die z-Achse eine Oszillation auf. Diese Oszillation

der Orientierung wirkt wiederum auf die optischen Eigenschaften des Natriumdampfes,

wodurch über die Rückkopplung des Lichtfeldes in das Medium die Präzessionsbewegung

des Blochvektors entdämpft werden kann.

Eine solche Hopf-Instabilität ist in der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf bereits

beobachtet worden [MML83, MDLM86] und führt im transversal ausgedehnten System

unter dem Einfluss des Gaußschen Strahls zu raumzeitlich oszillierenden Strukturen in

Form von Spiralen und Targetmustern [Sch01, HSAL03, HLA06, Hun06].

2.4.2 Einspiegelanordnung mit λ/8-Plättchen

Die Einstrahlung von linear polarisiertem Licht bewirkt wegen P+ = P− effektiv keine

Umverteilung der Niveaubesetzung, so dass ohne Rückkopplung keine Orientierung auf-

gebaut wird. Das in der vorliegenden Arbeit betrachtete Experiment besitzt jedoch ein

λ/8-Plättchen zwischen Natriumdampfzelle und Rückkoppelspiegel. Da das Licht dieses

14 Da die Magnetisierung durch das Lichtfeld nur in der z-Komponente aufgebaut wird, ist dies nur
dann der Fall, wenn das externe Magnetfeld eine nichtverschwindende Komponente senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung des Lichts besitzt.
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während der Propagation zum Spiegel und zurück zweimal passiert, wirkt es wie ein λ/4-

Plättchen, welches einen zirkular polarisierten Anteil im rückgekoppelten Feld erzeugt,

wenn die Polarisationsebene des aus der Zelle austretenden Lichts nicht kollinear mit ei-

ner der optischen Achsen des Verzögerungsplättchens ist. Dieser zirkulare Anteil baut eine

Orientierung auf, wodurch das Medium entsprechend den Überlegungen aus Abschnitt

2.4.1 zirkular doppelbrechend wird. Dies kann bei geeigneten Parametern zu einer Pola-

risationsinstabilität führen, deren Mechanismus im folgenden Abschnitt erläutert wird.

Mechanismus der Polarisationsinstabilität

Das in die Zelle eingestrahlte Licht besitzt eine lineare Polarisation parallel zur langsamen

Achse des λ/8-Plättchens. Ist w = 0, so bleibt die Polarisationsebene erhalten und die

Polarisation wird auch während der Rückkopplung nicht beeinflusst. Ist aber w 6= 0, so

wird die Polarisationsebene um einen Winkel ξ gedreht (Abbildung 2.5). Nach Durchgang

durch das (effektive) λ/4-Plättchen ist das Licht dann elliptisch polarisiert. Dies lässt sich

auch beschreiben als eine Linearkombination von linear polarisiertem Licht parallel zur

langsamen Achse des Wellenplättchens und einer zirkular polarisierten Komponente.

In Abbildung 2.5 ist beispielhaft angenommen, die Orientierung sei zunächst ge-

ringfügig größer als Null. Der zirkulare Anteil der Polarisation des rückgekoppelten Feldes

ist also σ+-polarisiert und bewirkt damit ein weiteres Wachstum von w. Für einen Pola-

risationsdrehwinkel ξ = ±45◦ ist das rückgekoppelte Feld rein zirkular polarisiert und

damit die Effizienz des optischen Pumpens maximal. Bei größeren Drehwinkeln nimmt

die Effizienz der Rückkopplung wieder ab und es kommt zu einer Sättigung des oben

beschriebenen Effekts.

Abbildung 2.5: Mechanismus der Polarisationsinstabilität. Erläuterungen im Text.
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Abbildung 2.6: Polarisationsinstabilität: a) ungestörte Pitchfork-Bifurkation, b) gestörte
Pitchfork-Bifurkation. Gestrichelt: instabile Zustände, durchgezogen: stabile Zustände.

Für eine anfängliche Orientierung w < 0 wird der zirkulare Anteil des rückgekoppel-

ten Feldes σ−-polarisiert sein, was ebenfalls zu einer Verstärkung führt. Die geschilderte

Polarisationsinstabilität ist demnach symmetriebrechend. Trägt man den Drehwinkel ξ

der Polarisationsebene, der sich unmittelbar hinter dem Medium im stationären Zustand

ergibt, gegen die Eingangspumprate P0 auf, so erkennt man eine Pitchfork-Bifurkation

(Abbildung 2.6 a). Das Bifurkationsverhalten dieser Instabilität lässt sich auf vielfältige

Weise beeinflussen. Eine Rotation des λ/8-Plättchens (bzw. der Polarisationsebene des

Eingangsstrahls) um einen Winkel Φ stört z. B. die anfängliche Symmetrie und führt auf

eine sogenannte gestörte Pitchfork-Bifurkation (Abbildung 2.6 b). Ein transversales Ma-

gnetfeld kann am Bifurkationspunkt ein subkritisches Verhalten erzeugen (vgl. Abschnitt

5.2.2), was einen zentralen Untersuchungsgegenstand der vorliegenden Arbeit darstellt.

Eine zusätzliche longitudinale Magnetfeldkomponente erzeugt ähnlich wie ein rotier-

tes Wellenplättchen eine Asymmetrie der stationären Zustände. Ein solches
”
schiefes“

Magnetfeld führt auf ein komplexes Bifurkationsverhalten mit im Allgemeinen gebroche-

ner Symmetrie (vgl. Abbildung 5.1 d) und subkritischem Bifurkationsverhalten, was das

Auftreten einer Vielzahl von Phänomenen ermöglicht.

Oberhalb einer kritischen Pumprate ist das System bistabil, d. h. es existieren zwei sta-

bile stationäre Polarisationszustände. Sowohl für die ungestörte als auch für die gestörte

Pitchfork-Bifurkation wurde dieses System von Pesch et al. detailliert experimentell un-

tersucht und die Existenz von Polarisationsfronten und stabilen lokalisierten Strukturen

nachgewiesen [PGWAL04, PGWAL05, Pes07].

Sekundäre Bifurkation zu Hexagonen

Die obigen Betrachtungen zur Polarisationsinstabilität gelten zunächst nur lokal bzw. für

homogene Polarisationszustände. Interessanter sind jedoch Effekte in der Ebene senk-

recht zur Ausbreitung des Lichts (transversale Ebene) durch die räumliche Kopplung. Die



2.4 – Die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf 27

Möglichkeit einer solchen selbstorganisierten, transversalen Strukturierung ist auch in dem

hier betrachteten System aufgrund des weiter oben bereits geschilderten Talbot-Effektes

gegeben.

Die Nichtlinearität, die zu der im vorigen Abschnitt dargestellten Polarisationsinsta-

bilität führt, lässt sich bezüglich der auftretenden Längenskalen (verallgemeinernd) als

insgesamt vom absorptiv-sättigenden Typ betrachten.15 Für diesen Typ tritt eine positi-

ve Rückkopplung dann auf, wenn die Propagationslänge ein ganzzahliges Vielfaches der

Talbot-Länge ist:

2d = b · zT (k) mit b ∈ N0 (2.9)

Einsetzen von Gleichung (2.5) in (2.9) liefert die transversalen Wellenlängen, bei denen

eine infinitesimale periodische Störung zu einer makroskopischen Modulation anwachsen

kann:

ksat ,b =

√
b · 2πk0

d
mit b ∈ N0 (2.10)

Wichtig zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, dass natürlich auch die zuvor allge-

meiner geschilderte homogene Instabilität für den Fall b = 0 als Grenzfall in dieser Formel

enthalten ist.

Für Instabilitäten, die vom bereits gesättigten Zustand ausgehen, oder für ein um 90◦

rotiertes λ/8-Plättchen ist analog dazu der absorptiv-begrenzende Fall zu betrachten. Hier

ergeben sich analog die kritischen Wellenzahlen

klim,b =

√
(b +

1

2
) · 2πk0

d
mit b ∈ N0. (2.11)

In der Einspiegelanordnung mit λ/8-Plättchen wurde eine sekundäre Bifurkation des

im absorptiv-sättigenden Fall stabilen Astes zu hexagonalen Turing-Mustern16 mit der

Wellenzahl klim experimentell von [GWKL+00] beobachtet.

15 Diese Verallgemeinerung lässt sich damit rechtfertigen, dass das Vorhandensein einer zirkularen Pola-
risationskomponente im rückgekoppelten Feld ein weiteres Anwachsen (der Intensität) ebendieser Kom-
ponente bewirkt. Dieses Verhalten gleicht qualitativ jenem bei einem sättigbaren Absorber, bei dem
die mit steigender Intensität zunehmende Transparenz des Mediums ebenfalls für ein Wachstum der
transmittierten Intensität sorgt (vgl. Seite 20).

16 Der Terminus ”Turing-Muster“ (vgl. [Tur52]) wird im Folgenden für zeitlich stationäre, räumliche
Modulationen in der Amplitude der Orientierung verwendet, insbesondere für die im betrachteten Sys-
tem auftretenden Muster mit hexagonaler Symmetrie. Die Bezeichnung dieser Strukturen als Turing-
Strukturen dient der sprachlichen Abgrenzung zu anderen Modulationsinstabilitäten, die in dieser Ar-
beit behandelt werden; vor allem um einer Verwechslung mit der transversalen Modulationsinstabilität
von Fronten entgegenzuwirken, die im weiteren Verlauf von zentralem Interesse sein wird.
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Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Einspiegelanordnung mit Natrium-

dampf und λ/8-Plättchen alle wesentlichen Voraussetzungen bietet, um Fronten zwischen

zwei gleichberechtigten Polarisationszuständen, eine transversale Modulationsinstabilität

solcher Fronten, Labyrinthmuster sowie Spiralen beobachten zu können: Sie zeigt eine sym-

metriebrechende Pitchfork-Bifurkation des Polarisationszustandes bei Erhöhung der Ein-

gangsleistung und bietet bei genügend großem Strahlradius die für die Ausbildung trans-

versaler Strukturen notwendigen räumlichen Freiheitsgrade. Zudem lässt die Einführung

eines transversalen Magnetfeldes auch in der Zeit periodisch oszillierende Lösungen zu.

Die Existenz von Polarisationsfronten in diesem System wurde bereits in [Pes07] nach-

gewiesen und deren Dynamik im Parameterbereich unterhalb der Schwelle zur hexagona-

len Musterbildung untersucht. Weiterhin sind im Zuge dieser Experimente in Anwesenheit

eines magnetischen Feldes erstmalig die Strukturen beobachtet worden (vgl. Abschnitt

2.3), die den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit bilden. An diese Ergebnisse an-

knüpfend ist somit eine Untersuchung der Frontdynamik bei höheren Eingangsleistungen

und unter Einbeziehung des Magnetfeldes als zusätzlichem Kontrollparameter ein wesent-

liches Ziel der Experimente in dieser Arbeit.



Kapitel 3

Experimenteller Aufbau

Bei der experimentellen Realisierung des in Abschnitt 2.4.2 schematisch vorgestellten

Modellsystems kommt der Homogenität des Pumpstrahls, der Präparation der Eingangs-

polarisation und der Beeinflussung der Polarisation während der Rückkopplung, sowie

der Kontrolle des äußeren Magnetfeldes eine besondere Bedeutung zu. Darüber hinaus

ist es wünschenswert, eine Vielzahl weiterer Parameter möglichst gut kontrollieren und in

weiten Grenzen variieren zu können. Daraus ergeben sich eine Reihe von Anforderungen

an den experimentellen Aufbau, der in den folgenden Abschnitten vorgestellt wird.

Der verwendete Versuchsaufbau ist in weiten Teilen mit jenem identisch, der in [Pes07]

beschrieben wurde. Die einzigen wesentlichen Unterschiede bestehen darin, dass dort

zusätzlich zum Pumpstrahl noch ein schaltbarer Zündstrahl mit wählbarer Polarisation

verwendet wurde (der in der vorliegenden Arbeit entfällt), und dass Betrag und Richtung

des äußeren Magnetfeldes als zusätzlicher Kontrollparameter im Rahmen dieser Arbeit

eine wesentliche Rolle spielen werden.

3.1 Übersicht

Der experimentelle Aufbau gliedert sich – wie in Abbildung 3.1 gezeigt – im Wesentlichen

in drei Teile, an die entsprechend der Zielsetzung des Experiments bestimmte Anforde-

rungen gestellt werden:

� Strahlpräparation:

Für die Untersuchung von Musterbildungsprozessen in Natriumdampf ist eine ge-

naue Kontrolle der Frequenz und Leistung des Eingangsstrahls erforderlich. Über

die Laserfrequenz ist die Verstimmung gegenüber der Natrium-D1-Linie zugänglich,

die die Charakteristik der Nichtlinearität entscheidend beeinflusst. Die Leistung ist

proportional zur Pumprate, dem wesentlichen Kontrollparameter des Experiments.
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N

)

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus. Blau umrandet: Strahl-
präparation; grün umrandet: Einspiegelanordnung; rot umrandet: Strahlanalyse. LP =
Linearpolarisator, EOM = elektro-optischer Modulator, CCD = charge-coupled device
(Kamera).

Labyrinthe treten – wie im vorigen Kapitel erläutert – in Systemen auf, die zwei

gleichberechtigte stabile Zustände besitzen. Die in Abschnitt 2.4.2 geschilderte Po-

larisationsinstabilität weist in der Theorie eine Pitchfork-Bifurkation auf, die diese

Bedingung erfüllt, jedoch strukturell instabil ist [Str94]. Um im Experiment eine

Bevorzugung eines Polarisationszustandes zu vermeiden, bedarf es einer in sehr gu-

ter Näherung linearen Polarisation des eingestrahlten Lichts. Weiterhin kommt der

Erhaltung der Polarisationseigenschaften beim Durchgang des Lichts durch optische

Elemente1 eine entscheidende Bedeutung zu.

Ein möglichst homogenes Strahlprofil ist aus ähnlichen Überlegungen ein wichtiger

Faktor: Strukturbildende Prozesse in dissipativen Systemen gehen mit dem Bruch

vorhandener räumlicher Symmetrien einher und können in vielen Fällen nicht beob-

achtet werden, wenn bereits durch die Präparation Anisotropien bestehen. Die im

Modell angenommene ebene Welle als Eingangsstrahl ist experimentell nicht reali-

sierbar, jedoch ist ein möglichst rotationssymmetrischer Gaußscher Strahl eine gute

und bewährte Annäherung an diese Forderung.

� Einspiegelanordnung:

In der experimentellen Realisierung der in Abschnitt 2.4 vorgestellten Einspiegelan-

ordnung wird Natriumdampf in einer Stickstoff-Puffergasatmosphäre als nichtlinea-

res Medium verwendet. Dazu wird Natrium in einer beheizbaren Zelle verdampft.

Die Temperatur in der Zelle sowie der Puffergasdruck haben Einfluss auf die Diffu-

1 mit Ausnahme des λ/8-Plättchens als explizit polarisationsänderndem Element
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sion, die Teilchenzahldichte und die (druckverbreiterte) homogene Linienbreite der

Na-D1-Resonanz. Der Rückkoppelspiegel ist teildurchlässig, so dass der transmit-

tierte Teil des Lichts zur Analyse der Vorgänge in der Einspiegelanordnung genutzt

werden kann.

� Strahlanalyse:

Der Schwerpunkt der Analyse liegt auf der polarisationsauflösenden Beobachtung

der transversalen Struktur des Strahls nach Durchgang durch die Einspiegelanord-

nung. Hierzu werden das Nah- und Fernfeld des vom Natriumdampf transmittierten

Lichts durch einen Linearpolarisator auf Kameras abgebildet. Zusätzlich (in der

Abbildung nicht gezeigt) besteht die Möglichkeit, mit einem Detektor die lokale

Intensität eines kleinen Teils des Strahls zeitaufgelöst zu betrachten.

3.2 Präparation des Laserstrahls

Als Lichtquelle wird ein Farbstofflaser2 verwendet, der von einem DPSS-Laser3 gepumpt

wird. Die Frequenz des Farbstofflasers ist in der Umgebung der atomaren Resonanz der

Na-D1-Linie bei Leistungen von 800-900mW kontinuierlich abstimmbar und wird mit

einer Stabilisierungseinheit4 auf ±5MHz stabilisiert. Eine optische Diode, bestehend aus

einem Faraday-Rotator und zwei Linearpolarisatoren, verhindert die Rückkopplung in das

Lasersystem. Mit Hilfe eines λ/2-Plättchens und eines polarisierenden Strahlteilers werden

etwa 4–5% der Laserleistung über eine Glasfaser in ein Scanning-Michelson-Interferometer

(
”
Wavemeter“) eingekoppelt, mit dem die Frequenz des Lasers mit einer Genauigkeit

von 200 MHz [Ohl87] relativ zu einem Helium-Neon-Referenzlaser bestimmt werden kann.

Durch Vergleich mit der Lage der Na-D1-Resonanz kann eine absolute Genauigkeit von

±1GHz erzielt werden. Die Messungen wurden mit um typischerweise ∆ = 10 . . . 18GHz

gegenüber der D1-Resonanz blauverstimmtem Licht durchgeführt.

Die Intensität des Lichts lässt sich mit einem elektro-optischen Modulator (EOM)5

in Verbindung mit einem Linearpolarisator regeln. Hierzu wird mit einem Fotodetektor

unmittelbar vor der Natriumdampfzelle die Laserleistung gemessen. Die Detektorspan-

nung wird über einen PID-Regelkreis auf den EOM zurückgekoppelt. Dadurch wird eine

Stabilisierung der Leistung gegenüber kurzzeitigen Fluktuationen gewährleistet, und die

Intensität des in die Dampfzelle eingestrahlten Lichts lässt sich durch Variation der Re-

ferenzspannung des Regelkreises ohne Eingriff am Laser kontinuierlich variieren.

2 Spectra-Physics 380D, Farbstoffringlaser mit Farbstoff Rhodamin 6G
3 Spectra-Physics Millennia Xs, Nd:YVO4, frequenzverdoppelt 532 nm
4 Spectra-Physics Stabilok 389, aktive Wellenlängenstabilisierung mit Referenzetalon
5 Gsänger LM0202P
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Um ein möglichst rotationssymmetrisches transversales Intensitätsprofil zu erhalten,

wird der Laserstrahl mit einem Mikroskopobjektiv in eine Ein-Moden-Glasfaser einge-

koppelt. Die Ausbreitung des Lichts in einer solchen Glasfaser lässt sich innerhalb des

spezifizierten Frequenzbereichs durch eine fundamentale Fasermode beschreiben, welche

einem Gaußschen Strahl sehr ähnlich ist [Neu88]. Nicht rotationssymmetrische Moden

werden unter diesen Bedingungen unterdrückt. Einige Schleifen der Faser werden mit de-

finiertem Krümmungsradius auf ein sogenanntes Polarisations-Stellglied6 gewickelt. Dies

erlaubt durch spannungsinduzierte Doppelbrechung eine beliebige Änderung des Polarisa-

tionsszustands des aus der Faser austretenden Lichts [Lef80, URE80]. Hierdurch werden

Leistungsverluste vermieden, die bei Durchgang des Lichts mit undefiniertem Polarisa-

tionszustand durch den nachfolgenden Linearpolarisator (s. u.) entstehen könnten.

Nach der Auskopplung aus der Glasfaser wird der Strahl mit einem Fernrohr auf einen

Radius von 1,9mm aufgeweitet, wobei die Strahltaille auf das Zentrum der Natriumzel-

le justiert wird (vgl. [Rud01]). Ein Linearpolarisator mit einem Unterdrückungsverhält-

nis von < 1:106 legt unmittelbar vor der Natriumzelle die Polarisationsebene des Lichts

endgültig fest. Nach Durchlaufen aller optischen Elemente der Strahlpräparation steht

beim Eintritt des Lichts in die Zelle eine maximale Pumpleistung von maximal etwa

PL = 300mW zur Verfügung.

3.3 Natriumzelle mit Rückkopplung

Das Ziel ist es, den atomaren Natriumdampf in einem engen Raumbereich mit homo-

gener Teilchenzahldichte zu präparieren. Dies erfolgt in der Natriumdampfzelle, die im

Folgenden als Natriumzelle bezeichnet wird. Diese Zelle besteht aus einem wassergekühl-

ten Messinggehäuse mit zwei vakuumdicht verschraubbaren Fenstern, zwischen denen ein

Duran-Glasrohr liegt. In die Mitte des Glasrohrs wird ein Tantal-Schiffchen geschoben, auf

welchem ein kleines Stück festes Natrium liegt (skizziert in Abbildung 3.2). Der mittlere

Bereich des Glasrohrs wird von einem heizbaren Kupferblock umschlossen. Die äußeren

Bereiche werden über das Gehäuse gekühlt, um eine Verschmutzung der Zellenfenster

mit kondensierendem Natrium zu verhindern und gleichzeitig die Länge der Wechsel-

wirkungszone auf etwa 15 mm zu beschränken (vgl. [Ack96]). Für den Betrieb wird die

Natriumzelle zunächst bis auf einen Restdruck von ca. 10−3 Pa evakuiert, anschließend

mit reinem Stickstoff mit einem Druck von p ≈ 300 hPa befüllt und der Kupferblock auf

T ≈ 300 . . . 360 ◦C aufgeheizt. Durch Sublimation des Natriums erhält man temperatur-

abhängig Teilchenzahldichten von etwa N ≈ 1019 . . . 1020 m−3 [Aum99].

6 nähere Angaben dazu siehe z. B. [Ack96]
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Abbildung 3.2: Schemazeichnung der Natriumdampfzelle.

Die Natriumzelle steht im Zentrum dreier orthogonal angeordneter Helmholtzspulen-

paare. Mit ihnen wird zum einen das Erdmagnetfeld am Ort der Zelle kompensiert, zum

anderen kann ein statisches Magnetfeld mit beliebiger Raumrichtung und einem Betrag

von bis zu etwa 25µT bei einer relativen Einstellgenauigkeit von 0,05 µT erzeugt werden.7

Die absolute Genauigkeit des Magnetfeldes wird durch die Möglichkeiten zur Bestim-

mung des Nullfeldes am Ort der Zelle sowie durch das Vorhandensein nicht-statischer

Streufelder begrenzt. Die Messgenauigkeit des statischen Nullfeldes kann auf etwa 0,3µT

abgeschätzt werden, die (periodischen) Störungen durch Streufelder haben eine Amplitude

von < 0, 3 µT [Sch06].

Für die Angabe von Richtungen wird folgende Nomenklatur festgelegt: Die z-Achse be-

zeichnet die Ausbreitungsrichtung des Eingangsstrahls. Magnetfelder bzw. -komponenten

entlang dieser Achse werden auch als
”
longitudinale Felder“ bezeichnet. Die y-Achse zeigt

vertikal nach oben, und die x-Achse liegt parallel zur Tischebene; ihre Ausrichtung ergibt

sich aus der Definition des Koordinatensystems als rechtshändiges Dreibein. Magnetfelder

in x- oder y-Richtung werden im Folgenden auch
”
transversale Felder“ genannt.

Im Abstand d (typisch: d ≈ 120 mm) hinter dem Zentrum der Natriumzelle steht der

Rückkoppelspiegel mit einer Reflektivität von 99 %. Die Rückseite des Spiegels ist für

die verwendete Wellenlänge antireflexbedampft, ein Keilwinkel von 2◦ zwischen Vorder-

und Rückseite des Spiegels verhindert zusätzlich Interferenzen. Der Spiegel ist auf einer

7 Die erzielbaren Magnetfelder und deren Einstellgenauigkeiten hängen im Wesentlichen von den Ei-
genschaften der verwendeten Stromquellen ab. In diesem Experiment wurden Stromquellen mit einem
Maximalstrom von Imax = ±50 mA und einer Einstellgenauigkeit von ∆I = 0,1 mA, umschaltbar
auf Imax = ±500 mA bei ∆I = 1mA, verwendet. Für die Spulenkonstanten gilt: Bx = 0,49 mT/A,
By = 0,57 mT/A, Bz = 0,64 mT/A.
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Dreipunkthalterung montiert, die mit geregelten Piezotranslatoren8 ausgestattet ist und

so eine präzise und stabile Verkippung des Spiegels um die x- und y-Achse erlaubt.

Zwischen Zelle und Spiegel befindet sich ein λ/8-Plättchen, das vom Licht auf dem Weg

zum Spiegel und zurück zweimal durchlaufen wird. Die Rotation des λ/8-Plättchens um

die z-Achse kann mit Hilfe einer Drehfassung auf 0,1◦ genau eingestellt werden. Der Winkel

Φ = 0◦ wird dabei so definiert, dass die langsame Achse des Wellenplättchens parallel zur

Polarisationsachse des in die Zelle eingestrahlten Lichts ist (vgl. Abschnitt 2.4.2). Diese

Nullstellung kann mit einer absoluten Genauigkeit von ≤ 1◦ in einer Hilfsanordnung mit

gekreuzten Polarisatoren gemessen werden.

3.4 Analyse des transmittierten Lichts

In Abbildung 3.3 ist der Aufbau zur Analyse des transmittierten Lichts detailliert dar-

gestellt. Das vom Rückkoppelspiegel transmittierte Licht passiert zunächst ein zweites

λ/8-Plättchen, das so justiert wird, dass es die Wirkung des im Rückkoppelarm ste-

henden λ/8-Plättchens kompensiert. So wird derselbe Polarisationszustand hergestellt,

der unmittelbar nach Durchgang durch den Natriumdampf herrscht. Mit dem folgenden

Linearpolarisator LP wird eine wählbare Polarisationsebene für die weitere Analyse aus-

gewählt; der Drehwinkel des Linearpolarisators bezogen auf die Eingangspolarisation wird

im Folgenden mit Θ bezeichnet. Je nach Zielsetzung der konkreten Messung kann die Wahl

dieses Winkels sehr unterschiedlich ausfallen. So kann es z. B. für eine kontrastreiche Dar-

stellung der transversalen Polarisationsverteilung sinnvoll sein, die Polarisationsebene des

eingestrahlten Lichts (Hintergrundstrahl) zu unterdrücken bzw. maximal zu transmittie-

ren. Dabei geht allerdings die Information verloren, welche Bereiche des Natriumdampfes

eine positive bzw. negative Orientierung besitzen. Um diese Information zu erhalten, wird

der Linearpolarisator so justiert, dass einer der beiden stationären Polarisationszustände

im bistabilen Bereich unterdrückt oder aber maximal transmittiert wird.

Nach Durchgang durch den Linearpolarisator wird das Nahfeld, d. h. die Intensitäts-

verteilung unmittelbar hinter der Natriumdampfzelle, auf die Kameras CCD1 und CCD2

sowie den Detektor D1 abgebildet. Das Signal der Kamera CCD19 wird in Echtzeit auf

einem Videomonitor dargestellt und erlaubt so einen schnellen Überblick z. B. bei der

Justierung von Komponenten. Die Kamera CCD210 besitzt eine räumliche Auflösung von

1024 × 1024 Pixeln und einen Dynamikumfang von 12 Bit und erlaubt so die Aufnah-

me auch kleinskaliger Strukturen geringer Modulationstiefe. Der Detektor D1 ist mit einer

Lochblende (∅ = 600 µm) ausgestattet und einer XY-Verschiebeeinheit gehaltert. So kann

8 Piezosystem Jena GmbH, Kontrolleinheit ENV40 / ER 1; Stellbereich der Piezoaktuatoren 15µm.
9 ImagingSource DMM 8003/C
10 VDS Vosskühler CCD-1300LN
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Abbildung 3.3: Detailskizze des Aufbaus zur Strahlanalyse. LP = Linearpolarisator,
ST = Strahlteiler, FTIR = variabler Strahlteiler, FB = Fourierfilter. Nähere Erläute-
rungen im Text.

die lokale Intensität einzelner Strahlbereiche zeitaufgelöst betrachtet werden. Die Linse

L4 bildet die hintere Brennebene der Linse L2, die der optischen Fouriertransformierten

der Feldverteilung hinter der Natriumzelle (Fernfeld) entspricht, auf die Kamera CCD311

ab. Da im Fernfeld die höheren Raumfrequenzen von Interesse sind, die niedrigen Raum-

frequenzen aber überwiegen, wird vor der Fernfeldkamera eine punktförmige Blende (FB)

platziert, die das Zentrum des Strahls blockiert. Um den Dynamikumfang der Kameras

optimal zu nutzen, wird die Intensität des auf sie fallenden Lichts mit Graufiltern und

Strahlteilern variabler Transmission (FTIR = frustrated total internal reflection) ange-

passt. Um eine gleichzeitige Aufnahme von Nah- und Fernfeld zu gewährleisten, sind die

Kameras CCD2 und CCD3 synchronisiert.

Die Kamera CCD3 verfügt über einen Bildverstärker und erlaubt Verschlusszeiten bis

hinunter zu 5 ns. Für die Beobachtung von Prozessen auf kurzen Zeitskalen (siehe Ab-

schnitt 4.3.2) wird sie deshalb an Stelle der Kamera CCD2 eingesetzt. Sind diese Prozesse

periodisch, so erlaubt das sogenannte Videosampling-Verfahren eine Art
”
Zeitlupenauf-

nahme“ [MB95, MSA+99]. Dazu wird mit Hilfe des Detektors D1, der hinter einer ver-

schiebbaren Lochblende angebracht ist, ein periodisches Triggersignal aus einem geeig-

neten Teil der Intensitätsverteilung gewonnen. Die Kamera wird auf dieses Signal mit

11 Proxitronic Nanocam HF4 S 5N (512× 512 Pixel, 8 Bit)
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einer von Bild zu Bild ansteigenden Verzögerungszeit getriggert, wobei die Verschlusszeit

klein gegenüber der Periodizität des Signals ist. Das in [MB95] beschriebene Verfahren

wird in abgewandelter Form angewendet: statt des im zitierten Artikel beschriebenen

Elektronik-Moduls übernimmt hierbei ein PC die Ablaufsteuerung. Für die Messung lo-

kaler Zeitreihen wird das Signal des Detektors D1 mit einem Digitaloszilloskop12 aufge-

nommen und ausgewertet. Die Bilder der Kameras CCD2 und CCD3 werden mittels eines

Framegrabbers13 an ein Computersystem übertragen und dort für die spätere Auswertung

gespeichert.

Um die Abbildungsgeometrie überprüfen und den Pixelbildern natürliche Größen zu-

ordnen zu können, wurde an die Stelle der Natriumzelle eine Referenzfolie mit einem

Gitter bekannter Periode gestellt und so die Größe der Pixel bezogen auf die aufgenom-

mene Feldverteilung kalibriert.

Die in den Bildunterschriften in Kapitel 4 verwendeten Bezeichnungen der experimen-

tellen Parameter sind in der folgenden Tabelle der Übersicht halber zusammengefasst:

PL Pumpleistung
Bx transversales Magnetfeld
Bz longitudinales Magnetfeld
∆ Verstimmung gegenüber der Na-D1-Resonanz
p Puffergasdruck
T Zellentemperatur
d Spiegelabstand
Φ Drehwinkel des λ/8-Plättchens
Θ Drehwinkel des Linearpolarisators

Tabelle 3.1: Bezeichnung der experimentellen Parameter

12 LeCroy Waverunner LT 344L
13 National Instruments IMAQ PCI-1408



Kapitel 4

Experimentelle Ergebnisse

Die in Abschnitt 2.4.2 geschilderte Polarisationsinstabilität in der Einspiegelanordnung

mit Natriumdampf als nichtlinearem Medium und λ/8-Plättchen im Rückkoppelzweig

zeigt bereits ohne ein äußeres statisches Magnetfeld eine Vielfalt interessanter Struktur-

bildungsphänomene, wie die Arbeiten von [GWKL+00, PGWAL04, PGWAL05, Pes07]

zeigen. Zu ihnen gehören Fronten zwischen zwei stabilen Polarisationszuständen, Mus-

ter mit hexagonaler, triangulärer und rhombenförmiger Symmetrie, eine diskrete Familie

dissipativer Solitonen sowie Cluster solcher Solitonen und deren Koexistenz mit Polarisa-

tionsfronten.

Da Messungen im magnetischen Nullfeld schwierig durchzuführen und anfällig gegen

Störungen – vor allem durch periodische Streufelder – sind, wurden die Experimente in

den oben zitierten Arbeiten mit einem longitudinalen Magnetfeld durchgeführt, das groß

gegenüber Störfeldern ist, die nach Kompensation des Erdmagnetfeldes verbleiben können.

Ein rein longitudinales Magnetfeld hat unter den im Modell getroffenen Annahmen (vgl.

Kapitel 5) keinen Einfluss auf den Pumpprozess, so dass eine Präparation mit Bz � Bx,y in

guter Näherung dem Fehlen eines magnetischen Feldes ( ~B = 0) entspricht (vgl. [Aum99]).

Im Experiment wird jedoch durch das im Vergleich große statische longitudinale Feld der

Einfluss der zeitlich variierenden Störungen deutlich reduziert. Der lineare Faraday-Effekt

als Folge der durch das longitudinale Magnetfeld verursachten Zeeman-Aufspaltung kann

dabei im Vergleich zu der relativ großen Gesamtverstimmung ∆ vernachlässigt werden.

Die theoretische Analyse des Bifurkationsverhaltens zeigt jedoch, dass die Einführung

eines nicht verschwindenden transversalen Magnetfeldes die Beobachtung weiterer inter-

essanter Phänomene verspricht. Prinzipiell sollte jedes statische Feld, das groß gegenüber

der Amplitude der Störungen ist, zur Unterdrückung von Auswirkungen derselben ge-

eignet sein. Vor allem ein rein transversales Feld erscheint für weitere Untersuchungen

interessant, weil im Fall Bz = 0 (bzw. Bx � Bz) die Zustandsgröße des Systems von

einem Skalar zu einem dreikomponentigen Vektor übergeht, die Symmetrie der Gleichun-



38 Experimentelle Ergebnisse

gen jedoch erhalten bleibt. Da ein transversales Feld die im zeitlichen Mittel erzielbare

Orientierung reduziert und somit effektiv dämpfend auf den Pumpprozess wirkt (vgl. Ab-

schnitt 5.2.2), sind bei sehr starken Feldern wegen der begrenzten Laserleistung keine

transversalen Strukturbildungsphänomene mehr zu erwarten.

In der Tat findet man im Parameterbereich nicht zu großer Magnetfelder in trans-

versaler Richtung neuartige Muster, die in der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf

bisher nicht eingehend untersucht wurden (vgl. Abschnitt 2.3). Einige Beispiele, die bei

unterschiedlichen Parametern aufgenommen wurden, sind in Abbildung 4.1 gezeigt. Es

handelt sich dabei um mäandrierende Strukturen, die sich über einen großen Bereich des

Gaußschen Strahls erstrecken und eine charakteristische transversale Längenskala aufwei-

sen, jedoch keine ausgeprägte Symmetrie besitzen. Sie koexistieren mit in [PGWAL05]

beschriebenen lokalisierten Strukturen (LS, dissipative Solitonen) und weisen zum Teil lo-

kal Ähnlichkeiten mit Clustern solcher LS auf (Abbildung 4.1 a); andere Strukturen sind

jedoch von (meist gekrümmten) Fronten zwischen zwei Polarisationszuständen geprägt,

die sich fast über den gesamten Strahlradius erstrecken.

Es wird sich im Verlauf dieser Arbeit herausstellen, dass es sich bei den zuvor be-

schriebenen Mustern um Ausschnitte aus ausgedehnten Labyrinthmustern handelt, die

mit dem Gaußschen Strahlprofil interagieren und durch dieses begrenzt werden. Daher

werden diese Mäanderstrukturen im Folgenden bereits als
”
Labyrinthmuster“ bezeichnet.

Der Existenzbereich der Labyrinthe erstreckt sich um das magnetische Nullfeld entlang

der Bx-Achse im Parameterraum bis zu Flussdichten von einigen µT, solange Parameter,

die eine Asymmetrie bezüglich der Polarisationsinstabilität hervorrufen, nahezu Null sind

(Bz ≈ 0, Φ ≈ 0). Für die Situation Bx = 0, Bz 6= 0, die im theoretischen Modell dem Fall
~B = 0 gleichkommt, werden ebenfalls Labyrinthe beobachtet. Auf die Parameterabhängig-

keiten wird in Abschnitt 4.2.3 näher eingegangen. Aus den oben genannten Gründen wird

in allen anderen Abschnitten – sofern nicht explizit anders angegeben – von der symme-

trischen Situation ausgegangen und Bz = 0, Φ = 0 vorausgesetzt.

Abbildung 4.1: Beispiele für Labyrinthmuster, aufgenommen bei verschiedenen Parame-
tern.
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4.1 Homogener stationärer Zustand

Um die transversalen Strukturen besser verstehen zu können, soll zunächst die Polari-

sationsinstabilität ohne Berücksichtigung räumlicher Freiheitsgrade näher charakterisiert

werden. Wie bereits in Abschnitt 2.4.2 angesprochen, erwartet man ohne äußeres Magnet-

feld und bei bezüglich der Polarisation symmetrischen Bedingungen (d. h. insbesondere

eine exakt lineare Eingangspolarisation parallel zur langsamen Achse des λ/8-Plättchens)

eine Pitchfork-Bifurkation des Drehwinkels ξ der Polarisationsebene. Dieses Bifurkations-

verhalten wurde in [YOKO84, GWKL+00] für das hier behandelte System experimentell

nachgewiesen und auch die Störung der Pitchfork-Bifurkation bei nicht symmetrischer

Stellung des Wellenplättchens wurde eingehend untersucht [Pes07].

Für ein rein transversales äußeres Magnetfeld ist ein subkritisches Verhalten am Bi-

furkationspunkt, einhergehend mit einer Erhöhung der kritischen Eingangsleistung, zu

erwarten (vgl. Abschnitt 5.2.2, vor allem Abbildung 5.1). Um dies zu untersuchen, wurde

die Intensität des transmittierten Lichts im Strahlzentrum mit einem Fotodetektor gemes-

sen und mit Hilfe des Linearpolarisators der Drehwinkel der Polarisation beim Durchgang

durch das nichtlineare Medium bestimmt. Dazu wurde in Abhängigkeit von der Eingangs-

leistung der Linearpolarisator jeweils auf maximale Unterdrückung des transmittierten

Lichtfeldes justiert und so der Drehwinkel ξ bestimmt.

Abbildung 4.2: Stationärer homogener Zustand: Drehwinkel der Polarisation in Abhängig-
keit von der Eingangsleistung. a) Bx = 0µT, b) Bx = 1µT. Sonstige Parameter1:
∆ = 11,2GHz, T = 344 ◦C, p = 300 hPa, d = 120mm. Grau hinterlegt: Koexistenz
dreier Polarisationszustände.

1 Zur Bezeichnung der in den Abbildungen angegebenen Parameter siehe Tabelle auf Seite 36.
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Abbildung 4.2 zeigt das Ergebnis dieser Messung bei Bx = 0 (a) und mit angelegtem

transversalen Magnetfeld (b). Im transversalen Nullfeld zeigt sich das klassische Pitchfork-

Szenario mit zwei annähernd symmetrischen Ästen oberhalb des Bifurkationspunktes. Der

instabile Zustand bei ξ = 0◦ ist experimentell nicht zugänglich. Eine Erhöhung des trans-

versalen Magnetfeldes verschiebt den Bifurkationspunkt signifikant zu höheren Pumpra-

ten, und es wird deutlich, dass ein Bereich existiert (in der Abbildung grau hinterlegt), in

dem drei verschiedene Polarisationszustände koexistieren.

Eine ähnliche optische Tristabilität verschieden polarisierter Zustände wurde für einen

mit Natriumdampf gefüllten Resonator von [KYO81a] vorhergesagt und von [CGPS82,

Gia85] auch experimentell belegt. Obwohl sich das dort beschriebene System von dem in

dieser Arbeit betrachteten in einigen wesentlichen Punkten unterscheidet, sind doch ge-

wisse Analogien festzustellen. So wird z. B. auch in den zitierten Arbeiten das Auftreten

der Tristabilität auf eine subkritische, symmetriebrechende Bifurkation des Polarisations-

zustandes aufgrund konkurrierender Pumpprozesse für σ+- und σ−-Licht zurückgeführt.

Die stabilen Polarisationszustände sind dort elliptisch (σ+- bzw. σ−-dominant) oder linear

polarisiert, was im in dieser Arbeit behandelten System gerade den Polarisationszuständen

des rückgekoppelten Feldes entspricht. Ein transversales Magnetfeld wird jedoch in den

zitierten Arbeiten nicht betrachtet.

Die in Abbildung 4.2 a gezeigte Tristabilität wird allerdings nur bei relativ kleinen

transversalen Magnetfeldern beobachtet (Bx . 2µT); bei größeren Bx findet man statt

des stabilen Astes mit ξ = 0 zeitlich oszillierende Zustände. Das Bifurkationsverhalten

bleibt jedoch in diesem Parameterbereich subkritisch und die Äste mit ξ 6= 0 sind auch

dort stabil. Die zeitliche Oszillation kann auf eine Hopf-Instabilität zurückgeführt wer-

den, die in Abschnitt 4.3 näher betrachtet wird. Eine Tristabilität wird nach der linea-

ren Stabilitätsanalyse auch für kleine transversale Felder nicht erwartet. Ein möglicher

Grund dafür, dass im Experiment dennoch drei stabile Zustände unterhalb eines kriti-

schen Magnetfeldes auftreten, kann zum einen der Einfluss des Gaußschen Strahlprofils

sein. Numerische Simulationen im Gaußschen Strahl zeigen qualitativ, dass bei sehr klei-

nen Magnetfeldern die Schwelle zur Hopf-Instabilität gegenüber den Erwartungen aus der

linearen Stabilitätsanalyse stark ansteigt. Zum anderen wurde in Arbeiten zu magnetisch

induziertem
”
self-pulsing“ in einem natriumdampfgefüllten Resonator [KYO81b, MML83]

berichtet, dass auch dort das transversale Magnetfeld einen kritischen Wert überschreiten

muss, um einen Übergang von tristabilem zu zeitlich oszillierendem Verhalten beobachten

zu können.

Da die beobachtete Tristabilität für das Auftreten der in dieser Arbeit behandelten

transversalen Strukturen jedoch nicht von zentraler Bedeutung ist, wird auf diesen Punkt

im Rahmen dieser Arbeit nicht näher eingegangen.
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4.2 Labyrinthmuster

In diesem Abschnitt werden experimentelle Ergebnisse dargestellt, die die Eigenschaften

der zu Beginn dieses Kapitels exemplarisch gezeigten Labyrinthstrukturen näher charakte-

risieren. Von besonderem Interesse sind dabei vor allem das Zeitverhalten, die auftretenden

Längenskalen und die Abhängigkeit des Auftretens der Labyrinthe von den experimentel-

len Parametern.

4.2.1 Zeitverhalten

Die Labyrinthmuster erscheinen in der Regel bei Betrachtung mit einer Videofrequenz von

25 Bildern pro Sekunde instationär, d. h. sie verändern sehr schnell ihre Gestalt. Dabei

bleiben jedoch charakteristische Merkmale – wie etwa die dominierende Längenskala und

die durchschnittliche
”
Bedeckung“ des Gaußschen Strahls – konstant und trotz der rapi-

den Änderung im Videobild erkennbar. Es kommt jedoch auch vor, dass die Strukturen

sich auf Zeitskalen von bis zu einigen Sekunden kaum verändern. Da die längste intrin-

sische Zeitskala des experimentellen Systems mit angelegtem transversalem Magnetfeld

durch dessen Larmorfrequenz (einige 10 kHz) gegeben ist und nur wenige Mikrosekunden

beträgt, ist die Struktur in diesem Falle als
”
stabil“ zu betrachten. Eine typische zeitliche

Entwicklung bei konstanten Parametern für diesen Fall ist in Abbildung 4.3 gezeigt. Es

handelt sich dabei um Schnappschüsse der Systemdynamik, die unsynchronisiert in einem

zeitlichen Abstand von etwa 0,5 s aufgenommen wurden.

Hier ist deutlich zu sehen, dass sich die Strukturen teilweise auf längeren Zeitabschnit-

ten nur wenig verändern (z. B. dritte Zeile), während andererseits zu manchen Zeitpunkten

sprunghafte Zustandsänderungen auftreten. Im Allgemeinen führen aber von Bild zu Bild

nur geringfügige Änderungen kontinuierlich zu gänzlich verschiedenen Strukturen, wenn

man Zeitskalen von einigen Sekunden betrachtet.

Bei Messungen mit Bx ≈ 0 wird bei Betrachtung der lokalen Intensitätsverteilung

deutlich, dass die Dynamik des Systems von einer 50Hz-Komponente überlagert wird, die

auf Streufelder aus dem Wechselstromnetz bzw. daran betriebenen Laborgeräten zurück-

zuführen ist. In diesem Parameterbereich werden auch sprunghafte Änderungen der beob-

achteten Muster häufiger, so dass davon auszugehen ist, dass schon kleine äußere Einflüsse

das raumzeitliche Verhalten der Labyrinthstrukturen empfindlich stören. Zum anderen

wurde beobachtet, dass die Labyrinthstrukturen immer wieder an kleinen, aber unver-

meidlichen Inhomogenitäten im Strahl oder an den Zellenfenstern
”
einrasten“ bzw. dort

bevorzugt bestimmte Eigenschaften – z. B. eine besonders starke Krümmung der Front –

aufweisen. Im vorliegenden experimentellen System ist aus diesen Gründen eine endgülti-
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Abbildung 4.3: Entwicklung der Labyrinthstrukturen auf großen Zeitskalen bei konstanten
Kontrollparametern. Reihenfolge der Bilder: Zeilenweise von links nach rechts, Zeitschritt
∆t ≈ 0,5 s. Parameter: Bx = 1,8 µT, Bz = 0µT, ∆ =13,0GHz, T = 338◦C, p = 300 hPa,
Φ = 0◦.

ge Aussage zur Frage, ob die beobachteten Labyrinthstrukturen zeitlich stationär sind,

nicht zu treffen.

Da sich jedoch – insbesondere bei durch ein transversales Magnetfeld verringertem

Einfluss von Störfeldern – Labyrinthstrukturen sehr verschiedener Erscheinung über Se-

kunden kaum verändern, ist davon auszugehen, dass es sich bei den Labyrinthen um

sogenannte
”
nearly frozen states“ handelt [GMT00, GCOM04, MML04]. Diese Annahme

wird in Kapitel 5 durch den Vergleich mit numerischen Simulationen, in denen äußere

Störeinflüsse nicht vorkommen, näher begründet.
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4.2.2 Längenskalen

Die Labyrinthmuster weisen eine charakteristische Längenskala auf, die durch den mi-

nimalen Abstand gegeben ist, den zwei Frontabschnitte zueinander einnehmen können.

Dieser Abstand, der auch den minimalen Krümmungsradius entlang des Verlaufs einer

Front definiert, tritt in den beobachteten Strukturen sehr häufig auf, da die Labyrinthe

zu großen Anteilen aus je zwei stückweise (annähernd) parallel verlaufenden Fronten in

eben diesem Abstand bestehen.

In Abbildung 4.4 ist zum Vergleich die Längenskala Λhex der gut verstandenen hexa-

gonalen Turing-Muster (a) in bei identischem Spiegelabstand (d = 12 cm) aufgenom-

mene Bilder von Labyrinthen (b+c) eingezeichnet. Die Auswertung mehrerer Bilder aus

derselben Messreihe, die ebenfalls Hexagone zeigen, ergibt eine Periodizitätslänge von

Λhex = 0,377mm, entsprechend einer Musterwellenzahl von khex = 16,633 rad/mm. Dies

entspricht sehr gut der Erwartung aus Gleichung (2.11) mit b = 0, wonach klim, 0 =

16,711 rad/mm.

Auf den ersten Blick scheinen die typischen Frontabstände der Labyrinthe in der

Größenordnung von Λhex zu liegen, bei genauerer Betrachtung sind jedoch die Front-

abstände regelmäßig etwas kleiner als die hexagonale Längenskala, was insbesondere der

Vergleichsmaßstab 2Λhex in b) verdeutlicht. Im Mittel mehrerer Bilder ergibt sich für

d = 12 cm ein typischer Frontabstand von 0,35mm. Weiterhin ist zu beachten, dass die

tatsächliche Längenskala der Labyrinthe – wenn man den üblichen Konventionen folgt,

die auf (zumindest lokale) Periodizitätslängen einer Modulation der Orientierung abstel-

len – durch den doppelten Abstand der Fronten gegeben ist, was durch die folgenden

Erläuterungen begründet wird:

Bei der quantitativen Bestimmung der Längenskalen aus experimentellen Daten ergibt

sich das Problem, dass die Orientierung als Observable nicht direkt messbar ist. Zwar

lässt die Polarisationsverteilung Rückschlüsse auf die Orientierung zu, jedoch ist bei einer

Stellung des Linearpolarisators, die jeweils einen der stabilen Polarisationszustände unter-

Abbildung 4.4: Längenskalen verschiedener Strukturen bei gleichem Spiegelabstand (d =
12 cm): a) Hexagonale Turing-Muster, b) + c) Labyrinthe, d) Veranschaulichung der Ori-
entierungsverteilung aus c) (grün = positive Orientierung, rot = negative Orientierung).
Erläuterungen im Text.
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drückt bzw. maximal transmittiert, was eine gute Unterscheidbarkeit der beiden Zustände

gewährleistet, der Ort eines Nulldurchgangs der Orientierung nicht bestimmbar. Ande-

rerseits erlaubt zwar die Betrachtung der Polarisationsebene des Eingangsstrahls eine

präzisere Bestimmung des Ortes einer Front und ein deutlich besseres Kontrastverhältnis

in der Intensitätsverteilung, liefert jedoch keine Aussagen mehr darüber, welche Polarisa-

tionszustände auf beiden Seiten der Front angenommen werden.

Da sich jedoch aus topologischen Gesichtspunkten zumindest Rückschlüsse auf die

Gleichheit oder einen Wechsel des Vorzeichens der Polarisation zwischen zwei Bildbe-

reichen ziehen lassen, ist diese Polarisationsebene für die Analyse der Längenskalen als

die am besten geeignete anzusehen. Bei Betrachtung so aufgenommener Bilder entsteht

vordergründig der Eindruck einer Periodizitätslänge in der Größenordnung von Λhex . In

Abbildung 4.4 d) ist eine Rekonstruktion der Orientierungsverteilung aus c) bezüglich

des Vorzeichens schematisch dargestellt, wobei das absolute Vorzeichen der Orientierung

willkürlich festgelegt wurde. Rot gefärbte Bereiche stehen für eine negative, grün gefärbte

für eine positive Orientierung. In dieser Darstellung wird noch einmal deutlich, dass die

charakteristische Längenskala Λlab = 2π/klab mit rund 0,70mm deutlich größer ist als die

Periodizitätslänge der Hexagone.

Es treten seltener auch Strukturen auf, die zwischen den Fronten weitere helle Linien

in der Intensitätsverteilung besitzen, die im Folgenden als
”
Zwischenmaxima“ bezeich-

net werden. Diese Linien besitzen eine etwas geringere Intensität als die zu den Fronten

gehörigen Linien und enden in der Nähe einer starken Krümmung der Front. Zwei Beispiele

solcher Strukturen sind in Abbildung 4.5 a) und b) zu sehen. An den nicht geschlossenen

oder durch den Rand des Strahls begrenzten Linien hoher Intensität kann aus topolo-

gischen Gründen das Vorzeichen der Orientierung nicht wechseln (siehe Rekonstruktion

in Abbildung 4.5 d), so dass die eigentlichen Fronten in diesem Fall größere Abstände

besitzen. Bei wachsendem Abstand zwischen zwei Fronten gehen die linienförmigen Zwi-

schenmaxima zu tendenziell hexagonal strukturierten Bereichen über, bei denen jedoch

der Einfluss der benachbarten Front für eine stark gestörte Symmetrie sorgt.

Abbildung 4.5: Labyrinthstrukturen mit unterschiedlichen Frontabständen: a) Frontab-
stand ≈ Λlab , b) Frontabstand ≈ Λlab + Λhex , c) Koexistenz verschiedenener Abstände, d)
Veranschaulichung der Orientierungsverteilung aus c). Erläuterungen im Text.
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Bei nur einem oder zwei Zwischenmaxmima bzw. in der Nähe der Front variiert die

charakteristische Längenskala der Abstände zwischen einer Front und einem Zwischen-

maximum bzw. zwischen zwei Zwischenmaxmima; typischerweise beobachtet man Werte

im Bereich von Λhex bis Λlab/2. Wie in Abbildung 4.5 b) zu erkennen ist, treten aber zwi-

schen Konstituenten von Mustern unter dem Einfluss benachbarter Fronten auch geringere

Abstände auf.

Bild c) zeigt, dass in einem Labyrinth auch Fronten mit verschiedenem Abstand zuein-

ander, also mit und ohne bzw. mit unterschiedlich vielen Zwischenmaxima, koexistieren

können. Bei den beobachteten Strukturen mit Zwischenmaxima in der Intensitätsver-

teilung reicht jedoch in der Regel das Aspektverhältnis im Gaußschen Strahl nicht zur

Bildung von ausgedehnten Labyrinthen aus, vielmehr werden in diesen Fällen meist nur

einzelne
”
Finger“ wie in Abbildung 4.5 a) + b) gezeigt, beobachtet.

Im Gaußschen Strahl stehen durch das begrenzte Aspektverhältnis immer nur wenige

Konstituenten zur Verfügung, und es gelingt nur in den seltensten Fällen, eine gerade

Linie in einem Bild zu finden, die mehrere Fronten nacheinander orthogonal schneidet.

Eine Vermessung der Bilder kann unter diesen Bedingungen nur exemplarischen Charakter

besitzen; die Aussagen dieses Abschnitts sind daher nur als erste Anhaltspunkte für eine

genauere Untersuchung anhand numerischer Simulationen zu verstehen.

Bezüglich der Parameterabhängigkeiten lässt sich jedoch festhalten, dass (erwartungs-

gemäß) nur der Spiegelabstand die auftretenden Längenskalen beeinflusst; eine Änderung

anderer Parameter – etwa der Pumpleistung oder des Magnetfeldes – hat keinen erkenn-

baren Einfluss auf die transversalen Strukturgrößen.

4.2.3 Existenzbereich der Labyrinthe

In diesem Abschnitt soll der Einfluss von Parametern näher untersucht werden, die die

Symmetrieeigenschaften der Pitchforkbifurkation bezüglich der beteiligten Polarisations-

zustände beeinflussen, namentlich das (longitudinale) Magnetfeld und die Ausrichtung

des λ/8-Plättchens relativ zur Polarisationsebene des Eingangsstrahls.

Einfluss des Magnetfeldes

Für die Existenz der Labyrinthstrukturen ist – wie bereits einleitend erwähnt – das ex-

terne magnetische Feld einer der bestimmenden Parameter. Deshalb wird nun auf die

Abhängigkeit der beobachteten Muster von der magnetischen Flussdichte in longitudina-

ler und transversaler Richtung näher eingegangen.

Um diese zu bestimmen, wurde bei gleichbleibenden sonstigen Parametern das Ma-

gnetfeld systematisch variiert, zu jedem Parametersatz ein Bild genommen und so die in
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Abbildung 4.6: Existenzbereich der Labyrinthmuster: Magnetfeldkarte. Parameter:
PL = 280mW, ∆ = 12,8GHz, T = 328 ◦C, p = 300 hPa, d = 120mm, Φ = 0◦, Θ = 0◦.
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Abbildung 4.6 gezeigte Karte erstellt. Um dabei Hystereseeffekte zu vermeiden, wurde

zwischen je zwei Bildern das Magnetfeld auf einen Wert weit außerhalb des zu vermes-

senden Bereichs zurückgesetzt und jeder Punkt in der Karte von dort aus angesprungen.

Das genaue Verfahren bei dieser Messmethode ist in [Sch06] näher beschrieben.

Da in den Übergangsbereichen zwischen verschiedenen Mustertypen in der Regel ei-

ne Bi- oder Multistabilität der in den angrenzenden Parameterbereichen beobachtbaren

Strukturen vorherrscht, gibt Abbildung 4.6 an einzelnen Positionen nicht unbedingt die

beim jeweiligen Magnetfeld am häufigsten auftretende Struktur wieder. Insbesondere tre-

ten typischerweise dort, wo in der gezeigten Karte gerade oder mehrfach gekrümmte Fron-

ten zu sehen sind (z. B. bei Bx = 0, Bz < 0), in anderen Messreihen auch Labyrinthe auf.

In Abbildung 4.7 sind daher die typischen Existenzbereiche schematisch aufgetragen, wie

sie sich bei mehrfacher Wiederholung eines identischen Magnetfeldscans darstellen.

Labyrinthmuster finden sich in Abbildung 4.6 in einem Bereich, der sich für transver-

sale Felder von etwa Bx ≈ −2 . . .+3µT erstreckt und auf Abweichungen von etwa 0,3µT

um das longitudinale Nullfeld beschränkt ist. Außerdem finden sich Labyrinthe ebenfalls

entlang der Achse Bx = 0 und für Bz ≈ −2µT auch noch bei gering von Null verschie-

denem transversalem Feld. Dieser Befund ist darauf zurückzuführen, dass – wie eingangs

erwähnt – das longitudinale Feld nur dann eine nennenswerte Wirkung auf das optische

Pumpen hat, wenn gleichzeitig ein transversales Feld anliegt. Der Fall Bz � Bx entspricht

demnach der Situation bei ~B = 0. Außerhalb des dargestellten Magnetfeldbereichs, ins-

besondere für in anderen Arbeiten verwendete wesentlich größere longitudinale Felder,

wurden keine Labyrinthe beobachtet. Dies kann darauf zurückzuführen sein, dass bei der

Erzeugung größerer longitudinaler Magnetfelder bei nicht exakt paralleler Strahlführung

bezüglich der Spulengeometrie oder durch den Einfluss von Metallteilen in der Nähe der

Helmholtzspulen auch parasitäre transversale Felder entstehen können, die die Symmetrie

der beteiligten Polarisationszustände stören.

Bei manueller Parametervariation zeigt sich, dass die Labyrinthe für den Fall Bz = 0,

Bx 6= 0 wesentlich häufiger zu beobachten sind und sich leichter präparieren lassen als

entlang der Bz-Achse (Bx = 0, Bz 6= 0). Dieser Befund lässt sich durch eine Reduktion

der Schwelle zur Bildung von Labyrinthen bezüglich der Pumpleistung unter dem Einfluss

eines transversalen Magnetfeldes erklären. Auf dieses Phänomen wird in Abschnitt 5.3.2

im Zusammenhang mit numerischen Simulationen näher eingegangen.

Entlang der Bx-Achse (Bz = 0) nimmt der Radius des Bereichs im Gaußschen Strahl,

über den sich die Labyrinthe ausdehnen, mit steigendem transversalen Feld ab, was auf

die Erhöhung der Schwelle zur Bistabilität zurückzuführen ist, da die Labyrinthe sich

aus Fronten zwischen zwei stabilen Zuständen zusammensetzen und so eine Bistabilität

notwendige Voraussetzung für deren Existenz ist. Der äußere Bereich des Strahls, in dem
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung der Existenzbereiche bei Variation des Magnet-
feldes. Der dargestellte Bereich entspricht dem in Abbildung 4.6.

diese Schwelle unterschritten wird, ist der Strahl unstrukturiert, wobei der Übergang

zwischen Labyrinth und unstrukturiertem Bereich aufgrund des subkritischen Bifurkati-

onsverhaltens relativ scharf definiert ist. Auffällig ist, dass die Fronten, aus denen sich

die Labyrinthe zusammensetzen, am Übergang zum unstrukturierten Bereich annähernd

senkrecht auf der gedachten Begrenzungslinie stehen.

Bei weiterer Erhöhung ist in den Bildern ein über den gesamten Strahlradius un-

strukturierter Bereich zu sehen. In diesem Bereich findet sich bei Betrachtung mit höher-

er Zeitauflösung eine Oszillation, die auf die bereits in Abschnitt 2.4.1 erwähnte Hopf-

Instabilität zurückgeführt werden kann. Auf diesen Parameterbereich wird in Abschnitt

4.3 näher eingegangen.

Für von Null verschiedene longitudinale Felder findet sich entlang der Bx-Achse ein

immer wiederkehrendes Szenario: Für kleine transversale Felder beobachtet man zunächst

lokalisierte Strukturen (LS), wie sie in [PGWAL05] als dissipative Solitonen beschrieben

werden, Cluster solcher LS sowie lokalisierte Muster [Pes07]. Die beobachteten lokalisier-

ten Strukturen bzw. Muster treten in diesem Parameterbereich spontan auf, wohingegen

sie in den zitierten Arbeiten nur durch Präparation mittels eines Zündstrahls beobachtet

werden konnten.

Bei Erhöhung des transversalen Feldes folgen etwa ab |Bx| & |Bz| typischerweise hexa-

gonale Muster. Der Polarisationszustand, auf dem sich diese Muster ausbilden bzw. die

LS existieren, ist dabei vom Vorzeichen des longitudinalen Feldes abhängig. Dies ent-

spricht der Erwartung aus dem Bifurkationsverhalten des homogenen Zustandes, bei der
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wegen der durch das longitudinale Feld induzierten Asymmetrie gerade bei niedrigen

Pumpraten einer der beiden homogen stabilen Zustände deutlich gegenüber dem anderen

bevorzugt ist. Dass die Auswahl des Polarisationszustandes in der hier verwendeten Ab-

bildung nicht zu erkennen ist, liegt an der Stellung des Linearpolarisators parallel zu der

Eingangspolarisation. Diese wurde hier so gewählt, um die Fronten mit bestmöglichem

Kontrast darzustellen und um zu gewährleisten, dass alle im untersuchten Parameterbe-

reich auftretenden Strukturen vom Dynamikumfang der Kamera ohne Nachjustierung der

Abschwächung erfasst werden können.

Auch hier wird die transversale Ausdehnung der Muster im Gaußschen Strahl mit stei-

gendem transversalen Feld geringer; die Strukturen werden von einem unstrukturierten

Bereich umgeben und zeigen zunehmend Wechselwirkungseffekte mit der runden Begren-

zung, die durch den Strahlradius definiert wird, bei dem die Intensität des Pumpstrahls

die Schwelle zur Musterbildung überschreitet. Nähert sich dieser Radius der charakteristi-

schen Längenskala der Hexagone an, so wird die Symmetrie der Muster deutlich gestört

und es finden sich zum Teil nur noch wenige einzelne Musterkonstituenten im Strahlzen-

trum. Der Übergang von LS-Clustern zu den Turing-Mustern vollzieht sich fließend, und

der Übergangsbereich verschiebt sich bei Erhöhung des logitudinalen Feldes zu höheren

Beträgen des transversalen Feldes.

Einfluss des λ/8-Plättchens

Die Karte in Abbildung 4.6 wurde bei symmetrischer Stellung des λ/8-Plättchens (Φ = 0)

aufgenommen. Bei Φ 6= 0 wird wiederum ein Polarisationszustand bevorzugt, und der

Existenzbereich der Labyrinthe verschiebt sich für positive Drehwinkel von Φ in Richtung

negativer Bz und umgekehrt. Im Hinblick auf transversale Felder schrumpft der Existenz-

bereich dabei dramatisch; bei Winkeln von |Φ| & 2◦ werden bereits keine Labyrinthe

mehr beobachtet. Diese Ergebnisse lassen die Schlussfolgerung zu, dass Labyrinthe nur

dann auftreten, wenn die beteiligten Polarisationszustände annähernd gleichberechtigt

sind.

Die Ähnlichkeit zwischen Labyrinthen und LS-Clustern sowie deren Nachbarschaft im

Parameterraum deuten darauf hin, dass die zugrunde liegenden Prozesse verwandt sind.

In [Pes07] wird die Bildung lokalisierter Strukturen in diesem System auf eine Interaktion

der krümmungsgetriebenen Frontdynamik geschlossener Polarisations-Domänen mit der

durch die Bevorzugung eines Polarisationszustandes hervorgerufene Expansion bzw. Kon-

traktion solcher Domänen zurückgeführt. Der Zusammenhang zwischen der Frontdynamik

und der Bildung von Labyrinthstrukturen wird im folgenden Abschnitt experimentell in

Ansätzen untersucht und bildet einen zentralen Teil der numerischen Untersuchungen in

Kapitel 5.
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4.2.4 Instabilität von Fronten

In der Literatur wird die Entstehung von Labyrinthmustern vielfach mit einer transversa-

len Modulationsinstabilität von Fronten begründet (vgl. Kapitel 2). Ein Nachweis dieses

Mechanismus’ ist im vorliegenden experimentellen System jedoch schwierig, da einerseits

präparierte Fronten aufgrund des Phasengradienten im Gaußschen Strahl schnell aus dem

Strahl driften und andererseits die Zeitskalen, auf denen sich eine solche Modulations-

instabilität erwartungsgemäß entwickeln würde, zu klein sind, um diese Dynamik mit

herkömmlichen Videokameras auflösen zu können.

Um die Destabilisierung gerader Fronten experimentell nachzuweisen, wurde daher

bewusst ein Szenario gewählt, in dem präparierte Fronten im Strahl lokal stationär und

damit besser beobachtbar bleiben. Das ist z. B. dann der Fall, wenn ein schiefes Magnet-

feld angelegt wird, wodurch einer der beiden Polarisationszustände bevorzugt wird. Dies

lässt sich durch eine geringe Rotation des λ/8-Plättchens für eine bestimmte Pumpra-

te kompensieren; für höhere oder niedrigere Pumpraten wird nach wie vor jeweils einer

der beiden homogenen Zustände leicht bevorzugt. Auf diese Weise lässt sich eine Front

etwas außerhalb des Strahlzentrums fixieren, wobei die azimutale Ausrichtung aufgrund

von geringen Inhomogenitäten im Strahlprofil meist gleich bleibt.

Eine so präparierte Front ist in Abbildung 4.8 a) dargestellt. Erhöht man die Eingangs-

leistung, so krümmt sich die Front – beginnend im Strahlzentrum – zunehmend (b–d) und

zeigt schließlich bereits eine deutlich von der Ursprungsfront verschiedene Struktur (e).

Bei den gezeigten Bildern handelt es sich um stationäre Zustände, die auf ein Einrasten der

Frontbewegung an den unterliegenden Turing-Strukturen zurückzuführen sind. Die not-

wendigen Kompromisse bei der Präparation der Fronten bringen es mit sich, dass diese

Ergebnisse nur eine geringe Aussagekraft über die Destabilisierung der Fronten besitzen.

Es zeigt sich allerdings in numerischen Simulationen, dass das Verhalten gerader Fronten

im Gaußschen Strahl auch bei symmetrischer Präparation qualitativ identisch ist (vgl.

Abschnitt 5.3.2).

Abbildung 4.8: Destabilisierung einer geraden Front bei Erhöhung der Pumpleistung PL.
Parameter: ∆ = 12GHz, T = 308 ◦C, p = 300 hPa, d = 120mm, Bx = 0,5µT,
Bz = 1,0µT, Φ = 9◦, Θ = −10◦. Erläuterungen im Text.
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4.3 Raumzeitlich oszillierende Strukturen

An den Existenzbereich der Labyrinthmuster schließt sich in Richtung höherer transversa-

ler Magnetfelder bzw. geringerer Laserleistungen ein Bereich an, in dem die in Abschnitt

2.4.1 bereits erwähnte Hopf-Instabilität beobachtet werden kann. Diese Instabilität äußert

sich lokal in zeitlich periodischen Oszillationen des Polarisationsdrehwinkels. Ist ein hin-

reichend großer Bereich des Strahls Hopf-instabil2, so treten auch periodisch oszillierende,

transversal ausgedehnte Muster (Spiralen und sogenannte Targetmuster) auf.

Abbildung 4.9: Existenzbereich der Hopf-Instabilität in Abhängigkeit von der Ver-
stimmung. Die graue Fläche dient lediglich zur visuellen Orientierung. Parameter:
PL = 250mW, T = 327 ◦C, p = 300 hPa, d = 120mm, Φ = 0◦, Θ = −60◦.

In Abbildung 4.9 ist der im Experiment zugängliche Existenzbereich der Hopf-Instabi-

lität bei der maximal verfügbaren Laserleistung3 in Abhängigkeit von Verstimmung und

transversalem Magnetfeld gezeigt. Lokale Polarisationsoszillationen konnten für Verstim-

mungen von ∆ ≈ 11 . . . 17GHz nachgewiesen werden.

Der Existenzbereich beginnt bei etwa 2,5 . . . 3 µT, wobei die minimale Magnetfeld-

stärke mit der Verstimmung leicht ansteigt. Unterhalb dieser Grenze, also für geringere

transversale Magnetfeldstärken, wird keine Oszillation mehr beobachtet. Dort finden sich

bei kleinen Verstimmungen vorwiegend unstrukturierte Zustände, zu höheren Verstim-

mungen hin dominieren die im vorigen Abschnitt beschriebenen Labyrinthmuster.

2 Hier ist zu beachten, dass die lokale Intensität und damit die Pumprate über den Radius des Strahl-
profils nicht konstant ist.

3 Prinzipiell lassen sich auch höhere Laserleistungen erreichen (vgl. Kapitel 3). Allerdings ist bei erhöhten
Anforderungen an die Güte der Intensitätsstabilisierung und bei einer großen Variation der Verstim-
mung – wie in diesem Fall – die über den gesamten Parameterbereich konstant verfügbare Leistung
auf etwa 250mW begrenzt.
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Die obere Grenze des Existenzbereichs variiert von etwa 3,5µT an den Rändern bis

zu 6,4µT bei einer Verstimmung von 13GHz. Bei größeren Magnetfeldern finden sich

stationäre, unstrukturierte Zustände, bei denen die Polarisationsrichtung beim Durchgang

durch die Natriumzelle unverändert bleibt.

4.3.1 Lokale Messung der Oszillationsfrequenzen

Zur Charakterisierung der Hopf-Instabilität wurden zunächst Messungen der lokalen Os-

zillationsfrequenz durchgeführt. Dazu wird die von der Zelle transmittierte Intensitäts-

verteilung auf eine Ebene abgebildet, in der sich ein transversal verschiebbarer Detektor

(D1, vgl. Abschnitt 3.4) befindet. Vor dem Detektor ist eine Lochblende mit einem Durch-

messer von 600 µm angebracht, die gemeinsam mit dem Detektor verschoben wird. Der

Strahlradius in der Bildebene beträgt 3,12mm, so dass der Detektor eine Fläche von etwa

1% des Strahlprofils aufnimmt.

Der Linearpolarisator wird dabei so justiert, dass die gemessene Oszillationsamplitu-

de maximal wird. Dies ist typischerweise bei Winkeln von |Θ| ≈ 60◦ der Fall. Bei einer

Einstellung des Linearpolarisators parallel bzw. senkrecht zur Polarisationsebene des ein-

fallenden Lichts wird bei sonst gleichen Parametern die doppelte Oszillationsfrequenz bei

deutlich kleinerer Amplitude detektiert, da Polarisationsdrehungen in beide Richtungen

gleichermaßen die auf den Detektor treffende Intensität beeinflussen. Für andere Winkel

erkennt man im Allgemeinen asymmetrische Oszillationsformen.

Abbildung 4.10 zeigt eine typische Zeitreihe der lokalen Intensitätsoszillation. Der Li-

nearpolarisator ist – wie oben geschildert – auf die maximale Oszillationsamplitude justiert

(Θ = −56◦). Man erkennt eine in guter Näherung sinusförmige Oszillation mit konstanter

Frequenz. Leichte Abweichungen in der Amplitude sind auf geringe Parameterfluktua-

tionen (vor allem periodische Störungen des Magnetfeldes durch 50Hz-Streufelder sowie

kleinamplitudige Regelschwankungen der Laserleistung) zurückzuführen.

Abbildung 4.10: Beispiel einer Zeitreihe der lokalen Oszillation. Parameter: Θ = −56◦,
Bz = 0, Bx = 3,7 µT, PL = 320mW, ∆ = 12,3GHz, T = 336 ◦C, p = 301 hPa,
d = 120mm, Φ = 0◦.
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Für die im Folgenden beschriebenen Messungen der Parameterabhängigkeiten wur-

den für jeden Parametersatz etwa 100 Zeitreihen über je ca. 20–30 Oszillationsperioden

aufgenommen. Frequenz und Amplitude der Oszillation wurden für jede Zeitreihe mittels

eingebauter Analysefunktionen des Oszilloskops ausgewertet und anschließend über die

Zeitreihen gemittelt. Der Gleichspannungsanteil wurde bei der Messung unterdrückt, um

für weitere Messungen (s. u.) ein von der absoluten Amplitude unabhängiges Triggersignal

zu erhalten.

Einfluss des Magnetfeldes

Abbildung 4.11: Oszillationsfrequenz und -amplitude in Abhängigkeit vom transversalen
Magnetfeld. Parameter: Bz = 0, PL = 240mW, ∆ = 13,8GHz, T = 330 ◦C, p = 300 hPa,
Φ = 0◦, Θ = −60◦.

Abbildung 4.11 zeigt die Abhängigkeit der Hopf-Frequenz vom äußeren transversalen

Magnetfeld bei konstanter Verstimmung und gleichbleibender Laserleistung. Gemessen

wurde dabei die Intensität hinter dem Linearpolarisator im Strahlzentrum.

Die gemessene Oszillationsfrequenz steigt in sehr guter Näherung linear mit dem

äußeren Magnetfeld an, wobei die Frequenz mit 7,27 kHz/µT zunimmt. Die Amplitude

der Oszillation verhält sich dabei in guter Näherung reziprok zur Frequenz. Im Bereich

|Bx| . 2,5µT ist keine lokale Oszillation erkennbar; dort werden statt dessen zeitlich

stationäre Labyrinthmuster beobachtet. In [YOKO84] wird für die Einspiegelanordnung

mit Natriumdampf und λ/8-Plättchen in Übereinstimmung mit der linearen Stabilitäts-

analyse in Abschnitt 5.2.3 eine Oszillation mit einer Frequenz vorhergesagt, die für kleine

transversale Magnetfelder signifikant kleiner ist als die Larmorfrequenz Ωx = µBg
~ Bx (vgl.

Abschnitt 5.1) und sich dieser für größere Magnetfelder asymptotisch annähert. Die Ab-

weichung der Oszillationsfrequenz kann in der oben geschilderten Messung nicht reprodu-

ziert werden, allerdings steht das asymptotische Verhalten der Frequenz bei Variation des
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Magnetfeldes in guter Übereinstimmung mit dem theoretisch erwarteten Zusammenhang

f → Ωx/2π = 6,998 kHz/µT·Bx.

Einfluss der Laserleistung

Abbildung 4.12: Oszillationsfrequenz im Strahlzentrum in Abhängigkeit von der Laserlei-
stung. Bx = 3, 9µT, Bz = 0, sonstige Parameter wie in Abbildung 4.11.

Betrachtet man die Abhängigkeit der lokalen Oszillationsfrequenz von der Leistung des

Eingangsstrahls bei gleichbleibendem transversalen Magnetfeld (Abbildung 4.12), so fällt

zunächst auf, dass nur etwa im oberen Drittel der zur Verfügung stehenden Eingangs-

leistung (hier: PL ≈ 180 . . . 280 mW) überhaupt Oszillationen beobachtet werden. Die

Oszillationsfrequenz nimmt in diesem Bereich mit steigender Eingangsleistung monoton

ab, wobei der Zusammenhang für Leistungen von PL ≈ 180 . . . 260 mW näherungsweise li-

near ist und zum oberen Rand des Existenzbereichs der Oszillationen ein größeres Gefälle

aufweist. Diese Abhängigkeit deckt sich qualitativ mit den Aussagen der linearen Stabi-

litätsanalyse (vgl. Abschnitt 5.2.3) und Experimenten zu selbsterregten Oszillationen in

einem mit Natriumdampf gefüllten Resonator [MDLM86].

Für Pumpleistungen oberhalb PL ≈ 280 mW wurden für die angegebenen Parameter

keine Oszillationen mehr beobachtet; es schließen sich stationäre Muster bzw. Labyrinthe

an (vgl. Abschnitt 4.2).

Einfluss des Strahlprofils

Da die Pumprate wegen des gaußförmigen Strahlprofils radial nach außen abnimmt, ist

zu erwarten, dass die zuvor bestimmte Abhängigkeit der Oszillationsfrequenz von der La-

serleistung sich auch in einer radialen Änderung der Frequenz niederschlägt. Es stellt sich

heraus, dass diese Abhängigkeit zwar vorhanden, eine quantitative Bestimmung jedoch
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schwierig ist, weil außerhalb des Strahlzentrums die lokal gemessene Oszillationsfrequenz

bei gleichbleibenden Parametern stark schwankt. Der Grund für diese Schwankungen ist

in räumlichen Synchronisationseffekten zu suchen, auf die in Abschnitt 5.3.5 näher einge-

gangen wird.

hopf-profil

Montag, 26. März 2007 16:49:19

Abbildung 4.13: Oszillationsfrequenz in Abhängigkeit vom Strahlprofil. Blau: gemessenes
Intensitätsprofil am Ort des Detektors (gestrichelte Linie: Gauß-Fit), schwarz: zeitlich
gemittelte Oszillationsfrequenz (gestrichelte Linie: Parabelfit zur Führung des Auges).
Parameter: PL = 280mW, Bx = 4,0µT, ∆ = 11,8GHz, T = 337 ◦C, p = 301 hPa, Φ = 0◦,
Θ = −56◦.

Abbildung 4.13 zeigt das Ergebnis einer Messung bei maximaler Laserleistung, bei

der die zeitlich gemittelte Oszillationsfrequenz bei verschiedenen Strahlradien bestimmt

wurde. In blauer Farbe ist dabei das am Ort des Detektors gemessene (polarisations-

unabhängige) Intensitätsprofil des Gaußschen Strahls zum Vergleich gezeigt. Wie nach

dem Befund des vorigen Abschnitts zu erwarten, werden Oszillationen nur bis zu Radien

beobachtet, bei denen die Intensität des Pumpstrahls um maximal etwa ein Drittel abge-

fallen ist. Die gemessenen mittleren Frequenzen zeigen qualitativ die gleiche Abhängigkeit

von der lokalen Intensität wie im vorigen Abschnitt, eine quantitative Übereinstimmung

ist jedoch wegen der großen Schwankungsbreite und wegen gegenüber Abbildung 4.12

abweichender Parameter weder festzustellen noch zu erwarten.

4.3.2 Beobachtung von Spiralen und
”
Targetmustern“

In einem großen Teil des Existenzbereichs lokal nachweisbarer periodischer Oszillationen

ist eine transversale Strukturierung der Intensitätsverteilung nicht erkennbar. Für Para-

meter, bei denen ein hinreichend großer Strahlbereich Hopf-instabil, das Strahlzentrum

jedoch noch nicht bistabil bzw. gegen andere Muster instabil ist, treten dagegen transver-

sal ausgedehnte, zeitlich oszillierende Strukturen in Form von Spiralen und Targetmustern
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Abbildung 4.14: Raumzeitliche Entwicklung eines Targetmusters. a) Überlagerung von
fünf Einzelbildern (Erläuterung im Text), Bildausschnitt: 3 × 3 mm2. b) Raum-Zeit-
Diagramm des in a) markierten Strahlbereichs. Parameter: PL = 280mW, ∆ = 13,7GHz,
Bx = −7,8µT, Bz = 0µT, T = 328 ◦C, p = 300 hPa, d = 120 mm, Φ = 0◦, Θ = −95◦.

auf. Letztere sind durch konzentrische Ringe in der Intensitätsverteilung gekennzeichnet,

die sich radial in Richtung des Strahlzentrums bewegen.

Die zeitliche Dynamik dieser Muster läuft wegen der typischen Oszillationsfrequenzen

im Bereich mehrerer kHz zu schnell ab, um sie mit herkömmlichen Videokameras mit

Bildwiederholraten zwischen 25 und 50 Hz auflösen zu können. Daher wurden mit dem

Videosampling-Verfahren (siehe Abschnitt 3.4) mit variabler Verzögerungszeit gegenüber

dem Nulldurchgang eines aus der lokalen Oszillation (s. o.) gewonnenen Triggersignals

Bilder mit einer Verschlusszeit von 500 ns aufgenommen. Zur Erhöhung des Signal-Rausch-

Verhältnisses wurden für jeden Zeitpunkt fünf Bilder aufgenommen und für die weitere

Auswertung überlagert.

Bei dieser Messmethode spielt die Einstellung des Linearpolarisators eine besondere

Rolle. Da für die Detektion des Triggersignals und die Aufnahme der Bilder stets dieselbe

Polarisationsebene durch den Linearpolarisator ausgewählt wird4, muss ein Kompromiss

zwischen ausreichender Aussteuerung der Kamera (vor allem bei sehr kurzen Belichtungs-

zeiten), genügendem Kontrast der transversalen Struktur und der Qualität des Trigger-

signals gefunden werden.

Abbildung 4.14 zeigt ein Targetmuster bei Bx = −7,8µT und dessen raumzeitliche

Entwicklung. Dazu wurden nach dem oben geschilderten Verfahren 40 × 5 Bilder5 im

4 Eine präzise Analyse der Polarisationsverteilung ist nur dann möglich, wenn entweder der Linearpolari-
sator und das Kompensations-λ/8-Plättchen die ersten optischen Elemente nach dem Rückkoppelspie-
gel sind, oder wenn an sämtliche optischen Komponenten im Analyseaufbau (insbesondere Strahlteiler)
extrem hohe Anforderungen an die Erhaltung der Polarisation gestellt werden. Eine separate Auswahl
der Polarisationsebenen für unterschiedliche Detektoren ist daher bei vertretbarem experimentellen
Aufwand kaum zu realisieren.

5 d. h. jeweils fünf Bilder bei 40 verschiedenen Zeitverzögerungen

Abbildung 4.14: Raumzeitliche Entwicklung eines Targetmusters. a) Überlagerung von
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Verhältnisses wurden für jeden Zeitpunkt fünf Bilder aufgenommen und für die weitere

Auswertung überlagert.

Bei dieser Messmethode spielt die Einstellung des Linearpolarisators eine besondere

Rolle. Da für die Detektion des Triggersignals und die Aufnahme der Bilder stets dieselbe

Polarisationsebene durch den Linearpolarisator ausgewählt wird4, muss ein Kompromiss

zwischen ausreichender Aussteuerung der Kamera (vor allem bei sehr kurzen Belichtungs-
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gel sind, oder wenn an sämtliche optischen Komponenten im Analyseaufbau (insbesondere Strahlteiler)
extrem hohe Anforderungen an die Erhaltung der Polarisation gestellt werden. Eine separate Auswahl
der Polarisationsebenen für unterschiedliche Detektoren ist daher bei vertretbarem experimentellen
Aufwand kaum zu realisieren.
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Abbildung 4.15: Raumzeitliche Entwicklung einer Spirale. a) Überlagerung von fünf Ein-
zelbildern, Bildausschnitt: 4 × 4 mm2. b) Raum-Zeit-Diagramm des in a) markierten
Strahlbereichs. ∆ = 17,5 GHz, Bx = −4,5µT, Bz = 0µT, sonstige Parameter wie in
Abbildung 4.14.

Abstand von 500 ns aufgenommen. Man erkennt eine – bis auf den Einfluss eines durch

den keilförmigen Rückkoppelspiegel verursachten Gradienten – weitgehend radialsymme-

trische Verteilung der Intensität aus konzentrischen Ringen.

Für die Darstellung der zeitlichen Entwicklung wurden aus den so erhaltenen Bildern

Schnitte durch das Strahlzentrum gelegt (vgl. grüne Markierung in der Abbildung) und

diese gegen die Verzögerungszeit aufgetragen (Abbildung 4.14 b). Die radiale Bewegung

der Struktur ist nach innen gerichtet, wobei die Geschwindigkeit zum Strahlzentrum hin

leicht zunimmt. Die lokale Oszillationsfrequenz liegt für die gewählten Parameter bei

50 kHz.

In Abbildung 4.15 ist analog dazu das raumzeitliche Verhalten einer Spirale dargestellt,

die bei einem Magnetfeld von Bx = −4,5µT beobachtet wurde. Hier wurden 50×5 Bilder

im Abstand von je 1 µs aufgenommen. Auch bei der Spirale ist die Bewegung nach innen

gerichtet, die lokale Frequenz beträgt 27 kHz.

Die lokalen Oszillationsfrequenzen zeigen bei den Spiralen und Targetmustern qua-

litativ den gleichen Zusammenhang mit dem transversalen Magnetfeld, der auch für die

transversal unstrukturierten Oszillationen in den vorigen Abschnitten bestimmt wurde, ei-

ne Abhängigkeit der lokalen Oszillationsfrequenz der Spiralen von der radialen Entfernung

zum Strahlzentrum lässt sich allerdings nicht erkennen. Bei der Untersuchung der spiralar-

tigen Strukturen anhand numerischer Simulationen in Kapitel 5 wird sich herausstellen,

dass dies auf eine räumliche Synchronisation der Oszillationsfrequenz zurückzuführen ist.

Dieser Effekt bedingt auch das Auftreten konzentrischer Ringe im Strahlzentrum, die hier

als
”
Targetmuster“ bezeichnet wurden, was sich bei genauerer Betrachtung als nicht ganz

zutreffend erweist (vgl. Abschnitt 5.3.5).
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50 kHz.

In Abbildung 4.15 ist analog dazu das raumzeitliche Verhalten einer Spirale dargestellt,

die bei einem Magnetfeld von Bx = −4,5µT beobachtet wurde. Hier wurden 50×5 Bilder

im Abstand von je 1µs aufgenommen. Auch bei der Spirale ist die Bewegung nach innen

gerichtet, die lokale Frequenz beträgt 27 kHz.
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Spiralen mit mehreren Armen oder unterschiedlicher Chiralität, wie sie in [HSAL03,

Hun06] beschrieben werden, konnten nicht beobachtet werden. Die Vorzugsrichtung in der

Chiralität kann auf Inhomogenitäten im Strahlprofil oder Anisotropien in der Rückkopp-

lung zurückgeführt werden. In numerischen Simulationen, bei denen sich eine vollständige

Symmetrie – zumindest in Bezug auf die Chiralität – leicht herstellen lässt, entstehen

sowohl rechts- als auch linkshändige Spiralen, die ebenfalls ausschließlich einen Spiralarm

besitzen.

Der radiale Abstand der Spiralarme bzw. der Ringkonstituenten des Targetmusters

lässt sich wegen des ungünstigen Aspektverhältnisses6 nicht exakt bestimmen, da die-

ser Abstand in der Größenordnung des Strahlradius liegt und somit in radialer Richtung

jeweils nur ein Konstituent erkennbar ist. Auch die genaue Form der Spirale (radial-

azimutaler Zusammenhang) lässt sich bei dem begrenzten Aspektverhältnis nicht ermit-

teln. Eine Änderung des Aspektverhältnisses ließe sich grundsätzlich durch einen größeren

Strahlradius oder einen geringeren Spiegelabstand – der für kürzere transversale Muster-

wellenlängen sorgt – erreichen. Allerdings sinkt bei zunehmendem Strahlradius die Leis-

tungsdichte und somit die Pumprate quadratisch ab, so dass dieses Vorgehen wegen der

begrenzt zur Verfügung stehenden Laserleistung nicht zum Erfolg führt. Bei Verringe-

rung des Spiegelabstandes steigt der dämpfende Einfluss der Diffusion auf alle Musterbil-

dungsprozesse, wodurch die Schwellpumpraten ansteigen. Aus diesem Grund konnten bei

kleineren Spiegelabständen keine Targetmuster oder Spiralen beobachtet werden.

Eine Bestimmung der transversalen Längenskalen anhand von Aufnahmen des Fernfel-

des scheitert in diesem Falle ebenfalls, weil die relevanten Längenskalen der beobachteten

Strukturen in der Größenordnung des Strahlradius liegen. Bei Betrachtung des Fernfeldes

werden daher die Raumfrequenzanteile der Strukturen von der optischen Fouriertrans-

formierten des Strahlprofils überdeckt. Aus den oben genannten Gründen werden für

eine eingehendere Untersuchung der transversalen Eigenschaften der Spiralen und Tar-

getmuster zusätzlich die Ergebnisse numerischer Simulationen herangezogen, in denen die

genannten Beschränkungen leicht umgangen werden können.

6 d. h. dem Verhältnis der charakteristischen Längensakala der Strukturen zum Radius des Gaußschen
Strahls



Kapitel 5

Theoretische Analyse und

Interpretation der Ergebnisse

Ein hervorstechendes Merkmal der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf ist ihre her-

vorragende Beschreibbarkeit mittels eines bereits vielfach bewährten theoretischen Mo-

dells. Eine theoretische Behandlung des untersuchten Systems ermöglicht in vielen Fällen

weiter reichende Einblicke in die beobachteten Phänomene als das Experiment, weil unter

anderem Zustandsgrößen betrachtet werden können, die experimentell nicht oder nur ein-

geschränkt zugänglich sind. Darüber hinaus lassen sich z. B. Randbedingungen wie das im

Experiment zwangsläufig inhomogene Strahlprofil leicht umgehen und so deren Einfluss

getrennt von den intrinsischen Mechanismen untersuchen.

In diesem Kapitel werden daher zunächst die wesentlichen Eigenschaften des verwende-

ten Modells und die daraus abgeleiteten Gleichungen vorgestellt. Anschließend werden mit

Hilfe einer Analyse der linearisierten Bewegungsgleichungen sowie numerischer Simulatio-

nen durchgeführte Untersuchungen diskutiert und deren Ergebnisse im Zusammenhang

mit den im Experiment gewonnenen Erkenntnissen interpretiert.

5.1 Modellgleichungen für das λ/8-System

Im folgenden Abschnitt wird das theoretische Modell zur Beschreibung der Einspiegel-

anordnung mit Natriumdampf als nichtlinearem Medium und λ/8-Plättchen im Rück-

koppelzweig dargestellt. Dieses Modell basiert auf einer vereinfachten mikroskopischen

Beschreibung der Licht-Materie-Wechselwirkung in einem als J = 1/2 → J ′ = 1/2-Über-

gang modellierten Zweiniveausystem unter Einbeziehung der Zeeman-Unterzustände1 so-

1 Zugunsten der Lesbarkeit des Textes wird dieses wegen der insgesamt vier betrachteten Zustände im
Folgenden auch vereinfacht als ”Vierniveausystem“ bezeichnet.
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wie der Behandlung der linearen Propagation des Lichtfeldes mit Hilfe der paraxialen

Wellengleichung.

Da dieses Modell bereits in einer Reihe von Arbeiten ausführlich beschrieben wurde,

beschränkt sich die Darstellung hier auf die wesentlichen Bestandteile; für weiterführende

Details sei auf die zitierte Literatur verwiesen.

5.1.1 Materialgleichungen und Wirkung des Magnetfeldes

Das Modell, was der theoretischen Beschreibung des optischen Pumpens von Natrium-

dampf in einer Puffergasatmosphäre zu Grunde liegt, wurde in [MDLM86, Möl92] mit

Hilfe des Dichtematrixformalismus hergeleitet und hat sich seither in vielen Arbeiten zur

Strukturbildung in Natriumdampf (unter anderem [Ack96, Gah96, Aum99, Sch01, GW02,

Hun06]) hervorragend bewährt.

Die in der semiklassischen Herleitung gemachten Näherungen, die unter anderem in

[Möl92, Ack96] genauer beschrieben und diskutiert werden, führen auf eine Bewegungs-

gleichung für einen Einheitsvektor ~m, den sogenannten Blochvektor, der die lokale, makro-

skopische Magnetisierung des Natriumdampfes beschreibt. Wird als Quantisierungsachse

die Ausbreitungsrichtung des Lichts entlang der z-Achse gewählt, ergibt sich:

∂

∂t
~m = D∇2

⊥ ~m− (γ + PS)~m + ~Ωeff × ~m + PD~ez (5.1)

Der erste Term beschreibt die thermische Diffusion der Natriumatome in der Puf-

fergasatmosphäre mit der Diffusionskonstante D.2 Der zweite Term berücksichtigt die

Grundzustandsrelaxation durch Stöße mit den Puffergasatomen mit einer effektiven Ra-

te γ, sowie die Sättigung, die von der Gesamtintensität des eingestrahlten Lichts – hier

berücksichtigt durch die Gesamtpumprate PS = P+ + P− – abhängt. Der nachfolgende

Term beschreibt die Präzession des Blochvektors mit der Larmorfrequenz

~Ω =
µBg

~
~B. (5.2)

in einem effektiven äußeren Magnetfeld ~Ωeff = ~Ω− (∆̄(P+ − P−))~ez, in dem die Wirkung

des externen statischen Magnetfeldes und der light-shift-Effekt3 gemeinsam berücksichtigt

werden. Darin bezeichnet µB das Bohrsche Magneton und g = 0,5 den Landé-Faktor unter

Berücksichtigung der Hyperfeinkopplung.

2 In dem als ”dünn“ angenommenen Medium wird nur die Diffusion in der transversalen Ebene berück-
sichtigt. Der Operator ∇2

⊥ := ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) beschreibt im Folgenden den transversalen Laplace-Operator
∆⊥ (vgl. Gleichung (2.4)). Diese Schreibweise wurde gewählt, um eine bessere Unterscheidbarkeit vom
Symbol für die Verstimmung (∆̄) zu gewährleisten.

3 Dieser Effekt [CT62] bewirkt bei Einstrahlung eines gegen die atomare Resonanz verstimmten elektro-
magnetischen Feldes eine Niveauverschiebung, die von der Pumprate P auf dem betrachteten Übergang
und der (normierten) Verstimmung ∆̄ abhängt. Diese Niveauverschiebung lässt sich als eine effektive
longitudinale Magnetfeldkomponente zusätzlich zum externen Feld auffassen [AHLL97].



5.1 – Modellgleichungen für das λ/8-System 61

Der letzte Ausdruck schließlich formuliert den eigentlichen Pumpprozess mit der Rate

PD = P+−P− (vgl. Abschnitt 2.4.1). Die Tatsache, dass das optische Pumpen unmittelbar

nur auf die z-Komponente der Magnetisierung wirkt, wird durch den Einheitsvektor ~ez

berücksichtigt.

Zum Verständnis der physikalischen Vorgänge und für die folgenden Herleitungen bie-

tet es sich der Übersichtlichkeit halber an, statt dieser Vektorgleichung die skalaren Glei-

chungen der einzelnen Magnetisierungskomponenten ~m =: (u, v, w)T zu betrachten:

u̇ = D∇2
⊥u− (γ + PS)u − (Ωz − ∆̄PD)v

v̇ = D∇2
⊥v − (γ + PS)v + (Ωz − ∆̄PD)u − Ωxw

ẇ = D∇2
⊥w − (γ + PS)w + Ωxv + PD

(5.3)

∆̄ ist die auf die halbe homogene Linienbreite des druckverbreiterten D1-Übergangs nor-

mierte Verstimmung.4 Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird hier angenommen, dass

ein transversales Magnetfeld immer in x-Richtung anliegt. Diese Annahme ist insofern be-

rechtigt, als das Magnetfeld die einzige nicht um die z-Achse rotationssymmetrische Größe

im Rahmen des hier vorgestellten Modells ist.5 Die daraus resultierende Folgerung Ωy = 0

vereinfacht die theoretische Analyse erheblich.

Die Magnetisierungskomponente entlang der z-Achse (w ≡ mz) entspricht dem nor-

mierten Besetzungszahlunterschied. Sie wird auch Orientierung genannt und beeinflusst

direkt die optischen Eigenschaften des Natriumdampfes (vgl. Abschnitt 2.4.1).

Die Pumpraten P+ und P− – und damit auch PS und PD – setzen sich jeweils zusammen

aus den Pumpraten, die sich aus dem Eingangslichtfeld (P i
±) und der vom Rückkoppel-

spiegel reflektierten Feldverteilung (PR
± ) ergeben. Für die Eingangspumprate P0 gilt im

Falle exakt linearer Polarisation (was im Folgenden vorausgesetzt wird):

P i
+ = P i

− =:
1

2
P0 (5.4)

Für den Eingangsstrahl ist also immer P i
D = 0 und P i

S = P0. Um die aus dem reflektierten

Feld resultierenden Pumpraten zu berechnen, wird zunächst der Einfluss des nichtlinearen

Mediums auf das eingestrahlte Lichtfeld und danach in einem separaten Schritt die Wir-

kung des λ/8-Plättchens und der freien Propagation berechnet. Dies ist – wie bereits in

Abschnitt 2.4 erläutert – gerechtfertigt, weil der Vorteil der Einspiegelanordnung gerade

darin liegt, Nichtlinearität und Beugung getrennt behandeln zu können.

4 Die Verstimmungen für beide zirkularen Polarisationskomponenten werden als gleich groß angenom-
men. Tatsächlich gibt es einen geringen Unterschied aufgrund der Zeeman-Aufspaltung (linearer
Faraday-Effekt). Im Rahmen dieses Modells kann dies aber im Vergleich zu den betrachteten großen
Beträgen der Gesamtverstimmung vernachlässigt werden.

5 Die absolute Polarisationsebene des einfallenden Strahls und damit die relative Phase zwischen σ+-
und σ−-Licht spielt an dieser Stelle keine Rolle, da nur die intensitätsabhängigen Pumpraten betrachtet
werden.
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Aus den resultierenden Feldverteilungen können dann die Pumpraten für beide Pola-

risationen berechnet werden. Die Pumprate ist proportional zur Intensität I± = cε0
2
|E±|2

der betrachteten Komponente:

P± =
3

16
· µ2

e

4Γ2~2(∆̄2 + 1)
I±. (5.5)

Dabei bezeichnet µe = 1,72 · 10−29 Cm [Kös85] das Dipolmatrixelement des Übergangs,

Γ2 die Zerfallsrate des angeregten Zustandes und ∆̄ die auf die halbe homogene Linienbrei-

te normierte Verstimmung. Der Korrekturfaktor 3/16 berücksichtigt die Reduktion der

Pumpeffizienz beim realen Termschema der Na-D1-Line mit Hyperfeinstruktur gegenüber

dem idealisierten Vierniveausystem aus Abbildung 2.4.

5.1.2 Wirkung des nichtlinearen Mediums

Die Verteilung des vom Natriumdampf transmittierten Lichtfeldes lässt sich anhand der

Gleichung (2.4) unter Vernachlässigung der Beugung bestimmen:

∂

∂z
E± = − i

2
k0χ±E± (5.6)

E± bezeichnet dabei die Amplitude der elektrischen Felder für σ+- bzw. σ−-polarisiertes

Licht in einem mit der optischen Frequenz ω0 = ck0 rotierenden Bezugssystem (
”
rotating

wave approximation“), und χ± entsprechend die komplexen optischen Suszeptibilitäten

für beide zirkularen Polarisationskomponenten.6 Diese sind gegeben durch (vgl. Gleichung

(2.7))

χ± = − Nµ2
e

2~ε0Γ2

· ∆̄ + i

∆̄2 + 1
(1∓ w) =: − 2

k0

α0(∆̄ + i)(1∓ w) (5.7)

Der hier eingeführte Kleinsignalabsorptionskoeffizient α0 hängt unter anderem von der

Teilchenzahldichte N ab:

α0 =
Nk0µ

2
e

4ε0~Γ2

· 1

∆̄2 + 1
(5.8)

Formale Integration der Gleichung (5.6) über die Länge L der Wechselwirkungszone

(
”
Dicke“ des Mediums) liefert die transmittierten Feldverteilungen ET

±:[
ET

+

ET
−

]
=

[
eiα0∆̄L(1−w)e−α0L(1−w)

eiα0∆̄L(1+w)e−α0L(1+w)

]
E0√

2
(5.9)

6 Im Folgenden werden bei verschiedenen Größen die Indizes + und - verwendet. Dies bezieht sich immer
auf die zur σ+- bzw. σ−-Polarisation gehörigen Komponenten der betrachteten Größen.
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In Gleichung (5.9) ist bereits berücksichtigt, dass das eingestrahlte Feld linear polarisiert

sein soll und somit analog zu Gleichung (5.4) Ei
+ = Ei

− =: E0/
√

2 gilt.

”
pump-depletion“-Korrektur

Durch die formale Integration wird die longitudinale Ortsabhängigkeit der Absorption

ebenso wie die Beugung im Medium nicht berücksichtigt. In [Aum99] wurde – einem

Vorschlag von [LBLR+95] folgend – für das hier verwendete Modell eine Modifikation

hergeleitet, die die ortsabhängige Absorption des Pumpstrahls mittels einer longitudinal

gemittelten Orientierung berücksichtigt.

Diese
”
pump-depletion“-Korrektur lässt sich jedoch nur auf den Spezialfall ~Ω = 0

anwenden. Diese Einschränkung ist auf den unterschiedlichen Charakter der Differential-

gleichungen (5.3) zurückzuführen: Während im Fall ~Ω = 0 die transversalen Komponenten

des Blochvektors u = v = 0 sind, und somit nur eine skalare Beobachtungsgröße existiert,

muss im Falle ~Ω 6= 0 eine vektorielle Größe betrachtet werden. Bei einer separaten longi-

tudinalen Mittelung der einzelnen Komponenten würde die Wechselwirkung zwischen den

Komponenten unterschlagen, weswegen eine Übertragung der Modellkorrektur auf das

System mit nichtverschwindendem transversalen Magnetfeld nicht ohne weiteres möglich

ist. Es hat sich allerdings in vergangenen Arbeiten herausgestellt, dass sich diese Korrek-

tur für die meisten Phänomene lediglich in einer besseren quantitativen Übereinstimmung

der aus dem Experiment abgeleiteten Parameter bemerkbar macht. Aus diesem Grund

wird auf eine detaillierte Darstellung an dieser Stelle verzichtet; die vollständigen Ma-

terialgleichungen für das λ/8-System mit pump-depletion-Korrektur – jedoch ohne ein

äußeres Magnetfeld – finden sich in [Pes07].

5.1.3 Lineare Propagation und Beeinflussung der Polarisation

Die Wirkung der Propagation des Lichtfeldes zum Spiegel mit der Reflektivität R und

zurück lässt sich analog zum vorigen Abschnitt aus dem linearen Teil der Gleichung (2.4)

herleiten:

∂

∂z
E± = − i

2k0

∇2
⊥E± (5.10)

Hier liefert die formale Integration über die gesamte Propagationsdistanz 2d die Wirkung

der Beugung auf die reflektierten Felder ER
± . Sie lässt sich gemeinsam mit dem Einfluss

des λ/8-Plättchens mit Hilfe von Jones-Matrizen in einer geschlossenen Gleichung be-

schreiben. Dabei ist zu berücksichtigen, dass das λ/8-Plättchen wegen des zweifachen

Durchgangs des Lichts als λ/4-Plättchen wirkt (vgl. Abschnitt 2.4.2).
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Man erhält das reflektierte Feld ER aus dem transmittierten Feld ET durch[
ER

+

ER
−

]
=

√
R · e−i d

k0
∇2
⊥

1√
2

[
−1 i

1 i

]
︸ ︷︷ ︸

IV

[
i 0

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

III

·

[
cos Φ − sin Φ

sin Φ cos Φ

]
︸ ︷︷ ︸

II

1√
2

[
−1 1

−i −i

]
︸ ︷︷ ︸

I

[
ET

+

ET
−

]
(5.11)

mit den Jones-Matrizen:

I Transformation der Polarisationskomponenten von der zirkularen in die lineare Basis

II Rotation der Polarisationsebene um Φ (entspricht einer Rotation des λ/4-Plättchens

relativ zur Polarisationsebene des eingestrahlten Lichts)7

III Wirkung des λ/4-Plättchens

IV Rücktransformation in die zirkulare Basis.

Die Pumpraten PR
± , die sich aus dem reflektierten Feld ergeben, lassen sich nun anhand

der Gleichungen (5.9) und (5.11) unter Verwendung von (5.5) berechnen:

PR
± =

P0

2
Re−2α0L

[
cosh(2α0Lw)± sin(2α0L∆̄w + 2Φ)

]
(5.12)

Für die z. B. in Gleichung (5.3) benötigten Pumpraten PS und PD ergibt sich

PR
S = P0Re−2α0L cosh(2α0Lw) (5.13)

PR
D = P0Re−2α0L sin(2α0L∆̄w + 2Φ) (5.14)

5.2 Lineare Stabilitätsanalyse

Um grundlegende Einblicke in die Mechanismen der Strukturbildung zu erhalten, wird

das zuvor modellierte System mit Hilfe der linearen Stabilitätsanalyse untersucht. Dies

ist eine Standardmethode der analytischen Untersuchung strukturbildender nichtlinearer

Systeme [Man90].

7 Die übliche Darstellung einer Rotation in der Matrizenalgebra würde genau genommen noch eine zweite
(zu II inverse) Rotationsmatrix zwischen III und IV beinhalten. In diesem Fall ist diese zweite Matrix
aus physikalischen Gründen entbehrlich, weil die Matrix IV unmittelbar wieder in die zirkulare Basis
zurücktransformiert, die unabhängig von Φ ist. Darüber hinaus lässt sich die Äquivalenz von Gleichung
(5.11) mit der Variante unter Einbeziehung der zweiten Rotationsmatrix auch mathematisch exakt
zeigen [Bab06].
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5.2.1 Allgemeine Beschreibung der Methodik

Es wird vorausgesetzt, dass sich das System mit einer partiellen nichtlinearen Differential-

gleichung der Form

φ̇ = ∇2
⊥φ + f(φ), f nichtlinear (5.15)

beschreiben lässt.8 Es werden zunächst homogene, stationäre Lösungen φ0 gesucht, für

die alle zeitlichen und räumlichen Ableitungen verschwinden:

f(φ0) = 0 (5.16)

Die Gleichung (5.15) wird nun mit dem Ansatz φ = φ0 + δφ um φ0 entwickelt. Bricht man

die Entwicklung nach dem linearen Term ab, so erhält man für die zeitliche Entwicklung

der infinitesimalen Störung δφ die linearisierte Bewegungsgleichung

˙δφ = ∇2
⊥δφ + f ′(φ0)δφ (5.17)

Für ein mehrkomponentiges System, wie es hier betrachtet wird, entspricht f ′ der Jacobi-

matrix von f , die im Folgenden auch als J bezeichnet wird.

Entsprechend den Überlegungen aus Abschnitt 2.4 bietet es sich an, die Stabilität

des Systems gegen Störungen in Form von transversalen Fourier-Moden, also räumlich

periodischen Oszillationen mit der Wellenzahl k zu untersuchen. Für die Störung δφ wird

also angesetzt

δφ = eηt−i~k⊥·~r⊥ (5.18)

mit k = |~k⊥|, ~r⊥ = (x, y)T . Der Exponent der zeitlichen Entwicklung η ist für ein mehr-

komponentiges System im Allgemeinen eine komplexe Größe. Der Realteil κ := Re(η)

ist ein Wachstumskoeffizient, dessen Vorzeichen Auskunft darüber gibt, ob eine Störung

mit entsprechender Wellenzahl anwachsen (κ > 0) oder aussterben wird (κ < 0). Falls

der Imaginärteil von η von Null verschieden ist, so ist die Zeitentwicklung nicht auf ein

Anwachsen oder Abfallen einer ansonsten stationären Störung begrenzt, sondern κ be-

schreibt in diesem Fall das Wachstum einer mit der Frequenz ω := Im(η) auch zeitlich

oszillierenden Störung.

Setzt man den Ansatz (5.18) in Gleichung (5.17) ein, so führt dies für den mehrkom-

ponentigen Fall auf ein Eigenwertproblem:

η · δφ = −k2 · δφ + J δφ =: J̃ (k)δφ, (5.19)

worin mit J̃ (k) eine verallgemeinerte Jacobimatrix definiert ist, die den Term −k2 in den

Hauptdiagonalelementen bereits enthält.

8 Die Struktur der Gleichung kann tatsächlich noch allgemeiner formuliert werden, so können z. B. andere
räumliche Ableitungen angesetzt werden. Für die Darstellung der Methodik ist an dieser Stelle jedoch
die Beschränkung auf die angegebene, speziellere Form ausreichend.
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5.2.2 Stationäre homogene Lösung

Um die homogene, stationäre Lösung ~mh zu finden, wird gemäß dem vorigen Abschnitt

zunächst ∂
∂t

~mh = 0 gesetzt. Ferner wird das System als transversal unendlich ausgedehnt

betrachtet und alle Diffusionsterme werden vernachlässigt (Homogenität von ~mh)

0 = −(γ + P h
S )uh − (Ωz − ∆̄P h

D)vh

0 = −(γ + P h
S )vh + (Ωz − ∆̄P h

D)uh − Ωxwh

0 = −(γ + P h
S )wh + Ωxvh + P h

D

(5.20)

Die Gleichgewichts-Pumpraten P h
D und P h

S hängen entsprechend der Gleichungen (5.13,

5.14) ihrerseits von wh ab. Schrittweise Substitution von uh und vh sowie formales Ein-

setzen der Pumpraten führt schließlich auf eine implizite Gleichung für die stationäre,

homogene Lösung der Orientierung:

wh =
P h

D(wh, Φ)

γ + P h
S (wh)

− Ω2
xwh

[Ωz − ∆̄P h
D(wh, Φ)]2 + [γ + P h

S (wh)]2
(5.21)

mit

P h
D(wh, Φ) = P0Re−2α0L sin(2α0L∆̄wh + 2Φ) (5.22)

P h
S (wh) = P0Re−2α0L cosh(2α0Lwh) + P0 (5.23)

Diese Gleichung wird mit Hilfe des Newton-Verfahrens numerisch ausgewertet; die trans-

versalen Magnetisierungskomponenten der homogenen Lösung uh und vh werden anschlie-

ßend durch Rückwärtssubstitution gewonnen.

In Abbildung 5.1 sind die homogenen, stationären Lösungen der Orientierung in Ab-

hängigkeit von der Eingangspumprate für verschiedene Parameter gezeigt. Der symmetri-

sche Fall ohne äußeres Magnetfeld und mit parallel zur Eingangspolarisation ausgerich-

tetem λ/8-Plättchen ist in a) dargestellt. Man erkennt die bereits erwähnte, ungestörte

Pitchfork-Bifurkation. Der Bifurkationspunkt liegt bei einer sehr niedrigen Pumprate, die

in der Größenordnung der Stoßrelaxationsrate γ liegt.

In b) ist das λ/8-Plättchen gegenüber a) um einen Winkel von Φ = 2◦ gedreht. Dies

äußert sich in einer Asymmetrie, die darauf beruht, dass bereits für w = 0 durch das λ/8-

Plättchen ein zirkularer Polarisationsanteil im rückgekoppelten Feld erzeugt wird. Dies

führt zu einem Anwachsen der Orientierung in positiver Richtung und damit zu einem

strukturell bevorzugten Lösungszweig mit wh > 0.

Die Diagramme c) und d) zeigen die Situation für Φ = 0 und ~Ω 6= 0. Zu beachten

ist dabei die von a) und b) verschiedene Skalierung der P0-Achse. Ein rein transversales

Magnetfeld (c: Ωz = 0) verschiebt den Bifurkationspunkt zu höheren Pumpraten9 und es

9 Anschaulich lässt sich die Erhöhung der Schwellpumpraten in Anwesenheit eines transversalen Magnet-
feldes damit erklären, dass durch die Präzession des Blochvektors eine Umverteilung der Besetzung
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Abbildung 5.1: Homogene Lösung in Abhängigkeit von der Pumprate. Gestrichelt: in-
stabile Lösungen, durchgezogen: stabile Lösungen, Kreise: Hopf-Instabilität. a) Ωx =
Ωz = 0, Φ = 0, b) Ωx = Ωz = 0, Φ = 2◦, c) Ωx = 104 rad/s, Ωz = 0, Φ = 0,
d) Ωx = Ωz = 104 rad/s, Φ = 0. Sonstige Parameter: ∆̄ = 10,8, R = 99,5%, γ = 200 s−1,
Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019 m−3, D = 268mm2/s.

findet bei Ωx ≈ γ ein Übergang von superkritischem zu subkritischem Bifurkationsver-

halten statt. Die Größenordnung der kritischen Pumprate Psc wird dabei im Fall Ωx � γ

durch das Magnetfeld bestimmt. Für P0 > Psn existieren wiederum zwei symmetrische,

stabile Zustände, die mit dem Zustand mit wh = 0 über einen instabilen stationären Zu-

stand verbunden sind. Das Auftreten dieser Zustände kann als Sattel-Knoten-Bifurkation

bei Psn interpretiert werden.

Der Zustand wh = 0 wird im Bereich γ . P0 . Psc instabil gegen oszillatorische

Störungen (Hopf-Instabilität). Die stabilen Grenzzyklen der oszillatorischen Lösungen sind

nicht eingezeichnet, da sich diese nicht als Lösung der Gleichung (5.21) finden lassen. Für

eine genauere Analyse der Hopf-Instabilität unter Einbeziehung räumlicher Freiheitsgrade

sei auf Abschnitt 5.2.3 verwiesen.

stattfindet und die im zeitlichen Mittel durch das optische Pumpen erzielbare Orientierung dadurch
sinkt. In Bezug auf die stationären Zustände entspricht dies effektiv einer Reduktion der Pumpeffizienz.
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Eine von b) deutlich verschiedene Asymmetrie der Bifurkation erzeugt schließlich ein

”
schiefes“ Magnetfeld, wie in d) dargestellt. Anhand der Gleichungen (5.3) sieht man,

dass eine longitudinale Magnetfeldkomponente lediglich auf die Magnetisierungskompo-

nenten u und v wirkt, die ihrerseits nur durch ein transversales Magnetfeld erzeugt werden

können. Demnach lässt sich im Rahmen des hier betrachteten Modells im Falle Ωx = 0

das longitudinale Magnetfeld beliebig wählen, was im Experiment zur Unterdrückung von

Störeinflüssen genutzt werden kann (vgl. Kapitel 3 und 4).

Im Bereich von P0 ≈ 1200 . . . 4000 s−1 ist ∂wh/∂P0 auf dem oberen Ast negativ. Dies

ist auf den in Abschnitt 5.1.1 bereits angesprochenen light-shift-Effekt zurückzuführen.

Das longitudinale Magnetfeld hebt die Entartung der Zeeman-Unterniveaus des Grund-

zustandes auf und
”
verschiebt“ die Unterzustände energetisch in unterschiedliche Rich-

tungen. Der light-shift-Effekt wirkt nun auf einem der beiden Pumpübergänge in die

entgegengesetzte Richtung, und es kommt bei einer nichtverschwindenen Pumprate zu

einer Niveaukreuzung. Da bei energetisch gleichen Unterniveaus der Abbau der zeitlich

gemittelten Orientierung über die Larmor-Präzession (s. o.) am effektivsten ist, existiert

bei dieser Pumprate ein lokales Minimum in der Pumpratenabhängigkeit der stationären

Orientierung.

Wie in Kapitel 4 geschildert, ist für die folgenden Betrachtungen hauptsächlich der

symmetrische Fall mit Ωz = 0 und Φ = 0 interessant (entsprechend Abbildungen 5.1 a+c).

Nimmt man diesen Spezialfall an, so vereinfacht sich (5.21) zu

wh =
P h

D(wh)

γ + P h
S (wh)

− Ω2
xwh

[∆̄P h
D(wh, Φ)]2 + [γ + P h

S (wh)]2
(5.24)

mit

P h
D(wh) = P0Re−2α0L sin(2α0L∆̄wh) (5.25)

Bezogen auf die Berechnung der homogenen, stationären Lösung (5.24) allein bringt

die Reduktion auf den symmetrischen Fall noch keine gravierende Vereinfachung mit sich.

Die weitere Analyse wird damit jedoch erheblich erleichtert. Da dennoch die Darstellung

der exakten Formeln für die Berechnung der Wachstumskoeffizienten viel Raum einnimmt,

sei für deren Herleitung auf Anhang A verwiesen.

In den folgenden Abschnitten wird Stabilität verschiedener Zustände gegen räumlich

periodische Störungen untersucht, ausgehend von den verschiedenen Lösungen der Glei-

chung (5.24). Die Untersuchung beschränkt sich dabei im betrachteten (bezüglich des

Bifurkationsverhaltens) symmetrischen Fall auf den Bereich mit wh ≥ 0, wobei die Er-

gebnisse auf die Situation wh → −wh direkt übertragbar sind. Um die zu verschiedenen

Ästen (verschiedenen Lösungen von (5.24)) gehörigen Fälle sprachlich voneinander ab-

zugrenzen, wird im Folgenden der Fall wh = 0 auch als
”
Null-Ast“ bzw. w0 bezeichnet.
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Von den beiden weiteren positiven Lösungen ist – wie in Abbildung 5.1 c ersichtlich – eine

Lösung homogen, d. h. bereits für Störungen mit k = 0, instabil; diese Äste sollen als

”
(homogen) instabiler Ast“ (wi) bzw.

”
(homogen) stabiler Ast“ (ws) bezeichnet werden.

Die Lösung w0 stellt eine triviale Lösung von Gleichung (5.24) dar und existiert über

den gesamten Parameterbereich unter der zuvor getroffenen Annahme Ωz = 0, Φ = 0. Für

die Lösungsäste wi und ws ist die lineare Stabilitätsanalyse auf den Pumpratenbereich

beschränkt, in dem entsprechende stationäre, homogene Lösungen existieren.

5.2.3 Ergebnisse der linearen Stabilitätsanalyse

Einen Überblick über mögliche Instabilitäten des untersuchten Systems bei verschiedenen

Parametern bietet die Suche nach Punkten marginaler Stabilität mit κ = 0 im Parame-

terraum. Die Verbindung dieser Punkte liefert die Begrenzung der Instabilitätsbereiche,

in deren Inneren der Wachstumskoeffizient κ positiv ist.

Instabilitäten ohne äußeres Magnetfeld

Es bietet sich an, zunächst die einfachste denkbare Situation mit ~B = 0 zu betrachten, was

eine erste Untersuchung hinsichtlich der an der Musterbildung beteiligten Längenskalen

und den zu erwartenden minimalen Schwellen ermöglicht. In diesem Fall existiert der

Lösungsast wi nicht, daher kann eine Stabilitätsanalyse für diesen Zustand entfallen.

Für die existenten Lösungsäste w0 und ws finden sich bezüglich der Eingangspumprate

P0 nach oben offene Instabilitätsbereiche (siehe Abbildung 5.2). Oberhalb der eingezeich-

neten Grenzen marginaler Stabilität ist der jeweils betrachtete homogene Zustand linear

Abbildung 5.2: Linear instabile Bereiche für ~B = 0. Rot: Stabilität des homogen stabilen
Zustandes, gestrichelt: Stabilität des Null-Astes. Parameter: d = 112mm, ∆̄ = 10,8,
γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, D = 268mm2/s, N = 7,21·1019 m−3.
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Abbildung 5.3: Einfluss der Verstimmung auf die Instabilitätsbereiche. Links: ∆̄ = 9,8,
rechts: ∆̄ = 13,8. Sonstige Parameter wie in Abbildung 5.2.

instabil gegen Störungen mit der Wellenzahl k. Die Wellenzahlen, bei denen die Minima

der Bereiche in Bezug auf P0 liegen, werden auch kritische Wellenzahlen (kc) genannt

und entsprechen den erwarteten Längenskalen aus Abschnitt 2.4. Dabei zeigt der Zustand

w0 Instabilitäten bei den Längenskalen ksat ,b , die der absorptiv sättigenden Nichtlinea-

rität zuzuordnen sind. Die Modulationsinstabilitäten des homogen stabilen Astes sind mit

der absorptiv begrenzenden Längenskala klim,b verknüpft. Dies ist darauf zurückzuführen,

dass der homogene Zustand sich bereits unter dem Einfluss der Sättigung einstellt und

eine Auslenkung der Polarisationsdrehung aus dem homogen stabilen Zustand mit wh 6= 0

heraus einer Nichtlinearität vom absorptiv begrenzenden Typ entspricht.

Bei Auftragung der Eingangspumprate P0 gegen das Quadrat der Wellenzahl k2 liegen

die Minima der Instabilitätsbereiche zu jedem der betrachteten Zustände jeweils auf einer

Geraden10, deren Steigung mit verschiedenen Parametern verknüpft ist, vor allem aber

proportional mit der Diffusionskonstante D anwächst. Das Verhältnis der beiden Gera-

densteigungen wird maßgeblich durch die Verstimmung beeinflusst (Abbildung 5.3): Bei

Verringerung der Verstimmung steigen die Schwellpumpraten zur Instabilität des homo-

gen stabilen Zustandes deutlich stärker an als die für w0. Gleichzeitig werden die instabilen

Wellenzahlbänder immer schmaler, und schon bei einer Reduktion der Verstimmung auf

∆̄ = 9 liegen sämtliche Instabilitätsbereiche des homogen stabilen Lösungsastes jenseits

von Pumpraten, die im Vergleich mit dem Experiment als realistisch anzusehen wären. Da

die bei gleicher Lichtintensität erzielte Pumprate mit steigender Verstimmung abnimmt,

10 Der Instabilitätsbereich 0. Ordnung für den Fall w0 beginnt nicht exakt bei P0 = 0, sondern seine
Schwelle liegt in der Größenordnung der Stoßrelaxationsrate γ (vgl. Abschnitt 5.2.2), die allerdings um
etwa fünf Größenordnungen unterhalb der hier betrachteten Werte von P0 liegt.
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Abbildung 5.4: Längenskalen der ersten Instabilitätsbereiche im Vergleich zu experimen-
tellen Ergebnissen. Parameter: d = 12 cm, ∆̄ = 13, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1,
D = 268mm2/s, N = 7,21·1019 m−3. Sonstige Parameter wie in Abbildung 5.2.

liegen im Übrigen auch bei größerer Verstimmung die Instabilitätsbereiche höherer Ord-

nung (b ≥ 2, vgl. Gleichungen (2.10, 2.11)) außerhalb des im Experiment zugänglichen

Bereichs, weshalb sich die folgenden Untersuchungen auf den Bereich k2 < 1000 rad2/mm2

beschränken werden.

In Abbildung 5.4 sind die Instabilitätsbereiche niedriger Ordnung (b = 0, 1) linear

gegen den Betrag des Wellenvektors k aufgetragen. Es stellt sich heraus, dass bereits bei

sehr kleinen Pumpraten ein ganzes Wellenzahlband instabil wird, was sich von k = 0

bis etwa k ≈ 11 rad/mm bei höheren Pumpraten erstreckt. Diese Instabilität geht vom

Zustand w = 0 aus, was die Aussagekraft der linearen Stabilitätsanalyse in diesem Para-

meterbereich einschränkt, da wegen der Pitchfork-Bifurkation des homogenen Zustandes

und der niedrigen Schwelle dieser Bifurkation bei Abwesenheit eines transversalen Feldes

eine Strukturbildung mit k 6= 0 ausgehend vom Zustand w = 0 im Experiment sehr un-

wahrscheinlich ist. Zum Verständnis der beteiligten Prozesse kann jedoch die Betrachtung

auch dieser Instabilität beitragen.

Vergleicht man die sich aus der linearen Stabilitätsanalyse ergebenden potentiell in-

stabilen Längenskalen mit experimentellen Ergebnissen, so stellt man fest, dass die cha-

rakteristische Längenskala der Labyrinthe klab am Rand des ersten Instabilitätsbereichs

von w0 liegt, so dass ein Einfluss dieser Instabilität auf die Bildung von Labyrinthen

nicht auszuschließen ist. Die Längenskala der im Experiment gefundenen Hexagone (khex )

liegt erwartungsgemäß nahe bei der kritischen Wellenzahl des ersten Instabilitätsbereichs

von ws.
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Interessant ist die Feststellung, dass auch die erste Harmonische von klab noch in

den Bereich der Modulationsinstabilität von ws fällt. In Abbildung 5.4 ist daher zur

Orientierung noch der Bereich eingezeichnet, der jeweils zur doppelten Wellenzahl der

Begrenzung des ersten Bereichs gehört: dieser schließt den Instabilitätsbereich für ws

vollständig ein.

Wirkung des Magnetfeldes

Die Einführung eines transversalen Magnetfeldes hat im Vergleich zum Fall ~Ω = 0 ein

ungleich komplexeres Stabilitätsdiagramm zur Folge. Dies liegt zum einen daran, dass ein

weiterer stationärer Zustand (wi) zu betrachten ist, zum anderen ist dies im Auftreten der

bereits erwähnten Hopf-Instabilität begründet. Abbildung 5.5 zeigt das komplette Stabi-

litätsdiagramm für Ωx = 3 ·105 rad/s; die restlichen Parameter sind gegenüber Abbildung

5.4 unverändert. Der Übersichtlichkeit halber wurde das Diagramm aufgeteilt, da sich

ansonsten die Instabilitätsbereiche der beteiligten Zustände teilweise überdecken würden.

Die instabilen Bereiche des Nullzustandes w0 (Abbildung 5.5 b) zeigen bezüglich der

kritischen Wellenzahlen und der Breite des instabilen Wellenzahlbandes in guter Näherung

die gleichen Eigenschaften wie in Abwesenheit eines magnetischen Feldes. Die Schwellen

für die stationäre Modulationsinstabilität sind jedoch signifikant zu höheren Pumpraten

verschoben, und die Instabilitäten 0. und 1. Ordnung besitzen beinahe identische Schwell-

pumpraten, die im gezeigten Beispiel etwas unterhalb des Bifurkationspunktes Psc liegen.

Die kritischen Pumpraten für das Auftreten der subkritischen Bifurkation Psc bzw. der

stabilen Lösungen Psn sind zur Orientierung in die Stabilitätsdiagramme eingezeichnet

(vgl. Abbildung 5.5 c).

Für Pumpraten unterhalb der Schwelle zur stationären Modulationsinstabilität schließt

sich ein Bereich mit einer Hopf-Instabilität an, der bezogen auf die potentiell instabilen

Wellenzahlen annähernd die gleiche Breite besitzt. Wie bereits zuvor erwähnt, liegt die

kritische Pumprate für diese Instabilität größenordnungsmäßig bei der Stoßrelaxationsrate

γ, die im Vergleich mit den sonstigen Zeitkonstanten vernachlässigbar klein ist (im gezeig-

ten Beispiel wurde γ = 1,5 s−1 angenommen). Für Pumpraten nahe der Schwelle ist die

Hopf-Frequenz durch die Larmor-Frequenz des transversalen Feldes gegeben (Abbildung

5.5 a) und nimmt mit steigender Pumprate monoton ab. An der Schwelle zur stationären

Modulationsinstabilität wird der Eigenwert η der Jacobimatrix rein reell, d. h. die Hopf-

Instabilität ist auf den gezeigten Bereich begrenzt. Oberhalb der kritischen Wellenzahl

der stationären Instabilität ist nur noch ein Band von endlichen (von Null verschiedenen)

Wellenzahlen Hopf-instabil, und der Existenzbereich der Hopf-Instabilität geht über die

Pumprate Psc deutlich hinaus.
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Abbildung 5.5: Lineare Stabilitätsanalyse mit transversalem Magnetfeld: a) Wachstums-
koeffizient (durchgezogen) und Larmorfrequenz (gestrichelt) für w0 bei k = 0, b) Insta-
bilitäten für w0, c) homogene, stationäre Zustände: w0 (schwarz), ws (grün), wi (rot),
d) Instabilitäten für wi, ws. Schraffierte Bereiche: Hopf-Instabilitäten. Transversales Ma-
gnetfeld: Ωx = 3 · 105 rad/s, sonstige Parameter wie in Abbildung 5.4. Erläuterungen im
Text.
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Bezüglich der Instabilitätsbereiche des Zustandes ws ergeben sich gegenüber dem Fall

ohne äußeres Magnetfeld bis auf eine Erhöhung der Schwellen keine signifikanten Ände-

rungen. Sowohl die kritische Wellenzahl als auch die asymptotische Breite der Bereiche

bezüglich der Wellenzahl bleiben bei Erhöhung des transversalen Magnetfeldes im We-

sentlichen unverändert (Abbildung 5.5 d).

Der Zustand wi existiert nur für Pumpraten mit Psn < P0 < Psc und zeigt in die-

sem Bereich stationäre Modulationsinstabilitäten, deren Eigenschaften hinsichtlich der

beteiligten Wellenzahlen mit der Instabilität des Nullzustandes vergleichbar sind.

Darüber hinaus findet sich in dem Wellenzahlbereich, in dem w0 auch oberhalb von

Psc Hopf-instabil ist, ebenfalls eine Hopf-Instabilität bei wi. Die Instabilitäten dieses Zu-

standes sind hier nur der Vollständigkeit halber angeführt, weil der homogene Zustand

wi experimentell nicht präparierbar ist und somit kein physikalisch sinnvolles Szenario

existiert, in dem die Instabilität des Zustandes wi gegenüber Störungen eine Rolle spielen

könnte.

Wird das transversale Magnetfeld bei konstanter Pumprate P0 � γ erhöht, so liegt

für Ωx = 0 die Pumprate oberhalb der Schwelle Pcrit ,0 zur stationären Instabilität von

w0. Bei einer Variation des Magnetfeldes steigt diese Schwelle an und bei Pcrit ,0 (Ωx) = P0

existiert eine Bifurkation zur Hopf-Instabilität bezüglich Ωx als Kontrollparameter. In

Abbildung 5.6 ist dieses Verhalten anhand des Wachstumskoeffizienten η zu erkennen: für

Pcrit ,0 (Ωx) > P0 wird η komplexwertig. Der Imaginärteil, der der Hopffrequenz entspricht,

nähert sich von ω = 0 am Bifurkationspunkt asymptotisch der Larmorfrequenz Ωx an.

Dies entspricht qualitativ der Vorhersage von [YOKO84] für die Einspiegelanordnung mit

Natriumdampf und λ/8-Plättchen.

Abbildung 5.6: Hopf-Frequenz (rot) in Abhängigkeit vom transversalen Magnetfeld.
Schwarz gestrichelt: linearer Wachstumskoeffizient κ, blau gestrichelt: Larmorfrequenz Ωx

des transversalen Magnetfeldes. P0 = 3 · 104 s−1, D = 200mm2/s, d = 11,2 cm, sonstige
Parameter wie in Abbildung 5.4.
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5.3 Numerische Simulationen und Vergleich

mit dem Experiment

Im vorangegangenen Abschnitt wurde mit Hilfe linearisierter Bewegungsgleichungen das

Verhalten des nichtlinearen Systems semi-analytisch untersucht. Diese Betrachtung er-

laubt zwar eine wenig rechenzeitintensive Analyse weiter Parameterbereiche, ist jedoch

in ihrer Aussagekraft auf Verhalten des Systems nah an Bifurkationspunkten beschränkt

und erlaubt aufgrund der eingehenden Näherungen keine genaue Analyse der raumzeit-

lichen Dynamik bei Parametern, bei denen sich die Verteilung der Magnetisierung weit

vom homogenen Zustand entfernt. Daher wird im Folgenden auf numerische Simulationen

eingegangen, die auf der zeitlichen Integration der vollständigen, nichtlinearen Bewegungs-

gleichungen aus Abschnitt 5.1 beruhen. Dieses Vorgehen verspricht weitere, tiefe Einblicke

in die Mechanismen der Strukturbildungsprozesse.

Systeme, bei denen mehrere, sich gegenseitig beeinflussende physikalische Prozesse

(z. B. wie hier eine Nichtlinearität und Beugung) gleichzeitig wirken, werden numerisch

oft mit sogenannten split-step-Verfahren analysiert [Agr01]. Dabei werden die Wirkungen

dieser Prozesse in jedem Iterationsschritt nacheinander getrennt voneinander berechnet.

Bei hinreichend feiner Zeitdiskretisierung ist dies eine gute Näherung für die Untersuchung

eines realen kontinuierlichen Systems. Die Einspiegelanordnung hat nun die besondere

Eigenschaft, dass sie in gewisser Hinsicht die experimentelle Realisierung eines solchen

split-step-Algorithmus darstellt, da Nichtlinearität und Beugung auch in realiter nicht

simultan wirken.

Die Kombination dieser Eigenschaft mit dem gut verstandenen mikroskopischen Mo-

dell führt bei der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf als nichtlinearem Medium

regelmäßig zu erstaunlich guten Übereinstimmungen numerischer Rechnungen mit ex-

perimentellen Ergebnissen. Dabei erlauben die Ergebnisse der Rechnungen detailliertere

Einblicke in die physikalischen Prozesse als das Experiment, weil Zustandsgrößen beob-

achtbar werden, die experimentell nicht oder nur bedingt zugänglich sind, und weil die

Präparation bestimmter Parameter präziser und weitgehend ohne Einschränkungen (etwa

durch eine im Experiment begrenzte Laserleistung) möglich ist. Außerdem lassen sich in

den Simulationen auch verschiedene transversale Randbedingungen realisieren: So erlau-

ben einerseits Simulationen mit einem gaußförmigen Pumpprofil unmittelbar Vergleiche

mit der experimentellen Situation, andererseits stellen alternativ dazu Simulationen mit

transversal periodischen Randbedingungen und einer homogenen Pumpverteilung eine

gute Annäherung an die im analytischen Modell und in der linearen Stabilitätsanalyse

angenommene, unendlich ausgedehnte ebene Welle dar.
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5.3.1 Durchführung der Simulationen

Alle ortsabhängigen Größen, insbesondere die elektromagnetischen Felder bzw. die daraus

resultierenden Pumpraten und der Blochvektor, werden in den Simulationen auf einem

quadratischen Gitter mit N×N Stützstellen diskretisiert. N ist dabei wegen der an vielen

Stellen verwendeten schnellen Fourier-Transformation (FFT, Fast Fourier Transform)

eine Potenz von 2, typischerweise N = 256 oder N = 128, gelegentlich auch N = 64.

In jedem zeitlichen Iterationsschritt werden zunächst zu den elektromagnetischen Fel-

dern aus dem vorangegangenen Iterationsschritt die Pumpraten bestimmt (Gleichung

(5.5)). Zur Berechnung der Evolutionsgleichungen (5.3) werden diese dann mit einem

Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung [PFTV92] numerisch integriert und so die Wirkung

der Pumpfelder auf das Medium berechnet. Danach wird mit Hilfe von Gleichung (5.9)

die transmittierte Feldverteilung bestimmt und die Propagation anschließend mit einem

Spektralalgorithmus ausgehend von Gleichung (5.11) berücksichtigt.

Bei den Rechnungen werden zwei verschiedene Randbedingungen alternativ verwendet:

Zum einen werden Rechnungen mit einem gaußförmigen Pump-Profil durchgeführt, um

mit der experimentellen Situation vergleichbare Ergebnisse zu erhalten und den Einfluss

des Strahlprofils auf die Strukturbildungsprozesse untersuchen zu können. Zum anderen

kommen periodische Randbedingungen zum Einsatz, die zusammen mit einem transversal

homogenen Pumpfeld bei hinreichend großem Grundgebiet die Situation einer unendlich

ausgedehnten ebenen Welle als Eingangslichtfeld in guter Näherung reproduzieren. Aus

diesem Grund werden im Folgenden solche Rechnungen auch als
”
Simulationen mit ebener

Welle“ bezeichnet. Einige Untersuchungen für den Fall ~Ω = 0 wurden anhand numerischer

Simulationen mit dem erweiterten pump-depletion-Modell (vgl. Abschnitt 5.1.2, [Aum99])

durchgeführt. In diesen Fällen wird explizit auf die Verwendung der modifizierten Mate-

rialgleichungen hingewiesen.

Details zur Umsetzung des Verfahrens und zur Vorgabe von Anfangsbedingungen fin-

den sich in Anhang B. Die verwendeten Parameter sind jeweils bei den Abbildungen

angegeben; die folgenden Parameter wurden gleichbleibend verwendet: Länge der Zelle

L = 15mm, Spiegelreflektivität R = 99,5%.

5.3.2 Untersuchung der Frontdynamik

Wie in Abschnitt 2.1 geschildert, wird in der Literatur die Entstehung von Labyrinthen

in bistabilen strukturbildenden Systemen häufig mit einer transversalen Modulationsin-

stabilität von Fronten zwischen den beteiligten stabilen Zuständen des Systems erklärt.

Es liegt also nahe, die Frontdynamik im in dieser Arbeit behandelten experimentellen

System bei verschiedenen Parametern anhand numerischer Simulationen zu untersuchen.
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Dies ist umso wichtiger, weil aus den in Abschnitt 4.2 dargelegten Gründen eine experi-

mentelle Untersuchung dieser Dynamik aufgrund der beteiligten Zeitskalen nur in wenigen

Spezialfällen (s. u.) möglich ist.

Klassifikation der Front als Ising-Front

Bei der Untersuchung der Frontdynamik in einem räumlich ausgedehnten System stellt

sich zunächst die Frage, ob eine Bewegung der Front bereits bei Reduktion auf nur

eine räumliche Dimension auftreten kann (symmetriebrechende Bloch-Front), oder ob

erst die Erweiterung auf zwei transversale räumliche Freiheitsgrade eine Frontbewegung

ermöglicht.

Die Frage nach der Charakterisierung der im vorliegenden System vorkommenden

Fronten als Ising- oder Blochfronten ist experimentell nicht beantwortbar, da die Orientie-

rung als direkte Beobachtungsgröße nicht erfassbar ist. Zwar kann unter ganz bestimmten

Voraussetzungen (über lange Zeiten stabile oder sich periodisch reproduzierende Struk-

turen) die Orientierung über eine räumlich aufgelöste Messung der Stokes-Parameter in-

direkt gewonnen werden [Pes07], ein Zugriff auf die transversalen Komponenten u, v des

Blochvektors ist aber nur in numerischen Simulationen möglich. Diese werden jedoch

benötigt, da nur die Symmetrieeigenschaften aller Bewegungsgrößen des Systems Aus-

kunft über den Typ der Front geben können.

Für den Fall ~Ω = 0 ist offenkundig, dass die vorkommenden Fronten nur vom Ising-

Typ sein können, da die Zustandsgröße des Systems in diesem Fall auf eine skalare Größe

reduziert wird. Für Ωx 6= 0 ist die Form einer geraden, stationären Front (Profil entlang

der Frontnormalen) in Abbildung 5.7 für alle Komponenten des Blochvektors dargestellt.

Bezüglich des Nulldurchgangs der Orientierung (dessen Ortskoordinate im Folgenden als

”
Ort der Front“ bezeichnet wird) sind dabei die Komponenten v und w punktsymme-

trisch, die Komponente u spiegelsymmetrisch. Insbesondere bleibt u über den gesamten

Frontverlauf von Null verschieden.

Üblicherweise wird zur Unterscheidung zwischen Ising- und Blochfronten auf einen

vollständigen Nulldurchgang des betrachteten Ordnungsparameters abgestellt, d. h. al-

le Komponenten der Zustandsgröße besitzen bei einer Ising-Front einen Nulldurchgang

am selben Ort [CLHL90]. Nach dieser Definition wäre die Front aus Abbildung 5.7 als

Bloch-Front zu klassifizieren. Allerdings wird dieses Kriterium vornehmlich auf Syste-

me angewandt, deren beschreibende Größen Vektoren in der komplexen Ebene darstellen

(z. B. Amplitude und Phase eines elektromagnetischen Feldes), und ist streng genommen

auch nur auf solche Systeme direkt anwendbar. Die Übertragbarkeit auf das vorliegende

dreikomponentige System ist damit nur einschränkt gegeben. Weiterhin ist anzumerken,

dass u am Ort der Front im Vergleich zu ihrer Umgebung stark absinkt und nur gering
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Abbildung 5.7: Form einer stationären Front: Komponenten des Blochvektors

von Null verschieden ist. Solche Fronten werden trotz des Versagens des obigen Kriteriums

auch als
”
near Ising“-Fronten bezeichnet [LPEM+04].

Michaelis et al. haben hingegen ein universelles Kriterium formuliert, das auf Sym-

metrieeigenschaften der an der Front beteiligten Zustände und der zugrunde liegenden

Gleichungen beruht [MPL+01]. Nach diesem Kriterium soll eine Front dann als Ising-

Front bezeichnet werden, wenn eine Symmetrieoperation ZP0 die Front wieder in sich

selbst überführt, wobei P0 die Spiegelung der Ortskoordinate um die Position der Front

bezeichnet und Z eine den Bewegungsgleichungen der Observablen inhärente Inversions-

symmetrie beschreibt.

Für den symmetrischen Fall Ωz = 0, Φ = 0 werden die Gleichungen (5.3) unter dem

Symmetrieoperator

Z : (u, v, w[, PD]) −→ (u,−v,−w[,−PD]) (5.26)

in sich selbst überführt. Die Symmetrie bezüglich PD ist nur der Übersichtlichkeit halber

mit angegeben, da diese aus PD(−w, Φ = 0) = −PD(w, Φ = 0) (vgl. Gleichung (5.14))

folgt. Auch für die durch die Front verbundenen homogenen Zustände nach Gleichung

(5.24) ist diese Symmetrie einschlägig. Da u unter Anwendung von Z nicht invertiert und

die anderen Komponenten die schon beschriebene Punktsymmetrie aufweisen, ist die in

Abbildung 5.7 dargestellte Front nach dieser Definition offenkundig vom Ising-Typ. Für

die Anwendbarkeit dieser Definition spricht auch, dass u den Gleichungen (5.3) zufolge im

Fall v = w = 0 (was am Ort der Front gegeben ist) nicht getrieben wird. Dementsprechend

wird das nicht vollständige Verschwinden von u lediglich von der Diffusion verursacht.

Die Gestalt der Front ändert sich bei Variation der Parameter, die zu einer Modulati-

onsinstabilität führen, lediglich quantitativ im Hinblick auf die Steilheit. Die Symmetrie-

eigenschaften der Komponenten des Blochvektors bleiben jedoch – zumindest in einer
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Umgebung des Nulldurchgangs der Orientierung, die sich jeweils bis zum erstmaligen

Passieren des homogenen Zustandes erstreckt – erhalten. Unterschiede ergeben sich bei

höheren Pumpraten in der Gestalt der oszillatorischen Ausläufer der Front, die allerdings

bei diesen Parametern bereits mit der einsetzenden bzw. voll ausgebildeten hexagona-

len Musterbildung auf den beteiligten Zuständen wechselwirken, wodurch eine Aussage

bezüglich der Fronteigenschaften erschwert bzw. unmöglich gemacht wird.

Im folgenden Abschnitt wird deutlich werden, dass selbst für den Fall Ωx = 0, der

nur eine skalare Beobachtungsgröße besitzt und somit strukturell keine Blochfronten auf-

weisen kann, gerade Fronten für genügend hohe Pumpraten instabil werden. Es kann

also gefolgert werden, dass die Modulationsinstabilität gerader Fronten im vorliegenden

System nicht auf einen Ising-Bloch-Übergang zurückzuführen ist, der eine transversal sym-

metriebrechende Bewegung der Fronten verursachen würde. Dies deckt sich im Übrigen

mit der Aussage, dass bei einer theoretischen Analyse des Modells im symmetrischen Fall

keine Hinweise auf einen solchen Übergang gefunden wurden [Bab06].

In der Literatur wird der Übergang von Labyrinthen zu Spiralen in Systemen, in denen

diese beiden Strukturtypen auftreten, in vielen Fällen mit einer Ising-Bloch-Bifurkation

in Verbindung gebracht. Unter diesem Gesichtspunkt sei darauf hingewiesen, dass die

Bildung von Spiralen im vorliegenden System (vgl. Abschnitt 5.3.5) in einem Parame-

terbereich auftritt, in dem das System keine Bistabilität mehr aufweist, und somit auch

keine (Bloch-)Fronten existieren können.

Krümmungsgetriebene Frontdynamik

Ein weit verbreiteter Ansatz für die Erklärung einer Modulationsinstabilität gerader Fron-

ten in der Literatur ist eine krümmungsgetriebene Dynamik (vgl. Abschnitte 2.1 und

2.1.3). In den folgenden Abschnitten wird daher der Einfluss verschiedener Parameter

– vornehmlich der Pumprate und des transversalen Magnetfeldes – auf die Frontdyna-

mik in zwei räumlichen Dimensionen für die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf und

λ/8-Plättchen anhand numerischer Simulationen untersucht.

Die Frontdynamik in diesem System wurde für Parameter unterhalb der Schwelle zur

Musterbildung in [Pes07] ausführlich untersucht. Dabei wurde festgestellt, dass sich in

diesem Parameterbereich der Radius R kreisrunder Polarisationsdomänen nach einem

Skalengesetz mit R ∝
√

t entwickelt, das der Gleichung (2.3) folgt. Der Koeffizient der

krümmungsgetriebenen Dynamik γc konnte experimentell und in numerischen Untersu-

chungen bestimmt werden und es konnte gezeigt werden, dass im untersuchten Parame-

terbereich γc stets positiv ist, der Betrag jedoch mit steigender Pumprate abnimmt.11 Die

11 Für den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Fall Φ = 0, Ωz = 0 ist der Koeffizient γi = 0,
d. h. eine gerade Front ruht.
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zentrale Fragestellung dieser Arbeit im Hinblick auf die Entstehung der Labyrinthmuster

knüpft an diese Ergebnisse an: Zu untersuchen war, ob bei einer Erhöhung der Pumprate

über die Schwelle zur Musterbildung hinaus γc sein Vorzeichen wechselt und damit eine

transversale Modulationsinstabilität von Fronten ermöglicht.

Für Parameter in der Nähe der musterbildenden (Turing-)Modulationsinstabilität wird

jedoch die Dynamik der Fronten von der Interaktion der oszillatorischen Ausläufern der

Fronten mit sich selbst und den Konstituenten der Turing-Muster überlagert (s. u.), so

dass Gleichung (2.3) keine Anwendung mehr finden kann [Pes07]. Ferner gilt dieser Zu-

sammenhang und die sich ergebende Zeitentwicklung des Radius nur für kreisförmige

Domänen, so dass selbst eine numerische Bestimmung von γc nicht mehr auf einfache

Weise möglich ist, sobald eine Domäne ihre Kreisform verliert.

Die Simulation der Zeitentwicklung einer runden Domäne fester Anfangsgröße bei

verschiedenen Pumpraten zeigt jedoch, dass die Form der Front zu höheren Pumpraten

hin immer komplexer wird. Hierfür wurden Simulationen bei verschiedenen Pumpraten

durchgeführt, bei denen jeweils zu Beginn eine runde Domäne mit stets gleichem Radius

”
gezündet“ wurde.12 Für Pumpraten unterhalb der Schwelle zur Musterbildung schrumpft

eine runde Domäne unter Beibehaltung ihrer kreisrunden Form (Abbildung 5.8 a), und es

sind nur in der unmittelbaren Umgebung der Front oszillatorische Ausläufer derselben zu

erkennen. Bei Erhöhung der Pumprate über die Schwelle zur Musterbildung hinaus bilden

sich hexagonale Strukturen, die sich über den gesamten Bereich der Domäne und des

Hintergrundzustandes erstrecken (b). Die Domänen kontrahieren nach wie vor, der Verlauf

der Front verliert aber seine ursprüngliche Rotationssymmetrie. Bei weiterer Erhöhung

der Pumprate bleibt die Domäne in ihrer Größe in etwa konstant (c), und es zeigen sich

konkave Bereiche der Front (d), die sich schließlich zu ausgedehnten Labyrinthmustern

entwickeln (e).

Um trotz dieses komplexen Verhaltens ein quantitatives Maß für die Analyse der zeit-

lichen Entwicklung zu erhalten, die auch einer weitgehend automatisierten Auswertung

großer Datenmengen zugänglich ist, wird im Folgenden die Gesamtlänge der Front(en)

auf dem ganzen Grundgebiet betrachtet. Dieses Vorgehen wird in ähnlicher Form auch

in [TZWW99] verwendet, dort wird allerdings jeweils nur die zu einer einzelnen Domäne

gehörige Frontlänge ausgewertet. Der Algorithmus, mit dem die Frontlänge aus den Simu-

lationsdaten bestimmt wurde, ist in Anhang B.3 detailliert beschrieben. Für die gleichen

Parameter wie in Abbildung 5.8 sind in Abbildung 5.9 die so ermittelten Längen gegen

die Zeit aufgetragen.

12 Zu den verschiedenen in dieser Arbeit verwendeten Verfahren zur Vorgabe von Anfangsbedingungen
in den numerischen Simulationen gibt Anhang B.2 genauere Auskunft. Dort wird auch eine Begriffs-
definition für die Bezeichnungen der verschiedenen Verfahren im Text gegeben.
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Abbildung 5.8: Frontdynamik runder Domänen in Simulationen mit ebener Welle:
Schnappschüsse der Zeitentwicklung bei verschiedenen Pumpraten. a) P0 = 0,4·105 s−1,
b) P0 = 1,0·105 s−1, c) P0 = 1,6·105 s−1, d) P0 = 2,2·105 s−1, e) P0 = 2,8·105 s−1.

Sonstige Parameter: d = 11,2 cm, ~Ω = 0, ∆̄ = 10,8, D = 268mm2 s−1, γ = 1,5 s−1,
Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019 m−1. Radius der vorgegebenen Domäne: 3,125 mm,
Grundgebiet: 8× 8mm2 =̂ 256× 256 Gitterpunkte.
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Bei geringen Pumpraten, die weit entfernt von der Schwelle zur Musterbildung sind,

ist die Zeitentwicklung in guter Näherung durch den schon bekannten Zusammenhang

lF ∝ R ∝
√

t gegeben (gut zu erkennen in Abbildung 5.9 g+h), da für kreisrunde Domänen

ein linearer Zusammenhang zwischen dem Radius der Domäne und Länge der Front gege-

ben ist. Es wird jedoch deutlich, dass oberhalb der Schwelle zur Musterbildung (Abbildung

5.9 b) dieser einfache Zusammenhang nicht mehr erfüllt ist. Die oszillatorischen Ausläufer

der Front wechselwirken mit den Konstituenten des hexagonalen Musters im Innern und

außerhalb der Domäne und es kommt zu einer
”
schubweisen“ Kontraktion der Domäne,

die auch in einem stabilen Zustand mit konstantem Radius münden kann [Pes07] (vgl.

Abbildung 5.9 i). Die Wechselwirkung zweier Fronten über ihre oszillatorischen Ausläufer

wird auch als
”
locking“ bezeichnet (z. B. [Rom04, Pes07]), und auch die Interaktion einer

Front mit der unterliegenden Musterbildung lässt sich als ein ähnliches Phänomen inter-

pretieren [Pom86]. Daher wird der Begriff
”
locking“ im Folgenden für diese Art von durch

die oszillatorischen Ausläufer der Fronten vermittelte Wechselwirkung verwendet.

Bei weiterer Erhöhung der Pumprate (c) kommt die Kontraktion schließlich zunächst

zum Stillstand (vgl. Abbildung 5.8 c), und für noch höhere Pumpraten wird eine Expan-

sion der Front beobachtet. Hier zeigt sich auch, dass die Länge der Front ein geeigne-

teres Maß für die zu untersuchende Fragestellung ist als beispielsweise die Fläche oder

der Radius einer Domäne, denn die Fläche ändert sich beim Übergang von einer runden

Domäne zum Labyrinth oft nicht (vgl. Abbildung 5.8 d), und ein Radius lässt bei einer

nicht kreisförmigen Domäne nicht definieren.

Die Einführung eines transversalen Magnetfeldes (Abbildung 5.9 g–l) ändert das quali-

tative Verhalten der Frontdynamik nur in einem wesentlichen Punkt: Der Übergang von

kontrahierenden zu expandierenden Fronten vollzieht sich abrupt, und ein Stillstand der

Dynamik wird nur noch vereinzelt beobachtet (s. u.). Quantitativ ändert sich das Ver-

halten jedoch merklich. Sowohl die Kontraktion als auch eine Expansion verlaufen mit

einem äußeren Feld schneller und die Schwelle zur Musterbildung wächst an, expandie-

rende Fronten werden jedoch schon bei geringeren Pumpraten beobachtet als im Falle

Ωx = 0.

Um die Parameterabhängigkeiten eingehend zu untersuchen, bietet es sich an, statt der

vollständigen zeitlichen Entwicklung der Frontlänge jeweils nur eine einzelne Kenngröße

für jeden Parametersatz zu betrachten. Da die Zeitentwicklung für Pumpraten oberhalb

der Musterbildung keiner einfachen Gesetzmäßigkeit mehr folgt, wird im Folgenden die

mittlere zeitliche Änderung der Frontlänge dlF /dt über einen kurzen Zeitraum zu Beginn

der Simulation als Kriterium herangezogen, in dem sich die Form der Front noch nicht

grundlegend geändert hat. Damit ist eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse verschiedener

Rechnungen auch dann gegeben, wenn sich auf längeren Zeitskalen die Frontlänge quali-
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Abbildung 5.9: Zeitliche Entwicklung der Frontlängen lF in Abhängigkeit von Pump-
rate und Magnetfeld. Obere Reihe: Ωx = 0, untere Reihe: Ωx = 1,5·105 rad/s.
a+g) P0 = 0,8·105 s−1, b+h) P0 = 1,2·105 s−1, c+i) P0 = 1,6·105 s−1, d+j) P0 = 2,0·105 s−1,
e+k) P0 = 2,4·105 s−1, f+l) P0 = 2,8·105 s−1, sonstige Parameter wie in Abbildung 5.8.
Erläuterungen im Text.

tativ anders entwickelt. Aus den oben gezeigten Ergebnissen lässt sich schließen, dass

die Frontlänge sich über einen Zeitraum von 1ms nach Beginn der Rechnung in ausrei-

chend guter Näherung nur linear ändert, andererseits dieser Zeitraum aber lang genug

ist, um eine beginnende Kontraktion oder Expansion der Front sicher zu detektieren (vgl.

Abbildungen 5.8 d+e). Über diesen Zeitraum wurden daher bei einer großen Zahl von

Parametersätzen Simulationen durchgeführt, die Frontlänge mit einer Zeitauflösung von

0,3µs bestimmt und anschließend die Kenngröße dlF /dt mittels linearer Regression aus-

gewertet.

Um eine hohe Auflösung bei der Variation der Parameter zu erzielen, war es notwen-

dig, die räumliche Diskretisierung aus Rechenzeitgründen auf 64 × 64 Gitterpunkten zu

reduzieren. Dies lässt sich damit rechtfertigen, dass die exakte Form der Front und die

innere Struktur der Domänen in diesem Fall nicht von Interesse sind. Zusätzlich wurde

durch stichprobenartige Vergleichsrechnungen mit höherer Auflösung in allen Parameter-

bereichen die Validität der Ergebnisse hinsichtlich dlF /dt überprüft.

In Abbildung 5.10 sind die Expansions- bzw. Kontraktionsraten aus den oben genann-

ten Simulationen in Abhängigkeit von der Pumprate bei verschiedenen Magnetfeldern

aufgetragen. In a) und c) sind zusätzlich exemplarisch die Ergebnisse aus den Validie-

rungsrechnungen mit höherer räumlicher Auflösung zum Vergleich gezeigt. Einige Eck-

daten aus der linearen Stabilitätsanalyse sind zur Orientierung in die Diagramme ein-

getragen (gestrichelte Linien): Die Bifurkationspunkte Psn (grün) und Psc (rot), wie in
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Abbildung 5.10: Frontdynamik runder Domänen in Simulationen mit ebener Welle: Ände-
rungsraten der Frontlängen dlF /dt in Abhängigkeit von Pumprate und Magnetfeld.
a) Ωx = 0, b) Ωx = 1 · 105 rad/s, c) Ωx = 2 · 105 rad/s, d) Ωx = 3 · 105 rad/s. Radius der
vorgegebenen Domäne: 3,125mm. (•) Grundgebiet: 8 × 8mm2 =̂ 64 × 64 Gitterpunkte,
(�) Vergleichsrechnungen mit 256× 256 Gitterpunkten. Parameter wie in Abbildung 5.8.
Erläuterungen im Text.

Abbildung 5.1 c) definiert, sowie die kritische Pumprate Pcrit ,s des ersten Instabilitätsbe-

reichs von ws (Schwelle zur Turing-Musterbildung, blau).

Deutlich unterhalb der Schwelle zur Musterbildung ist dlF /dt stets negativ, was einer

Kontraktion der Domäne entspricht. In der Umgebung von Pcrit ,s ist eine Beschleunigung

der Kontraktion zu beobachten, die bei starken Magnetfeldern deutlich ausgeprägt ist

(c+d). Bei vergleichsweise geringem transversalem Feld (a+b) streuen die ermittelten

Kontraktions- bzw. Expansionsraten oberhalb von Pcrit ,s stark, was auf das
”
locking“

der Fronten an den Konstituenten der unterliegenden Musterbildung zurückzuführen ist.

Insgesamt ist aber dennoch auch bei geringen Flussdichten des transversalen Feldes ein

deutlicher Trend zu einem Domänenwachstum bei Erhöhung der Pumprate sichtbar.

Für höhere Magnetfelder geht die Streuung der ermittelten Werte deutlich zurück

und es existiert ein gut definierter Übergang von kontrahierenden zu expandierenden
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Abbildung 5.11: Frontdynamik runder Domänen in Simulationen mit ebener Welle: Ände-
rungsraten der Frontlängen dlF /dt in Abhängigkeit von Pumprate und Magnetfeld.
a) Ωx = 0, b) Ωx = 1 · 105 rad/s, c) Ωx = 2 · 105 rad/s, d) Ωx = 3 · 105 rad/s. Radius
der vorgegebenen Domäne: 1,875mm, Grundgebiet: 8 × 8mm2 =̂ 64 × 64 Gitterpunkte.
Sonstige Parameter wie in Abbildung 5.8. Erläuterungen im Text.

Domänen, der in der Nähe der Schwelle zur Musterbildung liegt. Ob zwischen diesem

Verhalten und der Tatsache, dass bei Erhöhung des transversalen Magnetfeldes die Bi-

furkation zur Bistabilität der homogenen, stationären Zustände subkritisch wird (vgl.

Abschnitt 5.2.2), ein Zusammenhang besteht, ist bislang ungeklärt.

Um festzustellen, ob der Radius der Anfangsdomäne einen Einfluss auf das oben ge-

schilderte Verhalten der Zeitentwicklung hat, wurden die Simulationen für verschiedene

Radien der ursprünglich gezündeten Domäne wiederholt. Laut [Pes07] hängt der Koeffi-

zient γc für den symmetrisch präparierten Fall Φ = 0◦ (langsame Achse des λ/8-Plättchens

parallel zur Eingangspolarisation, vgl. Abschnitt 3.3) unterhalb der Schwelle zur Muster-

bildung nicht vom Anfangsradius ab. Allerdings sind auch bei gleichem γc aufgrund der

Beziehung v⊥ = −γc/R unterschiedliche Kontraktionsraten dlF /dt zu erwarten, sobald

der Radius der Initialdomäne variiert wird.
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Abbildung 5.11 zeigt die Kontraktions- und Expansionsraten für eine Domäne mit

einem um 40% geringeren Radius, aber sonst gleichen Parametern im Vergleich zu Abbil-

dung 5.10. Wie erwartet, ergeben sich unterhalb der Schwelle zur Musterbildung durch-

gängig größere Kontraktionsraten als in Abbildung 5.10, allerdings werden in dem Bereich

mit beschleunigter Dynamik knapp unterhalb Pcrit ,s in guter Näherung die gleichen Werte

gefunden wie zuvor.

Die Streuung der Werte ist im Bereich kontrahierender Domänen deutlich geringer, und

insbesondere die Verlangsamung der Dynamik in der Nähe der Schwelle zur Musterbildung

für Ωx = 0, wie sie in [Pes07] beschrieben wurde, entspricht in guter Näherung dem dort

für eine Domäne vergleichbaren Radius’ beschriebenen Verhalten und bestätigt somit die

Vergleichbarkeit der Ergebnisse (in qualitativer Hinsicht) bezüglich der Frontdynamik

trotz der in Abschnitt 5.1.2 beschriebenen Unterschiede in der Modellierung des Systems.

Bezüglich des qualitativen Verhaltens und der Abhängigkeit von der Pumprate ist jedoch

gegenüber Domänen mit größerem Anfangsradius keine Änderung festzustellen.

Die Dynamik runder Domänen erlaubt bereits einige Erkenntnisse über die Mecha-

nismen der Entstehung von Labyrinthen. Allerdings sind diese Erkenntnisse nur begrenzt

auf die Situation bei einer geraden Ausgangsfront übertragbar. Dies hängt unter anderem

damit zusammen, dass im Falle einer Kontraktion die Dynamik einer runden Domäne –

sofern sie nicht durch Musterbildung gebremst wird – in ihrer Geschwindigkeit mit der Zeit

zunimmt, weil die Bewegung der Front zu immer kleiner werdenden lokalen Krümmungs-

radien führt. Eine Expansion wird bei genügend großem Aspektverhältnis (d. h. solange

die Domäne nicht mit den Randbedingungen wechselwirkt) immer langsamer werden.

Bei einer geraden (oder nur leicht modulierten) Front
”
unendlicher“ Länge13 muss

im Gegensatz dazu eine Expansion zwangsläufig mit einer stärkeren lokalen Krümmung

einhergehen, und eine Kontraktion führt analog dazu zu einer Zunahme der lokalen

Krümmungsradien, was letztlich zu einer asymptotischen Verlangsamung der Dynamik

führt (vgl. dazu Abbildung 2.1).

Es ist also zu erwarten, dass zumindest quantitativ andere Ergebnisse erzielt werden,

wenn statt einer runden Domäne eine gerade Front betrachtet wird. Um auch im Kon-

traktionsregime noch quantitative Aussagen aus der zeitlichen Entwicklung der Frontlänge

entnehmen zu können, wurden Simulationen durchgeführt, die mit einer transversal leicht

modulierten Front als Anfangsbedingung gestartet wurden (Abbildung 5.12 a).

Qualitativ zeigt sich auch in diesem Fall wieder das gleiche Verhalten wie bei runden

Domänen: Für geringe Pumpraten bewegen sich die Fronten entlang der Frontnorma-

len derart, dass die Gesamtlänge der Front abnimmt (Kontraktion) und die Modulation

asymptotisch verschwindet (Abbildung 5.12 b). Oberhalb der Schwelle zur Musterbildung

13 bzw. einer unter periodischen Randbedingungen nicht geschlossenen Front
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Abbildung 5.12: Dynamik transversal modulierter Fronten: Schnappschüsse der Ent-
wicklung im magnetischen Nullfeld nach 3ms simulierter Zeit. a) Anfangsbedingung, b)
P0 = 2·104 s−1, c) P0 = 16·104 s−1, d) P0 = 36·104 s−1. Grundgebiet: 8×8mm2 =̂ 128×128
Gitterpunkte. Sonstige Parameter und Farbskala wie in Abbildung 5.8.

Abbildung 5.13: Frontdynamik transversal modulierter Fronten in Simulationen mit ebe-
ner Welle: Änderungsraten der Frontlängen dlF /dt in Abhängigkeit von Pumprate und
Magnetfeld. a) Ωx = 0, b) Ωx = 1 · 105 rad/s, c) Ωx = 2 · 105 rad/s, d) Ωx = 3 · 105 rad/s.
Grundgebiet: 8× 8mm2 =̂ 128× 128 Gitterpunkte. Sonstige Parameter wie in Abbildung
5.8. Erläuterungen im Text.



88 Theoretische Analyse und Interpretation der Ergebnisse

bleibt die anfängliche Modulation erhalten, wobei der Frontverlauf durch die unterliegen-

de Musterbildung in seiner Form jedoch beeinflusst wird (c). Bei weiterer Erhöhung der

Pumprate expandiert die Front, wodurch die lokalen Krümmungsradien im Mittel immer

kleiner werden und sich schließlich im Langzeitlimes wiederum Labyrinthe ausbilden (d).

Das quantitative Verhalten modulierter Fronten ist in der gleichen Weise wie zuvor

für runde Domänen (vgl. Abbildungen 5.10, 5.11) ermittelt worden; die Ergebnisse sind

in Abbildung 5.13 dargestellt. Ausgangspunkt der Rechnungen war dabei die in Abbil-

dung 5.12 a) gezeigte Orientierungsverteilung.

Zunächst ist zu erkennen, dass die zum Teil erheblichen Unterschiede in der Geschwin-

digkeit der Frontdynamik, die bei runden Fronten in der Nähe der Schwelle zur Muster-

bildung zu finden sind, bei annähernd geraden Fronten nicht auftreten. Die Streuung der

ermittelten Werte oberhalb der Schwelle zur Musterbildung ist jedoch für modulierte Fron-

ten – auch im Falle relativ starker transversaler Magnetfelder – deutlich größer als bei den

runden Domänen. Dennoch zeigt sich qualitativ eine weitgehende Übereinstimmung mit

den zuvor beschriebenen Ergebnissen: Oberhalb der Schwelle zur Musterbildung existiert

eine deutliche Tendenz zu expandierenden Fronten, es werden mit steigender Pumpra-

te vermehrt auch positive dlF /dt beobachtet, und der Übergang von der Kontraktion zur

Expansion wird mit zunehmendem transversalen Magnetfeld immer schärfer definiert und

liegt jeweils in der Umgebung der Schwelle zur Musterbildung.

Langzeitverhalten

Wegen der starken Änderung des Verlaufs und damit der Krümmung der Fronten im Falle

einer Expansion ist, wie bereits zuvor geschildert, als quantitatives Maß zum Vergleich

verschiedener Parameter bzw. Anfangsbedingungen nur die Änderung der Frontlänge in

einem relativ kurzen Zeitbereich nach Beginn der Simulationen geeignet, in dem sich zwar

die Länge messbar ändert, die Form der Front bzw. Domäne jedoch noch keine gravie-

rende Änderung zeigt. Betrachtet man jedoch das Verhalten auf längeren Zeitskalen, so

wird deutlich, dass eine anfängliche Expansion der Front nicht zwangsläufig auch zur

Ausbildung ausgedehnter Labyrinthmuster führt.14 Vielmehr wird bei nur geringen Ex-

pansionsraten die Ausdehnung der Front in weiten Parameterbereichen nach kurzer Zeit

(einige ms) durch
”
locking“ an den Musterkonstituenten wieder gestoppt (vgl. auch Zeit-

verhalten in Abbildung 5.9 e). In diesen Fällen ergeben sich im Langzeitlimes stationäre

Verteilungen, die der in Abbildung 5.12 c) dargestellten ähneln.

Für vergleichsweise kleine Ωx existiert ein breiter Pumpratenbereich, in dem das o. g.

”
locking“ auftritt (in Abbildung 5.14 grau hinterlegt); die Schwelle zur Bildung von Laby-

14 vgl. dazu auch [ATV99, BAC+00]
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Abbildung 5.14: Schwellpumpraten für die Bildung von Turing-Mustern (◦), Expansion
gerader Fronten (+) und Bildung von Labyrinthen (N) im Vergleich zu Ergebnissen
der linearen Stabilitätsanalyse (Gestrichelte Linien: Bifurkationspunkte der stationären
homogenen Lösung Psn (grün) und Psc (rot); durchgezogene Linien: kritische Pumprate
der stationären Modulationsinstabilität von w0 (schwarz) und ws (blau)). Grau schat-
tiert:

”
locking“-Bereich. a) ∆̄ = 11, b) ∆̄ = 13. Sonstige Parameter: d = 112mm,

D = 200mm2/s, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019m−3, Grundgebiet
8× 8 mm2 =̂ 128× 128 Gitterpunkte. Erläuterungen im Text.
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rinthen liegt um ein Mehrfaches oberhalb der Schwelle für eine Expansion der Front. Für

höhere transversale Felder fallen die Schwellpumpraten für eine Frontexpansion und die

Bildung ausgedehnter Labyrinthe in guter Näherung zusammen. In Abbildung 5.14 sind

diese Schwellpumpraten für verschiedene Parameter dargestellt; zum Vergleich sind einige

Eckdaten aus der linearen Stabilitätsanalyse sowie die aus den numerischen Simulationen

ermittelten Schwellen zur Musterbildung mit angegeben. Als Schwelle für die Frontexpan-

sion wurde dabei jeweils der Punkt angenommen, bei dem bei Erhöhung der Pumprate

erstmalig eine positive Frontlängenänderung dlF /dt (bei Mittelung über 1ms) gefunden

wurde. Die Schwelle zur Labyrinthbildung wird dadurch definiert, dass bei Erhöhung der

Pumprate erstmalig die Expansion nicht durch
”
locking“ gestoppt wird.15

Für die Parameter aus Abbildung 5.14 nähern sich die Schwellen zur Frontexpansion

und zur Labyrinthbildung bei transversalen Magnetfeldern von etwa Ωx ≈ 2 · 105 rad/s

stark an. Bis zu diesem Punkt sinkt die Schwelle zur Labyrinthbildung ab, oberhalb steigt

sie, wie auch die Schwelle zur Frontexpansion, wieder an. Insgesamt ergibt sich so eine

minimale Schwelle zur Ausbildung ausgedehnter Labyrinthmuster bei einem endlichen,

von Null verschiedenen transversalen Magnetfeld. Dies begründet den experimentellen

Befund, dass bei konstanter Pumpleistung und Variation des Magnetfeldes in transver-

saler wie auch longitudinaler Richtung die Labyrinthe bevorzugt bei Bz ≈ 0, |Bx| � 0

beobachtet werden (vgl. Abschnitt 4.2.3).

Auch die Labyrinthe erreichen im Langzeitlimes nach Abklingen einer transienten

Dynamik einen weitgehend stationären Zustand, der sich im weiteren Verlauf nur noch

langsam und geringfügig ändert. Wie schon in Kapitel 4 angedeutet, lassen sich solche

Strukturen als (nearly) frozen states interpretieren [GMT00, GCOM04, MML04]. Da-

bei kommt die intrinsische Dynamik zum Stillstand, sobald das gesamte Grundgebiet

mit Fronten derart bedeckt ist, dass jeder Frontabschnitt auf einer charakteristischen

Längenskala mit einer benachbarten Front wechselwirkt. Dieses Verhalten wird in der

Literatur für verschiedene Systeme beschrieben, in denen Labyrinthe auftreten (vgl. Ka-

pitel 2). Im vorliegenden System lässt sich das
”
Einfrieren“ der Labyrinthe wiederum

auf ein
”
locking“-Phänomen zurückführen – im Gegensatz zu dem weiter oben beschrie-

benen Verhalten kommt hier jedoch nicht eine Wechselwirkung zwischen den oszillatori-

schen Ausläufern einer Front mit den Konstituenten hexagonaler Strukturen zum Tragen,

sondern eine gegenseitige Wechselwirkung zweier Fronten. Dies ist vergleichbar mit dem

Mechanismus, der im Bereich kontrahierender Domänen zur Bildung stabiler Konfigura-

tionen (dissipative Solitonen, [PGWAL05, Pes07]) führt. Im Falle der Labyrinthe existiert

jedoch eine Vielzahl von möglichen Konfigurationen, die sich nur geringfügig voneinan-

15 Dies wird dann angenommen, wenn nach Ablauf der maximal simulierten Zeit (hier: 5 ms) die Front
eine transversale Modulationstiefe von mindestens der halben Kantenlänge des Grundgebietes aufweist.
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der unterscheiden (vgl. [LGJ92]), so dass eine rauschinduzierte Dynamik auf sehr langen

Zeitskalen (vgl. Abschnitt 4.2) möglich bleibt.

Nach der Ausbildung solcher frozen states können diese näherungsweise formstabi-

len Strukturen bei Simulationen mit ebener Welle mit einer konstanten Geschwindigkeit

von bis zu einigen 100µm/ms driften. In Simulationen mit Gaußschem Strahl äußert sich

dieses Verhalten aufgrund des rotationssymmetrischen Strahlprofils in einer Rotation des

Labyrinthausschnitts um das Strahlzentrum. Betrag und Richtung der Winkelgeschwin-

digkeit sind dabei nicht durch Symmetrien des entstandenen Labyrinthmusters oder durch

die Wahl bestimmter Parameter festgelegt, sondern hängen von den Anfangsbedingungen

und dem Verlauf der transienten Dynamik ab. Im Gaußschen Strahl bilden sich in großen

Parameterbereichen typischerweise S-förmige Fronten aus (siehe Abbildung 5.15 f), die

bei konstanten Parametern und Anfangsbedingungen identische Gestalt haben, jedoch un-

ter dem Einfluss zufälligen Rauschens zu Beginn der Simulation16 mit unterschiedlichem

Drehsinn und verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten rotieren. Für periodische Randbe-

dingungen wird dieses Phänomen auch als
”
scrolling“ bezeichnet und in [SGFO05] als

universelles Verhalten musterbildender Systeme beschrieben und insbesondere für Laby-

rinthmuster diskutiert.

Zusammenhang mit der musterbildenden Instabilität

Bereits in den Abbildungen 5.10, 5.11 und 5.13 wurde deutlich, dass der Übergang von

kontrahierenden zu expandierenden Fronten stets in der Umgebung der Schwelle zur Mus-

terbildung stattfindet. Bei einer Variation der Verstimmung (Abbildung 5.14 a: ∆̄ = 11,

b: ∆̄ = 13) zeigt sich, dass zwar die kritischen Pumpraten der Instabilitäten von w0 und

ws mit Ωx je nach Verstimmung unterschiedlich stark ansteigen, die Expansion von Fron-

ten jedoch in beiden Fällen ungefähr der Schwelle zur Musterbildung folgt. Bei großer

Verstimmung (Abbildung 5.14 b) können sowohl eine beginnende transversale Modula-

tionsinstabilität der Front als auch Labyrinthe sogar bereits unterhalb der kritischen

Pumprate der Amplituden-Modulationsinstabilität des Zustands w0 auftreten, in des-

sen instabiles Wellenzahlband die charakteristische Längenskala der Labyrinthe klab fällt.

Dies steht nicht im Widerspruch zur linearen Stabilitätsanalyse, da diese von einem (hier

instabilen) homogenen Zustand ausgeht, während die hier durchgeführten Simulationen

eine Front zwischen zwei stabilen Zuständen als Anfangsbedingung haben. Es liegt jedoch

die Vermutung nahe, dass die Anwesenheit der musterbildenden Instabilität von ws für

die Modulationsinstabilität der Fronten notwendig ist. Diese Interpretation wird dadurch

gestützt, dass in Simulationen, bei denen durch Filterung im Fourierraum der Wellen-

16 relative Amplitude ≈ 1%, Dauer einige µs; vgl. Anhang B.2
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zahlbereich der musterbildenden Instabilität unterdrückt wurde, keine Labyrinthe mehr

entstanden.

Dass auch geringfügig unterhalb der Schwelle zur Musterbildung eine Frontexpansion

auftreten kann, lässt sich im Rahmen der obigen Interpretation dadurch erklären, dass

knapp unterhalb der Schwelle die oszillatorischen Ausläufer der Front als
”
Vorläufer“ der

Amplituden-Modulationsinstabilität nur noch schwach gedämpft sind. Dadurch hat eine

durch diese Ausläufer beeinflusste Wechselwirkung eine Reichweite von mehreren Λhex

(Längenskala der hexagonalen Musterbildung, vgl. Abschnitt 4.2.2), und die unmittelbare

Umgebung der Front hat bei nur schwach gedämpften oszillatorischen Ausläufern bereits

die gleiche Gestalt bezüglich ~m wie oberhalb der Schwelle zur Musterbildung.

Modulationsinstabilität gerader Fronten im Gaußschen Strahl

Der experimentelle Befund, dass sich bei einer einsetzenden Modulationsinstabilität einer

geraden Front bei geringen Magnetfeldern stationäre Zustände einstellen (vgl. Abschnitt

4.2.4), lässt sich mit den Ergebnissen des vorigen Abschnittes gut erklären. Um zu zei-

gen, dass es sich bei den experimentellen Ergebnissen tatsächlich um eine Folge einer

auf einem zunehmenden Strahlradius modulationsinstabilen Front handelt, werden im

Folgenden numerische Simulationen im Gaußschen Strahl und einer geraden Front als

Anfangsbedingung betrachtet. Im Gegensatz zum Experiment können hierbei auch voll-

kommen symmetrische Randbedingungen (Φ = 0, Ωz = 0) untersucht werden, und auch

die Front lässt sich so präparieren, dass sie zu Beginn der Simulation exakt durch das

Strahlzentrum verläuft.

Abbildung 5.15 zeigt jeweils die stabilen Endkonfigurationen bei verschiedenen Pump-

raten, die sich nach Zündung einer geraden Front ergeben. Man erkennt eine sehr gute

qualitative Übereinstimmung mit den experimentellen Befunden aus Abbildung 4.8: Bei

vergleichsweise niedriger Pumprate bleibt die Front zunächst gerade (a), und bei Erhöhung

der Eingangsleistung bilden sich vom Zentrum ausgehend lokal gekrümmte Bereiche der

Front aus (b), die mit zunehmender Pumprate einerseits einen größeren Bereich im Strahl

einnehmen, und zum anderen stärker gekrümmt sind sowie zunehmende komplexere For-

men aufweisen (c–e). Ist die lokale Pumprate in einem genügend großen Bereich oberhalb

der Schwelle zur Modulationsinstabilität, so bildet sich eine ausgeprägte Modulation der

Front aus, die sich fast über den gesamten in Transmission sichtbaren Strahlradius er-

streckt (f). Es ist gut zu erkennen, dass in der Umgebung der Front die oszillatorischen

Ausläufer der Front mit der umgebenden Musterbildung wechselwirken, was letztlich zur

Stabilisierung der Strukturen beiträgt (vgl. voriger Abschnitt). Die gezeigten Simulatio-

nen wurden bei ~Ω = 0 mit der pump-depletion-Korrektur durchgeführt, um eine bessere

Vergleichbarkeit der sich ergebenden Verteilungen mit dem Experiment zu erreichen.
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Abbildung 5.15: Modulationsinstabilität einer geraden Front in Simulationen mit Gauß-
schem Strahl. Stabile Konfigurationen in Abhängigkeit von der Pumprate: a) P0 =
7,5·104 s−1, b) P0 = 9·104 s−1, c) P0 = 10,5·104 s−1, d) P0 = 12·104 s−1, e) P0 = 13,5·104 s−1,
f) P0 = 15 ·104 s−1. Obere Reihe: Orientierungsverteilung (rot = negativ, grün = positiv),
untere Reihe: transmittierte Intensität bei Θ = 0◦ (vergrößert dargestellt). Parameter:
~Ω = 0, ∆̄ = 13, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019 m−3, D = 268mm2/s,
d = 120mm, w0 = 1,89mm. Grundgebiet: 8× 8mm2 =̂ 256× 256 Gitterpunkte. Rechnun-
gen mit pump-depletion-Korrektur. Erläuterungen im Text.

Qualitativ identische Strukturen wie die oben gezeigten ergeben sich auch bei Rechnun-

gen im Gaußschen Strahl, bei denen Labyrinthe aus Simulationen mit ebener Welle bei

identischen Parametern als Anfangsbedingung eingesetzt werden. Diese Tatsache sowie

das qualitativ identische Verhalten bezüglich der transversalen Modulationsinstabilität

von Fronten sowohl im Gaußschen Strahl als auch in der ebenen Welle lässt die Interpre-

tation zu, dass es sich bei den im Experiment beobachteten Strukturen tatsächlich um

Ausschnitte aus ausgedehnten Labyrinthmustern handelt, die den selben Ursprung ha-

ben wie die Strukturen, die in Simulationen mit periodischen Randbedingungen gefunden

werden.

5.3.3 Längenskalen der Labyrinthe

In vorangegangenen Arbeiten zur Strukturbildung in optischen Systemen, insbesondere

der hier diskutierten Einspiegelanordnung mit Natriumdampf, wurden zur Auswertung

der Längenskalen der sich ergebenden Strukturen unter anderem die Fouriertransfor-

mierten der Orientierungs- oder Intensitätsverteilungen herangezogen. Dies ist insofern

günstig, als die Fouriertransformierte des von der Zelle transmittierten Lichtfeldes auch

experimentell über das Fernfeld erfassbar ist, und sich bei räumlich periodischen Struk-

turen in der Fouriertransformierten in der Regel scharf definierte Maxima ausbilden, die

eine direkte Bestimmung der beteiligten Wellenzahlen ermöglichen. Dies ist oft auch dann

der Fall, wenn in der Verteilung im Ortsraum keine ausgeprägte Periodizität erkennbar

ist (vgl.
”
Quasimuster“ [HGWA+99, AAGWL02, GWHAL03]).
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Bei den Labyrinthmustern kann dieser Weg zur Bestimmung der Längenskalen nicht

beschritten werden, da eine räumliche Fernordnung fehlt und sich die Fouriertransfor-

mierten sowohl im Experiment als auch in numerischen Simulationen als breitbandige

Verteilungen ohne scharf definierte lokale Maxima darstellen [LBRT+02].

Um dennoch die Längenskalen quantifizieren zu können, wurde eine Reihe von Bildern

aus numerischen Simulationen ausgewertet, indem manuell Profile so durch die Orientie-

rungsverteilungen gelegt wurden, dass jeweils eine Reihe von Fronten orthogonal geschnit-

ten wurde. Verteilungen, die dies ermöglichen, sind nicht in großer Zahl zu finden, da im

Regelfall die Fronten in den Labyrinthen nicht über längere Strecken parallel zueinander

verlaufen. Die quantitative Auswertung der Längenskalen besitzt demnach nur exempla-

rischen Charakter. Ein Beispiel ist in Abbildung 5.16 gezeigt und wird im Folgenden

diskutiert.

Abbildung 5.16: Längenskalen von Labyrinthmustern in Simulationen mit ebener Welle.
a) Turing-Muster, b) Labyrinth, c) Intensität des transmittierten Lichts zu (b), d) Schnitte
durch die Orientierungsverteilung (a), e) Schnitte durch die Orientierungsverteilung (b).
P0 = 12 · 104 s−1, ∆̄ = 10, d = 120mm, sonstige Parameter wie in Abbildung 5.15.
Erläuterungen im Text.
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Um die Längenskalen der Labyrinthe mit einer gut verstandenen Längenskala verglei-

chen zu können, ist in Abbildung 5.16 a) zunächst ein hexagonales Muster gezeigt, das das

Ergebnis einer Simulation bei den selben Parametern wie das weiter unten zu diskutie-

rende Labyrinth, jedoch mit anderen Anfangsbedingungen, ist. Betrachtet man Schnitte

durch diese Orientierungsverteilung entlang einer Reihe von Konstituenten (magenta)

bzw. orthogonal dazu (blau, Abbildung 5.16 d), so erkennt man in beiden Fällen eine

annähernd sinusförmige Modulation mit zwei verschiedenen charakteristischen Längen-

skalen, die über

dkonst =
2√
3
· Λhex (5.27)

miteinander verknüpft sind.17 Die Orientierung oszilliert räumlich um den stationären

homogenen Zustand ws, wobei im Zentrum der Musterkonstituenten jeweils in einem

kleinen Bereich die Orientierung das Vorzeichen wechselt.

Bei den Labyrinthen dagegen (Abbildung 5.16 b; Schnitte entlang der in e) markierten

Bereiche) oszilliert die Orientierung weitgehend symmetrisch um den Zustand w = 0,

wobei die Periodizitätslänge eine charakteristische Längenskala Λlab ≈ 0,69mm defi-

niert, was in guter Übereinstimmung mit dem experimentell bestimmten Wert Λlab,exp ≈
0,70mm steht (vgl. Abschnitt 4.2.2). Die zugehörige Wellenzahl errechnet sich zu klab ≈
9,1 rad/mm und liegt damit wie auch der experimentelle Wert in dem Instabilitätsbereich

nullter Ordnung des Zustandes w0 aus der linearen Stabilitätsanalyse (vgl. Abschnitt

5.2.3). Es stellt sich heraus, dass Λlab ≈ 3
2
· dkonst ; es ist allerdings fraglich, ob dieser Zu-

sammenhang eine physikalische Ursache besitzt, da in [Pes07] für dissipative Solitonen in

einer vergleichbaren Situation (Übergang der Orientierung von Oszillationen um die posi-

tive stationäre homogene Lösung zu Oszillationen um die negative Lösung) ein anderer

Zusammenhang mit den Längenskalen der Turing-Musterbildung gefunden wurde.

Es existieren ebenso wie im Experiment Bereiche des Labyrinths, in dem die Orien-

tierung zwischen zwei Nulldurchgängen eine räumliche Oszillation um den homogenen

Zustand durchführt (magenta in Abbildung 5.16 e). Diese Oszillationen haben eine ge-

ringfügig kleinere Periodizitätslänge als die zu erwartende Oszillation mit Λhex . Die Ab-

weichung von der hexagonalen Längenskala ist in den numerischen Simulationen mit pe-

riodischen Randbedingungen deutlicher ausgeprägt als in experimentellen und numeri-

schen Ergebnissen im Gaußschen Strahl und führt typischerweise zu einer Verschiebung

der nachfolgenden Front um gerade 1
2
· Λlab . Dieser Zusammenhang lässt die Interpreta-

tion zu, dass auch beim Auftreten solcher Zwischenoszillationen eine Kompatibilität des

17 Dieser Zusammenhang ergibt sich aus der Geometrie des hexagonalen Musters, das aus der Über-
lagerung dreier sinusförmiger Modulationen mit Λhex entsteht, wobei die beteiligten Wellenvektoren
paarweise jeweils einen Winkel von 120◦ einschließen, vgl. [Ack96].
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gesamten Labyrinthmusters mit den periodischen Randbedingungen in der Simulation er-

halten bleiben muss, wodurch die Längenskala der oszillatorischen Ausläufer der Front

– die identisch mit Λhex ist, vgl. [Pes07] – in der Nähe von miteinander wechselwirken-

den Fronten eine leichte Verschiebung erfahren kann. Dies steht nicht im Widerspruch

zu den Ergebnissen der linearen Stabilitätsanalyse, da auch dort die Instabilitätsbereiche

der Turing-Instabilitäten eine endliche Breite besitzen und somit oberhalb der kritischen

Pumprate auch Modulationen der Orientierung mit von der kritischen Wellenzahl abwei-

chenden Längenskalen entdämpft sind.

Insgesamt ergeben sich sowohl im Experiment als auch in den numerischen Simulatio-

nen Frontabstände mit

dfront ≈
1

2
Λlab + n · Λhex , n ∈ N0, (5.28)

wobei die obige Beziehung aufgrund der Wechselwirkung mit den (periodischen oder durch

den Gaußschen Strahl vermittelten) Randbedingungen und mit hexagonal strukturierten,

aber teilweise in der Nähe der Front verzerrten Bereichen in der Regel nicht exakt gilt. Die

diskreten Abstände der Fronten, die auf unterschiedlich viele Zwischenoszillationen der

Orientierung zurückzuführen sind, legen den Vergleich mit der in [PGWAL05, Pes07] be-

schriebenen diskreten Familie dissipativer Solitonen nahe, die im gleichen experimentellen

System bei ähnlichen Parametern beobachtet wurde.

Auch dort werden die auftretenden Längenskalen von der Wechselwirkung der die

Solitonen begrenzenden Fronten über deren oszillierende Ausläufer definiert. Dies betrifft

sowohl den Radius einzelner Solitonen als auch die typischen Abstände mehrerer Solitonen

in Clustern und gebundenen Zuständen. In [Pes07] wird darüber hinaus das Auftreten

einer weiteren diskreten Familie von Solitonen in numerischen Simulationen beschrieben18,

bei denen im Gegensatz zu der in [PGWAL05] diskutierten Familie die Orientierung im

”
Innern“ der Solitonen nicht nur um den homogenen Zustand oszilliert, sondern auch das

Vorzeichen wechselt und weitere Fronten bildet. Diese Strukturen wurden in der zitierten

Arbeit nicht umfassend untersucht; die vorgestellten Ergebnisse zeigen jedoch bezüglich

der Frontabstände und dem Verlauf der Orientierung entlang der Frontnormalen eine

große Ähnlichkeit mit den in der vorliegenden Arbeit behandelten Labyrinthstrukturen.

Abbildung 5.16 c) zeigt zum Vergleich die Intensitätsverteilung des zu b) gehörigen

transmittierten Lichtfeldes bei einer Stellung des Linearpolarisators von Θ = 0◦. Hier wird

zum einen deutlich, dass die im Experiment beobachteten Abstände der Fronten bzw. die

augenscheinlich vorhandene Modulation der Intensität in Richtung der Frontnormalen

nicht identisch mit der tatsächlichen Periodizitätslänge der Orientierungsverteilung sind.

Vielmehr ist in der Intensitätsverteilung jeweils beim Nulldurchgang der Orientierung, also

18 Ein Exemplar dieser Familie wurde auch experimentell beobachtet.



5.3 – Numerische Simulationen und Vergleich mit dem Experiment 97

nach jeweils Λlab/2, ein Maximum zu erkennen; zum anderen wird die große Ähnlichkeit

von Ausschnitten dieser Intensitätsverteilung mit den mäandrierenden Mustern aus dem

Experiment deutlich, die die Schlussfolgerung zulässt, dass es sich bei den experimentellen

Strukturen tatsächlich um durch den Gaußschen Strahl begrenzte Ausschnitte aus solchen

ausgedehnten Labyrinthmustern handelt.

Diese Interpretation wird unterstützt durch Simulationen im Gaußschen Strahl, bei

denen Labyrinthe aus Simulationen mit ebener Welle als Anfangsbedingungen gesetzt

wurden. Die sich daraus ergebenden Strukturen gleichen qualitativ solchen, die bei Si-

mulationen im Gaußschen Strahl aus Rauschen oder über eine Modulationsinstabilität

einer geraden Front gefunden werden. Die quantifizierbaren Eigenschaften, insbesondere

die Längenskalen, stimmen ebenfalls überein.

Einfluss der Eingangspumpleistung

Eine Änderung von Parametern – außer dem Spiegelabstand d – hat erwartungsgemäß auf

die grundlegenden Längenskalen Λhex und Λlab keinen signifikanten Einfluss. Allerdings

zeigt sich bei Erhöhung der Pumprate eine abnehmende Wahrscheinlichkeit, dass die

Orientierung zwischen zwei Nulldurchgängen räumlich oszilliert. Abbildung 5.17 zeigt

das typische Szenario bei Erhöhung der Pumprate über die Schwelle zur Modulations-

instabilität (c+d) und schließlich zur Labyrinthbildung (e) hinaus.

Bei Pumpraten, bei denen sich erstmals voll entwickelte Labyrinthe ausbilden (e), wer-

den zunächst überwiegend Frontabstände bei ganzzahligen Vielfachen von Λlab/2 (s. o.)

beobachtet, die Orientierung führt dabei zwischen je zwei Fronten eine oder mehrere Oszil-

Abbildung 5.17: Frontabstände in Abhängigkeit von der Pumprate. a) P0 = 3 · 104 s−1,
b) P0 = 4,5 · 104 s−1, c) P0 = 6 · 104 s−1, d) P0 = 7,5 · 104 s−1, e) P0 = 9 · 104 s−1,
f) P0 = 10,5 · 104 s−1, g) P0 = 12 · 104 s−1, h) P0 = 13,5 · 104 s−1, i) P0 = 15 · 104 s−1,
j) P0 = 16,5·104 s−1. Grundgebiet: 8×8mm2 =̂ 256×256 Gitterpunkte. Sonstige Parameter
wie in Abbildung 5.15, Rechnungen mit pump-depletion-Korrektur.
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Abbildung 5.18: Frontabstände in Abhängigkeit von der Pumprate: Simulationen im
Gaußschen Strahl. Grundgebiet: 8 × 8mm2 =̂ 128 × 128Gitterpunkte. d = 112mm,
w0 = 2,5mm, sonstige Parameter wie in Abbildung 5.15. Rechnungen mit pump-depletion-
Korrektur. Erläuterungen im Text.

lationen um den einen der stationären Zustände aus. Mit weiter steigender Pumpleistung

wird die Anzahl der Zwischenoszillationen im Mittel immer geringer (f–i), und schließ-

lich werden fast ausschließlich Labyrinthe beobachtet, bei denen der Frontabstand bis auf

wenige Ausnahmen etwa Λlab/2 beträgt (j).

Auf die typische Zeitentwicklung der Labyrinthe hat die Pumprate ebenfalls einen

deutlichen Einfluss. Bei geringen Pumpraten (e+f) bilden die Labyrinthe nach kurzen

Transienten die in Abschnitt 5.3.2 diskutierten frozen states aus. Mit steigender Pump-

rate werden diese Transienten immer länger, und für hohe Pumpraten (typischerweise in

dem Regime, in dem keine Zwischenoszillationen mehr auftreten, z. B. i+j) bleiben die

Strukturen über etliche Millisekunden simulierter Zeit in Bewegung und zeigen ein raum-

zeitlich irreguläres Verhalten, das auch in sehr langen Simulationen nicht zum Stillstand

kommt. Es ist allerdings nicht auszuschließen, dass die anhaltende Dynamik bei hohen

Pumpraten auf numerisches Rauschen aufgrund der räumlichen und zeitlichen Diskreti-

sierung zurückzuführen ist, das bei steigender Pumprate und kleinskaligeren Strukturen

zunehmend an Einfluss gewinnt.

Bei Simulationen im Gaußschen Strahl findet man qualitativ das gleiche Verhalten:

Mit zunehmender Eingangspumprate werden die Strukturen tendenziell kleinskaliger, die

Transienten werden länger bzw. die Dynamik kommt nicht mehr zum Stillstand (Abbil-

dung 5.18). Hier ist jedoch zu berücksichtigen, dass die Pumprate radial abnimmt, so dass

für die typischen Längenskalen jeweils nur der Bereich im Strahlzentrum maßgeblich ist.

Einfluss der Modellkorrektur

Der Einfluss der Pumprate auf die typischen Frontabstände in Labyrinthen bei nicht-

verschwindendem Magnetfeld ist nicht systematisch untersucht worden, weil Labyrinthe

ohne Zwischenoszillationen, wie sie in der obigen Abbildung und im Experiment zu sehen

sind, nur in Simulationen mit pump-depletion-Korrektur beobachtet wurden. In Simula-
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tionen ohne diese Korrektur zeigt sich qualitativ der gleiche Einfluss der Pumprate auf

die sich typischerweise ergebenden Frontabstände. Allerdings treten in dem Modell ohne

Korrektur keine Labyrinthe ohne Zwischenoszillationen auf, d. h. der Frontabstand be-

trägt in diesen Simulationen jeweils mindestens ≈ Λlab . Dies betrifft sowohl Simulationen

mit periodischen Randbedingungen als auch solche mit Gaußschem Eingangsstrahl.

Bei mit dem Experiment vergleichbarem Aspektverhältnis bedeutet dies, dass in Si-

mulationen mit Gaußschem Strahl nur relativ kleine Ausschnitte aus ausgedehnten Laby-

rinthmustern auftreten, die sich im Zusammenwirken mit den Randbedingungen üblicher-

weise als die in Abbildung 5.15 f) gezeigten S-förmigen Fronten darstellen. Dies ist bei der

Interpretation der im folgenden Abschnitt gezeigten Magnetfeldkarten zu berücksichtigen.

5.3.4 Existenzbereich der Labyrinthe

Bezüglich der Magnetfeldabhängigkeit der Auswahl verschiedener Mustertypen findet sich

in numerischen Simulationen ein zur experimentellen Situation qualitativ identischer Be-

fund: Labyrinthe bzw. Finger werden bei symmetrischen Bedingungen, also bei rein trans-

versalen oder rein longitudinalen Magnetfeldern beobachtet und treten für
”
schiefe“ Ma-

gnetfelder nur auf, falls |Ωx| � |Ωz| oder |Ωz| � |Ωx| (Abbildung 5.19, zugehörige Inten-

sitätsverteilungen in Abbildung 5.21). Entlang der transversalen Magnetfeldachse nimmt

der Radius des Bereichs im Gaußschen Strahl ab, in dem Labyrinthe oder ausgedehnte

Muster existieren.

Für transversale Magnetfelder, bei denen nur in einem Teil des Strahls die Schwel-

le der subkritischen Bifurkation überschritten wird (für den gezeigten Fall etwa |Ωx| &

125 · 103 rad/s), finden sich spiral- oder targetförmige Ausläufer in der Orientierungsver-

teilung, die (raum-)zeitlich oszillieren. Diese Ausläufer sind in den aus der momentanen

Orientierung berechneten Intensitätsverteilungen (siehe Abbildung 5.21) der Simulatio-

nen im Vergleich zu den im Strahlzentrum auftretenden Intensitäten meist nur schwach

ausgeprägt. Im Experiment wurden solche Hopf-instabilen Ausläufer beim Vorhanden-

sein stationärer Muster im Strahlzentrum nicht eindeutig nachgewiesen, allerdings lässt

der Vergleich zeitlich gemittelter Intensitätsverteilungen aus den Simulationen mit ex-

perimentellen Bildern den indirekten Schluss auf das Vorhandensein solcher Ausläufer

auch im Experiment zu: Die spiralförmigen, zeitlich oszillierenden Ausläufer in der Orien-

tierungsverteilung (Abbildung 5.20 a) erscheinen bei Betrachtung der über eine Oszilla-

tionsperiode gemittelten Intensitätsverteilung einer Simulation – so wie sie sich auch auf

Videobildern im Experiment darstellen würde – als heller Ring um die stationäre Struktur

im Zentrum (Abbildung 5.20 b). Experimentelle Bilder zeigen im Übergangsbereich zur

Hopf-Instabilität ebenfalls häufig solche Ringstrukturen (Abbildung 5.20 c, vgl. auch Ab-
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Abbildung 5.19: Magnetfeldkarte von Simulationen im Gaußschen Strahl: Orientierung
(rot =negativ, grün=positiv). Parameter: d = 112mm, w0 = 1,89mm, ∆̄ = 13,
P0 = 1,25·105 s−1, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, D = 268mm2/s, N = 7,21·1019 m−3,
Grundgebiet 8× 8mm2.

Abbildung 5.20: Erscheinungsbild zeitlich oszillierender Ausläufer einer stationären Struk-
tur im Strahlzentrum: a) Orientierungsverteilung (Simulation), b) zeitlich gemittelte In-
tensitätsverteilung (Simulation), c) Experiment. Erläuterungen im Text.
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Abbildung 5.21: Magnetfeldkarte von Simulationen im Gaußschen Strahl: Intensität bei
Θ = 0◦. Parameter wie in Abbildung 5.19.

bildung 4.6), die damit als Indiz für die Existenz solcher zeitlich oszillierenden Ausläufer

gedeutet werden können.

Auch die typischerweise bei Magnetfeldern, die sowohl transversale als auch longitu-

dinale Komponenten ähnlicher Größenordnung enthalten, auftretenden Strukturen folgen

der gleichen Parameterabhängigkeit wie im Experiment. Es werden lokalisierte Muster be-

obachtet, die zu größeren transversalen Feldern in ausgedehnte Turing-Strukturen überge-

hen. Im Gegensatz zu den Messungen lassen sich anhand der Simulationen jedoch weiter-

gehende Aussagen über den jeweiligen Polarisationszustand treffen: Für positive longitudi-

nale Felder beobachtet man typischerweise hexagonale Muster bei negativer Orientierung

bzw. lokalisierte Muster mit positiver Orientierung auf negativem Untergrund. Für nega-

tive longitudinale Felder trifft dies mit umgekehrtem Vorzeichen ebenso zu. Auch hier ist

bei Erhöhung des transversalen Feldes eine Abnahme der Ausdehnung der lokalisierten
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Muster bzw. der Zahl der Konstituenten festzustellen, aus denen sich diese zusammen-

setzen. Der Grund dafür ist wiederum im Gaußschen Strahlprofil zu suchen: Der Bereich

des Pumpstrahls, in dem annähernd gleichberechtigte stationäre Polarisationszustände

existieren bzw. in dem für jeden dieser Zustände die Schwelle zur Modulationsinstabilität

überschritten wird, hängt bei konstanter Pumprate im Zentrum des Gaußschen Strahls

vom angelegten Magnetfeld ab. Da jedoch für den Fall eines schiefen Magnetfeldes mit

|Ωx| ≈ |Ωz| � 0 das Bifurkationsverhalten im Detail sehr kompliziert ist (vgl. Abbildung

5.1) und keine Labyrinthmuster oder Spiralen beobachtet werden, wird im Rahmen dieser

Arbeit nicht näher auf diesen Punkt eingegangen.

Bei der in Abbildung 5.19 dargestellten Magnetfeldkarte wurden die Simulationen

jeweils mit einer geraden, symmetrischen Front als Anfangsbedingung gestartet. Rech-

nungen, die von einer zufälligen Anfangsverteilung ausgehen, führen bezüglich der Para-

meterabhängigkeit auf ein vergleichbares Ergebnis, allerdings sind wegen der bei vielen

Parametern vorherrschenden Multistabilität verschiedener Muster die jeweiligen Existenz-

bereiche nicht ohne weiteres voneinander abzugrenzen. Um diese Existenzbereiche syste-

matisch zu untersuchen und miteinander vergleichen zu können, wurden die Simulationen

bei gleichen Parametern für jeden vorkommenden Mustertyp als Anfangsbedingung wie-

derholt. Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Abbildung 5.22 für die hexagonalen

Turing-Muster und die lokalisierten Muster schematisch dargestellt.

Hauptmerkmal aller hier gezeigten Existenzbereiche ist, dass für Parameter, in denen

ein Polarisationszustand deutlich bevorzugt wird (|Ωx| ≈ |Ωz| � 0), nur jeweils dieser

Zustand als Hintergrund auftritt. Für positive longitudinale Felder finden sich so z. B.

Abbildung 5.22: Existenzbereiche: a) hexagonale Turing-Muster, b) lokalisierte Struk-
turen / lokalisierte Muster. rot=Muster bzw. Hintergrund mit negativer Orientierung,
grün= entsprechend für positive Orientierung. Erläuterungen im Text.
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Hexagone auf dem negativen Polarisationszustand und lokalisierte positive Muster auf

negativem Hintergrund. Entlang der Achsen rein transversaler bzw. longitudinaler Felder

finden sich jeweils ausgedehnte und lokalisierte Muster auf beiden Polarisationszuständen.

Dies ist auch noch in einem Bereich mit |Ωx| � |Ωz| bzw. |Ωx| � |Ωz| der Fall, in dem

jeweils ein Polarisationszustand nur gering bevorzugt ist.

Der Bereich, in dem eine Multistabilität aller in Abbildung 5.22 untersuchten Struk-

turen zu beobachten ist, schließt den Existenzbereich der Labyrinthe vollständig ein, es

existiert kein Bereich, in dem ausschließlich Labyrinthe zu finden wären.

5.3.5 Spiralen

In dem Parameterbereich, der sich in der linearen Stabilitätsanalyse als Hopf-instabil

herausgestellt hat, finden sich auch in den numerischen Simulationen Spiralen und Tar-

getmuster. Um deren Entstehung und grundlegende Eigenschaften zu verstehen, werden

zunächst Simulationen mit homogener Eingangspumprate und periodischen Randbedin-

gungen betrachtet (numerische Approximation einer ebenen Welle als Pumpverteilung).

Für eine bessere Vergleichbarkeit mit den experimentellen Ergebnissen wird anschließend

auf Simulationen im Gaußschen Strahl eingegangen.

Ebene Welle

In Simulationen mit periodischen Randbedingungen (
”
ebene Welle“ als Pumpverteilung)

werden bei sehr kleinen Pumpraten (P0 � Psc) zunächst räumlich homogene und zeitlich

periodische Oszillationen der Orientierung beobachtet, die bei Erhöhung der Pumprate

in ausgedehnte Spiralmuster übergehen. Bei Rechnungen, die von räumlich homogenen

Anfangsbedingungen ausgehen, sind die Transienten beim Übergang zu diesen Spiralmus-

tern jedoch sehr lang. Daher wurde zur Untersuchung der Parameterabhängigkeiten eine

gerade
”
Front“19 als Startbedingung gewählt, die zwei Bereiche mit betragsmäßig gleicher

Orientierung, jedoch umgekehrtem Vorzeichen derselben, miteinander verbindet.20 Dieses

Vorgehen verkürzt die Dauer der transienten Prozesse erheblich, liefert jedoch im Lang-

zeitlimes qualitativ gleiche Ergebnisse. In Abbildung 5.23 ist das Szenario bei schrittwei-

ser Erhöhung der Pumprate dargestellt, wobei bei jeder Parameteränderung das System

zunächst wieder auf die zuvor geschilderten Anfangsbedingungen zurückgesetzt wurde.

Für die in Abbildung 5.23 gewählten Parameter oszillieren bei niedriger Pumprate

die Bereiche, die zu Beginn der Rechnung auf positive bzw. negative Orientierung gesetzt

19 Diese Bezeichnung bezieht sich nur auf die Vorgabe der Anfangsbedingung – echte Fronten können
in dem hier untersuchten Parameterbereich (unterhalb Psn) nicht exisitieren, da die Schwelle zur
Bistabilität noch nicht erreicht ist.

20 vergleichbar mit der in Abbildung 5.23 b) gezeigten Orientierungsverteilung
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Abbildung 5.23: Spiralen aus numerischen Simulationen mit ebener Welle.
a) P0 = 3 · 104 s−1, b) P0 = 5 · 104 s−1, c) P0 = 6,2 · 104 s−1, d) P0 = 6,6 · 104 s−1,
e) P0 = 7 · 104 s−1. Größe des Grundgebiets 8× 8mm2, d = 11,2 cm, Ωx = 3,5 · 105 rad/s,
∆̄ = 13, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019 m−3, D = 200mm2/s.

Abbildung 5.24: Zeitliche Entwicklung der Spiralen aus Abbildung 5.23. a) P0 = 3·104 s−1,
b) P0 = 5 · 104 s−1.

wurden, gegenphasig mit der Larmorfrequenz des transversalen Magnetfeldes. Entlang

der ursprünglich vorgegebenen Front bilden sich Defekte, an denen die Orientierung nicht

oszilliert (a); zwischen diesen Defekten oszilliert die Orientierung jedoch ebenfalls, wobei

die Phase gegenüber den restlichen Bereichen des Grundgebiets um 90◦ verschoben ist.

Die Zeitentwicklung dieses oszillatorischen Zustandes im eingeschwungenen Zustand ist in

Abbildung 5.24 a) über etwa eine volle Periode gezeigt. Bei weiterer Erhöhung der Pump-

rate sind die Defekte deutlicher als Spiralansätze mit einer lokalen Rotationssymmetrie zu

erkennen (Abbildung 5.23 b), die in der zeitlichen Entwicklung auswärts zu rotieren schei-

nen (Abbildung 5.24 b). Die lokale Oszillationsfrequenz nimmt mit steigender Pumprate

erwartungsgemäß ab.

Bei Pumpraten oberhalb von P0 ≈ 6 · 104 s−1 bildet sich eine klar dominierende

Längenskala in der räumlichen Struktur aus (Abbildung 5.23 c). Die räumliche Wellenzahl

liegt für den gewählten Spiegelabstand von d = 11,2 cm bei etwa kspiral ≈ 5 rad/mm und

ist damit nicht direkt einer Talbot-Längenskala (vgl. Abschnitt 2.4) zuzuordnen. Sie liegt

jedoch etwa mittig in dem Wellenzahlband, das nach der linearen Stabilitätsanalyse bei

diesen Parametern Hopf-instabil ist (Abbildung 5.25).
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Abbildung 5.25: Lineare Stabilitätsanalyse zu den Spiralen aus Abbildung 5.23. Grau
schraffiert: Hopf-Instabilität; grün gestrichelt: Schwelle zur Bistabilität Psn .

Die charakteristische Längenskala der Spiralen ändert sich bei weiterer Erhöhung der

Pumprate nicht wesentlich, allerdings nimmt auf einem Grundgebiet gleichbleibender

Größe die Zahl der Spiralzentren ab und die Ausdehnung der ein einzelnes Zentrum um-

gebenden spiralförmigen Bereichs wächst. Man erkennt in Abbildung 5.23 d) noch einen

deutlichen Einfluss der periodischen Randbedingungen auf die Symmetrie der Anordnung

der einzelnen Spiralen auf dem Grundgebiet. Diese Symmetrie wird schließlich bei einer

Pumprate von P0 ≈ 7·104 s−1 (Abbildung 5.23 e) gebrochen und es werden Spiralen unter-

schiedlicher Ausdehnung und mit verschiedenen Abständen gleichzeitig beobachtet. Auch

treten die Spiralzentren nicht mehr wie bei geringerer Pumprate notwendigerweise paar-

weise mit gegenläufiger Helizität auf, sondern es ergibt sich eine komplexe Struktur, die

keine Fernordnung (bis auf die Periodizität des gesamten Grundgebiets) mehr aufweist.

Die einzelnen Spiralzentren sind parameterunabhängig stets einarmig, höhere Armzahlen

oder Targetmuster (Armzahl = 0) wurden nicht gefunden.

Solche ausgedehnten Spiralmuster werden typischerweise in strukturbildenden Reak-

tions-Diffusions-Systemen beobachtet, und wurden auch für optischen Systeme theoretisch

vorhergesagt [LBS00, LBRTT05], wobei für diese Art räumlich ausgedehnter Spiralen die

Notwendigkeit formuliert wurde, dass das Band der instabilen Wellenzahlen bis k = 0

reicht. Für Hopf-Instabilitäten, bei denen nur ein Band endlicher Wellenzahlen mit k 6= 0

instabil wird, enstehen in Abwesenheit weiterer äußerer Einflüsse (wie z. B. einen von

außen eingeprägten Phasengradienten [HLA06, Hun06]) driftende Streifenmuster [LBS00]

oder sogenannte
”
winking hexagons“ [LAL97, HLA06].



106 Theoretische Analyse und Interpretation der Ergebnisse

Für noch höhere Pumpraten werden keine oszillierenden Muster mehr beobachtet, son-

dern die zu Beginn der Rechnung vorgegebene Front bleibt stabil. Dies ist darauf zurück-

zuführen, dass in diesem Parameterbereich das System bereits bistabil ist

(Psn = 6,35·104 s−1, vgl. Abbildung 5.25) und die Anfangsbedingungen eine ähnliche Am-

plitude besitzen wie die Lösungen ws. Aber auch für Simulationen aus Rauschen heraus

werden für Pumpraten etwas oberhalb der Schwelle zur Bistabilität keine Spiralen mehr

beobachtet, sondern die Orientierung nimmt entweder auf dem gesamten Grundgebiet den

Zustand ±ws an, oder es bilden sich spontan Fronten zwischen Domänen unterschiedli-

cher Orientierung. Bei welcher Pumprate genau der Übergang von Spiralen zu stabilen

Fronten stattfindet, hängt geringfügig von den Anfangsbedingungen ab, der Übergang

vollzieht sich jedoch stets für Pumpraten mit Psn < P0 � Psc, also leicht oberhalb der

Schwelle zur Bistabilität.

Dass bei einer Koexistenz der Hopf-Instabilität mit zwei stationären Zuständen be-

vorzugt letztere angenommen werden, kann mit einem
”
trapping“ der Oszillation erklärt

werden. Betrachtet man das System lokal, also ohne Berücksichtigung der transversalen

Ausdehnung, liegt die Amplitude der Hopf-Oszillation in der selben Größenordnung wie

die Orientierung der homogenen, stationären Lösung, d. h. die Trajektorie des Systems im

Phasenraum schneidet den Einzugsbereich der stationären Fixpunkte. Ein solches Verhal-

ten wird auch in ähnlichen Systemen mit einer Koexistenz von zeitlich oszillierenden und

stationären Lösungen beobachtet, z. B. in [MDLM86].

Gaußscher Strahl

In Abbildung 5.26 sind einige Beispiele für Spiralmuster aus Simulationen mit gaußschem

Eingangsprofil bei unterschiedlichen Parametern gezeigt. In diesem Fall wurde nur die

Pumprate variiert (von a) nach d) ansteigend), eine Änderung anderer Parameter führt

aber nicht zu qualitativ anderen Strukturen als den hier exemplarisch gezeigten, und

auch die Abfolge des Szenarios in Bezug auf die Pumprate ist immer identisch. Es ist

jeweils ein Bildauschnitt von 8 × 8mm2 dargestellt, der Strahlradius beträgt 2mm. Die

obere Reihe (a–d) zeigt die Orientierungsverteilung, die untere Reihe (e–h) die daraus

resultierende Intensitätsverteilung, die sich bei einer Stellung des Linearpolarisators von

Θ = 60◦ ergeben würde.

Man erkennt in Abbildung 5.26 a) einen geschlossenen Ring im Zentrum der Orientie-

rungsverteilung, der von spiralförmigen Ausläufern umgeben ist. Berücksichtigt man, dass

im Außenbereich nicht nur die Modulationsamplitude der Orientierung abnimmt, sondern

auch die Intensität des einfallenden Strahls geringer ist, so zeigt sich in der berechneten

Intensitätsverteilung eine große Ähnlichkeit zu den im Experiment beobachteten Target-



5.3 – Numerische Simulationen und Vergleich mit dem Experiment 107

Abbildung 5.26: Beispiele von Spiralmustern aus numerischen Simulationen im Gaußschen
Strahl. Obere Reihe: Orientierungsverteilung (grün = positiv, rot = negativ), untere
Reihe: transmittierte Intensität, Linearpolarisator bei Θ = 60◦. Transversales Magnet-
feld: Ωx = 3,5·105 rad/s, Pumpraten: a)+e) P0 = 1,8·104 s−1, b)+f) P0 = 4,6·104 s−1,
c)+g) P0 = 4,6·104 s−1, d)+h) P0 = 7,4·104 s−1. Sonstige Parameter: Strahlradius
w0 = 2 mm, d = 112mm, ∆̄ = 13, γ = 1,5 s−1, Γ2 = 9,72·109 s−1, N = 7,21·1019 m−3,
D = 200mm2/s.

mustern, da die spiralförmigen Ausläufer in der transmittierten Intensität kaum erkennbar

sind.

Bei niedrigeren Magnetfeldern finden sich in den Simulationen mit gaußscher Pump-

verteilung auch Strukturen, die den experimentell beobachteten Targetmustern noch ähn-

licher sind (Abbildung 5.27). Dort ist im Zentrum die Intensitätsverteilung klar als ringför-

mig zu erkennen, allerdings befinden sich im äußeren Bereich des Strahls in der Orientie-

rungsverteilung erkennbare Verzweigungen, die abermals spiralförmige Ausläufer erahnen

lassen. Da Targetmuster in den Simulationen mit ebener Welle nicht auftreten und auch im

Gaußschen Strahl nur in Verbindung mit Verzweigungen zu Spiral-Ausläufern beobachtet

Abbildung 5.27:
”
Targetmuster“ aus numerischen Simulationen im Gaußschen Strahl.

a) Orientierungsverteilung (grün = positiv, rot = negativ), b) transmittierte Intensität,
Linearpolarisator bei Θ = 60◦. Transversales Magnetfeld: Ωx = 1,5·105 rad/s, Pumprate:
P0 = 1,9·104 s−1. Sonstige Parameter wie in Abbildung 5.26.
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werden, ist davon auszugehen, dass die im Experiment gefundenen Targetmuster durch

die Inhomogenität des Strahlprofils in Verbindung mit einer räumlichen Synchronisation,

auf die weiter unten näher eingegangen wird, hervorgerufen werden.

Die Beispiele 5.26 b) und c) sind bei identischen Parametern aufgenommen und zei-

gen unterschiedliche Chiralität im Zentrum, wobei sich die Spiralstruktur in c) bis nach

außen fortsetzt, während sich in b) außen ein geschlossener Ring – vergleichbar mit der

Situation in a) – anschließt. Der Übergang von der Spirale zum Ring vollzieht sich in a)

und b) jeweils durch eine Verzweigung, in deren Umgebung die Modulationsamplitude

der Orientierung im Vergleich zur restlichen Struktur abnimmt. Die Häufigkeit solcher

auch in [Hun06] beschriebenen Defektstrukturen nimmt mit ansteigender Pumprate zu,

so dass sich bei höheren Pumpraten fast ausschließlich solche Strukturen finden wie in

Abbildung 5.26 gezeigt. Dort ist im Einzelbild eine spiralförmige Strukturierung – wenn

überhaupt – nur noch lokal erkennbar, und die durchschnittliche Modulationsamplitude

ist wegen der großen Anzahl von Verzweigungen geringer als in ungestörten Spiralen. Un-

ter Einbeziehung der zeitlichen Entwicklung (s. u.) sind diese Strukturen aber eindeutig

als Spiralen mit Defekten zu identifizieren und damit klar von den in Abschnitten 4.2 und

5.3.3 beschriebenen Labyrinthmustern abzugrenzen.

Der räumliche Abstand benachbarter Spiralarme nimmt mit steigender Pumprate ab,

allerdings wurden Spiralen mit mehreren Armen, wie sie in anderen Systemen (z. B.

[BBAC91, Res05, HLA06]) beobachtet wurden, nicht gefunden. Einschränkend ist aber

anzumerken, dass eine genaue Zuordnung der Armzahl bei höheren Pumpraten wegen der

zahlreich auftretenden Defekte nicht möglich ist. Bei weiterer Erhöhung der Pumprate

sind im Zentrum des Strahls bereits lokal stationäre Zustände anzutreffen, die von (meist

verzweigten) Spiralstrukturen umgeben sind.

Alle beobachteten Spiralstrukturen zeigen wie im Experiment (vgl. Abschnitt 4.3.2)

eine nach innen gerichtete radiale Bewegung, während in Simulationen mit ebener Welle

die radiale Bewegung stets auswärts gerichtet ist (s. o.). Dieses Verhalten wurde für ein

ähnliches System in [Hun06] ebenfalls beschrieben und ausgiebig untersucht. Als Ursache

für die nach innen gerichtete Bewegung wurde dort der radiale Phasengradient durch die

Selbstfokussierung des Laserstrahls im nichtlinearen Medium identifiziert [HLA06].

Zur Untersuchung des Einflusses des inhomogenen Strahlprofils auf die raumzeitliche

Entwicklung wurde in Simulationen zunächst eine symmetrische Orientierungsverteilung

mit kleiner Amplitude21 vorgegeben, und die Relaxation auf einen raumzeitlich periodisch

oszillierenden Zustand abgewartet. Die Vorgabe der Orientierungsverteilung dient wieder-

um lediglich zu einer Verkürzung des transienten Verhaltens gegenüber Simulationen mit

21

”Front“, vergleichbar mit der Anfangsbedingung bei Simulationen mit ebener Welle im vorigen Ab-
schnitt.



5.3 – Numerische Simulationen und Vergleich mit dem Experiment 109

Abbildung 5.28: Raumzeitliche Entwicklung von Spiralen und Targetmustern in nume-
rischen Simulationen bei Variation der Eingangspumprate. Zeitschritt pro Bild: 0,91µs.
Ωx = 3,5·105 rad/s, Ωz = 0 rad/s. Sonstige Parameter wie in Abbildung 5.26. Erläuterun-
gen im Text.
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einer Zufallsverteilung der Orientierung, bei denen sich jedoch nach längeren Transien-

ten gleichartige Zustände einstellen. Nach der Relaxation wurden Bilder der zeitlichen

Entwicklung mit hoher zeitlicher Auflösung gespeichert und analog zum Vorgehen bei

der Analyse der experimentellen Bilder in Abschnitt 4.3.2 ausgewertet, indem vertikale

Schnitte durch das Strahlzentrum gegen die Zeit aufgetragen wurden (Abbildung 5.28,

mittlere Spalte). In der linken Spalte sind jeweils die zweidimensionalen Verteilungen am

Beginn der dargestellten zeitlichen Entwicklung gezeigt.

Die Beispiele verdeutlichen, dass die lokale Oszillationsfrequenz über das gaußförmige

Strahlprofil zwar von der lokalen Pumprate abhängen (vgl. Markierungen in Abbildung

5.28 c), die räumliche Kopplung durch Diffusion und Beugung aber offenbar für eine Syn-

chronisation der Oszillation innerhalb einer gewissen Umgebung sorgt. Dadurch oszillieren

größere Strahlbereiche mit derselben Frequenz und Phase, solange die generischen loka-

len Frequenzen in dieser Umgebung nicht zu stark variieren. Bei größeren Abweichungen

treten die schon genannten Defekte auf, die auch in der raumzeitlichen Entwicklung klar

zu erkennen sind.

Die jeweils höchste Frequenz tritt am äußeren Rand des Strahls auf und entspricht un-

gefähr der Larmorfrequenz des angelegten Magnetfeldes (hier 3,5·105 rad/s). Zum Strahl-

zentrum hin wird die Oszillationsfrequenz geringer, wie es wegen der radial ansteigenden

Pumprate auch aus der linearen Stabilitätsanalyse zu erwarten ist.

In Abbildung 5.28 d ist die Pumprate im Strahlzentrum bereits so hoch, dass ein fast

homogener, kreisförmiger Bereich mit positiver Orientierung nicht mehr oszilliert, sondern

nur im Übergangsbereich zu den spiralförmigen Ausläufern von der Oszillation beeinflusst

wird. Dieses Verhalten tritt dann auf, wenn ein hinreichend großer Bereich im Zentrum

des Strahls die kritische Pumprate für die Existenz stabiler Polarisationszustände mit

w 6= 0 überschreitet (P0 > Psn).



Kapitel 6

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein nichtlineares, optisches System mit einer sym-

metriebrechenden Polarisationsinstabilität im Hinblick auf die Entstehung transversa-

ler Labyrinthstrukturen untersucht und der experimentelle Nachweis erbracht, dass sol-

che Strukturen auch in der Einspiegelanordnung mit Natriumdampf beobachtet werden

können. Die Eigenschaften dieser Strukturen und grundlegende Mechanismen ihrer Ent-

stehung wurden anhand von Experimenten, numerischen Simulationen und einer semi-

analytischen Behandlung der Modellgleichungen charakterisiert.

Das verwendete System, die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf als nichtlinearem

Medium und λ/8-Plättchen in der Rückkopplung, zeigt bei Erhöhung der Eingangsleistung

– dem wesentlichen Kontrollparameter des Experiments – eine Pitchfork-Bifurkation zu

zwei gleichberechtigten Polarisationszuständen, die sich jeweils von der Eingangspolarisa-

tion unterscheiden. Die Einführung eines statischen transversalen Magnetfeldes, welches

das nichtlineare Medium durchsetzt, erhöht die Schwelle zu dieser Polarisationsinstabi-

lität signifikant, und es wird in Anwesenheit des transversalen Magnetfeldes ein sub-

kritisches Bifurkationsverhalten beobachtet. Im transversal ausgedehnten System existiert

oberhalb der Schwelle zur Bistabilität eine sekundäre Bifurkation zu hexagonal struktu-

rierten Zuständen, bei denen die Polarisation räumlich periodisch um einen der Äste der

Pitchfork-Bifurkation moduliert ist und deren räumliche Längenskala über den Talbot-

Effekt durch den Abstand des Rückkoppelspiegels vom nichtlinearen Medium festgelegt

ist [GWKL+00].

Oberhalb der Schwelle zur Bistabilität entstehen Fronten, die die beiden stabilen Pola-

risationszustände bzw. zwei hexagonal strukturierte Bereiche des Strahls miteinander ver-

binden. In numerischen Simulationen konnte gezeigt werden, dass diese Fronten bei relativ

geringen Pumpleistungen ein
”
elastisches“ Verhalten zeigen, sich kreisförmige Domänen

also zusammenziehen und transversal modulierte Fronten zunehmend begradigt werden.

Im Einklang mit früheren Untersuchungen am gleichen System [Pes07] kann dieser Mecha-
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nismus mit einer krümmungsgetriebenen Frontdynamik erklärt werden, bei der die Nor-

malengeschwindigkeit der Front umgekehrt proportional zum lokalen Krümmungsradius

der Front ist.

Bei Erhöhung der Pumpleistung wird diese Dynamik zunächst langsamer, und ober-

halb der Schwelle zur hexagonalen Musterbildung kehrt sich die Richtung der Front-

bewegung schließlich um: runde Domänen expandieren, und kleine transversale Modu-

lationen gerader Fronten wachsen an. Durch die Wechselwirkung dieser Frontdynamik

mit den Randbedingungen oder weiteren, in der Nähe befindlichen Fronten entstehen

schließlich Labyrinthmuster, die zwar eine ausgeprägte Nahordnung mit einer charakteris-

tischen Längenskala, jedoch keine Fernordnung und keine räumliche Symmetrie besitzen.

Es konnte gezeigt werden, dass es sich bei den im Experiment beobachteten Struktu-

ren um durch den Gaußschen Strahl begrenzte Ausschnitte aus ausgedehnten Labyrinth-

strukturen handelt. Der Mechanismus der Entstehung dieser Strukturen lässt sich auch

als
”
antielastisches“ Verhalten der Fronten deuten, welches auch in einer Reihe von Ar-

beiten zu anderen physikalischen Systemen, in denen Labyrinthe beobachtet wurden, als

Erklärung für deren Ausbildung aus ursprünglich geraden Fronten herangezogen wird

[RZS83, BW89, LGJ92, SW92c, ATV99].

Der Übergang von kontrahierenden zu expandierenden Fronten bei Erhöhung der Ein-

gangspumprate vollzieht sich in Abwesenheit eines transversalen Magnetfeldes weitgehend

”
stetig“, jedoch wird die Dynamik der Fronten oberhalb der Schwelle zur Musterbildung

durch eine Wechselwirkung oszillatorischer Frontausläufer mit dem hexagonal strukturier-

ten Untergrund stark beeinflusst, so dass in einem breiten Parameterbereich eine anfäng-

liche Expansion der Front zum Stillstand kommt (
”
locking“), bevor sich Labyrinthmus-

ter ausbilden können. Wird jedoch ein transversales Magnetfeld angelegt, so kommt es

bei Erhöhung der Pumprate über die Schwelle zur hexagonalen Musterbildung zu einer

sprunghaften Änderung der Frontdynamik von einer Kontraktion hin zu einer Expansion.

Die Schwellen zur Bistabilität und zur Musterbildung verschieben sich mit Erhöhung

des transversalen Feldes zu höheren Pumpraten, die Breite des
”
locking“-Bereichs nimmt

jedoch ab. Insgesamt ergibt sich so eine minimale Schwelle für die Entstehung von Laby-

rinthen, die bei mittleren transversalen Magnetfeldern liegt.

Die voll ausgebildeten Labyrinthe stellen sich nach Abklingen einer transienten Dy-

namik als
”
frozen states“ mit nur noch geringfügigen Änderungen auf vergleichsweise

langen Zeitskalen dar. Dies ist wiederum auf die Wechselwirkung benachbarter Fronten

über ihre oszillatorischen Ausläufer zurückzuführen, die die anfängliche Dynamik bei ei-

ner Ausbreitung der Struktur über das gesamte Grundgebiet schließlich stoppt. Die so

entstandenen Labyrinthe können eine Vielzahl sehr verschiedener Gestalten annehmen,

zwischen denen eine langsame, rauschinduzierte Dynamik stattfindet. Die verschiedenen
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Labyrinthzustände verhalten sich dabei in einer groben Verallgemeinerung ähnlich wie

viele, dicht beieinanderliegende metastabile Zustände in einem Potentialsystem.

Bei Betrachtung der charakteristischen Längenskala der Labyrinthe stellt sich heraus,

dass diese zwar ebenfalls über den Spiegelabstand festgelegt wird, jedoch nicht identisch

mit der für die hexagonalen Strukturen typischen Längenskala ist. Vielmehr zeigt ein Ver-

gleich mit der Analyse der linearisierten Bewegungsgleichungen, dass die charakteristische

transversale Wellenzahl der Labyrinthe mit einer Modulationsinstabilität des instabilen

Astes der Pitchfork-Bifurkation verknüpft ist. Zusammen mit der Wechselwirkung der

oszillatorischen Frontausläufer, deren räumliche Periodizität der der Hexagone gleich-

kommt, ergeben sich insgesamt typische Frontabstände, die der halben fundamentalen

Periodizitätslänge der Labyrinthe plus einem ganzzahligen Vielfachen der hexagonalen

Längenskala entsprechen. Welche Frontabstände im Rahmen dieser Bedingung konkret

entstehen, hängt vor allem von der Eingangspumprate ab: Knapp oberhalb der Schwelle

zur Bildung der Labyrinthe beobachtet man zwischen je zwei Fronten typischerweise einige

räumliche Oszillationen um den homogenen Zustand; bei steigender Pumprate nimmt die

mittlere Zahl dieser Zwischenoszillationen jedoch ab und die Labyrinthstrukturen werden

kleinskaliger.

Eine Untersuchung des Existenzbereichs der Labyrinthe im Hinblick auf die Magnet-

feldabhängigkeit hat ergeben, dass diese Strukturen nur für rein transversale oder rein

longitudinale Magnetfelder entstehen, wobei die Schwelle zur Labyrinthbildung für trans-

versale Felder in der Größenordnung einiger µT am geringsten ist. Für Magnetfelder,

die sowohl longitudinale als auch transversale Komponenten enthalten, ist die Pitchfork-

Bifurkation gestört und ein Polarisationszustand wird bevorzugt. Schon bei einer geringen

Störung dieser Art werden keine Labyrinthe mehr beobachtet.

Unterhalb der Schwelle zur Bistabilität und in Anwesenheit eines transversalen Ma-

gnetfeldes konnten auch (raum-)zeitlich oszillierende Zustände experimentell belegt und

anhand theoretischer Überlegungen als Folge einer Hopf-Instabilität identifiziert werden.

Ist ein hinreichend großer Bereich des Gaußschen Strahls Hopf-instabil, so beobachtet

man einarmige Spiralen und Targetmuster, die eine zum Strahlzentrum gerichtete radiale

Bewegung aufweisen. Dieser Befund ist insofern bemerkenswert, als Labyrinthe und Spi-

ralen in anderen Systemen durchaus häufiger nebeneinander vorkommen. Die Existenz

der Spiralen wird jedoch in diesen Systemen nicht – wie hier gezeigt – auf eine Hopf-

Instabilität, sondern auf einen Übergang von stationären Ising-Fronten zu Blochfronten

mit einer intrinsischen Bewegung zurückgeführt [LMOS93, HM94, LS95, PCT97, Rot98,

BHMT00, MHML06].

Die radial nach innen gerichtete Bewegung ist – ähnlich wie in [HLA06, Hun06] –

auf einen Einfluss des Gaußschen Strahlprofils zurückzuführen, welches die Richtung der
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radialen Bewegung über einen Phasengradienten vorgibt. In Simulationen mit homogenem

Eingangslichtfeld entstehen räumlich ausgedehnte Spiralmuster, wie sie aus Reaktions-

Diffusionssystemen bekannt sind, und bei denen die radiale Bewegung der Spiralarme

vom Organisationszentrum nach außen gerichtet ist. Die Existenz solcher Muster lässt

sich damit erklären, dass das Band der Hopf-instabilen Wellenzahlen bis zur Wellenzahl

k = 0 reicht.

Die zeitliche Oszillationsfrequenz der Hopf-Instabilität hängt neben anderen Parame-

tern von der Pumprate ab, so dass im Gaußschen Strahl die intrinsische, lokale Frequenz

variiert. Dies führt bei den Spiralen zum Auftreten von Defekten, die zwischen Strahlbe-

reichen mit unterschiedlicher Oszillationsfrequenz vermitteln. Innerhalb dieser Bereiche

findet eine räumliche Synchronisation der Oszillation statt, die auch das Auftreten der

Targetmuster im Gaußschen Strahl erklärt, welche in Simulationen mit ebener Welle nicht

auftreten.

Spiralartige Strukturen entstehen auch als Ausläufer um ansonsten stationäre Struktu-

ren wie Labyrinthe, Fronten, hexagonal strukturierte oder homogene Bereiche im Strahl-

zentrum. Dies ist dann der Fall, wenn die über den Strahlradius variierende Pumprate

sowohl (am Rand des Strahls) den Hopf-instabilen Bereich in einem hinreichend großen

Strahlbereich umfasst, als auch (im Strahlzentrum) die Schwelle zur Bistabilität oder

weiterer Instabilitäten überschreitet.

Die Beobachtung von Labyrinthmustern in der Einspiegelanordnung eröffnet den Weg

zu weiteren Untersuchungen der Mechanismen, die zur Entstehung dieser Strukturen

führen. Zwar ist das experimentelle System in seiner hier dargestellten Form wegen des

ungünstigen Aspektverhältnisses hierfür nur bedingt geeignet, jedoch scheint die Ein-

spiegelanordnung mit einer symmetriebrechenden Polarisationsinstabilität ein vielverspre-

chender Kandidat für weitere Experimente zu sein.

Die Einspiegelanordnung mit Natriumdampf hat sich mit dem experimentellen Nach-

weis von Labyrinthen zum wiederholten Male als äußerst flexibles Modellsystem der Struk-

turbildung in der nichtlinearen Optik herausgestellt. Mit Turing-Mustern wie Hexagonen,

Streifen und Quadraten [AL94, Ack96, LA98, LAA+99], Quasimustern und Übergittern

[Aum99, GW02], disspativen Solitonen [Sch01, Pes07], sowie Spiralen [Hun06] und nun

auch Labyrinthen wurden in diesem System eine Vielzahl typischer zweidimensionaler,

selbstorganisierter Strukturen gefunden, die in der theoretischen Literatur diskutiert wer-

den und die als universelle Phänomene gelten. All diese Strukturen lassen sich mit einem

einheitlichen, mikroskopischen Modell beschreiben, wie numerische Simulationen belegen,

die in guter Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen stehen. Da dieses kon-

zeptionell einfache Modell grundsätzlich auch einer analytischen Behandlung offensteht,

wären weiterführende theoretische Arbeiten auf diesem Gebiet sehr zu begrüßen.



Anhang A

Details zur linearen

Stabilitätsanalyse

Wie in Abschnitt 5.2 bereits erläutert, führt die allgemeine Herleitung der Berechnung

der komplexen Wachstumsexponenten η auf ein Eigenwertproblem zu einer generalisierten

Jacobimatrix:

ηδ ~m = J̃ (k)δ ~m. (A.1)

Für das in den Gleichungen (5.3) modellierte System ist dabei die erweiterte Jacobimatrix

unter den Randbedingungen Ωz = 0, Φ = 0 gegeben durch

J̃ (k) =

 −Dk2 − P0 − γ − Ξ e−2Lα0P0R∆̄ sin(2Lwhα0∆̄) j31

−e−2Lα0P0R∆̄ sin(2Lwhα0∆̄) −Dk2 − P0 − γ − Ξ j32

0 Ωx j33

 (A.2)

mit

Ξ = e−2Lα0P0R cosh(2Lwhα0)

j31 = LP0Rα0

(
2e−2Lα0vh∆̄ cos(2Lwhα0∆̄)

[
∆̄ cos(dk2

k0
) + sin(dk2

k0
)
]

+ e−2L(1+wh)α0(−1 + e4Lwhα0)uh

[
− cos(dk2

k0
) + ∆̄ sin(dk2

k0
)
])

j32 = −Ωx − 2e−2Lα0LP0Ruhα0∆̄ cos(2Lwhα0∆̄)
[
∆̄ cos(dk2

k0
) + sin(dk2

k0
)
]

+ e−2L(1+wh)α0(−1 + e4Lwhα0)LP0Rvhα0

[
− cos(dk2

k0
) + ∆̄ sin(dk2

k0
)
]

j33 = −dk2 − P0 − γ − e−2Lα0P0R cosh(2Lwhα0)

+ 2e−2Lα0LP0Rα0 cos(2Lwhα0∆̄)
[
∆̄ cos(dk2

k0
) + sin(dk2

k0
)
]

+ e−2L(1+wh)α0(−1 + e4Lwhα0)LP0Rwhα0

[
− cos(dk2

k0
) + ∆̄ sin(dk2

k0
)
]
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Lösungen dieses Eigenwertproblems sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(J̃ − η1̂). Weil J̃ eine rein reelle 3× 3-Matrix ist, findet man entweder drei relle, oder

einen reellen und zwei komplex konjugierte Eigenwerte:

η1 =
1

6

(
−22/3F 1/3 + 24/3G

F 1/3 + 2(B + Ewh + 3γs)
)

(A.3)

η2 = η∗3 =
1

12

(
22/3(1− i

√
3)F 1/3 − i24/3(−i+

√
3)G

F 1/3 + 4(B + Ewh + 3γs)
)

(A.4)

mit den abkürzenden Substitutionen1

F = −18A2B − 18A2Ewh − 6B2Ewh − 6BD2w2
h − 2E3w3

h + 27ACΩx + 9DwhΩ
2
x

− 2B3 − 9BEvhΩx − 9E2vhwhΩx + 9B2uh∆̄Ωx + 9BEuhwh∆̄Ωx + 9BΩ2
x

+
[
− 4(−3A2 + B2 + 2BDwh + D2w2

h + 3EvhΩx − 3Buh∆̄Ωx − 3Ω2
x)

3

+
(
18A2(B + Ewh)− 27ACΩx + (B + Ewh)

· (2B2 + 4BEwh + 2E2w2
h + 9EvhΩx − 9Buh∆̄Ωx − 9Ω2

x)
)2]1/2

G = 3A2 −B2 − 2BEwh − E2w2
h − 3EvhΩx + 3Buh∆̄Ωx + 3Ωx

2

und

γs = −Dk2 − P0 − γ − e−2Lα0P0R cosh(2Lwhα0)

A = e−2Lα0P0R∆̄ sin(2Lwhα0∆̄)

B = 2e−2Lα0LP0Rα0 cos(2Lwhα0∆̄)
[
∆̄ cos(dk2

k0
) + sin(dk2

k0
)
]

C = LP0Rα0

(
2e−2Lα0vh∆̄ cos(2Lwhα0∆̄)

[
∆̄ cos(dk2

k0
) + sin(dk2

k0
)
]

+ e−2L(1+wh)α0(− 1 + e4Lwhα0)uh

[
− cos(dk2

k0
) + ∆̄ sin(dk2

k0
)
])

E = e−2L(1+wh)α0(−1 + e4Lwhα0)LP0Rα0

[
− cos(dk2

k0
) + ∆̄ sin(dk2

k0
)
]
,

wobei (uh, vh, wh)
T die zuvor numerisch bestimmte homogene Lösung ist.

1 B und E sind hier nicht zu verwechseln mit dem Magnetfeld ~B und den Amplituden E± der elektri-
schen Felder aus Kapitel 5. Die Symbole dienen hier nur als der Übersichtlichkeit halber eingeführte
Substitutionen ohne physikalische Bedeutung.



Anhang B

Details zur Durchführung und

Auswertung der numerischen

Simulationen

B.1 Kurzdarstellung des Algorithmus

Der verwendete Algorithmus zur numerischen Simulation des vollständigen nichtlinearen

Systems wurde in wesentlichen Teilen so übernommen, wie er in vorangegangenen Unter-

suchungen der Arbeitsgruppe an ähnlich aufgebauten Experimenten bereits erfolgreich

angewendet wurde. Details zu spezifischen Problemen der numerischen Umsetzung, die

hier nicht näher behandelt werden, sowie weiterführende Verweise finden sich z. B. in

[Aum99, Sch01, GW02].

Kernpunkt des Algorithmus ist die numerische Integration der Gleichungen (5.3) im

Ortsraum, die mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung [PFTV92] realisiert wur-

de. Die Berechnung der Diffusion und der linearen Propagation erfolgt mit spektralen

Verfahren im Fourierraum. Der mehrfache Wechsel zwischen diesen Räumen pro Itera-

tionsschritt bringt es mit sich, dass die dadurch zahlreich auftretenden zweidimensionalen

Fouriertransformationen den wesentlichen Anteil der Rechenzeit ausmachen. Da in dieser

Arbeit große Bereiche des Parameterraums numerisch untersucht werden und die zum

Teil sehr langsam ablaufenden transienten Prozesse eine hohe Anzahl von Iterationen er-

fordern, wurde im Vorfeld der Rechenzeitoptimierung besonderes Augenmerk gewidmet.

So werden etwa die transversalen Komponenten des Blochvektors u und v als Real- und

Imaginärteil einer komplexen Größe gemeinsam behandelt, was den numerischen Aufwand

der Fouriertransformationen insgesamt um etwa 30% gegenüber der getrennten Behand-

lung reduziert. Dieses Vorgehen ist physikalisch gerechtfertigt, da u und v sich im Rahmen

der Herleitung des mikroskopischen Modells ohnehin als Real- und Imaginärteil derselben
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physikalischen Größe – namentlich der Besetzungskohärenz der Zeeman-Unterniveaus des

Grundzustandes (ρ12) in der Dichtematrixformulierung [MDLM86] – präsentieren. Zudem

beeinflussen sich Real- und Imaginärteil bei den im Fourierraum stattfindenden Rechnun-

gen nicht, weil lediglich reelle, lineare Operatoren zum Einsatz kommen.

B.2 Erzeugung der Anfangsbedingungen

Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten numerischen Simulationen kamen ver-

schiedene Methoden zur Vorgabe von Anfangsbedingungen zum Einsatz, deren Bezeich-

nungen hier definiert und deren Eigenschaften näher erläutert werden sollen.

� Simulationen aus Rauschen:

Diese Methode entspricht Anschaltexperimenten, bei denen zunächst die gewünsch-

ten Parameter präpariert werden, dann der Eingangsstrahl für eine hinreichend

große Zeit (mehrere Sekunden) geblockt und anschließend wieder freigegeben wird.

Hierbei wird zunächst auf dem gesamten Grundgebiet die Magnetisierung auf u =

v = w = 0 gesetzt. Zu Beginn der Simulation wird dann für eine wählbare Zahl von

Iterationen nIt die Orientierung w indirekt verrauscht. Eine direkte Addition oder

Multiplikation eines Rauschfeldes könnte zu physikalisch unsinnigen Werten für die

Magnetisierung führen (|~m| > 1), bei denen zusätzlich die Gefahr der numerischen

Divergenz bestünde. Daher wird ein Rauschfeld Z(x, y) ∈ [−1, +1] aus gleichverteil-

ten Zufallszahlen erzeugt, das auf die rückgekoppelten Pumpraten wirkt:

PR
± → PR

± · (1∓ a · Z) (B.1)

Das Rauschfeld Z wird dabei jeweils nach wenigen Iterationen neu erzeugt und

zeitlich und räumlich tiefpassgefiltert. Die relative Amplitude a liegt zu Beginn der

Simulationen typischerweise in der Größenordnung 1% und wird dann über die Dau-

er nIt linear auf einen sehr kleinen Wert (üblicherweise ≈ 10−8) heruntergefahren.

Auf diese Weise wirkt das Rauschfeld für w ≈ 0 in erster Näherung proportional

auf die Orientierung, die Sättigung verhindert jedoch ein Verlassen des zulässi-

gen Wertebereichs. Das Rauschen wirkt dabei auch im Falle w = 0 (kein rein

multiplikatives Rauschen), weil auf die Orientierung die Differenz der Pumpra-

ten wirkt (PD = P+ − P−). Die Summe der Pumpraten des reflektierten Feldes

PR
S = PR

+ + PR
− . P0 entspricht jedoch stets annähernd der Eingangspumprate,

d. h. auch für w = 0 verschwinden die einzelnen Pumpraten P± nicht.
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Um in Simulationen mit verschiedenen Parametern immer gleichartige Anfangsbedingun-

gen (z. B. eine Domäne mit stets gleichem Radius) erzeugen zu können, wurden zwei

verschiedene Methoden verwendet, die am Beispiel einer runden Domäne positiver Orien-

tierung mit Radius r erläutert werden sollen:

� Vorgabe einer Orientierungsverteilung:

Hierbei wurde eine Orientierungsverteilung vorgegeben, die im Innern der Domäne

der positiven homogenen Lösung und außerhalb der Domäne der negativen homo-

genen Lösung entsprach.

w(x, y) =

{
+wh (x2 + y2) < r2

−wh (x2 + y2) > r2
(B.2)

Die Vorteile dieser Methode sind, dass sich zu Beginn der Simulation noch keine

Muster ausgebildet haben, und dass während der Simulation auf dem gesamten

Grundgebiet symmetrische Bedingungen herrschen. Ein wichtiger Nachteil dieser

Methode ist, dass die Form der Front sich erst in den ersten Iterationsschritten aus-

bildet, da sich diese nicht analytisch berechnen lässt. Die Frontdynamik am Beginn

der Simulation wird also überlagert von der Ausbildung der Frontform und ggf.

hexagonaler Muster.

� Simulation eines Zündstrahls:

Um dies zu umgehen, wurde alternativ mit einem virtuellen
”
Zündstrahl“ gearbei-

tet. Dazu wurde zunächst nicht mit einer linearen Polarisation gepumpt, sondern

die Eingangspumpraten P i
± innerhalb und außerhalb der Domäne unterschiedlich

gewählt, was einer leicht elliptischen Polarisation mit unterschiedlichen Hauptach-

sen und damit einer Bevorzugung jeweils eines stationären Zustandes entspricht

(vgl. Abbildung 5.1 b).

P i
+ > P i

− (x2 + y2) < r2

P i
+ < P i

− (x2 + y2) > r2
(B.3)

Durch die Bevorzugung unterschiedlicher Zustände bildet sich eine Domäne mit

positiver Orientierung im Innern aus, deren Größe in guter Näherung dem virtuellen

Zündstrahl entspricht. Nachdem sich ein solcher stationärer Zustand ausgebildet hat,

wird dann die eigentliche Simulation gestartet und mit linearer Eingangspolarisation

weitergerechnet.

Dieses Vorgehen simuliert das experimentelle Vorgehen zur Vorgabe bestimmter

transversaler Anfangsbedingungen, birgt aber auch dessen Nachteile: Zum einen
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weicht abhängig von den verwendeten Parametern die Größe der sich bildenden

Domäne leicht vom Radius des Zündstrahls ab, und oberhalb der Schwelle zur Mus-

terbildung ist die sich bildende Domäne auch nicht zwingend exakt kreisförmig, da

das unterliegende hexagonale Muster den Verlauf der Front beeinflusst. Zum ande-

ren sinkt die Schwelle zur Musterbildung auf dem bevorzugten Ast der bei ellipti-

scher Einstrahlung gestörten Pitchfork-Bifurkation ab, so dass in den so erzeugten

Anfangsbedingungen unter Umständen strukturierte Bereiche entstehen, obwohl die

Eingangspumprate bei linearer Polarisation noch unterhalb der Schwelle zur Muster-

bildung liegt. In diesem Fall relaxieren die Muster während der ersten Iterationen

und beeinflussen wiederum die Frontdynamik.

Dem steht der große Vorteil gegenüber, dass sich unter dem Einfluss eines nur leicht

elliptischen Pumpstrahls selbstkonsistente Verteilungen in allen Komponenten der

Magnetisierung mit relativ gut kontrollierbarer Geometrie ausbilden.

Um die Vorteile beider Methoden zu nutzen und die Nachteile größtenteils zu umgehen,

wird eine Kombination aus beiden Methoden angewendet: Zunächst wird eine Domäne

mit der gewünschten Geometrie unterhalb der Schwelle zur Musterbildung gezündet, die

dann bei linearer Polarisation (nach Abschalten des Zündstrahls) einige Zeit relaxiert,

bis die Front kreisförmig ist und die Orientierung im Innern und außerhalb der Domäne

in einigem Abstand zur Front homogen ist. Diese Verteilung wird dann als feststehen-

de Anfangsbedingung für weitere Simulationen genutzt. Dabei wird ausgenutzt, dass die

homogene Lösung wh oberhalb des Bifurkationspunktes schnell sättigt und sich bei Varia-

tion von P0 und Bx im untersuchten Parameterbereich um die Schwelle zur Musterbildung

herum nur noch sehr geringfügig ändert. Die homogenen Bereiche abseits der Front ent-

sprechen daher in guter Näherung der homogenen, stationären Lösung in einem weiten

Pumpratenbereich, und die Form der Front ist bereits selbstkonsistent.

B.3 Verfahren zur Bestimmung der Frontlänge

Um aus der Orientierungsverteilung der numerischen Simulationen eine möglichst genaue

Länge der auf dem Grundgebiet vorhandenen Fronten lF zu erhalten, wird zunächst jeder

Punkt des Gitters auf das Vorzeichen der Orientierung normiert:

w(i, j) −→ w′(i, j) = sign(w(i, j)) ∈ {⊕,	}. (B.4)

Das Vorkommen einer Orientierung von exakt w = 0 entlang einer Front ist wegen

der Speicherung in doppelt genauer Fließkomma-Arithmetik extrem unwahrscheinlich, so

dass solche Punkte nicht berücksichtigt werden.
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Abbildung B.1: Beispiele zur Bestimmung der Frontlänge. a) gerades Teilstück der Front,
b) Teilstück unter 45◦. In beiden Fällen würde der Zähler l⊕F erhöht.

Um bei hohen Amplituden der unterliegenden Modulationsinstabilität eine fälschliche

Detektion von einzelnen Musterkonstituenten als Domäne zu vermeiden, kann vor der

Bestimmung des Vorzeichens wahlweise eine Mittelung über einen quadratischen Kern

von (2n + 1) × (2n + 1), n ∈ N (typischerweise 3 × 3) Gitterpunkten vorgenommen wer-

den, wodurch kleinskalige Modulationen ausgewaschen werden. Auf die zu bestimmende

Frontlänge hat dies nur einen sehr geringen Einfluss, solange die Größe des Kerns klein

gegen die Musterwellenlänge ist.

Anschließend wird jeder Gitterpunkt schrittweise (m : 1 . . . N2) auf Vorzeichengleich-

heit mit seinen nächsten Nachbarn hin untersucht, wobei das Grundgebiet an den Rändern

periodisch fortgesetzt wird. Abhängig vom Vorzeichen des gerade untersuchten Gitter-

punkts wird dabei die Länge der Berandung des Gebiets mit positiver und negativer Ori-

entierung (l⊕F , l	F ) getrennt erfasst und in jedem Schritt nach dem folgenden Algorithmus

akkumuliert:

w′(i, j − 1) = w′(i, j + 1) ∨̇ w′(i− 1, j) = w′(i + 1, j)

⇒ l
w′(i,j)
F (m + 1) = l

w′(i,j)
F (m) + 1

(B.5)

w′(i, j − 1) 6= w′(i, j + 1) ∧ w′(i− 1, j) 6= w′(i + 1, j)

⇒ l
w′(i,j)
F (m + 1) = l

w′(i,j)
F (m) +

√
2

(B.6)

In allen anderen Fällen wird keine Änderung der akkumulierten Längen vorgenommen.

Bedingung (B.5) berücksichtigt Gitterpunkte, bei denen zwei nächste Nachbarn entlang

genau einer Ortsachse das gleiche Vorzeichen besitzen, was einer gerade durch diesen

Gitterpunkt verlaufenden Front entspricht (vgl. Abbildung B.1 a). In Bedingung (B.6)

werden solche Punkte berücksichtigt, bei denen die Front unter 45◦ durch den Gitterpunkt

verläuft (Abbildung B.1 b).

Zum Schluss wird der Mittelwert aus den ermittelten Längen der Berandung positi-

ver und negativer Domänen gebildet und in die durch die Wahl der Ortsdiskretisierung

gegebene physikalische Länge umgerechnet:

lF =
l⊕F + l	F

2
· lGG

N
(B.7)
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Hier steht lGG für die Kantenlänge des quadratischen Grundgebietes und N für die Zahl

der Gitterpunkte, in die das Grundgebiet entlang einer Raumrichtung aufgeteilt wurde.

Das Verfahren misst systematisch geringfügig zu große Frontlängen, was auf die Orts-

diskretisierung der Simulation zurückzuführen ist. Dennoch liefert es die Frontlängen in

hinreichender Genauigkeit, um diese als quantitatives Maß für die Zeitentwicklung ver-

wenden zu können.
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vapors – a versatile tool in studies of optical pattern formation. Chaos,

Solitons & Fractals 10, 617–626, 1999.

[LAL97] Yu. A. Logvin, T. Ackemann, and W. Lange. Winking hexagons. Europhys.

Lett. 38, 583–588, 1997.

[LBLR+95] M. Le Berre, D. Leduc, E. Ressayre, A. Tallet, and A. Mâıtre. Simulati-

on and analysis of the flower-like instability in the single-feedback mirror

experiment with rubidium vapor. Opt. Commun. 118, 447–456, 1995.

[LBRT00] M. Le Berre, E. Ressayre, and A. Tallet. Kinetics of domain walls in the

degenerate optical parametric oscillator. J. Opt. B 2, 347–352, 2000.

[LBRT+02] M. Le Berre, E. Ressayre, A. Tallet, Y. Pomeau, and L. Di Menza. Example

of a chaotic crystal: The labyrinth. Phys. Rev. E 66, 026203, 2002.

[LBRTT05] M. Le Berre, E. Ressayre, A. Tallet, and M. Tlidi. Spiral patterns, spiral

breakup, and zigzag spirals in an optical device. Phys. Rev. E 71, 036224,

2005.

[LBS00] P. Lodahl, M. Bache, and M. Saffman. Spiral intensity patterns in the

internally pumped optical parametric oscillator. Phys. Rev. Lett. 85, 4506–

4509, 2000.

[LECGEM05] Ye. Larionova, O. Egorov, E. Cabrera-Granado, and A. Esteban-Martin.

Intensity spiral patterns in a semiconductor microresonator. Phys. Rev.

A 72, 033825, 2005.

[Lef80] H. C. Lefevre. Single-mode fibre fractional wave devices and polarization

controllers. Electron. Lett. 16, 778–779, 1980.



LITERATURVERZEICHNIS 131

[LGJ92] S. A. Langer, R. E. Goldstein, and D. P. Jackson. Dynamics of labyrinthine

pattern formation in magnetic fluids. Phys. Rev. A 46, 4894–4904, 1992.

[LL00] Weiping Lu and S. L. Lachinova. Formation and transition of labyrinthine

domain patterns in a nonlinear optical system. Phys. Rev. A 63, 013807,

2000.

[LMOS93] K. J. Lee, W. D. McCormick, Q. Ouyang, and H. L. Swinney. Pattern

Formation by Interacting Chemical Fronts. Science 261, 192–194, 1993.

[LPEM+04] Ye. Larionova, U. Peschel, A. Esteban-Martin, J. Garcia Monreal, and

C. O. Weiss. Ising and Bloch walls of phase domains in two-dimensional

parametric wave mixing. Phys. Rev. A 69, 033803, 2004.

[LS95] K. L. Lee and H. L. Swinney. Lamellar structures and self-replicating spots

in a reaction-diffusion system. Phys. Rev. E 51, 1899–1914, 1995.

[Lug92] L. A. Lugiato. Spatio-Temporal Structures I. Phys. Rep. 219, 291–310,

1992.

[Man90] P. Manneville. Dissipative structures and weak turbulence. Academic Press,

Boston, 1990.
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die er im Rahmen seiner Diplomarbeit geleistet hat.

Auch allen anderen Angehörigen des Instituts möchte ich für ihre stete Hilfsbereitschaft
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