iy Teachers Teaching with Technology Abstandsberechnungen, Seite 1
H Gitnter Schmidt

Abstandsberechnungen
Themenbereich
Analytische Geometrie im R3, Verbindungen zu rellen Funktionen/Analysis
Inhalte Ziele

 Parameter- und Normalengleichungen von Geraden |+ Problemldsen mit Hilfe

und Ebenen im Raum mathematischer Modelle
« Entfernung von Punkten im R3, Abstand Punkt * Anwenden von Verfahren der

Ebene, Abstand windschiefer Geraden Analytischen Geometrie und
+ Losen von Gleichungssystemen (Gauss-Algorithmus) der Analysis
» Extremwertbestimmung bei reellen Funktionen *  Training der

Raumanschauung

Zwei Flugzeuge fliegen mit gleichbleibender Geschwindigkeit auf geradem Kurs. Das erste
befindet sich zur Zeit t=0 im Nullpunkt eines geeignet gewéhlten Koordinatensystems. Zur
Zeit t=3 ist es in P(6]-3|9). Zu den entsprechenden Zeiten befindet sich das zweite in
Q(2]28]-14) bzw. R(5{19]-2).

(Koordinatenangaben in 10-2 km, Zeiteinheiten in Sekunden)

e Zu welcher Zeit sind sich die Flugzeuge am nichsten (wie nahe), und in welchen
Positionen befinden sie sich dann gerade. Zu welcher Zeit im Intervall [0;60] ist der
Abstand der Flugzeuge am groften?

»  Wie groB ist der minimale Abstand der beiden Flugrouten?
o Mit welchen Geschwindigkeiten fliegen die beiden Flugzeuge? Mit welcher

Geschwindigkeit miiBte das zweite Flugzeug fliegen, so daB8 die geringste Entfernung
der Flugzeuge mit der minimalen Entfernung der Flugrouten {ibereinstimmt?
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Voriiberlegungen

Die Flugrouten liegen wahrscheinlich auf windschiefen Geraden (-> Nachweis).

der Flugrouten

Der minimale Abstand der Flugrouten entspricht dann dem Abstand der beiden windschiefen
Geraden. Er stimmt i.a. nicht mit dem minimalen Abstand der beiden Flugzeuge iiberein, da

deren Positionen durch die Geschwindigkeitsvektoren und den Zeitparameter t bestimmt
sind.

Das weitere Vorgehen ld8t sich der Aufgabenstellung entsprechend in drei Teilaufgaben
gliedern:

Teil 1: Minimale Entfernung der Flugzeuge

1.1 Die Geradengleichungen a(t) = p + tvi und b(t) = q + tv2 fiir die Flugrouten der beiden
Flugzeuge A und B miissen bestimmt werden. p und q beschreiben die jeweiligen
Positionen zum Zeitpunkt t=0. Die Geschwindigkeitsvektoren (Richtungsvektoren vi
und v2 der Geraden) werden so gewihlt, daB mit dem Parameter t jeweils die Position
des Flugzeuges zum Zeitpunkt t (in Sekunden) bestimmt ist. Wichtig: in beiden
Geradengleichungen ist dann der Parameter t der gleiche.

1.2 Die Entfernung entf(t) 148t sich nun als Entfernung der jeweiligen Positionen zum
Zeitpunkt t bestimmen.

1.3 AnschlieBend wird das Minimum von entf(t) gesucht, ebenso das Maximum im
angegebenen Zeitintervall.

Teil 2: Abstand der Flugrouten

Es geht um die Bestimmung des Abstandes windschiefer Geraden. Hierflir ist als
einfaches Verfahren bekannt: Parallele Ebenen durch beide Geraden legen, dann den
Abstand dieser Ebenen bestimmen.
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Teil 3: Anderung der Geschwindigkeit

3.1 Es miissen die Punkte auf den Flugrouten bestimmt werden, die die Positionen des
minimalen Abstands der Flugrouten angeben, Diese entsprechen den FuBBpunkten Fa und

Fp des gemeinsamen Lotes der windschiefen Geraden.
3.2 Dann wird der Zeitpunkt tQ bestimmt, zu dem sich Flugzeug A in Position Fa befindet.

3.3 Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors des Flugzeugs B muB nun so verdndert
werden, daB sich das Flugzeug B zum Zeitpunkt t( gerade in Position Fp befindet.

Lgsungsskizze zu Teil 1

Die Vektoren p, q und r werden unte fﬁw—vﬁr—n—v'T‘n—v'mTT T ]
den entsprechenden Namen gespeicher v f==|AlgebraliCalc|0ther|Praml0|Clear a-z..

(Taste STO>). a[6 -3 9l=+p [6 -3 9]
Mit Hilfe der dblichen Vektor |*1/3'P 3Vl [2 -1 3]
operationen (S-Multiplikation, Additios :er*‘;';e f(l?;:';"l (2 28 D_C;T]
und Subtraktion) konnen wir ditlars 19 -2]33r 5 19 -2]
Geradengleichungen . 1/3(r-q)du2 [1 -3 4]
a(t) fir Flugzeug A und " Define b(t)=q+t-u2 Done

b(t) fiir Flugzeug B so definieren, dal
die jeweilige Position zum Zeitpunkt o= B0 WITD P F038
angegeben wird. Define im Menii F4
Probe: durch Eingabe von a(3) und b(3
erhalten wir die Positionen p und q.

An dieser Stelle iiberpriifen wir nun auch, ob die beiden Geraden windschief sind. Dies ist
der Fall, wenn die beiden Richtungsvektoren und die Differenz der beiden Ortsvektoren
linear unabhéngig sind, d.h. die Gleichung

I,V H,V,+1,v,=0
hat nur die triviale L&sung (r1/r2/r3)=(0/0/0).

o . : . Y (334 F3w Fyv FS Fé
Wir tiberfiihren die Matrix des iv aiﬁlgebra iCalciOt.her' iPrgnIOiClear a-z. |

3-3-Gleichungssystems mit

a1 [2 -1 3]

. a2 1 -3 4]

ref( imMenii math/Matrix -: [2[ 28 -14]

2 1 2 1 43 -14/3

in die Dreiecksform und erkennen |= ref‘[[ -1 -3 28 ]] [El 1 -14 ]
daraus die lineare Unabhiingigkeit der 3 4 -14 6 0 1

drei Vektoren.



w, . _ Teachers Teaching with Technology Abstandsberechnungen, Seite 4
: Glinter Schmidt
LT

. T [Fi fzv feeY Fuv Y FS Fé ]
e e e e [- S gebracalclotherPriniofciear a-z.
t konnen wir nun direkt mit Hilfe des 8 Define entf( t) = nOPN( b( t) - a( t:)) Done

Befehls B entf(t) Js-[t2 ~24-t + 164)
norm( im Menﬁ MATH / MATR I X / BT PN P Anks PV NS o M. P B B e’ ¢ 0o o eme'bdimems wtrmee sm @@ s a1 mnal
NORMS

bestimmen.

Wir erkennen, daB die Entfernung eine i
reelle Funktion der Zeit ist, hier speziell @
die Verkettung einer Wurzelfunktion ot Ve
mit einer quadratischen Funktion. o3 bt
Wir definieren diese Funktion im | 99= yscl=10.
Funktioneneditor Y=, bestimmen {iber 3?‘; xres=1.
WINDOW einen passenden Bereich und 38:

schauen uns mit GRAPH den Graph der |_919=

Funktion an . M 3 7 |

Die Funktion hat offensichtlich ein Minimum, dies liegt ungefihr bei t=12. Mit Hilfe der
TRACE-Funktion F3 kénnen wir dies priizisieren, gleichzeitig erkennen wir, daB der
minimale Abstand ungefihr 110 m betrégt.

1 lﬁ T 33 T_n T N I 'rsTiijs 7_'T
- Pau] - a Zogn Trace|Rebraph Ma':h Dr;w - /
AT E LT RSO W B T T RS/ p kY
~ Rt
- xci12.0252) e o yc:10.954625 .
[FAIN #AD_AUTD FUNC [FATN ®AD AUTO FUNC_

Unsere Kenntnisse aus der Analysis erlauben uns auch die rechnerische Bestimmung des
Minimums iiber die Nullstelle der 1. Ableitung.

Mit dem Befehl fa'wT Fzv T r_ﬁv ﬁ“‘jﬂﬁm FE 3
A ) ) v f=|AlgebralCalc|0ther|PramI0jClear a-z..
d(differentiate im Menii Calc = > *

kénnen wir unsere Funktion entf(t) | 'ft( entf(t)) _{6(t-12)
nach t ableiten. Jt.z -24-t + 164

s entf(12) 2-J30
Die Nullstelle der Ableitungs-funktion |®= approx(2-38) 10.9545
liegt offensichtlich bei t=12, die |® entf(60) 2-J3486
Entfernung betriigt zu diesem Zeitpunkt |® approx(2-13486) 118.685
10.9545 (etwa 110 m). wﬁ‘ entfct),t) —
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Aus dem Verlauf der Funktion erkennen wir auBerdem, daf das Maximum der Entfernung
mit etwa 1180 m am rechten Rand des vorgegebenen Intervalls liegt.

Wir kénnen uns an dieser Stelle noch einen
anderen Zusammenhang anschaulich
bestitigen. Wegen der Monotonie der
Wurzelfunktion wissen wir, da wir nur die
Minimumstelle der Funktion y2(x)=x2-
24x+164 suchen miissen, diese stimmt dann
mit der fiir die verkettete Funktion {iberein.
Wir geben die Funktion im Funktions- Editor
ein und finden die graphische Veranschauli-
chung des Zusammen-hangs.

(Die Vertikale bei x=12 wurde unter dem
Menii F7 mit der Option 6:Vertical
gezeichnet).

Losungsskizze zu Teil 2

Wir definieren die Ebene E, die die Gerade a

Tev T7
- l-— Zoon Trace ReBraph Math Dr;w v

enthilt und zu der die Gerade b paralle] ist.

Den Abstand des Punktes q von E bestimmen wir mit Hilfe der Hesseschen Normalform
von E, dies ist dann der Abstand der beiden windschiefen Geraden.

Den Normalenvektor n bestimmen wir
iiber das Gleichungssystem

®e(c,d) [2'c+d -c=-3-d 3-c+4-d]

nv1=0 und n-v2=0. 2 -1 3 e] 101 a]

1 2 lrref[[1 3 4 0 6 1 -1 6

s[-1 1 1]» 1 11

Hierzu formen wir die Matrix des . { 1*n . 13[ G J:_s]
Systems in die Diagonalform um. " ormemy N nd [—3"" = _3']

rref( imMeniimath/Matrix.

s Define e(c,d)=c-vl +d-v2

p15ebralcaiclotherProntolciear a-z. |

Deflne e(c . dd=cXyl+d¥y2

RAD AUTD FUNC 29/30

Aus der Diagonalform kdnnen wir n
bestimmen, dieser wird dann zu n(

[ v
i gedard

T 3i 'T:t,-s ~|Pr~gn10|.,. ¢‘~ A

normiert. Das Skalarprodukt ng-q

liefert dann den gesuchten Abstand .
dotP(
imMenii math/Matrix/norms

8 RSN IS
= approx(4 -ﬁ)

4-3
6.9282
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Losungsskizze zu Teil 3

Zur Bestimmung der FuBpunkte des gemeinsamen Lotes der windschiefen Geraden l6sen

wir das Gleichungssystem

d-no=ti-vi-(q+t2-v2)

Die Matrix dieses Systems geben wir tiber den Matrix-Editor ein
Taste APPS und Wahl Data/Matrix Editor

und sgelchern sie unter dem Namen m.

1 1¢3)73]|2 -1 2

2 ~I¢33.-1 3 28

3 -I¢3). =4

4

S

3

‘ =
r3c4="14 _

[MAIN KAD AUTO FUNC

Nach Umwandlung in die Diagonalform
kdnnen wir die Parameter t1 und t2 fiir
die jeweiligen FuBpunkte ablesen und
durch Einsetzen in die
Geradengleichungen die FuBpunkte
berechnen. Dann ermitteln wir den
Zeitpunkt tQ, zu dem Flugzeug A den
FuBlpunkt Fa erreicht. Die
Geschwindigkeit fiir Flugzeug B muB}
nun so verdndert werden, daf} Flugzeug
B zum gleichen Zeitpunkt t) den
FuBpunkt Fp erreicht.

Zur Demonstration l6sen wir die beiden
einfachen linearen Gleichungen mit dem
Befehl

solve aus dem Menii F2

_r_"_T_——I__—T_—T=_“[rz F3v 1 FY4 S ]
'1@ ﬂlgeBra Calc Ot,h;r PramI0iClear a-z...]
]

-1 2

[CE2[a1gebralcatclothar Pramiofclear. a-z.. |
100 43
% rref(m) [0 1 0 42/5]
B 8 1 545
8 a(42-/5) [84/5 - 42/5 126]
" b(185) [28/5 86/5 2/5]

- - v 3 Fé ‘
ivia iﬂl;ébraicgzlciogﬁer iPr:;nIOiCIear a=z.. l
Bsolve(84/5=2-¢,1L) t =42/5
e solve(42/5-F-1+2=64/5,f) f=9/7
® norm(v2) {2¢
= approx({26 - 36) 183.565
. approx[—@ﬁ] 236.012
® approx(norm(vl)-36) 134.7
L_go1ue C42/5%F%1+2=64/5 £
MAIN KAD AUTD _FUNC 23730

Wir erkennen, daB die Geschwindigkeit von Flugzeug B von 184 kmv/h auf 236 kmv/h erhdht
werden mufl, was bei dem dann eintretenden geringen Abstand allerdings nicht zu

empfehlen ist.
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Zusatzaufgaben und Erweiterungen

Ein Sportflugzeug und ein Transportflugzeug befinden sich jeweils auf geradlinigem Kurs.
Im Koordinatensystem (Koordinatenangaben in km) des Flughafens werden die Positionen
zu einem bestimmten Zeitpunkt 0 und dann 6 Minuten spéter wieder festgehalten.

Ort zum Zeitpunkt 0 Ort nach 6 Minuten
Sportflugzeug A(0:4;2) A*(20/-6/2)
Transportflugzeug B(3;0;3) B*(3/50/-7)

(a) Bestimmen Sie jeweils die Richtung und den Betrag der Geschwindigkeit der Flugzeuge.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Entfernung der Flugzeuge. Zu welchem Zeitpunkt t ist diese
erreicht und in welchen Positionen befinden sich dann die Flugzeuge?

(c) Der minimale Abstand der Flugrouten betrégt ungefihr 0.49 und ist geringer als der in
(a) berechnete Abstand. Begriinden Sie dies.
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Kurzkommentar zur Literatur

In den gingigen Lehrbiichern zur Analytischen Geometrie in der SII findet man nur
vereinzelt Anwendungsaufgaben, die iiber den engen Kontext des gerade behandelten
Inhalts hinausgehen. In [1] wird dies in gréBerem Umfang versucht, hieraus stammt auch
die Anregung fiir die einfiihrende Aufgabe in diesem Beispiel. Leider liegt das Kursheft nur
in einer Entwurfsfassung vor. Das Lehrbuch [2] steht stellvertretend fiir die vielen anderen
Lehrbiicher, in denen man einzelne Aufgaben finden kann, die sich zu einer komplexeren
Problemstellung ausbauen lassen, etwa wie in der Zusatzaufgabe. Weitere schone Aufgaben
findet man in dem Studienbrief [3] und der Problemsammlung [4]. Beide Werke sind fiir die
Hand des Studenten oder des Lehrers geschrieben, kénnen aber ohne Probleme auch von
Schiilerinnen und Schiilern der SII im Rahmen von Referaten oder kleiner Projekte benutzt
werden.



