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0 Einleitung

0.1 Zum Begriff der Langenmessung in Banachrdaumen

Zur Langenmessung in R bedient man sich des #&ufleren Lebesgue-Mafles A\*. Mochte
man dieses Konzept der Liangenmessung auf einen beliebigen Banachraum {ibertragen, so
ergeben sich begriffliche Schwierigkeiten: Intuitiv ist zunéchst unklar, was man unter der
,Linge“ einer mehrdimensionalen Menge (wie beispielsweise der Einheitskugel im R?)
verstehen soll. Wir werden daher in diesem einleitenden Abschnitt einige Anforderungen
diskutieren, die an ein &ufleres Mafl auf einem Banachraum F' gestellt werden sollen,
damit es als geeignetes Instrument zur Ladngenmessung in F' angesehen werden kann.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Konstruktion eines dufleren Mafles p auf F,
das moglichst vielen der folgenden Anforderungen geniigt; diese Konstruktion soll dabei
von der speziellen Wahl des Banachraumes F' unabhingig geschehen. Im Fall F = R
sollte selbstverstédndlich das auf diese Weise resultierende duflere Mafl 4 mit dem dufleren
Lebesgue-Maf} iibereinstimmen. Dies liefert die erste Forderung:

Forderung 1: Im Fall F =R gilt p = A*.

Im allgemeinen Banachraum-Fall sollten sich verniinftigerweise zumindest diejenigen der
Figenschaften von \*, die im unmittelbaren Zusammenhang zur Lidngenmessung stehen,
auf das dulere Maf} i iibertragen lassen. Zwei zentrale derartige Eigenschaften sind die
Translationsinvarianz

VACF VYzeF : pA+z)=p(4l)
sowie die Homogenitdt vom Grade 1

0 falls a =0,

VACF YaeR: plad) = { la| - pu(A)  sonst.!

Wir notieren also:

nsbesondere diese zweite Eigenschaft illustriert die ,Eindimensionalitit® der Lingenmessung; fiir
eine Fliachenmessung wiirde man analog die Homogenitidt vom Grade 2, fiir eine Volumenmessung
die Homogenitdt vom Grade 3 fordern usw.



2 0. Einleitung

Forderung 2: ; ist translationsinvariant.
Forderung 3: p ist homogen vom Grade 1.

Ebenfalls in Anlehnung an den eindimensionalen Fall soll x4 den F-Intervallen (d. h.
den Verbindungsstrecken zwischen zwei Punkten aus F') als Lénge ihren Durchmesser
zuordnen:

Forderung 4: Fiir alle F-Intervalle I C F ist p(l) = diam(I).

Diese Forderung werden wir im folgenden verallgemeinern. Wir bezeichnen dazu die steti-
gen injektiven F-wertigen Abbildungen auf kompakten Definitionsintervallen abkiirzend
als ISK-Abbildungen sowie Teilmengen von F, die sich durch eine ISK-Abbildung para-
metrisieren lassen, als eindimensionale Mengen. (Die abgeschlossenen F-Intervalle lassen
sich per definitionem durch ISK-Abbildungen parametrisieren, sind also in unserer Be-
zeichnungsweise eindimensionale Teilmengen von F.) Ist A C F' eine eindimensionale
Menge und f eine ISK-Parametrisierung von A mit Definitionsintervall [a,b] C R, so
liefert jede Zerlegung a = ap < a; < ... < a, = b von [a,b] eine Approximation von A
durch den Streckenzug

U [f(aj-1), £(a;)] ;
j=1

je ,feiner“ man die Zerlegung wéhlt, umso besser ist die Approximation.

f(a1)

flany) ——
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Die ,Linge“ der eindimensionalen Menge A ist dann anschaulich nichts anderes als
das Supremum der Léngen der approximierenden Streckenziige, die sog. Totalvariation
von f:

n

V(f) := sup Z | fla;) = flaj—1) || | neN,a=ap<a; <..<a,=b p .2
j=1

Wir bemerken dabei, dal diese Definition der Lénge einer eindimensionalen Teilmenge
von F'in der Tat unabhéngig von der speziellen Wahl der jeweiligen parametrisierenden
ISK-Abbildung ist.? Ist A insbesondere ein abgeschlossenes F-Intervall, so kann man
leicht zeigen, daB fiir jede ISK-Parametrisierung f von A die Gleichung V(f) = diam(A)
erfiillt ist;* insofern ist die folgende Forderung 5 tatsichlich eine Verallgemeinerung der
Forderung 4.

Forderung 5: Fiir jede injektive stetige Abbildung f : I — F mit kompakten Definiti-
onsintervall I gilt u(f(I)) = V(f).

Da die Totalvariation einer Funktion offenbar translationsinvariant und homogen vom
Grade 1 ist, ist die eben aufgestellte Forderung 5 mit den Forderungen 2 und 3 kom-
patibel. Abschliefend bemerken wir, daf3 sich mit Hilfe des im fiinften Paragraphen
eingefiihrten Begriffs der Jordan-Kurve die Forderung 5 eleganter formulieren 1&8t:

Forderung 5’: ; mifit die Linge von Jordan-Kurven.

Im allgemeinen wird man fiir ein dufleres Ma8l v auf einer Menge €2 eine (moglichst grofe)
o-Algebra suchen derart, dafl die Restriktion von v auf diese o-Algebra additiv und
damit ein Maf} ist. Die Theorie der dufleren Mafle zeigt, dafl die Menge der v-meffbaren
Teilmengen von € eine derartige o-Algebra ist.? In unserem Fall wiire es wiinschenswert,
dafl zumindest die eben untersuchten eindimensionalen Teilmengen von F' p-mefibar
sind. Als stetige Bilder kompakter Mengen sind die eindimensionalen Teilmengen von F'
insbesondere abgeschlossen; daher ist eine sinnvolle Anforderung an pu, dafl die von den
abgeschlossenen Teilmengen von F' erzeugte o-Algebra (d. h. die Borelsche o-Algebra)
in der o-Algebra der p-meBbaren Mengen enthalten ist:

Forderung 6: Die Borelschen Teilmengen von F' sind py-mefbar.

?Die Totalvariation von f kann durchaus unendlich sein; ist V(f) < oo, so heiit f wvon beschrinkter
Variation, s. Abschnitt 5.1.

35. Abschnitt 5.2, Lemma 5.7

4s. Abschnitt 6.2, Kombination der Siitze 6.7 und 6.8

5Zur Carathéodory-Definition der v-MeBbarkeit s. Abschnitt 1.2, Definition 1.6. Unter gewissen Zu-
satzvoraussetzungen an v ist die o-Algebra der v-mefibaren Mengen sogar maximal, s. Abschnitt 1.4,
Satz 1.17.
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Ist v ein dufleres Mafl auf einem metrischen Raum (€2,d), so sind unter der folgenden
einfachen Bedingung bereits alle Borelschen Teilmengen von € v-mefbar:%

VABCQ: dAB) >0 = v(AUB)=v(A)+v(B).

Erfiillt v diese Bedingung, so nennt man v ein metrisches dufleres Mafl. Daher notieren
wir die folgende Forderung:

Forderung 7: p ist ein metrisches d&ufleres Mafl auf F'.

Sei v nun wieder ein dufleres Maf auf einer beliebigen Menge 2. In der Praxis mufl man
damit rechnen, dafl man auf Teilmengen von €2 trifft, die nicht v-mefibar sind oder von
denen die v-Mefbarkeit nicht vorausgesetzt werden kann. Uber solche Mengen lassen
sich dennoch verniinftige Aussagen machen, wenn sie sich zu v-mefibaren Mengen mit
demselben &ufleren v-Mafl ,auffiillen“ lassen. Gibt es zu jeder Teilmenge von () eine
v-mefbare Obermenge gleichen dufleren v-Mafles, so heifit v reguldr; reguldre duflere
MaBe weisen in der Tat einige praktisch verwertbare Eigenschaften auf.” Eine letzte
Anforderung an y ist also:

Forderung 8:  ist ein regulires dufleres Mafl auf F.

0.2 Ansatz und Ergebnis der vorliegenden Arbeit

Ubertrigt man die bekannte Konstruktion des #uferen Lebesgue-Mafles A* auf den
Banachraum-Fall, so erfiillt das resultierende #ufiere Ma AL im allg. zwar die For-
derungen (1)—(4), nicht jedoch die Forderungen (5)-(7).8 Aus diesem Grund verschirft
man die Konstruktion von AL ; dies geschieht in Anlehnung an die aus der Literatur
bekannte Konstruktion des Hausdorff-Mafes der Dimension 1.° Dabei gewinnt man
zunichst eine Menge {AL|d € ]0,00]} #uBerer Male auf F; die damit durch
A — sup{ N[ (4) ‘ d>0} definierte Mengenfunktion A ist wiederum ein duferes
Maf$} auf F.1% In Rahmen dieser Arbeit werden wir die dufieren MaBe A; (d € [0,00])
als dufere d-Majfle auf F' bezeichnen.

In der vorliegenden Arbeit werden die &ufleren d-Mafle auf F' dahingehend systematisch
untersucht, welche der in Abschnitt 0.1 aufgestellten Forderungen (1)—(8) fiir ein fixiertes
d € [0,00] stets (d. h. fiir jeden beliebige Banachraum F) erfiillt sind. Die Ergebnisse
dieser Untersuchung gibt die folgende Tabelle wieder:

8s. Abschnitt 1.6, Satz 1.26

7s. Abschnitt 1.4

80b die Forderung (8) erfiillt ist, ist unklar; s. Abschnitt 7.3.

%. [BAR] S. 200f, [FAL1] S. 25f, [FAL2] S. 7

1008 ist nach dieser Konstruktion das Analogon zum Hausdorff-MaB der Dimension 1. Zu den Differenzen
zwischen der Konstruktion von A\Y" und der des Hausdorfl-MaBes der Dimension 1 s. Abschnitt 2.3.
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Forderung d=0 de]0,00] d =00

1
2

erfiillt (Satz 7.1)
erfiillt (Lemma 3.1)

(1)

(2)

(3) erfilllt (Satz 3.9) ‘ unklar ‘ erfiillt (Satz 3.9)
(4) erfiillt (Satz 4.16)

(5) erfiillt (Satz 6.1) nicht erfiillt (Satz 7.9)

(6) erfiillt (Satz 3.13) nicht erfiillt (Satz 7.6)

(7) erfiillt (Satz 3.13) nicht erfiillt (Satz 7.6)

(8) erfiillt (Satz 3.13) unklar ‘ unklar

Die Quintessenz der vorliegenden Arbeit ist also, daf lediglich A\f allen der oben
genannten acht Anforderungen geniigt. Insbesondere hat nur )\5 die geforderte fiinfte
Figenschaft; da diese Eigenschaft in besonderer Weise die Léngenmessung beschreibt,
werden wir )\OF als duferes Lingenmaf$ auf F bezeichnen.

0.3 Ubersicht iiber den Aufbau der vorliegenden Arbeit

Nachdem im ersten Paragraphen eine Zusammenfassung von Definitionen und wichtigen
Sétzen iiber duflere Mafle im allgemeinen gebracht wurde, folgt im zweiten Paragraphen
die bereits kurz beschriebene Konstruktion der dufleren d-Mafle auf F. Die folgenden
fiinf Paragraphen bilden den Hauptteil der vorliegenden Arbeit und lassen sich unter
dem Titel Untersuchung der FEigenschaften der duferen d-Majffe zusammenfassen. Im
einzelnen werden dabei zunéchst einige fundamentale, leicht zu beweisende Eigenschaf-
ten der #uBleren d-Mafe, insbesondere natiirlich von A}, festgehalten (Paragraph 3). Der
folgende Paragraph 4 ist dem Zusammenhang zwischen dem #uflerem d-Mafl und dem
Durchmesser von Teilmengen von F' gewidmet. Vorbereitende Funktion hat der Para-
graph 5; in den dort entwickelten begrifflichen Rahmen (Kurven, Jordan-Kurven) wird
das Konzept der Léngenmessung von Bildern (injektiver) stetiger Funktionen mittels des
aufleren LingenmaBes eingefiigt (Paragraph 6). Im letzten Paragraphen wird schliefllich
untersucht, welchen Einflul die Dimension von F' auf die Eigenschaften der &ufleren

d-Mafle hat.

0.4 Einige Definitionen, Notationen und
Generalvoraussetzungen
e Eine Menge heifit abzéhlbar, falls sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

e Eine Menge von Mengen bezeichnet man auch als Mengensystem. Ist M ein
Mengensystem, so verwendet man die Notationen (JM :={J c oA und (Y M :=
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MNae pm A - Eine Mengensystem M heifit disjunkt, falls gilt: VA, Be M : A#
B= ANnB=0.

Die Potenzmenge einer Menge €2 wird mit P (Q2) bezeichnet.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Das Innere einer Menge A C X wird mit
int(A) bezeichnet.

Seien (M,d) ein metrischer Raum, x € M und r > 0. Als offene (bzw. ab-
geschlossene) M-Kugel mit Mittelpunkt = und Radius r wird die Menge
Ky (z,7) == {ye M| d(z,y) <r} (bzw. Ky (2,7) == {ye M| d(z,y) <71 })
bezeichnet. Eine Menge K C M heifit M-Kugel, falls es x € M und r > 0 gibt
derart, dal Ky (z,7) C K C Ky (z,7). Als M-Sphére um z mit Radius » wird
die Menge 0K (z,7) :={ y € M | d(x,y) = r } bezeichnet. Sind Verwechslungen
ausgeschlossen, so unterbleibt der Einfachheit wegen der Zusatz ,M*“, d. h. man
spricht von Kugel bzw. Sphire und schreibt K (x,7), K (z,r) bzw. 0K (z, 7).

Ist (M,d) ein metrischer Raum, so heifit fiir jede nichtleere Menge A C M die
Grofe diam(A) := sup{ d(z,y) | z,y € A} Durchmesser von A. Man setzt
diam(0) := 0.

Sei V' ein Vektorraum. Eine Menge I C V heifit V-Intervall (abkiirzend auch
nur Intervall), falls es ein beschrénktes reelles Intervall J C R und eine affine
Abbildung ¢ : R — V gibt derart, dal ¢(J) = I. Analog zur Schreibweise reeller
Intervalle fithrt man fiir V-Intervalle die Notationen |a,b[, ]a,b], [a,b[ bzw.
[a,b] fur alle a,b €V ein.

Sind 2, Q' Mengen, so wird die Menge aller Abbildungen von Q nach € mit
Abb (€, ') bezeichnet.

Sind (X, 1), (X',7') topologische Riume, so wird der Raum der stetigen Abbil-
dungen von X nach X’ mit C (X, X’) bezeichnet.

Generalvoraussetzung: F sei ein Banachraum mit Norm ||.||.



1 Uber duBere MaBe

Dieser Paragraph bietet eine knappe Zusammenfassung der wichtigsten bekannten Er-
gebnisse iiber duflere Mafie; um den Umfang dieser Arbeit nicht zu sprengen, werden
die meisten Beweise durch Zitate der entsprechenden Literatur ersetzt. Die ersten bei-
den Abschnitte behandeln im wesentlichen die Begriffe &ufleres Maf3, o-Algebra, Maf,
MeBbarkeit und Nullmengen. Von duflerster Wichtigkeit ist dabei der Satz 1.11: Ist v
ein duferes MaB auf einer nichtleeren Menge €, so ist die Menge 9} der v-meBbaren
Teilmengen von €2 eine o-Algebra auf €2, die alle v-Nullmengen enthilt, und die Re-
striktion von v auf 9 ist ein MaB. Der dritte Abschnitt befat sich mit monotonen
Mengenfolgen; in diesem Zusammenhang wird der Satz iiber die o-Stetigkeit von Ma-
Ben formuliert (Satz 1.14). Im vierten Abschnitt werden regulédre dufiere Mafle definiert
und der Stetigkeitssatz sowie ein Meflbarkeitskriterium fiir regulére duflere Mafle zitiert
(Sétze 1.18 und 1.19). Die Borelsche o-Algebra auf topologischen Radumen sowie metri-
sche duflere Mafle sind die Themen der beiden letzten Abschnitte; zentrales Ergebnis ist
der Satz 1.26: Ist v ein metrisches dufleres Mafl auf einem metrischen Raum, so sind alle
Borelschen Mengen v-mefibar. — Im folgenden sei €2 eine nichtleere Menge.

1.1 AuBere MaBe, o-Algebren und MaBe

Definition 1.1 Sei C C P (). Eine Mengenfunktion v : C — [0,00] heifst monoton,
falls gilt: YA, BeC : ACB = v(A) <v(B).

Definition 1.2 Sei C C P () so, daff Q@ € C. Eine monotone Mengenfunktion v :
C — [0,00] heifit endlich, falls v (Q) < co. v heifit o-endlich, falls es eine abzihlbare
Menge M C C gibt derart, daff Q =M und v(M) < oo fir alle M € M.

Definition 1.3 Fine Mengenfunktion v : B (Q) — [0,00] heifit &ulleres Maf3 auf (,
falls v die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) v(0) = 0.

(ii) v ist monoton.
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(i1i) v ist o-subadditiv, d. h. fiir jede abzihlbare Menge M C B (Q) gilt:

V(UM) < Z v(A) .

Ae M

Definition 1.4 Fine Menge ¥ C P () heiffit o-Algebra auf , falls ¥ die folgenden
Bedingungen erfillt:

(i) DeXx.
(ii) Fir alle Ae ¥ ist Q\AeX.

(iii) Fiir jede abzihlbare Menge M C X ist |(JM € X .

Definition 1.5 Sei ¥ eine o-Algebra auf Q. Fine Mengenfunktion p : ¥ — [0,00]
heifst Mafl auf 3, falls p die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) (@) = 0.

(ii) v ist o-additiv, d. h. fir jede disjunkte abzihlbare Menge M C X gilt:

V(UM) = Z v(A) .

1.2 MeBbarkeit und Nullmengen

Ziel dieses Abschnitts ist, fiir ein gegebenes dufleres Mafl v auf Q eine (moglichst grofie)
o-Algebra zu finden, auf der v additiv ist. Der bereits erwiahnte Satz 1.11 liefert ein
derartiges Resultat; um diesen Satz formulieren zu kénnen, benttigt man zuvor den
Begriff der v-Mefibarkeit von Mengen. Die folgende (etwas unanschauliche) Definition
geht auf CARATHEODORY zuriick.

Definition 1.6 (CARATHEODORY) Sei v ein duferes Mafl auf . FEine Menge A C Q
heifit v-meB3bar, falls gilt:

VQCQ: v(@Q=v(@Q\A)+r(@QNA).
Die Menge aller v-mefbaren Teilmengen von Q wird mit IS} bezeichnet.

Als unmittelbare Konsequenz aus der o-Subadditivitit von dufleren Maflen notieren
wir die

Bemerkung 1.7 Sei v ein dufleres Maf$ auf Q). Fine Teilmenge A C Q) ist genau dann
v-mefbar, wenn gilt: VQ C Q : v(Q)>v(Q\A)+v(QNA).
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Besonders einfach zu handhabende Mengen sind solche, deren dufleres Mafl Null ist:

Definition 1.8 Sei v ein dufleres Maf$ auf 2. Fine Menge A C Q heifit v-Nullmenge,
falls v (A) = 0.

Lemma 1.9 Seien v ein duferes Maf auf Q und Q, A C Q. Ist A eine v-Nullmenge,
so gilt:

(i) v(QNA)=0

(i) v (QUA) =v(Q)

(iii) v(Q\ 4) =v(Q)

Beweis. Sei v (A) = 0. Wegen @ N A C A folgt aus der Monotonie von v unmittelbar
Aussage (i). Ferner erhilt man aus der Monotonie und der o-Subadditivitéit von v
die Ungleichung v (Q) <v(QUA) <v(Q)+ v (A) = v (Q) , mithin die Aussage
(ii). Anwendung von (i) und (ii) ergibt schlieBlich: v (Q\A) = v ((Q\A)U(QNA)) =
v(Q), also (iii). m

Mit Hilfe des eben formulierten Lemmas kénnen wir sofort zeigen, daf alle Nullmengen
bereits mef3bar sind:

Satz 1.10 Sei v ein dufleres MafS auf Q. Dann ist jede v-Nullmenge v-mefbar.

Beweis. Sei A C  eine v-Nullmenge. Fiir alle Q C € gilt dann nach Lemma 1.9
v(Q\A)=rv(Q)und v (QNA)=0,also v(Q)=v(Q\A) +rv(QNA). Also ist

A v-mefibar. =

Fiir den langen Beweis des abschliefenden Satzes geben wir lediglich eine Fundstelle
an.

Satz 1.11 (CARATHEODORY) Sei v ein duferes Maf auf Q. Dann ist M eine o-

Algebra auf Q und enthilt alle v-Nullmengen. Ferner ist die Restriktion von v auf 9t}
ein Mafs.

Beweis. [ROG] Theoreme 2 und 3, S. 4-8. O

1.3 Monotone Mengenfolgen und o-Stetigkeit von MaBen

Fine besonders wichtige Eigenschaft von Maflen ist ihre Stetigkeit beziiglich monotoner
Mengenfolgen, die sog. o-Stetigkeit." Wir notieren zunichst die folgende

!Unter bestimmten zusitzlichen Voraussetzungen haben auch #ufBere MaBe derartige Eigenschaften;
siehe dazu die beiden Abschnitte 1.4 und 1.6.
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Definition 1.12 FEine Folge (A;) in B (Q) heifft aufsteigend (bzw. absteigend), falls
fir alle j € N die Inklusion A; C Aji1 (bzw. A; O Aji1) gilt. Eine Folge (Aj) in
B () heifft monoton, falls sie auf- oder absteigend ist. Ist (A;) eine aufsteigende bzw.
absteigende Folge in P (), so setzt man:

lim A; = A bzw. lim A; = A
P U J P ﬂ J

jEN jEN

Wo Verwechslungen ausgeschlossen sind, wird im folgenden die Indizierung ,,j—oc bei
Limesbildungen der Ubersichtlichkeit wegen weggelassen.

Bemerkung 1.13 Sind ¥ eine o-Algebra auf Q und (A;) eine monotone Folge in 3, so
gilt wegen der Abgeschlossenheit von X unter der Bildung von abzdhlbarer Vereinigung
bzw. abzihlbarem Durchschnitt lim A; € ¥ .

Wir notieren nun den bereits angekiindigten Satz iiber die Stetigkeit von Maflen
beziiglich monotoner Mengenfolgen. Anstelle eines Beweises zitieren wir auch hier die
entsprechende Literatur.

Satz 1.14 (o-Stetigkeit von Maflen) Seien X eine o-Algebra auf Q, p ein Maf$ auf
(Q,%) und (A;) eine monotone Folge in ¥. Dann gilt:

(1) (A;) aufsteigend = p(lim A;) = lim p(A;)
(i1) (A;) absteigend A p(Ar) < oo = p(limAj;) = lim p(A4;)

Beweis. [FAL2] Theorem 1.1, S. 2f. O

Fiir dulere Mafle kann man im allgemeinen keine Stetigkeitsaussagen beziiglich mo-
notoner Mengenfolgen beweisen. Lediglich die folgenden Ungleichungen sind stets wahr:

Satz 1.15 Seien v ein duferes Maf auf Q und (A;) eine Folge in P (). Dann gilt:
(i) (A;) aufsteigend = v (lim A;) > limv (A;)
(i1) (A;) absteigend = v (lim A;) < limwv (A;j)

Beweis. Sei (A4;) aufsteigend. Wegen lim A; D A; folgt v (lim A;) > v (A4;) fir alle j € N

und deswegen v (limA;) > sup{ v(4;)| j €N} = limv (A4;), d. h. es gilt (i).
Aussage (ii) zeigt man analog. =
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1.4 Reguldre duBere MaBe

Die Stetigkeitsaussage fiir aufsteigende Mengenfolgen aus Satz 1.14 ist zumindest dann
auch fiir ein duleres Mafl v wahr, wenn v der folgenden zusétzlichen Bedingung geniigt:
Zu jeder Teilmenge von €2 findet man eine v-mefibare Obermenge gleichen dufleren Ma-
Bes. Ein dufleres Mafl mit dieser Eigenschaft nennt man regquldr.

Definition 1.16 Sei v ein dufleres MafS auf Q. v heifit regulér, falls gilt:
VAcQ JEem: ACE Av(A)=v(E).

Bevor wir die bereits angedeutete o-Stetigkeit von reguléren dufleren Maflen formulie-
ren, beweisen wir unter direkter Ausnutzung der Definition die bemerkenswerte Tatsa-
che, daf} fiir ein reguldres dufleres Mafl v die o-Algebra der v-mefibaren Mengen in der
folgenden Weise maximal ist:

Satz 1.17 Seien v ein requldres dufSeres Maf auf 2 und X eine o-Algebra auf Q, die
M umfapt und auf der v additiv ist. Dann ist ¥ = 9.

Beweis. Zu zeigen ist lediglich die Inklusion ,,C’“. Sei also A € X. Man priift die v-
MeBbarkeit von A geméfl Bemerkung 1.7 nach. Sei dazu Q C F. Da v regulér ist,
findet man eine v-mefibare Obermenge F C F von @Q so, dafl v (Q) = v (E). Wegen
M C ¥sind A, E € . Da v monoton und auf ¥ additiv ist, gilt

v Q\A)+v(QNA) < v(E\NA)+vENA) =v(E) =vQ). =

Satz 1.18 (o-Stetigkeit von reguliren duleren Maflen) Seiv ein requlires dufSe-
res Maf auf € und (A;) eine aufsteigende Folge in P (). Dann ist v(limA;) =
limv (A4;) .

Beweis. [ROG]| Theorem 9, S.17. O

Die analoge Stetigkeitsaussage fiir absteigende Mengenfolgen ist (im Fall regulérer
auflerer Mafle) im allg. nicht wahr. Dazu findet man bei Rogers mehrere schone Beispie-
le.?2 — Eine weitere wichtige Eigenschaft regulirer #uflerer Mafle ist das folgende (im
Vergleich zur CARATHEODORY-Definition deutlich einfachere) MeBbarkeitskriterium fiir
Mengen endlichen dufleren Mafes:

Satz 1.19 (MefBlbarkeitskriterium fiir regulire duflere Mafle) Seien v ein re-
gulires dufleres Maf auf Q und M € M. Gilt v(M) < oo, so ist eine Teilmenge
A C M genau dann v-mefbar, wenn v (M)=v(A)+v(M\A).

Beweis. [ROG]| Theorem 10, S. 19f. O

2[ROC] S. 18
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1.5 Die Borelsche o-Algebra

Es ist im allgemeinen sehr niitzlich, o-Algebren zu untersuchen, die von einer geeigneten
Teilmenge von P (2) erzeugt werden. Um dies zu prézisieren, notieren wir zunéchst das

Lemma 1.20 Ist F eine Menge von o-Algebren auf U, so ist auch (| F eine o-Algebra
auf ).

Beweis. Einfaches Verifizieren der Definitionen. 0O

Wir kénnen also o-Algebren beliebig miteinander schneiden und erhalten wieder o-
Algebren. Dies erlaubt nun die folgende

Definition 1.21 Seien & C P () und
F ={3¥|ECX und ¥ ist o-Algebra auf Q } .
Dann heifit (\F die von £ erzeugte o-Algebra auf ().

Im Fall topologischer Rdume erhélt die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra
einen besonderen Namen:

Definition 1.22 Sei (2, 7) ein topologischer Raum. Die von T erzeugte o-Algebra auf €
heift Borelsche o-Algebra und wird mit B bezeichnet, die Elemente von B heifien
Borelsche Mengen. Im Fualle 2 = R schreibt man kurz B.

Bemerkung 1.23 Ist (2, 7) ein topologischer Raum, so enthdlt die Borelsche o-Algebra
B alle offenen sowie (aufgrund der Abgeschlossenheit einer o-Algebra unter Komple-
mentbildung) alle abgeschlossenen Teilmengen von €.

1.6 Metrische duBere Male

Eine Abschwiichung der Aussage von Satz 1.18 gewinnt man fiir die sog. metrischen
duBeren Mafle auf metrischen Rdumen.

Definition 1.24 Sei (Q,d) ein metrischer Raum. Ein dufleres MafS v auf Q heifit me-
trisch, falls gilt:

VA BCQ: dA,B)>0 = v(AUB)=v(A)+v(B).

Satz 1.25 (CARATHEODORY) Seien (92,d) ein metrischer Raum, v ein metrisches
duperes Maf auf Q2 und (A;) eine aufsteigende Folge in P () mit der Figenschaft

VjeN: d(Aj,Q\Aj+1)>0.

Dann ist v (limAj;) =limv (4;) .
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Beweis. [ROG]| Theorem 17, S. 31f. O

Eine wichtige Folgerung aus dem eben zitierten Satz 1.25 ist, dal im Fall eines metri-
schen dufleren Mafles v alle abgeschlossenen Mengen v-mefibar sind. Da die v-mef3baren
Mengen eine o-Algebra bilden, impliziert dies, dafl bereits alle Borel-Mengen v-mef3bar
sind:

Satz 1.26 Seien (2,d) ein metrischer Raum und v ein metrisches dufleres Maf auf €.
Dann sind alle Borel-Mengen v-mefSbar, d. h. es ist B¢ C M.

Beweis. [ROG]| Theoreme 18 und 19, S. 32f. O






2 Konstruktion auBerer Mal3e

Im ersten Abschnitt dieses Paragraphen werden zwei Methoden (die sog. Infimums-
bzw. Supremums-Methode!) vorgestellt, mit deren Hilfe man #uflere MaBe auf beliebigen
Mengen konstruieren kann (Sétze 2.1 und 2.2). Vermittels der Infimums-Methode wird
im zweiten Abschnitt die bekannte Konstruktion des &dufleren Lebesgue-Mafles auf R
durchgefiihrt (Satz 2.4). In enger Anlehnung an die Konstruktion des Hausdorff-Mafes
der Dimension 1 werden im dritten Abschnitt schliellich die dufleren d-Mafle auf F
etabliert, wobei man sich sowohl der Infimums- als auch der Supremums-Methode bedient
(Satz 2.7).

2.1 Hilfsmittel

Die in den beiden S#tzen dieses Abschnitts vorgestellten Methoden zur Konstruktion
dulerer Mafle auf beliebigen Mengen werden im weiteren Verlauf dieses Paragraphen

lediglich als Hilfsmittel zur Konstruktion des dufleren Lebesgue-Mafles auf R sowie der

duBeren d-MaBe auf F dienen.?

Satz 2.1 (Infimums-Methode) Sei C C B () so, daff § € C. Sei ferner 7 : C —
[0,00] so, daff 7(0) = 0. Dann ist die Mengenfunktion

v P(Q)— [0,00], A&—>inf{ Z T(M) ‘ M CC ist abzdhlbarundACUM}
MeM

ein dufSeres Mafl auf Q. (Dabei setzt man wie iblich inf(()) = co.)

Beweis. [ROG]| Theorem 4, S. 9-11. O

Satz 2.2 (Supremums-Methode) Ist N eine Menge dufSerer Mafe auf Q, so ist
v P — [0,00] , A sup{ w(A) | v EN )

ein duferes Maf auf 2.

Beweis. [ROG]| Theorem 12, S. 21. O

'Rogers nennt diese beiden Methoden method I bzw. method II.
2Zur wesentlich allgemeineren Bedeutung der Infimums-Methode (method I) im Rahmen der Theorie
duflerer MafBle s. [ROG] S. 9ff.

15
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2.2 Konstruktion des duBeren Lebesgue-Malles auf R

Die mittels der Infimums-Methode durchgefiihrte Konstruktion des dufleren Lebesgue-
Mafles auf R ist die , klassische“ Konstruktion.

Definition 2.3 Fiir alle A C R heifst eine abzdihlbare Menge M von reellen Intervallen
eine Intervall-Uberdeckung von A, falls A C |JM . Die Menge aller Intervall-
Uberdeckungen von A wird mit J (A) bezeichnet.

Satz 2.4 Die Mengenfunktion

AP (R) — [0,00] A»—>inf{ > diam(J)

Ie M

Me’J(A)}

ist ein duferes Maf$ auf R.

Beweis. Setzt man C := { I CR| [ ist ein Intervall } und 7 : ¢ — [0,00],4 —
diam(A), so sind offenbar ) € C und 7(0) = diam()) = 0. Nach Satz 2.1 ist
daher \* ein duBeres Mafl. m

Definition 2.5 Das in Satz 2.4 definierte duflere Maffi X\* auf R heifst Aulleres
Lebesgue-Mafl auf R. Die \*-mefibaren Mengen nennt man auch Lebesgue-mef3bar;

die Menge aller Lebesgue-mefsbaren Teilmengen von R wird mit IM* bezeichnet. Das
durch Restriktion von \* auf 9IM* entstehende Mafs \ heifst Lebesgue-Maf3.

2.3 Konstruktion der auBBeren d-MaBe auf F

Die in diesem Abschnitt durchgefiihrte Konstruktion des dufleren LangenmafBes auf F
lehnt sich eng an die bekannte Konstruktion des Hausdorff-Mafles der Dimension 1 an.
Der wesentliche Unterschied zwischen diesen beiden Konstruktionen besteht in den ver-
schiedenen Mengen, die im Rahmen der Anwendung der Infimums-Methode zur Uber-
deckung zugelassen werden: wiahrend bei der Konstruktion des Hausdorff-Mafles der
Dimension 1 beliebige Mengen zur Uberdeckung zugelassen werden, werden wir bei der
Konstruktion der #uferen LingenmaBes auf F' lediglich Uberdeckungen durch F-Kugeln
zulassen.? — Zunichst stellen wir wieder einige Begriffe und Notationen bereit.

Definition 2.6 (i) Fir alle A C F heifit eine abzihlbare Menge K von F-Kugeln
eine F-Kugel-Uberdeckung von A, falls A C |JK . Die Menge aller F-Kugel-
Uberdeckungen von A wird mit &% (A) bezeichnet.

3 Aus diesem Grund nennt Falconer das duBere Lingenma$ sphdrisches Hausdorff-Maf8 der Dimension
1 ([FAL2] S. 7). Eine genauere Untersuchung dieses dufieren Mafles findet man bei Falconer jedoch
nicht.
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(11) Fiir alle AC F und d €]0,00]| setzt man
RE(A) = {KefL(4)|VKeK : diam(K) <d} ;

jedes der Elemente von Rg (A) wird als F-Kugel-Uberdeckung von A zum
Durchmesser d bezeichnet.

(iii) Fiir alle A C F heift eine F-Kugel-Uberdeckung K von A offen (bzw. abgeschlos-
sen), wenn jede F-Kugel K € IC offen (bzw. abgeschlossen) ist.

DaB es in der vorliegenden Definition der F-Kugel-Uberdeckungen von A zum Durch-
messer d wichtig ist, die ,echte* Ungleichung diam(K;) < d (und nicht diam(K;) < d)
zu fordern, wird im Beweis von Lemma 3.10 deutlich werden. — Wir kénnen nun die
Konstruktion der &ufleren d-Mafle vornehmen.

Satz 2.7 Flir alle d € ]0,00] ist die Mengenfunktion

AT (F) = [0,00] A+—>inf{ ) diam(K)

Kek

KeﬁdF(A)}

ein duferes Maf$ auf F. Ferner ist
A B(F) - [0,00] , A sup{ A[(A) | de€]0,00] }
ein duferes Maf$ auf F'.

Beweis. Seid € ]0,00]. Setzt man C := { K C F | K ist eine F-Kugel mit diam(K) <
d}und 7 : C — [0,00],A +— diam(A), so sind offenbar § € C und 7(0) =
diam(@) = 0. Nach Satz 2.1 ist daher Y ein duBleres Maf. Kombiniert man dies
mit Satz 2.2, so folgt die Behauptung auch fiir Ag . =

Definition 2.8 Fiir alled € [0,00] heifit das in Satz 2.7 definierte dufiere Maf§ )\5 auf
F dufleres d-Maf3 auf F. Insbesondere heifst )\g dufleres Lingenmafl auf F. Die
Menge aller Ag-meﬂbaren Teilmengen von F wird mit img bezeichnet.

Bemerkung 2.9 Vergleicht man die Konstruktionen von \* und )\5, so erhdlt man fiir
den Spezialfall F = R die Identitit \X = \*.






3 Fundamentale Eigenschaften der duBBeren
d-Mafe

Mit relativ einfachen Mitteln werden in diesem Paragraphen einige fundamentale Eigen-
schaften der dufleren d-Mafle gezeigt. Die drei einleitenden kurzen Abschnitte beschéfti-
gen sich mit der Translationsinvarianz der dufleren d-Mafle, dem &ufleren d-Mafl von
abzihlbaren Mengen sowie der o-Endlichkeit von AL . Fixiert man eine Teilmenge A C F,
so liefert die Untersuchung der Abbildung

A(,)(A) : [0,00] — [0,00] dr—>)\g(A)

einige einfache, aber durchaus bemerkenswerte Tatsachen. Da im weiteren Verlauf der
vorliegenden Arbeit diese Abbildung AF ) (A) eine entscheidende Rolle spielen wird, finden
sich ihre wichtigsten Eigenschaften im vierten Abschnitt. Als unmittelbare Konsequenz
aus der Antitonie von /\(.)(A) bzw. der Stetigkeit von )\(.)(A) in Null ergeben sich die
Nullmengen-Aquivalenz der dufieren d-MaBe sowie die Homogenitét von )\5 , die in den
beiden folgenden Abschnitten bewiesen werden. Der siebente Abschnitt bringt eine fiir
das weitere Vorgehen duflerst niitzliche Aussage: Zu jeder Teilmenge von F' und zu jedem
d € [0,00] existiert eine Borelsche Obermenge gleichen dufleren d-Mafles (Satz 3.11).
Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen wird schliellich der Nachweis der Tatsache
erbracht, dal A} ein reguliires metrisches dufleres Maf auf F ist (Satz 3.13); insbeson-
dere sind daher alle Borelschen Teilmengen von F bereits \j-mefbar (s. Satz 1.26). Im
Hinblick auf die in der Einleitung notierten Anforderungen an das duflere Léngenmafl
konnen wir bereits am Ende dieses Paragraphen konstatieren, dafl )\g den Forderungen
2,3, 6, 7 und 8 geniigt.

3.1 Translationsinvarianz der auBeren d-MaBe

Lemma 3.1 Fiir alle d € [0,00] ist ] translationsinvariant.
Beweis. Offenbar ist fiir alle d € |0,00], A C F und x € F' die Abbildung
RI(A) - R (x+4), Kzt

eine Bijektion, d. h. A} ist translationsinvariant fiir alle d € ] 0, co]. Dies impliziert
dann auch die Translationsinvarianz von \J. =

19
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3.2 AuBeres d-MaB von abzihlbaren Mengen
Lemma 3.2 Sei A C F abzihlbar. Dann gilt \J'(A) = 0 fiir alle d € [0,00].
Beweis. Wegen diam({z}) =0 fiir alle z € Fist { {z}| 2 € A} € &5 (A) und daher

0 < MN(4) <) diam({z}) = 0

T€EA

fiir alle d € ]0,00]. Dies impliziert dann auch A} (4) =0. =

3.3 o-Endlichkeit von )%

Bevor wir den Satz iiber die o-Endlichkeit von AL, beweisen, notieren wir ein kleines
Lemma.

Lemma 3.3 Fir alle A C F ist A\ (A) < 2diam(A) .

Beweis. Der Fall A = () ist trivial; es seien also ) # A C F und z € A. Setzt
man K := {K (z,diam(A))}, so ist offenbar K € &L (A) und daher N (A) <
diam (K (z,diam(4))) = 2diam(A) . =

Satz 3.4 AL ist ein o-endliches duperes Maf auf F.

Beweis. Nach Lemma 3.3 gilt A (K (0,n)) < 4n < oo fiir alle n € N. Wegen F =
Unen K (0,n) ist AL also o-endlich. m

3.4 Eigenschaften der Abbildung )/ (A)

()
Wie in der Einleitung zu diesem Paragraphen bereits angedeutet wurde, spielt die Ab-
bildung /\(') (A) fiir ein festes A C F eine entscheidende Rolle in vielen weiteren Beweisen
dieser Arbeit. Daher werden wir im folgenden als zentrale Eigenschaften von )\5 )(A) die

Antitonie sowie die Stetigkeit in 0 und oo beweisen. — In diesem Abschnitt sei A C F
fixiert.

Satz 3.5 (Antitonie von /\(,)(A)) Die Abbildung /\(,)(A) ist monoton fallend.

Beweis. Seien 0 < d < d’ < co. Dann gilt offenbar &% (4) € &L (4) € &L (A) . Dies
impliziert \J'(4) > AJ(A) > AL (A) > AL (A) , womit die Behauptung gezeigt ist.
"

Lemma 3.6 Es gelte m := A (A) < co. Dann ist \J (A) = m fiir alle d € ]m,00].
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Beweis. Seid € |m,00]. Aufgrund der Antitonie von )\(.)(A) geniigt es, die Ungleichung
M(A) < m = inf m,d]

zu zeigen. Sei o € | m, d[. Wegen M\ (A) = m < a findet man K € 8L (A) derart,
dafl
Z diam(K) < a < d.

Dies impliziert diam(K) < d fiir alle K € K, also K € &% (A). Daraus folgt sofort

was zu zeigen war. ®m

Satz 3.7 (Stetigkeit von )\f)(A) in 0 und o0) Es gilt:

() = ImAF(4)  wnd  AL(4) = Tim Af(4)

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Antitonie von /\5 ) (A) und
der Definition von \}'(A). Die zweite Aussage ist im Fall A (A) = oo aufgrund
der Antitonie von )\5 ) (A) trivialerweise erfiillt; im Fall m := AL (A) < oo folgt aus
Lemma 3.6 fiir alle d € | m, 00] die Identitéit A\j(A) = m und damit ebenfalls die
zweite Aussage der Behauptung. =

3.5 Nullmengen-Aquivalenz der duBeren d-MaBe

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt gezeigten Eigenschaften von /\5 )(A) zeigen wir
zunéchst, dafl die Nullmengen fiir alle &ufleren d-Mafle dieselben sind:

Satz 3.8 Fiir alle A C F gilt:
(3de [0,00] : MNJ(A)=0) < (Vde [0,00] : A[(A)=0)

Beweis. ,,<“ : Trivial.
,=“: Seilen A C F und d € [0,00] derart, daB A\J(A) = 0. Dies impliziert
aufgrund der Antitonie von )\(.)(A) insbesondere AL (A4) = 0 < co. Mit Lemma 3.6
folgt daher
Vde]0,00] : AJ(A)=0.

Hieraus folgt unmittelbar AJ'(4) =0. =
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3.6 Homogenitédt von \J und \I
Eine schone Anwendung der Stetigkeit von )\f )(A) in 0 ist der folgende Satz:
Satz 3.9 M\, und AL sind homogen vom Grad 1.

Beweis. Seien A C F'. Zu zeigen ist

0 falls t =0
M (tA) =
a (t4) { t]-AF(A)  sonst

fiir alle t € R und d € {0, 00}. Der Fall ¢t = 0 ist trivial; es sei also ¢ # 0. Aufgrund
der Homogenitét der Norm ist fiir alle d € ] 0,00] die Abbildung

RI(A) = &fy, (t4), K—tK

eine Bijektion. Daher gilt

)‘ﬁ\d(tA) = inf{ Z diam(K)

K e ﬁ@d (tA) }

KekK

= inf{ > diam(K) Keﬁfj(A)}
Ketk

= inf{ > diam(tK) zceﬁfg”(A)} = |t|- AF(4)
KeK

fiir alle d € ] 0,00]. Dies beinhaltet bereits die Identitit AL (tA) = [t|AL (A). Der
Grenziibergang d — 0 liefert ferner aufgrund der Stetigkeit von /\(,)(A) in 0 die
noch fehlende Beziehung \J'(tA) = [¢t|]\)(A). =

3.7 Borelsche Approximation ,,von auBBen*

Lemma 3.10 Seien A C F und d € ]0,00] so, daf AJ(A) < co. Dann gilt fir alle
e >0:

(i) Es existiert eine abgeschlossene (bzw. offene) F-Kugel-Uberdeckung K € &1 (A)
so, dajs

D diam(K) < Aj(A)+¢.
KekK

(ii) Es existiert eine offene Obermenge U C F von A so, daff A\ (U) < \F(A) +¢.
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Beweis. Fall 1: d < oc:
Seien d < oo und £ > 0; 0.B.d.A. gelte ¢ < 2d. Nach Definition von )\5 findet man
eine abzihlbare Menge J C N und eine Menge { L; | j € J } € 8% (A) so, daf

> diam(Ly) < A§(A)+%. (3.1)

Offenbar ist { L; | j€J } € AL (A) abgeschlossen; wegen diam(L;) = diam(L;)
fiir alle j € J erfiillt also { L, ! jed } die Forderung in Aussage (i).

Wegen { L; | j € J} € &Y (A)gilt diam(L;) < d < oo fiir alle j € J. Daher findet

man z; € F und r; € [0, 4] so, da8 fiir alle j € J die Bezichung

K(a:j,rj) C Lj C K(Cﬂj,rj)
gilt. Definiert man nun
Kj = K (a5, rj+(d—2rj);—dQ—(ﬂ'+1)>

fiir alle j € J, so folgt wegen d — 27; > 0 sofort K; D K (z;,7;) D L;. Wegen
€ < 2d gilt ferner

diam(K;) = 2rj+(d—2rj)zid2_j < 2rj+(d—-2r;) = d

fir alle j € J. Also ist die Menge { K | j € J } eine offene F -Kugel-Uberdeckung
von A zum Durchmesser d. Mit (3.1) folgt dann:

. € —i
Zdlam(Kj) = Z2rj+(df2rj)ﬁ2 J (3.2)
jeJ jeJ

= Yo+ o > (d—2r)27
jeJ jed
e
< ) —J
< Zdlam(LJ) + 54 ZdQ
JjeJ jedJ
g _
< Zdlam(Lj) + 5 Z2 J
JjeJ jEN
= > diam(Ly) + 5 < Af(4) +

Damit ist (i) vollsténdig gezeigt. Setzt man nun U := (J,¢ ; Kj, so ist U als Ver-
einigung offener Mengen offen, und es gilt A C U. Offenbar ist { K; | je J } €
AT (U); kombiniert man dies mit (3.2), so folgt

My < Zdiam(Kj) < M(A)+e,
jedJ



24 3. Fundamentale Eigenschaften der dufleren d-Mafle

womit auch (ii) bewiesen ist.

Fall 2: d = o0:

Sei d = oo. Nach Voraussetzung gilt m := AL (A) < oco. Daher folgt AL, (A) = m
fiir alle d’ € |m, o0 nach Lemma 3.6. Wendet man den bereits bewiesenen Fall
1 auf ein solches d’ € |m, 00| an, so folgt wegen &% (4) € 8L (A) die erste und
wegen der Antitonie von /\5 )(U ) die zweite Aussage des Satzes auch fiir d = oc.

Beim Beweis der Aussage (i) ("offen”) im obigen Lemma ist ganz wesentlich eingegan-
gen, daB in der Definition der F-Kugel-Uberdeckungen von A zum Durchmesser d die
»echte* Ungleichung diam(K) < d (und nicht diam(K) < d) gefordert ist; dies war be-
reits im Paragraph 2.3 angedeutet worden. — Dem eben bewiesenen Lemma entnimmt
man, dafl Mengen mit endlichem dufleren d-Mafl im Fall d > 0 stets ,,bis auf €“ durch
eine offene Obermenge approximiert werden kénnen. Fine offene Obermenge mit demsel-
ben d-Mafl wird man im allgemeinen nicht finden, wohl aber eine Borelsche Obermenge,
wie der folgende Satz zeigt. Diese Borelsche Approximation gelingt — im Gegensatz zur
offenen Approximation nach Lemma 3.10 — auch im Fall d = 0.

Satz 3.11 (Borelsche Approximation ,,von auflen*) Seien A C F wund d €
[0,00]. Dann ezistiert eine Borelsche Obermenge U C F wvon A so, dai Aj(A4) =
AP (U

Beweis. Ist )\g(A) = 00, so ist mit U := F € B die Behauptung bewiesen; es gelte
also im folgenden A} (A) < oo.

Fall 1: d # 0. Nach Lemma 3.10 (ii) findet man fiir alle n € N eine offene (und
damit Borelsche) Obermenge U,, C F' von A so, dafl

MU < AF (A)+%. (3.3)

Daher ist U := (),cyUn eine Borelsche Obermenge von A, und es gilt unter
Beachtung von (3.3) die Ungleichungskette

IN

AT (A) Nj(U) < inf { Nj(Un) | neN} <

e 1
)\d(A)-l—lnf{ n

IN

nEN} = (4,

also \['(4) = \F(U).

Fall 2: d = 0. Aufgrund der Antitonie von )\(_)(A) ist AL (4) < AJ'(A) < oo fiir alle
d €]0,00]. GeméB Fall 1 findet man also fiir alle n € N eine Borelsche Obermenge
U, C F von A so, daf3

Mm(A) = Ajn(Un) -
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Daher ist U := (), cnUn eine Borelsche Obermenge von A, und es gilt fiir alle
n €N

also )\f/n(A) = /\f/n(U ). Dies impliziert schlieBlich nach Satz 3.7:

MN(A) = lim Al (A) = lim AU) = X (U). =

3.8 )] ist reguldr und metrisch

Im folgenden Lemma halten wir zunéchst eine einfache Beobachtung fest.

Lemma 3.12 Seien A, B C F derart, daff § := d(A, B) > 0. Dann gilt fir alle d €
[0,6]:
NJ(AuB) = \J(A) + \E(B).

Beweis. Hat man die Behauptung fiir d € ] 0,9 | gezeigt, so folgt wegen
M(AUB) = 1mA[(AUB) = lm (AF(A) +\[(B))
= 1 AL () + lmAT(B) = AT(A) + A (B)
die Behauptung auch fiir d = 0. Im folgenden sei daher d € ]0,d[. Wegen der

o-Subadditivitidt von )\5 geniigt es ferner, lediglich die Ungleichung ,,>“ zu zeigen.
Sei also K € &5 (AU B). Man setzt

P = {KecK|KnA#0},
Q = {KcK|KNB#0}.
Offenbar sind P € 85 (A) und Q@ € &Y (B). Wegen diam(K) < d < d(A, B) fiir
alle K € K gilt ferner P N Q = (). Also ergibt sich
Y diam(K) > ) diam(K) + Y diam(K) > A(A) + \[(B),
KeK KeP KeQ
was AJ(AUB) > AF(A) + A\F(B) impliziert. =

Mit Hilfe dieses Lemmas und des Satzes von der Borelschen Approximation kénnen
wir nun den abschlieBenden Satz dieses Paragraphen beweisen:

Satz 3.13 )\5 st ein reguldres metrisches dufleres Maf auf F. Insbesondere sind alle
Borelschen Teilmengen von F Ag—meﬂbar.

Beweis. Aus Lemma 3.12 folgt unmittelbar, daB A\J metrisch ist. Daher gilt B C
MY nach Satz 1.26. Kombiniert man diese Aussage mit Satz 3.11, so folgt die
Regularitiat von )\OF . =






4 Vergleich von Durchmesser und duBlerem
d-Maf

In Lemma 3.3 hatten wir die einfache Feststellung getroffen, daf fiir alle A C F die
Ungleichung
(%) M (A) < 2diam(A)

gilt. Daf3 diese Abschéitzung im allgemeinen nicht optimal ist, verdeutlicht das Beispiel
einer unbeschrinkten abzidhlbaren Teilmenge A C F: Obwohl diam(A) = oo gilt, ist
A (A) = 0 (vgl. Lemma 3.2). Daher soll in diesem Paragraphen der Fragestellung nach-
gegangen werden, inwieweit die Ungleichung (%) verbessert werden kann, genauer: fiir
welche Mengen A C F' die Identitét

() A (A) = diam(A)

gilt. Im direkten Zusammenhang mit dieser Fragestellung werden im ersten Abschnitt
die Begriffe Diagonalitit sowie Sub- und Super-Diagonalitidt einer Teilmenge von F
eingefiihrt. Die folgenden drei Abschnitte bringen hinreichende Bedingungen fiir das
Vorliegen von Sub- bzw. Super-Diagonalitdt. Im letzten Abschnitt wird mit den in diesem
Paragraphen gewonnenen Ergebnisse das duflere d-Mafl von F-Intervallen bestimmt;
dabei stellt man fest, daf} alle &ufleren d-Mafle der Forderung 4 der Einleitung geniigen,
d. h. daB AJ'(I) = diam([) fiir alle F-Intervalle I und fiir alle d € [0,00] gilt.

4.1 Diagonale Mengen

Um die Frage nach der Giiltigkeit von (k%) begrifflich prizise fassen zu kénnen, fiithren
wir drei neue Begriffe ein.

Definition 4.1 Sei A C F. Dann heifst A
(i) sub-diagonal, falls A (A) < diam(A4) .
(ii) super-diagonal, falls AL (A) > diam(A) .

(iii) diagonal, falls A sub- und super-diagonal ist.

27
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Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden hinreichende Bedingungen fiir das
Vorliegen von Sub- bzw. Super-Diagonalitdt formuliert. Zuvor notieren wir jedoch unmit-
telbare Folgerungen aus der Sub- bzw. Super-Diagonalitéit einer (beschréinkten) Menge
ACF.

Lemma 4.2 Sei A C F sub-diagonal und beschrinkt. Dann gilt \J' (A) < diam(A) fiir
alle d € |diam(A) ,00] .

Beweis. Esist m := AL (A) < diam(A) < oo. Nach Lemma 3.6 folgt \J(4) = m fiir alle
d €]m,o0]. Wegen m < diam(A) ist die Behauptung bewiesen. =

Lemma 4.3 Sei A C F super-diagonal. Dann gilt \J'(A) > diam(A) fiir alle d €
[0,00].

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus der Antitonie von )\{’ )(A). "

Kombiniert man die beiden eben notierten Lemmata, so erhédlt man den folgenden
Satz 4.4 Ist A C F diagonal und beschrinkt, so gilt fir alle d € |diam(A), 00| die
Identitit A (A) = diam(A). m
4.2 Hinreichende Bedingungen fiir Sub-Diagonalitat

Die Sub-Diagonalitdt ist eine fiir viele Mengen relativ einfach zu zeigende Eigenschaft,
wie das folgende Lemma belegt.

Lemma 4.5 Sei A C F. Jede der folgenden Aussagen impliziert die Sub-Diagonalitit
von A:

(i) A ist eine L -Nullmenge.
(ii) A ist unbeschrinkt.
(iii) A ist beschrinkt, und es existiert x € F so, daff A C K (, § diam(A)).

Beweis. (i), (ii) : Trivial.
(iii) : Seien A beschrinkt und x € F so, dal A C K := K (,  diam(A)). Dann ist
offenbar {K} € 8L (A) und daher M\ (A) < diam(K) = diam(A). =

Wir notieren im folgenden einige Beispiele sub-diagonaler Mengen.
Beispiel 4.6 (i) F-Kugeln und F-Sphdren sind sub-diagonal.

(ii) Alle Teilmengen von R sind sub-diagonal.
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Beweis. (i) : Folgt unmittelbar aus Lemma 4.5 (iii).
(ii) : Alle unbeschrénkten Teilmengen von R sind nach Lemma 4.5 (ii) sub-diagonal.
Ist A C R beschrinkt, so setzt man

(sup A +inf A) und ro=

xr =

(supA —inf A) = % diam(A) .

N | =
N | —

Wegen A C [z —r,z+7] = K (x,7) folgt die Sub-Diagonalitit von A aus Lemma
45 (ii). =
4.3 Durchquerbare Mengen

Um eine hinreichende Bedingung fiir die Super-Diagonalitit einer Menge A C F zu
erhalten, bedarf es eines etwas gréfleren Aufwandes. Wir werden im folgenden zunéchst
die durchquerbaren Mengen einfithren und untersuchen.

Definition 4.7 A C F heifst durchquerbar, wenn es fir alle R € [0,diam(A) | eine
stetige Abbildung ¢ : [0,1] — A gibt derart, dafi || (1) —¢(0)| > R.

Unmittelbar aus dieser Definition ergibt sich die folgende

Bemerkung 4.8 Wegzusammenhdngende Teilmengen von F sind durchquerbar. Insbe-
sondere sind also alle konvexen bzw. sternformigen Teilmengen von F durchquerbar.

Im Spezialfall FF = R sind die beschréankten durchquerbaren Mengen genau die be-
schrankten Intervalle:

Lemma 4.9 FEine beschrinkte Teilmenge A C R ist genau dann durchquerbar, wenn A
ewn Intervall ist.

Beweis. Sei A C R beschrinkt und durchquerbar. Seien ferner a := inf A und b := sup A.
Zeigt man |a,b[C A, so ist A konvex, mithin ein Intervall. Sei also = € ] a,b][.
Setzt man R := max{z — a, b — x}, so folgt zunichst

b—-R <z < a+R. (4.1)
Da A durchquerbar ist, findet man eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — A so, da8
le(1) —e(0)| > R. (4.2)

Als stetiges Bild von [0,1] ist X := ¢([0,1]) ein kompaktes Intervall, d. h.
man findet ¢,d € A derart, dal X = [¢,d]. Wegen (4.2) ist R < diam(X) =
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d — c. Dies impliziert wegen [¢,d] C A C [a,b] unter Beachtung von (4.1) die
Ungleichungskette

c<d—-R<b-R<z<a+R<c+R<d,

insgesamt also x € [¢,d] C A. Also ist A ein Intervall. Andererseits ist jedes
Intervall wegzusammenhéngend, nach Bemerkung 4.8 also durchquerbar. Dies ver-
vollstéindigt den Beweis. =

Ist F' nicht eindimensional, so gibt es durchquerbare Mengen, die nicht wegzusam-

menhéngend sind. Um ein Beispiel dafiir angeben zu kénnen, notieren wir zuerst das

folgende

Lemma 4.10 Sei F' nicht eindimensional. Dann gilt fir alle x € F':

(i) F\ {z} ist wegzusammenhdingend.

(ii) Fir alle r > 0 ist die F-Sphdire 0K (z,1) wegzusammenhdngend.

Beweis. Es geniigt offenbar, den Fall x = 0 zu untersuchen.

(i) : Seien a,b € F'\ {0}. Sind a und b linear unabhéngig, so ist 0 ¢ [a,b], d. h. die
Standardparametrisierung von [a, b] ist eine stetiger Weg von a nach b in F'\ {0}.
Sind a und b linear abhéngig, so findet man ¢ € F'\ {0} derart, dal a und ¢ sowie b
und c linear unabhéingig sind. Nach dem bisher Gezeigten findet man stetige Wege
von a nach ¢ sowie von ¢ nach b in F'\ {0}, also auch einen stetigen Weg von a
nach b in F'\ {0}.

(ii) : Der Fall r = 0 ist trivial, es sei also r > 0. Seien a,b € 0K (0,7). Da F'\ {0}
wegzusammenhéngend ist, findet man einen stetigen Weg ¢ von a nach b in F'\ {0}.

Wegen der Stetigkeit der Norm ist dann HT(;O” ein stetiger Weg von a nach b in
OK (z,r). =

Beispiel 4.11 Sei F' nicht eindimensional. Dann ist die Menge A := 0K (0,1) U
0K (0,2) durchquerbar aber nicht wegzusammenhdingend.

9K (0,2)
9K (0,1)
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Beweis. A ist wegen 0K (0,1) N 9K (0,2) = 0 offenbar nicht wegzusammenhéngend.
Ferner ist diam(A) = diam(9K (0,2)) = 4. Sei z € 0K (0,2). Nach Lemma 4.10
ist 0K (0,2) wegzusammenhingend, d. h. man findet eine stetige Abbildung ¢ :
[0,1] — 0K (0,2) so, daB ¢(0) = = und ¢(1) = —=z. Dies liefert

4 = diam(4) > diam(p([0,1])) > 1)~ ¢(O) ] =2 =] = 4,

also ||o(1) — ¢(0) || = diam(A) . Damit ist A durchquerbar. =

4.4 Eine hinreichende Bedingung fiir Super-Diagonalitat

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dafl durchquerbare Teilmengen von F' bereits
super-diagonal sind (s. Satz 4.14). Dies ist eine fast unmittelbare Folgerung aus Satz 4.13,
dessen Beweis wiederum ganz wesentlich auf das folgende Lemma 4.12 Bezug nimmt.
Die Aussage dieses Lemmas ist eine Verschiarfung der bekannten Tatsache, dafl eine
zusammenhéingende offene Teilmenge von F wegzusammenhéngend ist.

Lemma 4.12 Seien K eine Menge offener nichtleerer F-Kugeln und U := |JK zu-
sammenhdngend. Dann gibt es zu je zwei Punkten a,b € U einn € N, ein (n+ 1)-Tupel
(ag, ai,...,an) € F"1 sowie eine injektive Abbildung o : N<, — K mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) ap = a
(ii) an =b
(’i’i’i) ViENSn : [ai_l,ai] C O’(Z)

Beweis. Fiir den Beweis fithrt man folgende Sprechweise ein: Zwei Punkte a,b € U nennt

man in U simpel verbindbar, falls es n € N, ein (n + 1)-Tupel (agp, a1, ..., an) €
F™1 sowie eine injektive Abbildung o : N<,, — K gibt derart, daf$ die Aussagen
(i)-(iii) der Behauptung gelten.
Sei a € U. Man setzt nun M := {b € U |a und b sind in U simpel verbindbar };
zu zeigen ist dann M = U. Dies ist wegen des Zusammenhangs von U dquivalent
dazu, dal M eine (beziiglich U) offene und abgeschlossene nichtleere Teilmenge
von U ist. Wegen a € M ist M # (). Um nachzuweisen, dal M eine offene und
abgeschlossene Teilmenge von U ist, zeigt man

VeeM' 36>0: K(z,6) C M.

Sei 2 € M". Als zusammenhéngende offene Teilmenge von F ist U insbesondere
wegzusammenhéngend, d. h. man findet eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — U
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so, dafl ¢(0) = a und ¢(1) = z. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ ist X := ([0,1])
kompakt. Wegen X C U ist K eine offene Uberdeckung von X; da X kompakt ist,
findet man also eine endliche Menge P C K so, dafl

X cl|Jr.

0O.B.d.A. kann man dabei X N K # () fiir alle K € P annehmen. Man setzt nun
Q={KeP|zxzeK} ; wegen z € X ist Q@ # . Da Q also eine endliche
nichtleere Menge offener nichtleerer F-Kugeln ist, findet man § > 0 so, daf3

K(z,9) C ﬂQ.

Sei b € K (x,0). Zu zeigen bleibt: b € M.

Wegen x € MY st M N K (z,0) # 0, d. h. man findet ¢ € K (z,0) derart, dafl
a und ¢ in U simpel verbindbar sind. Seien also m € N, ¢g,cy,...,¢, € U und
7 : N<, — K eine injektive Abbildung so, dafi ¢p = a, ¢, = cund [¢j—1,¢;] C 7(4)
fiir alle 7 € N<y, .

Fall 1: 9N 7(N<,,) # 0.
Wiihle n € N<,y, so, daB 7(n) € Q. Man setzt nun a; := ¢; fiir alle ¢ € {0, ...,n—1},
ay, = b und

g = 'T‘ .
N<n,

Unmittelbar aus der Injektivitidt von 7 folgt die Injektivitdt von o. Ferner gilt
[a;—1,a;] C o(i) fiir alle i € N.,, aufgrund der Definition von o . Schlieflich ist
ap—1 = Cp—1 € 7(n) = o(n) und wegen o(n) € Q auch a, = b € K(z,0) C o(n).
Die Konvexitét der F-Kugel o(n) impliziert daher [a,—1,a,] C o(n).

Fall 2: 9N 7(N<,,) = 0.
Man setzt n := m + 1. Wegen Q # () findet man K € Q. Man setzt nun a; := ¢;
fiir alle 7 € {0,...,n — 1}, a,, :== b und

) (i) , fallsi<n,
I\
7 S"HP’ZH{K , fallsi=n.

Unmittelbar aus der Injektivitdt von 7 sowie der Voraussetzung K ¢ 7(N<,,) =
0(N<,, ) folgt die Injektivitdt von o. Ferner gilt [a;—1,a;] C o(3) fiir alle i € N,
aufgrund der Definition von o. Schliefllich ist a,—1 = ¢ € K(z,0) C o(n) und
wegen o(n) = K € Q auch a, = b € K(z,d) C o(n). Die Konvexitit der F-Kugel
o(n) impliziert daher [ap—1,a,] C o(n).

Damit sind in beiden Féllen ¢ und b in U simpel verbindbar, d. h. b€ M. =
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Satz 4.13 Seien K eine abzihlbare Menge offener nichtleerer F-Kugeln und |JK zu-
sammenhdingend. Dann gilt:

diam(UlC) < 3 diam(K) .

KeKk

Beweis. Seien a,b € |JK. Nach Lemma 4.12 findet man dann n € N, ein (n + 1)-
Tupel (ag, a1, ..., a,) € F"T! sowie eine injektive Abbildung o : N<,, — K mit den
Eigenschaften ag = a, a, = b und

ViENSn : [ai_l,ai] CO’(i).

Daher gilt unter Beachtung der Injektivitéit von o:

[b—al < > llai—aq1|| < ) diam(o(i) < > diam(K) .

i=1 i=1 KekK

Dies impliziert die Behauptung. m
Wir kommen nun zu dem bereits angekiindigten
Satz 4.14 Durchquerbare Teilmengen von F sind super-diagonal.

Beweis. Sei A C F durchquerbar. Im Fall \f (A) = oo bzw. im Fall diam(A) = 0
gilt die Behauptung trivialerweise; es gelte also im folgenden A (A4) < oo und
diam(A) > 0. Sei R € [0,diam(A) [. Dann findet man eine stetige Abbildung
¢ : [0,1] — A so, da | ¢(1) —¢(0)| > R. Wegen der Stetigkeit von ¢ ist
X = ¢(]0,1]) wegzusammenhéngend. — Sei ¢ > 0. Nach Lemma 3.10 findet

man eine offene F-Kugel-Uberdeckung K € 8L (A) so, daB

> diam(K) < AL (A) +e. (4.3)
KekK
Man setzt nun
P={KeK|KnNnNX#0}.

Offenbar ist P eine abzihlbare Menge offener nichtleerer F-Kugeln. Wegen des
Wegzusammenhangs von X ist ferner | JP ebenfalls wegzusammenhéngend, also
zusammenhéingend. Mit Satz 4.13 und (4.3) ergibt sich also

R < [o(1)—¢0)] < diam(X) < diam(UP) < Y diam(K)
KeP

< ) diam(K) < AL (A) +¢,

was zuniichst R < AL (A) und daher diam(A) < AL (A) impliziert. =
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Kombiniert man den eben bewiesenen Satz mit Beispiel 4.6, Bemerkung 4.8 sowie
Lemma 4.10, so ergibt sich das folgende

Beispiel 4.15 (i) F-Kugeln sind diagonal.

(ii) Ist F nicht eindimensional, so sind alle F-Sphiren diagonal. m

4.5 AuBeres d-MaB von F-Intervallen

Als erste Anwendung der in diesem Paragraphen gewonnenen Ergebnisse werden wir
abschliefend das duflere d-Maf} von F-Intervallen bestimmen.

Satz 4.16 Sei I C F ein F-Intervall. Dann gilt N (I) = diam(I) fiir alle d € [0,0].

Beweis. ,,>“ : Nach Bemerkung 4.8 und Satz 4.14 ist I super-diagonal. Lemma 4.3 liefert
daher die zu zeigende Ungleichung.
», < : Wegen der Stetigkeit von )\f ) (I) in O geniigt es, die gewiinschte Ungleichung
lediglich fiir d € ] 0,00] zu zeigen; es sei also d € |0, 00]. Ferner seien z,y € F so,
daB Jz,y[C I C [z,y]. Man findet nun N € N derart, daf

_ lly—=| d
r o= oN < 5
Seien J := N< y und
z = wt (y—o) (2=,
K; = K({Bj,?“)

fiir alle j € J. Dann ist offenbar { K; | j € J} € &% (I), und es gilt:

N
M) < Zdiam(Kj) = Z 2r = 2Nr = ||y—x] = diam(I) . =
jed i1



5 Kurven

Dieser Paragraph bringt im wesentlichen die Definitionen der Begriffe Funktionen von
beschrénkter Variation, Kurve, Parameterdarstellung und Lénge einer Kurve, rektifi-
zierbare bzw. geschlossene Kurve sowie Jordan-Kurve. In diesen begrifflichen Rahmen
werden wir im folgenden Paragraphen 6 das Konzept der Langenmessung von Bildern
(injektiver) stetiger Funktionen mittels des dufleren LéngenmafBes einfiigen.

5.1 Funktionen von beschrankter Variation

Notation 5.1 Die Menge der kompakten nicht-trivialen Intervalle in R wird mit Jy(R)
bezeichnet.

Definition 5.2 Sei I € J(R). Fiir alle n € N heifit das (n + 1)-Tupel (ag, a1, ..., a,) €
It eine Zerlegung von I, falls infI = ag < a1 < ... < a, = sup I gilt. Die Menge
aller Zerlegungen von I wird mit 3 (I) bezeichnet.

Definition 5.3 Seien I € Jx(R) und f € Abb (I, F). Fir alle Z = (ag,a1,...,an) €
3(I) heifst

n

V(,2) = Y | flay) = flaj) |

j=1

Variation von f beziiglich Z. Ferner heifst

V(f) = suwp{ V(f,2)| Z€3(I)}

totale Variation von f. Ist V(f) < oo, so heifit f von beschrinkter Variation. Die
Menge aller Funktionen von beschrinkter Variation aus Abb (I, F) wird mit BV (I, F)
bezeichnet.

Notation 5.4 Seien I € Jx(R) und f € Abb(I,F). Fiir jedes kompakte Teilintervall

J = [a,b] von I und jede Zerlequng Z € 3 (J) schreibt man abkiirzend V (f,Z) anstelle
von V (f |J, Z) und V2(f) anstelle von V(f ‘J)

35



36 5. Kurven

5.2 Kurven, Jordan-Kurven

Notation 5.5 Die Menge aller F-wertigen stetigen Abbildungen auf kompakten nicht-
trivialen Definitionsintervallen wird mit €g bezeichnet, d. h. es ist

¢ = |J caF).
Ie 3 (R)

Lemma 5.6 Seien I,J € Jx(R) und f € C(I,F), g€ C(J,F). Dann wird durch

f~g <= es existiert eine stetige streng monoton wachsende
Bijektion ¢ : I — J so, dafl f =go

eine Aquivalenzrelation auf Cp definiert.

Beweis. Identitit sowie Hintereinanderausfithrung und Umkehrabbildung stetiger streng
monoton wachsender Bijektionen sind wieder stetige streng monoton wachsende
Bijektionen. m

Lemma 5.7 Seien I = [a,b] € Jx(R), J = [¢,d] € Tk(R) und f € C(I,F), g €
C(J,F) so, daf$ f ~ g. Dann gilt:

(1) f(I) = 9(J)
(i) f(a) = g(c)
(i) f(b) = g(d)

(w) V(f) = V(g)

(v) f injektiv < g injektiv

Q

Beweis. Sei ¢ : I — J eine stetige streng monoton wachsende Bijektion so, dafl f = gop.
(i) : Esist f(I) = (go@)(I) = g(e()) = g(J).
(ii), (iii) : Folgt unmittelbar aus dem monotonen Wachstum und der Surjektivitét
von .
(iv) : ¢ induziert in natiirlicher Weise eine Bijektion ¢ zwischen 3 () und 3 (J):

¢ :3)—3()), (ao, . an) = (p(ao), ..., p(an)) -

Ist Z € 3(I), so folgt dann V(f,Z) =V(gop,Z) =V(g9,9(Z)) . Daraus ergibt
sich sofort V(f) = V(g).
(v) : Folgt unmittelbar aus der Injektivitdt von ¢. m

Das eben bewiesene Lemma zeigt, dafl jeder Reprisentant einer Aquivalenzklasse von
~ in €r in Bezug auf Bild, Totalvariation und Injektivitdt dieselben Eigenschaften hat.
Dies motiviert die folgende
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Definition 5.8 Die Aquivalenzklassen der in Lemma 5.6 eingefihrten Aquivalenzrela-
tion ~ auf € heiffen Kurven. Jeder Reprisentant einer Kurve I' heifit Parameter-
darstellung von I'. — Seien T' eine Kurve, I = [a,b] € J(R) und f € C(I, F) eine
Parameterdarstellung von T'. Die Grifle £ (T') := V(f) wird als Lange von I" bezeichnet.
I heifit rektifizierbar, falls ¢ (T') < oo, d. h. falls f € BV (I, F). T' heif$t geschlossen,
wenn f(a) = f(b) gilt. T heifit Jordan-Kurve, wenn f auf [a,b]| injektiv ist.

Man beachte, dafl bei der Definition einer Jordan-Kurve die Injektivitéat der fixierten
Parameterdarstellung lediglich auf dem halboffenen Intervall [a,b[ gefordert wird. Dies
ermoglicht die Begriffsbildung einer geschlossenen Jordan-Kurve.






6 Linge von Kurven und duBeres
Langenmal}

In diesem Paragraphen wird der Frage nachgegangen, welcher Zusammenhang zwischen
der Linge einer (Jordan-)Kurve I" und dem #duBeren Langenmaf des Bildes einer Para-
meterdarstellung f von T' besteht. Die beiden Abschnitte dieses Paragraphen bringen
diesbeziigliche Aussagen iiber das duflere Lingenmafl von Bildern stetiger bzw. stetiger
injektiver Funktionen auf kompakten Definitionsintervallen. Kombiniert man die beiden
zentralen Sétze 6.4 und 6.7, so erhilt man als Quintessenz den folgenden

Satz 6.1 Seien T' eine Kurve, I € Ji(R) und f € C(I,F) eine Parameterdarstellung
von T'. Dann gilt ¢(T) > N§(f(I)) . Ist T eine Jordan-Kurve, dann gilt sogar ¢ (T) =

A (f(D) -
Damit haben wir gezeigt, daf3 )\5 auch die Eigenschaft 5 aus dem Forderungskatalog
der Einleitung besitzt. — Im folgenden sei stets I = [a,b] € Jx(R).
6.1 AuBeres LingenmaB von Bildern stetiger Funktionen
Als Einstieg in diesen Abschnitt notieren wir das folgende einfache
Lemma 6.2 Fiir alle f € C(I,F) gilt: || f(b) — f(a)| < diam(f(I)) < N'(f(I)) .

Beweis. Sei f € C(I,F). Die erste Ungleichung ist trivial. Als stetiges Bild einer weg-
zusammenhéingenden Menge ist f(I) wegzusammenhéngend, nach Bemerkung 4.8
also durchquerbar. Satz 4.14 liefert daher in Verbindung mit Lemma 4.3 die zweite
Ungleichung. =

Ist f € C(I,F), so kénnen wir mit Hilfe des eben notierten Lemmas das #uflere
LingenmaR des Bildes AJ'(f(I)) nach unten abschitzen. Der aus dem folgenden Lemma
abgeleitete Satz 6.4 erlaubt eine Abschétzung nach oben.

Lemma 6.3 Sei f € C(I,F). Dann gibt es eine Zerleqgung Z := (a,u,v,w,b) € 3(I)
und r > 0 so, daf$ gilt:

39
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(i) [ f(w) = f) [l = [ f(v) = flw) | =7
(ii) f(I) € K(f(v).r)

(iii) V(f,2) = 2r

Der Veranschaulichung dieses Sachverhaltes dient das folgende Bild:

Beweis. Schritt 1: Seien

o1+ I =Ry, z—sup{ | f(z)-fWI |y€ [az]},
w2+ I =Ry, z—supf{ | f(@) - fy)l | ye [z0b] }.

Fiir alle z € I sind [a,z] und [z,b] kompakt; aufgrund der Stetigkeit von f und
| - |l sind daher ¢1 und 2 wohldefiniert.

Behauptung: v und 2 sind stetig.

Beweis: Man zeigt die Behauptung 0.B.d.A. nur fiir ;1. Seien zg € I und € > 0.
Da f auf dem Kompaktum I gleichmiBig stetig ist, findet man § > 0 so, dafl

Vayel: |v—yl<s = [f@)-fw)] <5 (6.1)
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Sei z € I so, daB8 |z —xo| < d. Ist pi(x0) > ¢i(x), so setzt man s := xp und
t := x, andernfalls setzt man s := x und ¢ := x¢. Dann ist:

| o1(z0) —p1(z)| = wi1(s) —pa(t)
= sup{ [ f(s) = fW)Il | y € [a,;s] }
—sup{ [[fO)—fW I | y€ [at]}
< sup{ [[f(s)=fOI + &) —fWI | ve [as]}
—sup{ [[fO)—fW I | y€ [at]}
= [[f&)=fOI + sup{ [[f(O)=FWI | y€ [ass]}
—sup{ [[f(O)—fW | y€ [at] }.

Wegen |s—t| <dist [a,s] C [a,t] U (]t—6,t+[NI). Daher erhélt man
unter Beachtung von (6.1):

[p1(zo) —r(@) | < [[f(s) = fON + sup{ [ /(1) = (W) |y € [at]}
+sup{ [[f() = f)ll [yelt-dt+d[nl}
—sup{ [ f() = FW) I [ ye [at]}

<E+§—s o
2 2

Schritt 2: Nach dem eben Gezeigten ist ¢ := @9 — ¢ stetig. Da offenbar ¢4 (a) =
0 = p2(b), ist p(a) > 0 > ¢(b). Nach dem Zwischenwertsatz findet man daher
v € I so, dafl ¢(v) =0, d. h. p1(v) = ¢2(v). Da [a,v] und [v,b] kompakt sind,
findet man v € [a,v] und w € [v,b] so, daBl

[f() = f) | = e1(v) = @2(v) = || f(v) = flw) || = 7.
Damit ist (i) erfiillt. Sei nun x € I; 0.B.d.A. sei z € [a,v]. Dann gilt
(@) =)l < eilv) =7,
also x € K(f(v),r), d. h. es gilt (ii). SchlieBlich gilt fiir Z := (a,u,v,w,b) € 3 (I)

V(£,2) = Ifw)=flall + )= f ] +
+ [ f(w) = f) | + [ F(0) = fw) ||
> [ f) = f) | + [ f(w) = F) | = 2r,

V

also die Aussage (iii). m

Satz 6.4 Fiir alle f € C(I,F) gilt: \5(f(I)) < V(f) .
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Beweis. Sei f € C([,F). Es geniigt zu zeigen:

Vd>0 3KeRL(fI) 3Ze3(): Y diam(K) < V(f,2).

KeK
Sei d > 0. Aufgrund der Kompaktheit von I ist f gleichméaBig stetig, d. h. man

findet 6 > 0 so, daf3
Veyel: Jo-yl <6 = |f@)-f@)] <. (62)

Sei nun N € N so gewdhlt, daf

Damit setzt man p; := a + jo fiir alle j € {0,1,..., N} und J := N< . Dann ist
offenbar |p; —pj—1| = o <4 fiir alle j € J, es gilt also nach (6.2):

d (6.3)

Vo€ [pioupi] o If@ -1l <5

Nach Lemma 6.3 findet man nun fiir alle j € J eine Zerlegung

Z; = (pj—1,u5,v5,wj,p;) € 3([pj-1,p5])

und ein r; > 0 so, daf} gilt:
1 f(wi) = fo) | = 1 f(0g) = Flug) [ = 75, 6.4
f(lpj—1,p5]) € K(f(v)),75)
V(f, Zj) Z 27“j.

Aus (6.3) und (6.4) folgt unmittelbar

d (6.7)

T’j<§

fiir alle j € J. Setzt man nun K := { K (f(v;),7;) | j € J }, so ist wegen (6.5) und
(6.7) K € R (f(I)). Setzt man ferner

Z = (p()aulavlawbpla"'7uNaUN7wN7pN)7

soist Z € 3(I), und es gilt nach (6.6):

N N
V(£Z) = > V(LZ) = Y 2 = > diam(K) . =

j=1 j=1 Kek
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6.2 AuBeres LingenmaB von Bildern injektiver stetiger
Funktionen

Im diesem Abschnitt soll nun gezeigt werden, dafl die in Satz 6.4 fiir stetige Funktionen
bewiesene Ungleichung zur Gleichung A (f(I)) = V(f) wird, falls f zusitzlich injektiv
ist. Dazu wird im wesentlichen der Satz 6.6 (wenn auch nicht in der hier angegebenen
sehr allgemeinen Formulierung) benétigt.

Lemma 6.5 Seien (2,d) ein metrischer Raum und v ein metrisches duferes Maf$ auf
Q. Ferner sei f: [a,b] — Q stetig. Dann ist f([a,b[) v-mef$bar.

Beweis. Sei (b,) eine monoton wachsende gegen b konvergente Folge in [a,b|. Fiir alle
n € N stellt man aufgrund der Stetigkeit von f fest, dal f([a,b,]) als Bild eines
kompakten Intervalls kompakt, also insbesondere Borelsch ist. Da v metrisch ist,
ist (f([a,bn]))nen eine aufsteigende Folge v-meBbarer Mengen. Der Grenzwert
f([a,b[) dieser Folge ist daher ebenfalls v-meBbar. =

Satz 6.6 Seien (Q,d) ein metrischer Raum und v ein metrisches dufSeres Maf auf €.
Ferner sei f : [a,b] — Q stetig. Ist f injektiv auf [a,b], so gilt fir jede Zerlegung
(ap, a1y ...;an) € 3(I):

n

v(fD) = > v(f(laj-1,a5])) .
j=1
Beweis. Seien f injektiv auf [a,b[ und (ag,a1,...,a,) € 3(I). Nach Lemma 6.5 ist
dann f([a,b]) die disjunkte Vereinigung der v-mefibaren Mengen f([a;_1,a;][),
j € N<,,. Daher folgt wegen der Additivitit von v auf 9 $:

v(f(D) = v(f([a,b]) = v(f([ab]) = v [ H f(laj-1,05])
j=1
= Y v(f(le-,a5]) = D v(f(laj1,4;]) . m
i=1 j=1

Wir kénnen nun den bereits angekiindigten wichtigen Satz beweisen:
Satz 6.7 Sei f € C(I, F) injektiv auf [a,b[. Dann gilt: N5 (f(I)) = V(f) .

Beweis. ,,<“ : Dies ist die Aussage von Satz 6.4.
»>“ 1 Sel Z = (ag,ai,...,an) € 3(I). Nach Lemma 6.2 gilt fiir alle j € N<,,;:

X6 (f([aj-1,0;])) = diam(f([aj-1,0;])) > [ f(az) = flaj-0) | -
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Kombiniert man dies mit der Aussage von Satz 6.6, so folgt:

n

N D) = DA ag-1,a5])) = > (1 fleg) = fla) || =
j=1 j=1
= V(£ 2).
Dies impliziert AJ'(f(I)) > V(f). =

Abschlielend bemerken wir, dafl man mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes 6.7 fiir die
aus Satz 4.16 bereits bekannte Aussage \)'([z,y]) = diam([z,y]) fiir x,y € F einen
weiteren, eleganten Beweis findet:

Satz 6.8 Seien x,y € F. Dann gilt: \§'([z,y]) = diam([z,y]) .

Beweis. Sei f : [0,1] — F, t — (1 —t)x + ty und Z := (ag,a1,...,an) € 3([0,1]).

Dann ist
V(L2Z) = > 1) =flai)ll = > Iaj—aj1)-(y—a)]
j=1 J=1
= lly—=ll > (aj—aj1) = y—=| = diam([z,y]) .
j=1

Dies impliziert V(f) = diam([x,y]). Wegen der Injektivitit von f und wegen
f([0,1]) = [z,y] folgt die Behauptung aus Satz 6.7. =



7 AuBere d-MaBe und Dimension von F

In diesem abschliefenden Paragraphen wird untersucht, welchen Einflufl die Dimension
von F' auf die Eigenschaften der dufleren d-Mafle hat. Im Fall F' = R stellt man fest, dafl
die duBeren d-Mafle auf F bereits alle identisch sind und mit dem dufleren Lebesgue-Mafl
tibereinstimmen. Damit geniigen alle &ufleren d-Mafle der Forderung 1 der Einleitung. Ist
hingegen F' nicht eindimensional, so erhélt man als wichtigstes Ergebnis, dafl )\dF lediglich
im Fall d = 0 die Eigenschaften 5, 6 und 7 aus dem Forderungskatalog der Einleitung
hat (Sétze 7.6 und 7.9). Ob und unter welchen Voraussetzungen im Fall d € | 0,00 das
dufere d-Maf )\g reguldr bzw. homogen ist, ist ein offenes Problem.

7.1 Der Fall F =R

Die wesentliche Aussage dieses Abschnitts liefert der folgende
Satz 7.1 Fir alled € [0,00] ist A% = \* .

Beweis. Sei A C R. Nach Bemerkung 2.9 ist \*(A4) = A% (A4). Aufgrund der Antitonie
von )\I(RE)(A) und der Stetigkeit von )\(.)(A) in 0 geniigt es daher, die Ungleichung

Ad(4) < AL (4)

fiir alle d € ]0,00[ zu zeigen; es sei also d € ]0,00[. Der Fall A% (A) = oo ist
trivial; es gelte also im folgenden m := A\X (A4) < oo. Dann findet man N € N so,
daB Nd > m. Nach Lemma 3.6 ist daher A§ (4) = A¥ (A), d. h. es geniigt zu
zeigen:

A (A) < Axa(A) . (7.1)

Seien J eine abzihlbare Indexmenge und { K; | j € J } € &%, (A). Fiir alle j € J
findet man a;,b; € R so, daB8  ]a;,b;[C K; C [aj,b;] . Offensichtlich ist P :=
J x N< v abzéhlbar. Fiir alle (j, k) € P setzt man nun

b‘_ .
Lij = aj—l— []{;_17]4;]7] CL]‘

45
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Dann gilt offenbar { L, | (j,k) € P} € &5 (A) und

N C— s
D diam(Ljx) = Y ZbﬂN L= (bj—aj) =) diam(K;) .

(J,k)eP jedJ k=1 jedJ jedJ

Dies impliziert (7.1). m
Korollar 7.2 \* ist ein g-endliches metrisches requlires dufleres Maf auf R.

Beweis. Kombination der Sétze 3.4, 3.13 und 7.1. =

7.2 F ist nicht eindimensional

In diesem Abschnitt seien F' nicht eindimensional und d € ]0,00]. Wir werden im
folgenden zunéchst die /\5 -meflbaren Mengen genauer untersuchen. Wichtigstes Ergebnis
dieser Untersuchungen ist der Satz 7.6: Nicht alle Borelschen Teilmengen von F' sind )\5 -
meBbar. Eine unmittelbare Konsequenz dieser Tatsache ist, dafl )\5 nicht metrisch ist.

Lemma 7.3 Fir alle x € F, r € ]O,g[ und A € {K(z,r),K(z,7),0K (x,7)} ist
M (A)=2r.

Beweis. Seien z € F, r € ]0,4[ und A € {K(z,7),K (z,7),9K (z,7)}. Nach Beispiel
4.15 ist A diagonal; wegen diam(A) = 2r < d < oo impliziert dies nach Satz 4.4
die Identitit AJ(A) = diam(A) =2r. =

Satz 7.4 Sei A C F so, daf§ diam(A) < . Dann gilt: Ae My < A\(4)=0.

Beweis. ,,<*“ : Nach Satz 1.10 sind alle Ag—Nullmengen Ag—meﬁbar.
,=“ (via Kontraposition): Es gelte A\](A) > 0. Dann ist insbesondere A4 # 0.
Seien z € A und r € ] diam(A), ¢ [. Dann ist A C K (z,7). Seien @ := K (z,7) und
R := 0K (x,r). Nach Lemma 7.3 gilt dann:

M(Q) = Ni(R) = 2r. (7.2)
Wegen A C Q ist QN A= A, also gilt
M(@QnA) =\ >o0. (7.3)

Wegen der Offenheit von K (z,r) ist schlieBlich AN R =0, d. h. es gilt Q\ A D R.
Daher folgt mit (7.2)

2r = N(Q) = X (Q\4) = Ni(R) = 27,
also AF'(Q\ A) = 2r. Kombiniert man dies mit (7.3), so folgt
Ad(QNA)+X5(Q\A) > 2r = A\(Q),
also A¢ MY, =
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Korollar 7.5 Ist A C F beschrinkt, so gilt: A€ ML = AL (A)=0.
Beweis. Dies ist der Fall d = co in Satz 7.4. =
Satz 7.6 Es ist B ¢ 93?5. Insbesondere ist )\5 nicht metrisch.

Beweis. Seien 7 := min {1, %} und K := K (0, 7). Nach Lemma 7.3 ist \J'(K) =27 > 0.
Wegen

diam(K) = 2r < 1

ist K ¢ 9)?5 nach Satz 7.4. Da K als offene Menge Borelsch ist, folgt die erste

Aussage. Kombiniert man dies mit Satz 1.26, so ergibt sich die zweite Aussage.

d<c_l
2

Abschliefend beweisen wir zuerst das einfache Lemma 7.7. Als Anwendung dieses
Lemmas werden wir zeigen, dafl das duflere Ladngenmafl von Mengen mit nichtleerem
Inneren stets unendlich ist (Satz 7.8) und daBl es Jordan-Kurven I' gibt, deren Linge

nicht mit dem &ufleren d-Mafl des Bildes einer Parameterdarstellung von I iibereinstimmt
(Satz 7.9).

Lemma 7.7 Fir allex € F, € >0 und R > 0 existiert eine injektive stetige Abbildung
f:10,1] = K(z,¢) so, daff V(f) > R.

Beweis. Da die Totalvariation einer Funktion offenbar translationsinvariant und homo-
gen ist, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall x = 0 und € = 1 zu beweisen. Sei
R > 0. Da F' nicht eindimensional ist, gibt es einen zweidimensionalen Teilraum
G von F. Seien K :=K (0,1) NG und ey, ey € K linear unabhiingige Einheitsvek-
toren. Es ist also {e1, e2} eine Basis von G; im folgenden werden die Elemente von
G in Koordinaten beziiglich dieser Basis geschrieben. Wegen der Konvexitét der
Kugel K gilt:

Q ={(zyed| |z]+]yl <1} C K.

Seien N € Ny g und J :={0,1,..., N}. Fiir alle j € J seien ferner

J 1
o = (— +N’_§>’
i1
b = (‘ +N’§>'

Offenbar sind a;,b; € Q fiir alle j € J; wegen der Konvexitéit von K ist daher

N~ N

N-1

P = [J (lajbj[U[bja41[) U [an,by] C K.
=0
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Da P stiickweise aus disjunkten F-Intervallen zusammengesetzt ist, gibt es eine
stetige injektive Abbildung f: [0,1] — K so, dal f([0,1]) = P. Ferner erhalt
man als (sehr grobe) Abschiitzung fiir die Totalvariation von f:

N
Vi = Y bl = N+ O] > N-fell =N > R. m
j=0

Das folgende Bild dient der Veranschaulichung der eben geschilderten Situation:

(e2)

bo b1 bN

ag ai anN

Satz 7.8 Sei A C F so, daf§ int(A) # 0. Dann ist \J'(A) =00 .

Beweis. Seien z € int(A) und ¢ > 0 so, daB8 K := K (z,¢) C A. Kombiniert man Lemma
7.7 und Satz 6.7, so folgt \J'(K) > R fiir alle R > 0. Also ist A} (A) unbeschrinkt.
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Satz 7.9 Es gibt eine Jordan-Kurve I', deren Léinge € (I') nicht mit dem dufleren d-
Maf des Bildes einer Parameterdarstellung von T dbereinstimmt (d. h. Ag mifit nicht
die Linge aller Jordan-Kurven).

Beweis. Seien 7 € ]0,4 [ und A := K (=,7). Nach Lemma 7.7 findet man eine Jordan-
Kurve I' mit Parameterdarstellung f : [0,1] — A so, dal £(I') = V(f) > 2r.
Nach Lemma 7.3 ist A\J'(4) = 27; aufgrund der Monotonie von A} liefert dies
MP(F([0,1])) <27 < £(T). Dies war zu zeigen. m

7.3 Ein offenes Problem

Im Spezialfall F' = R hatten wir festgestellt, da$ fiir alle d € [0,00], z € R und r > 0
die Identitét

MK (z,7) = MK (x,7)) = 27
gilt (Satz 7.1). Ist F nicht eindimensional, so hatten wir eine entsprechende Aussage nur
fir den Fall d € ]0,00] und r € |0, %l [ zeigen konnen (Lemma 7.3). Im folgenden seien
F nicht eindimensional, d € |0,00[, z € F und rg = %l. Aufgrund der Monotonie von

AL gilt dann die Abschitzung
d
ot} -

Es ist eine unbeantwortete Frage, ob sogar die Gleichheit

() A K(z,r)) = d

N (K (2,70)) > sup{ AL (K (2.17))

gilt. Diese Frage steht im unmittelbaren Zusammenhang mit den ebenfalls unbeant-
worteten Fragen nach der Homogenitéit bzw. der Regularitdt von )\5 , denn (x) ist eine
notwendige Voraussetzung fiir das Vorliegen von Homogenitét bzw. Regularitéit von )\5 .
Ist ndmlich einerseits )\5 homogen vom Grad 1, so gilt nach Lemma 7.3

A (K (2,70)) = 2-AF (K (a:%)) = 21 = d,

also (x). Ist andererseits AL regulir, so definiert man

o (o-2)

fiir alle n € N. Offenbar ist (K,) eine aufsteigende Mengenfolge in B (F); somit gilt nach
Satz 1.18 (o-Stetigkeit regulirer duflerer Mafie)
1
A (K (z,70)) = AE ( lim Kn) = lim M(K,) = lim 2r- (1 - —) —d,
n

n—oo n—oo n—oo
also ebenfalls ().

Meine Vermutung ist, da (x) falsch ist, daf also insbesondere A} nicht regulir und
homogen ist.
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Tabelle der verwendeten Symbole

Abb (9, )
BV (I, F)
B B
C(X,X")
Cp

diam(A)

int(A)

J(4)

Jk(R)

K(z,r), K(x,r)
OK (z,r)

R (4)

RE (4)

¢(I)

A, M

V(f), Va(f)
3(1)
UM, M

Abbildungen von €2 nach €/, S. 5f

Funktionen beschrinkter Variation von I nach F, S. 35
Borelsche o-Algebra auf €2 bzw. auf R, S. 12

stetige Abbildungen von X nach X', S. 5f

stetige F-wertige Abbildungen auf nicht-trivialen kompakten
Intervallen, S. 36

Durchmesser von A, S. 5f

Inneres von A, S. 5f

Intervall-Uberdeckungen von A, S. 16

nicht-triviale kompakte Intervalle, S. 35

offene, abgeschlossene Kugel um x mit Radius r, S. 5f
Sphére um x mit Radius r, S. 5f
F-Kugel-Uberdeckungen von A zum Durchmesser d, S. 16
F-Kugel-Uberdeckungen von A, S. 16

Lénge der Kurve I', S. 37

Lebesgue-Maf}, d&ufleres Lebesgue-Maf3, S. 16

duleres d-Mafl auf F', S. 17

Abbildung d — AJ(A) bzw. d — A5 (A), S. 20
v-mefbare Teilmengen von (2, S. 8

Lebesgue-mefibare Teilmengen von R, S. 16

)\5 -mefbare Teilmengen von F', S. 17

Potenzmenge von €2, S. 5f

Variation von f beziiglich Z, S. 35

totale Variation von f, S. 35

Zerlegungen von I, S. 35

Vereinigung, Durchschnitt von Mengensystemen, S. 5f
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Register

absteigende Mengenfolge 10
abzéhlbare Menge 5f
dufleres d-Maf3 17

dueres Langenmafl 17
dufleres Lebesgue-Mafl 16
dufleres Maf} 7

Antitonie von )\5 )(4) 20
aufsteigende Mengenfolge 10

beschréankte Variation 35

Borelsche Approximation ,,von auflen* 24
Borelsche Menge 12

Borelsche o-Algebra 12

diagonale Menge 27
disjunktes Mengensystem 5f
Durchmesser 5f
durchquerbare Menge 29

endliche Mengenfunktion 7
erzeugte o-Algebra 12

F-Intervall 5f

F-Kugel 5f

F-Sphére 5f
F-Kugel-Uberdeckung 16

geschlossene Kurve 37
Grenzwert monotoner Mengenfolgen 10

Homogenitiit von AJ und AL 22

Infimums-Methode 15
Inneres einer Menge 5f
Intervall 5f

Intervall-Uberdeckung 16
Jordan-Kurve 37

Kugel 5f
Kurve 37

Lénge einer Kurve 37
Lebesgue-Maf} 16
Lebesgue-mefibar 16

Mafl 8

Mengenfolge 10

Mengensystem 5f

Mef3barkeit bzgl. &uflerer Mafle 8

Mef3barkeitskriterium fiir regulére
duflere Mafle 11

metrisches dufleres Mafl 12

monotone Mengenfolge 10

Monotonie duflerer Mafle 7

Nullmenge 9
Nullmengen-Aquivalenz 21

Parameterdarstellung einer Kurve 37

regulédres dufleres Maf3 11
rektifizierbare Kurve 37

o-Additivitat 8
o-Algebra 8
o-endliche Mengenfunktion 7
o-Stetigkeit
... von Maflen 10

... von reguldren dufleren Maflen 11
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o-Subadditivitat 7

Sphére 5f

Stetigkeit von )\f)(A) 21
sub-diagonale Menge 27
super-diagonale Menge 27

Supremums-Methode 15
totale Variation 35
Variation 35

Zerlegung 35



