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Ubersicht

In dieser Arbeit werden minimale dynamische Systeme auf der Cantormenge
betrachtet. Dazu gehoren zum Beispiel die Kilometerzéhler, die die Bunce-
Deddens-Algebren als Transformationsgruppen-C*-Algebren liefern.
Besondere Aufmerksamkeit erfahren die von den Intervallaustauschtrans-
formationen (IAT) induzierten dynamischen Systeme. Um die K-Theorie
der zugehorigen Transformationsgruppen-C*-Algebra zu berechnen, benotigt
man Techniken der Kombinatorik. Die IAT werden zu Quaderaustauschtrans-
formationen (QAT) verallgemeinert, die dieselbe Theorie haben, aber deren
Beispiele schwieriger zu fassen sind.

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen der Arbeit besprochen. Zunéchst
wird der Begriff des dynamischen Systems eingefiihrt, mit den dazu gehoren-
den Eigenschaften wie “ergodisch”, “topologisch” und “minimal”.

Ein topologisches dynamisches System induziert eine Transformationsgrup-
pen-C*-Algebra. Sie ist genau dann einfach, falls das topologische dynami-
sche System minimal ist. Fiir den Beweis folge ich dem Artikel [Pow78] von
S. C. Power, der das Lemma von Rokhlin benutzt. Es gibt aber elegantere Be-
weise dafiir. Als Beispiel wird die Rotation auf dem hoherdimensionalen To-
rus T" betrachtet, deren zugehorigen Transformationsgruppen-C*-Algebren
sogenannte nichtkommutative Tori sind. Mit einem einfach nachzupriifenden
Minimalitatskriterium findet man viele einfache nichtkommutative Tori. Im
spiteren Text kann die Minimalitéit auf QAT {ibertragen werden.

Die dynamischen Systeme dieser Arbeit haben fast immer die Cantormenge
als Phasenraum. Sie wird héufig als Wischmenge realisiert, aber man kann
sie auch mit einer Hand voll abstrakter topologischer Eigenschaften charak-
terisieren. Ein Beispiel dynamischer Systeme mit einer Cantormenge sind die
Kilometerzahler. Die zugehorigen Transformationsgruppen-C*-Algebren sind
als Bunce-Deddens-Algebren bekannt.

Das zweite Kapitel ist den Intervallaustauschtransformationen (IAT) gewid-
met. Zunichst werden diese Transformationen vorgestellt und einige Eigen-
schaften wie “minimal” definiert.
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Aus ihnen kann man eine C*-Algebra konstruieren, die eine Transformations-
gruppen-C*-Algebra ist. Falls die TAT minmal ist, hat man sogar ein minima-
les dynamisches System mit einer Cantormenge. M. Keane entwickelte hand-
habbare Methoden, die TAT auf ihre Minimalitdt zu iiberpriifen. I. Putnam
konstruierte auf eine andere Art eine C*-Algebra zu einer IAT. Es stellt sich
heraus, dass beide Konstruktionen zum selben Ergebnis fithren.
Abgeschlossen wird das Kapitel mit einer Verallgemeinerung der IAT. Die
Intervalle werden dabei durch hoherdimensionale Quader ersetzt. Mit der
Rotation auf dem Torus erhélt man Beispiele minimaler QAT. Aus minimalen
QAT konnen durch Verschmelzen einzelner Quader weitere minimale QAT
konstruiert werden.

Das dritte Kapitel stellt den Beziehungen zwischen “ergodischen Maflen”,
“Spuren” und “Spurzustédnden” klar. Insbesondere fand M. Keane schon, dass
es fiir eine IAT hochstens endlich viele verschiedene ergodische Mafle geben
kann. M. Keane fand auch ein Beispiel einer minimalen [AT, die mehrere
verschiedene ergodische Mafle hat.

Im vierten Kapitel wird die K-Theorie von einer C*-Algebra berechnet, die
aus einer IAT oder QAT konstruiert wird. Dabei benutzt man zunéchst die
exakte Pimsner-Voiculescue-Sequenz und erhélt fiir K einen induktiven Li-
mes. Dieser wird systematisch untersucht. Am schwierigsten sind dabei die
Verbindungsabbildungen, deren Eigenschaften aber mit Hilfe von sogenann-
ten Rauzy-Graphen gefunden werden. Spétestens hier wird deutlich, dass
implizit Techniken der Kombinatorik benutzt werden.

Bei den IAT erhélt man eine freie abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeu-
gern. Das Ergebnis erzielte schon I. Putnam. Bei QAT kommt der Fall von
unendlich vielen Erzeugern hinzu.

Es wird auch untersucht, was man iiber die geordnete K-Theorie aussagen
kann. Bei TAT mit nur einem ergodisches Maf}; kann man die Ordnung auf
Ky angeben.

Das abschlieSende fiinfte Kapitel fiihrt ein paar Definitionen kombinatori-
scher Begriffe ein. Es wird aufgezeigt, wie man die gesamt Arbeit auch in der
Sprache der Kombinatorik lesen kann.
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Kapitel 1

Grundbegrifte

1.1 Dynamische Systeme

Unter dem Begriff “dynamisches System” fallen viele mathematische Model-
le, die eine zeitliche Entwicklung beschreiben. In dieser Arbeit treten nur
dynamische Systeme auf, deren Zeit durch Z und deren Phasenraum durch
MaB- oder topologische Raume modelliert wird.

In den folgenden Abschnitten werden die zugehorigen Begriffe und Aussagen
zusammen getragen. Die wichtigste Quelle dafiir war das Buch [CFS82].

Definition
Sei (M, B, i) ein Mafraum mit der o-Algebra B und dem Maf p.

Ein Automorphismus von (M, B, j) ist eine bijektive Abbildung T : M —
M mit TA,T'A € B und u(A) = n(TA) = un(T"1A) VA € B.
Das Ma#B p heifit invariant bzgl. T' oder T-invariant.

Definition

Fin dynamisches System (M, B, u,T) besteht aus einem Mafraum mit
W-MaB (M, B, 1) und einem Automorphismus T von (M, B, ). *

M wird Phasenraum von (M, B, ;1) genannt.

Definition
Sei (M, B, i1, T) ein dynamisches System, g : M — C eine messbare Funktion
und A € B eine messbare Menge.

Die Funktion g heift

!Der Begriff “dynamisches System” wird beispielsweise auch verwendet, falls 7" nur ein
Endomorphismus ist, oder falls man 7" durch einen Fluss F' : R x M — M ersetzt, bei
dem F;, Vt € R, Automorphismen sind.
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e invariant bzgl. T, falls g(t) = g(T(t)) = g(T~*(t)) fiir alle t € M ist,
und

e invariant bzgl. T mod 0, falls g(t) = g(T(t)) = g(T~'(t)) fiir fast
allet € M ist.

Die messbare Menge A € B heifit

e invariant bzgl. T, falls die charakteristische Funktion x4 invariant
bzgl. T ist, und

e invariant bzgl. T mod 0, falls die charakteristische Funktion x
invariant bzgl. T mod 0 ist.

1.1.4 Theorem (Birkhoffs und Khinchins Ergoden Theorem?)
Sei (M, B,u,T) ein dynamisches System mit einem normierten und voll-
stéandigen® Maf pu, und sei f € L*(M,B, i) eine integrierbare Funktion.

e Fiir fast allet € M gilt
ln—l
ft) = Jim 3 AT
k=0
ln—l
= lim =) f(T")
n—oo M,
k=0

. 1
= lim
n—oo 2n + 1

Z f(T*t)  und

k=—n

e es gibt die Gleichheit: fM?d,u = fM fdu.

Zwei dynamische Systeme kann man auch parallel betrachten, und erhélt ein
dynamisches System, das sich aber wieder zerlegen l&8t. Die wichtige Figen-
schaft “ergodisch” garantiert kein zerlegbares System vorliegen zu haben.

1.1.5 Definition
Sei (M, B, u,T) ein dynamisches System.
Das dynamische System (M, B, i, T) heifit ergodisch, falls fiir jede T-inva-
riante Menge A € B schon u(A) € {0,1} folgt.
Ein Maf p wird ergodisch genannt, falls es zu einem ergodischen dynami-
schen System gehort.

2Einen Beweis findet man z. B. in [CFS82] Appendix 3.
3Ein Ma8 heifit vollstéindig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge wieder messbar ist.
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Lemma
Sei (M, B, u,T) ein ergodisches dynamisches System und g : M — R eine
messbare T-invariante Funktion.

Es ist g|, = const fast tiberall.

Beweis: Sei s € R und setze A; := {t € M | g(t) < s}. Die A; € B sind T-
invariant. Also ist p1(As) € {0,1}. Setze S :=sup{s € R| u(As) = 0}. Dann
ist p(As) =1 und gl, = S. I

Folgerung

Sei (M, B, u, T) ein ergodisches dynamisches System mit einem normierten
und vollstdndigen MaB. Sei f € L'(M,B, ;1) integrierbar und f sei definiert
wie im Birkhoffs und Khinchins Ergoden Theorem 1.1.4.

Es stimmt die Gleichung

ft) = / f du fiir fast alle t.
M

Fiir A € B erhélt man Y a(t) = u(A) fiir fast allet € M.

Beweis: Die Funktion f ist nach Definition T-invariant und somit nach
Lemma 1.1.6 fast iiberall konstant. Damit rechnet man:

/ fdp = / f du Birkhoffs und Khinchins Ergoden Theorem 1.1.4
M M

= ?(t)/ 1y dp fiir fast allet € M
M

= f(t) fiir fast alle t € M.

Fiir die charakteristische Funktion x  ergibt sich dann Xa(t) = [,, xadp =
w(A) fiir fast allet € M. I

Will man einen Phasenraum mit einem Automorphismus zu einem dyna-
mischen System vervollstindigen, muss man ein passendes Mass suchen. Es
konnen dafiir mehrere Losungen existieren.
Bei IAT wird man nur endlich viele Losungen erhalten. Um das spéter zeigen
zu kénnen braucht man folgendes Theorem.

Theorem ()

Sei (M, B) ein messbarer Raum und T : M — M eine bijektive Abbil-
dung mit TA, T-'A € B fiir A € B. Seien weiterhin p, und juy normierte,
vollstiandige und T-invariante Mafie auf (M, B).

4[CFS82] Chapter 1, §2, Theorem 2.
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1. Falls py ergodisch bzgl. T, d. h. (M, B, 1, T) ist ein ergodisches dyna-
misches System, und py absolut stetig bzgl. p; (pe << p1) sind, dann

folgt p11 = pa.

2. Falls py und ps ergodisch bzgl. T sind, so ist entweder p; = 2, oder jiy
und pg sind singuldr zueinander, es gibt also disjunkte und T-invariante
Mengen Al,AQ S B mit Al U A2 = M und /Ll(A1> = ILLQ(AQ) =1.

Beweis: Zu 1.: Sei A € B. Es gilt 11(A) = Xa(t) = lim, o0 L 3720 xa(T")
fiir fast alle t € M bzgl. u,. Die Gleichheiten sind aus der Fo]gerung 1.1.7
und aus Birkhoffs und Khinchins Ergoden Theorem 1.1.4.

Da po << py ist, gilt die Gleichung auch fiir fast allet € M bzgl. us.
Zusiitzlich hat man [ xadps = po(A) und, weil py T-invariant ist, sogar
[ xaoTFduy = ps(A) Vk € Z. Damit folgt die Gleichung [+ 37~ 0 XA ©

Setzt man alles zusammen, erhélt man die Behauptung:

m(4) = / ir(A) dpis
= /JggoanA (T*t) dpa(t)

Satz von der majorisierenden Konvergenz

Zu 2.: Seien py und po zwei verschiedene ergodische Mafe. Dann existiert

A € B mit jin(A) # p2(A).
Fiir 1 = 1,2 setze

Im ersten Teil des Beweises wurde schon p;(A) = lim,, . * Zk o Xa(T*t)
fiir fast alle t € M bzgl. u; gezeigt. Damit folgt p;(A;) = 1,1 =1,2.

Nach Konstruktion ist Ay N Ay = (.

Und A{UAUN = M, wobei N eine Nullmenge ist, die man zu A; hinzufiigen
kann.

Damit sind alle gewiinschten Bedingungen erfiillt. i
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1.2 Topologische dynamische Systeme

Im vorangehenden Kapitel wurden dynamische Systeme eingefiihrt, deren
Phasenrdume Mafiraiume waren. Jetzt sollen die Phasenrdume topologische
Réume sein.

Definition
Ein topologisches dynamisches System ist ein Paar (X, ¢), wobei

e X ein kompakter Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis® und
e ¢ ein Homéomorphismus auf X ist.

Jedes topologische dynamische System ist auch ein dynamisches System.
Dafiir muss man ein ¢-invariantes Mafl bzgl. der Borel-o-Algebra von X
finden.

Satz (%)

Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System.

Es existiert ein endliches ¢-invariantes MaB j auf der Borel-o-Algebra B von
X. Insbesondere ist (X, B, i1, ¢) ein dynamisches System.

Beweis: Betrachte den *-Automorphismus ¢* : C'(X) — C(X), f+ fo¢™!
und dessen adjungierte Abbildung ¢* : C(X) — C(X)', 7+ 70 ¢*.
Betrachte die Menge M, := {t € C(X)" |7 >0, ||7|| = 1}. Sie ist konvex,
schwach-*kompakt” und ¢* (M) = M.

Nach dem Fixpunkttheorem von Markow-Kakutani C.2.2 existiert dann ein
Fixpunkt 7o € My, d. h. ¢* (10) = T0.

Der Isomorphismus des Rieszschen Darstellungssatzes C.2.1 bildet 1y auf das
Maf po ab mit (u(X) = ||ul| =1, p > 0 und 79(f) = [ fdpuo ¥ f € C(X).
Das Maf pg ist auch ¢-invariant. Sei A C X eine messbare Menge und x 4
die charakteristische Funktion von A. Dann folgt

to(9(A)) = /X Xo(4) dito

= To(X¢(A))

= 7o(xa0¢™")

= T0o¢"(Xxa)
To(x4)

5X ist mit diesen Eigenschaften ein polnischer Raum, d. h. er ist vollstéindig metrisier-
bar.

5[Tom87] Proposition 1.1.4, [Dav96] Proposition VIII.3.2

"Das folgt aus dem Satz von Alaoglu-Bourbaki, [Wer00] Korollar VIII.3.12.
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= No(A)- I

Falls man ein ergodisches topologisches dynamisches System hat, garantiert
das Lemma von Rokhlin die Existenz einer messbaren Menge, die unter An-
wendung des Homéomorphismusses fast den ganzen Phasenraum iiberdeckt,
bevor sie sich selbst wieder trifft.

Dieses Lemma wird spéter zeigen, dass ein topologisches dynamisches Sys-
tem genau dann minimal ist, wenn die zugehotrige Transformationsgruppen-
C*-Algebra einfach ist. Dafiir folge ich dem Artikel [Pow78]. Es gibt auch
alternative Wege die Aquivalenz zu zeigen.

Lemma (Lemma von Rokhlin®)

Sei (X, B, i, ) ein ergodisches topologisches dynamisches System mit vollem
Trager, d. h. supp (n) = X. X habe keine isolierten Punkte, d. h. {x} ist nicht
offen Vx € X, und sei ¢ > 0 und n € N.

Es existiert eine messbare Menge E C X mit

o ¢/(FE) paarweise disjunkt fiir j =0,...,n — 1 und
e (U #(B) > 1-e

Beweis: In dem langen Beweis wird zunichst mit dem Lemma von Zorn
die gesuchte Menge E konstruiert. Bei der Uberpriifung der geforderten Fi-
genschaften sind die mafitheoretischen Gleichungen nur bis auf Nullmengen
giiltig.

Beh.: Fiir alle € > 0 gibt es eine offene Menge F' C X mit 0 # p(F) < €.
So ein F' kann man induktiv konstruieren. Der Induktionsanfang wird durch
Fy := X gegeben.

Die Induktionsvoraussetzung ist die Existenz einer offenen Menge F,, C X
mit 0 < p(F,) <27

Da X keine isolierten Punkte besitzt, gibt es x1 # xo9 € F,. Und weil X
hausdorftsch ist, gibt es disjunkte offene Mengen Uy, U, C X mit x; € U;,
i =1,2. Weil u einen vollen Tréager hat, muss p(U; N F,) > 0 sein.

Setze F, 11 := F, NU;, wobei i so gewéhlt wird, dass u(F, NU;) minimal ist.
Da Uy, U, disjunkt sind, muss u(F,;1) < 27! sein.

Fiir den gesamten Beweis wéhle p € N mit % < €.

Betrachte die Menge F deren Elemente messbaren Mengen sind, die folgendes
erfiillen:

8Der Beweis ist aus [Bro76] §V.2, Lemma 5.2.
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o u(F)>0,VF € F, und
o [ ¢(F),..., """ Y(F),VF € F, sind paarweise disjunkt.

Beh.: Es ist F # ().
Man kann ein Element aus F durch Induktion konstruieren.
Die Induktionsbehauptung fiir k € N ist: Es gibt Fy, C X mit

o u(Fy) >0 und
o [, 0(Fy), ..., ¢"(Fy) sind paarweise disjunkt.

Fiir den Induktionsanfang wéhle eine offene Menge Fy mit pu(Fy) > 0.
Induktionsschritt k ~ k + 1:

Setze Fy1 = F}, — ¢""1(F,). Man kann o. B.d. A. u(F},) < k_-lu annehmen.

Ansonsten verkleinert man F}, wie es oben schon gemacht wurde.

Es ist ju(Fiy1) > 0. Dafiir betrachte die offene Menge A := J;., ¢’ (F}).
Sie ist ¢-invariant und weil p ergodisch ist, muss p(A) = 1 sein. Falls nun
p(Fyy1) = 0 wére, miisste u(A) = 2520 (¢’ (Fy)) < 1 sein.

Die Fyy1,...,¢" Y (Fpy1) sind paarweise disjunkt, weil F, 1 N ¢ EF =
(F — @1 (Fy)) N (¢ (Fr) — 9?42 (Fy)) = 0 ist.

Fiir k = pn — 1 erhélt man ein Element aus F.

Durch Inklusion “C” ist eine Ordnung auf F gegeben, und mit dem Lemma
von Zorn findet man ein maximales Element, das F heiflen soll.

Jetzt hat man alles, um E zu definieren. Setze

A= HE)NGI(F) j=1,...,pn

und

E:= (U ¢k"(F)> U | U ¢ (A;)

Beh.: Die Mengen E,$(E),...,¢" ' (E) sind paarweise disjunkt.
Man muss dafiir EN ¢'(E), | = 1,...,n — 1, betrachten. Wenn man das
ausmultipliziert, erhdlt man Terme folgender Art:

1 oM (F)N¢H(F), k=0,n,2n,....pn—n,i=L,n+1,2n+1,...,pn—n-+I,

2. FFYN@(A), k=0,....pn —n,i=2,....pn —n, k —i = —pn +
n,...,pn+n— 2,
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3. (A NHF),i=1,....pn—2n+1, k=1,....pn—1, k—i=
—pn +2n,...,pn — 2 und

4. ¢ A, NP2A,, in=1n+12n+1,...,pn—2n+1,is=1+1l,n+1+

J27

L2n+14+1,...,pn —2n+ 1+ (.

Jedes dieser Paare ist disjunkt.
Zu 1.: ¢"(F) N ¢'(F) = 0, falls k # i, nach der Definition von F. Der Fall

k =1 tritt wegen [ =1,...,n — 1 nicht ein.
Zu 4.: 9" A N@RA;, C P @ (F) N ¢ (F)) = 0 falls iy # iy. Der Fall
11 = 19 tritt wegen l = 1,...,n — 1 nicht ein.

Zu 2. und 3.: Man kann A; auf zwei Arten abschétzen. Die erste geht wie
folgt:

S(F)N¢'(4;) < ¢(F)ne™ P Y(F)
_ ¢i+pn—1 <¢k—i—pn+1(F) N F)
= 0,

fallsk —i1—pn+1=—pn,...,pn —l oder k —1=—1,...,2pn — 2.
Die zweite Abschétzung fiir A; fiihrt zu

(F)N¢'(4;) C " (F)ne™(F)
_ qbi—j (¢k_i+j (F) N F)
= (),

falls k —i+j = —pn,...,pn —l oderk —i=—pn—j4,....pn—1—75 D
—pm—1,...,—1.

Fiigt man beides zusammen, erhilt man ¢F(F) N ¢*(A;) = 0 fiir k —i =
—pn—1,...,2pn — 2.

Also sind E, ¢(E),...,¢" ' (E) paarweise disjunkt.

Im letzten Teil des Beweises soll (ﬂ?;&@ (E)) > 1 — € gezeigt werden.
Datfiir definiere eine Hilfsmenge:

B (U ¢k(F>> ol U ey
k=0 {G@.5)

[1<i<j<pn}

E ist ¢-invariant. Dafiir zeige

EA0(E) = (F 0y cb(Aj)) A (cb’”"(F) 0y ww) 0.0
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Falls Fy C ¢"" Y(F) und p(Fy) > 0 ist, dann existiert k € {1,...,pn} mit
w(@*(Fy)NF) > 0. Angenommen, es wéire u(¢*(Fo)NF) =0Vk=1,...,pn,
dann sind A, ¢(A), ..., """ (A) mit A := ¢(Fy) U F paarweise disjunkt:

ANG(A) = (¢(Fo) N (F) U (e(Fp) N o' (F)) U
UFNTHFR)U(FNG(F)) 1=1,....,pn— 1.
Es ist ¢(Fy) N ¢ (Fy) = 0, weil Fy C ¢P"*(F). Aus demselben Grund ist
d(Fy) N ¢ (F) = 0. Weiterhin ist nach Annahme F N ¢ (F,) = 0, und nach
Konstruktion von F ist F N ¢!(F) = (). Damit ist A € F.

Des Weiteren folgt nach der Annahme p(A) > u(F') im Widerspruch zur
Maximalitédt von F.

Daraus folgt u(¢"" ' (F)—UZ, Aj) = 0. Angenommen es wiire ju(Fy) > 0 mit

Fy = ¢ N F) U, Ay, dannmuss ein k € {1,...,pn} mit u(¢*(Fo)NF) >
0 existieren.

= ¢F (g N(F U¢ , wéiihle j = k,
C (pmEYF )—F)ﬂF
— 0.

Das ist ein Widerspruch zu ju(¢*(Fy) N F) > 0.
Nach Definition der A; ist J], ¢(A;) C ¢P"F'. Daraus folgt | JI~, ¢(A;) =

¢ (F), wegen (¢ (F) — Ui, ¢(4;)) =
Ebenso gilt nach Definition | ", ¢/(A;) C F, und mit der Rechnung

p(F) = p(o™(F))

< p (U ¢(Aj)>

= Y u(@(4)

=" (U ¢j(Aj)>

9A ist die symmetrische Differenz: AAB := (A — B)U (B — A).
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folgt ", ¢9(A;) = F.

Nimmt man beide Gleichungen zusammen, erhédlt man

EAG(E) = 0.
E ist also eine ¢-invariante Menge, und nach der Ergodizitét folgt ,u(E) =1.
Man betrachtet abschlieBend die Differenz E — U?:_OI ¢'E. Sie enthéilt nur

Terme der Form ¢'(A;) und zwar hochstens n Stiick fiir jedes j, was man in
der Abbildung 1.1 sieht.

12 ]
11 °
10 oo X E
9 o|oo
8
A d .
"6 ole U ¢'E
5 ooo
4
3 ° . L
2 otete 1 E-UL) o'E
1 [e]e]e
123456789101112

J
Abbildung 1.1: ¢*(4;) in E, E und E — U?:_Ol ¢'E fiir p=3und n =4

Damit folgt
n—1 pn
u (E -U WE) < Y np(Ay)
i=0 J=1
= n) pu¢’(4)))
j=1

ny <U W(&‘))

VAN
3 3
| — =

=

A
o

und es ist i (U;:OI ¢'E) >1—ce I
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Man kann das Lemma von Rokhlin noch verbessern, indem man statt einer
messbaren Menge sogar eine offene Menge findet.

Bemerkung ('°)

Sei (X, B, i, ¢) ein ergodisches topologisches dynamisches System mit vollem
Tréager, d. h. supp (u) = X. X habe keine isolierten Punkte, und sei € > 0
und n € Nyg.

Es existiert eine offene Menge P C X mit

e ¢J(P) paarweise disjunkt fiir j =0,...,n — 1 und
o« n (U o/(P)) > 1.

Beweis: Zunéchst existiert nach Rokhlins Lemma 1.2.3 eine messbare Menge
E C X mit

o ¢/(E),j=0,...,n— 1, paarweise disjunkt und

. i <U;?;01 ¢J’(E)> >1- €,
Weil p ein Borelmafl und X ein polnischer Raum sind, folgt nach dem Satz

von Ulam!!, dass p regulér ist. Insbesondere ist E von innen regulir, d. h.
u(E) =sup{u(K) | K C E kompakt}.

Es gibt also eine abgeschlossene Menge F C E mit u (U;:Ol ¢j(F)> >1—e
Weil X als metrisierbarer Raum das Trennungsaxiom T} erfiillt, gibt es eine
offene Menge U D F der Art, dass U,¢(U),...,¢"(U) paarweise disjunkt
sind.

Wiihle eine offene Menge P C X mit F C P C P C U. So ein P existiert,
weil mit dem Trennungsaxiom T die abgeschlossenen Mengen F' und X — U
durch offene Mengen getrennt werden kénnen.

P hat die gewtiinschten Eigenschaften. I

Das folgende Lemma zeigt die Existenz von Funktionen, deren Eigenschaften
es spéater gestatten die Erwartung eines verschriankten Produktes zu appro-
Ximieren.

Lemma (1?)

Sei (X, B, i, ) ein ergodisches topologisches dynamisches System mit vollem
Tréger, d. h. supp (1) = X. X habe keine isolierten Punkte, und sei m € Ny
und € > 0. Es gibt eine offene Menge F C X und eine Funktion v,, : X —

T c C mit

10[Pow78] Lemma 5
1 [Els05] Kapitel VIII, §1.5, 1.16
12[Pow78] Lemma 5
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o u(F)>1—eund

o (Vmthm © ™ + Yt 0 6™) |, = 0.

Beweis: Nach der Bemerkung zu Rokhlins Lemma 1.2.4 existiert eine offene
Menge P C X und ein n > m mit

o pu(UZ'¢*(P)) > 1 — € und
o ¢*(P), k=0,...,n, paarweise disjunkt.

Setze F := Up_i"¢"(P).

Die gesuchte Funktion ¢,, kann man mit Hilfe des Lemmas von Urysohn
konstruieren. Weil ¢*(P), k = 0,...,n, paarweise disjunkt sind, existieren
1 falls ky = ks
0 sonst.

Setze V() := [Ty exp (2mi fr(z)1=). Fiir z € ¢"(P), k=0,...,n—m, so
folgt

Funktionen f : X — [0,1], Kk =0,...,n, mit fk1|¢>k2(P) = {

(Vntm 0 d™) (2) = Yum(2)¥m (0™ (2))

k k+m
= exp | —2mi— | exp | 2me
dm 4m

= 1.

Damit ergibt sich fiir x € ¢*(P) C F die Behauptung

(Vmtom © ™ + Vb 0 ¢™) (¥) =1 — i = 0. 1

1.3 Minimale Systeme

Bei topologischen dynamischen Systemen wird die Eigenschaft “ergodisch”
durch die Eigenschaft “minimal” verstérkt.

Definition (%)
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System.

Der Homéomorphismus ¢ heifit minimal, falls er eine der folgenden sechs
daquivalenten Bedingungen erfiillt:

1. Falls E C X abgeschlossen und ¢(E) C E sind, dann ist E € {0, X'}.

13[Tom87]
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2. Falls E C X abgeschlossen und ¢~*(F) C E sind, dann ist E € {0, X }.

3. Es gibt keine echten abgeschlossenen ¢-invarianten Unterrdume von X,
d.h.aus E C X und ¢(E) = E folgt E € {0, X'}.

4. Jeder positive Orbit ist dicht, d. h.
dicht
Ot (z) ={¢"(x)|neN} C XVzrelX.

5. Jeder negative Orbit ist dicht d. h.

dicht

O (x) ={¢"(x) | neN} C XVzxelX.
6. Jeder Orbit ist dicht, d. h.
dicht
Ox) :={¢"(x) | n€Z} C XVzelX.

Das topologische dynamische System (X, ¢) heit minimal, falls ¢ ein mi-
nimaler Homéomorphismus ist.

Beweis: Die Richtungen “1.= 3.7, “2.=3.”, “4.=6.” und “5.=6.” sind
klar.

“l.=4.7: Sei x € X. Aus ¢(OT(x)) C OF(x) folgt fiir den Abschluss eben-
falls p(O+(z)) C O+(z). Die Voraussetzung impliziert dann O(z) = X.

Analog zeigt man “2.=-5.7.

76.=3.”7: Sei E C X abgeschlossen, ¢(F) = E und E # (). Dann wiéhle
r € E. Aus ¢(E) = E folgt O(x) C E. Weil E abgeschlossen ist, ist sogar
X =0(z) C E.

“3.=1.”7: Sei E C X abgeschlossen, ¢(E) C E und E # (). Induktiv zeigt
man ¢"*H(E) C ¢"(E) Vn € N. Also ist F' := (), oy ¢"(E) nicht leer und
abgeschlossen.

Die Rechnungen

$(F) = ("B

O EN ﬁ O (E)
n=1

= F und

o0

O(F) = (o)

n=0
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c [)¢"(B)
_

zeigen ¢(F) = F. Mit der Voraussetzung ergibt sich X = F C E C X.
Analog zeigt man “3.= 2.”. I

Die beiden folgenden Lemmata beschéftigen sich mit den Voraussetzungen
fiir Rokhlins Lemma, die bei minimalen topologischen Systemen schneller
erfiillt sind.

Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und j ein ¢-
invariantes Borelmaf.

Es ist supp (1) = X.

Beweis: Angenommen, es géibe ein offenes U C X mit U # () und p(U) =
0, dann wére auch j(|J,,c, @™ (U)) = 0. Da ¢ aber minimal ist, ist schon

Unez ¢"(U) = X. 1

Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System, und sei X iiber-
abzéhlbar.

X hat keine isolierten Punkte.

Beweis: Seix € X ein isolierter Punkt und sei y ¢ O(z). Dann ist x ¢ O(y)
und folglich x ¢ O(y), weil x ein isolierter Punkt ist. Da aber ¢ minimal ist,
muss W = X sein.

Damit folgt O(z) = X, und X ist abzdhlbar. I

1.4 Transformationsgruppen-C*-Algebren

Definition
FEine Transformationsgruppen-C*-Algebra ist ein verschrinktes Pro-
dukt A x G mit einer kommutativen C*-Algebra A.

So erhélt man fiir jedes topologische dynamische System (X, ¢) eine Transfor-
mationsgruppen-C*-Algebra C'(X) x4+ Z. In dieser Arbeit werden nur solche
Transformationsgruppen-C*-Algebra betrachtet.

Diese konstruierte C*-Algebra kann fiir sich genommen schon interessant
sein, wie das Beispiel der irrationalen Drehungsalgebra zeigen wird.
Interessant ist aber auch, wie das dynamische System und die C*-Algebra
wechselwirken.
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Eine Transformationsgruppen-C*-Algebra hat eine Erwartung, die durch Ad-
junktion mit Funktionen approximiert werden soll. Damit zeigt man, dass die
Erwartung abgeschlossene Ideale invariant 1a83t.

Ziel ist die Aquivalenz der Eigenschaften “minimal” und “einfach”.

Lemma (%)

Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System, und sei X iiber-
abzéhlbar. Sei weiterhin E die Erwartung von C(X)XgZ. Sei f € C(X) X4 Z
und € > 0 gegeben.

Es existieren N € N und 64,...,0y : X — T mit

1L
—NZM@

< €.

Beweis: O.B.d. A.sei f = an:p fmu™. In diesem speziellen Fall gilt sogar

1 L
:NZW@Z-

Nach Satz 1.2.2 existiert ein normiertes, ¢-invariantes Mafl p auf der Borel-
o-Algebra B. Weil ¢ minimal ist, ist nach Lemma 1.3.2 supp (1) = X, und
1 ist ergodisch.

Nach Lemma 1.3.3 hat X auch keine isolierten Punkte. Damit sind alle Vor-
aussetzungen fiir das Lemma von Rokhlin gezeigt.

Mit dem Lemma 1.2.5 findet man Funktionen v; : X — T, j = p,...,q,
J # 0, und offene Mengen F; C X mit

o u(F;)>1—¢€,€¢ >0, und
¢ Tpvyod +ii 0P| =0

Definiere die offene Menge F := (\i_, Fj. Falls € hinreichend klein gewéhlt
J7#0
wurde, muss p(F) > 0 sein. Weil ¢ minimal ist, existiert M € N mit
M
Ui=o O (F) =
Definiere eine Abbildung Ej(k) :C(X) X Z — C(X) xZ durch

1 [
EO(f) = 5 (Bo0F o 007 + 15067 i 0 07F)

14Pow78] Lemma 6
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Zunéchst sieht man

[II1E" 0

j=p k=0 =
J7#0 i
1

I
— =
DO | —
N

>

o,
<
A

+

>

(oW
<
$
N
=

wobei 0;,1 = 1,..., N passend gewéhlt werden. Die rechte Seite der Gleichung
hat die gesuchte Form.
Die linke Seite der Gleichung wird E ( f ) fo sein.

Weil B\ (fo) = fo ist, folgt TT'_, TTeto B (fo) = fo = B(f).
Fiir m # 0 hat man

EW (fru™) =

/X
§

0 6 fratl"1p5 0 67 + 155 0 67 fuu™ 5 0 67F)
o¢—kwjo¢—k—m+¢jo¢—kW) "
309"+ Yl 06 06T u,

*"J]km

I
NN~
o

3
//~
<

3"
(—~
§|

und damit ist
HE(k (frmu™) (H w]km> u™

Nach Konstruktion ist kam|¢k(p) = 0. Daraus folgt szo Wkm = 0 und

T, ESW (fmu™) =0

Setzt man alles zusammen, folgt

%(ZA@ () = IIE 0
=1 g;gkzo
= f
= E(f). *

Folgerung

Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und sei X iiber-
abzdhlbar. Sei weiterhin E die Erwartung von C'(X) X4 Z und I C C(X)XZ
ein abgeschlossenes Ideal.
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Esist E(I) C I.

Beweis: Sei f € I. Nach dem vorhergehenden Lemma 1.4.2 existieren fiir
jedes € > 0 Funktionen 0, : X — T, =1,..., N, mit

1 _
E(f) - ;wel <e
Weil I abgeschlossen ist, ist E(f) € I. i

Satz (1°)
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System, und sei X iiberabzéahlbar.

Es sind dquivalent:
o C(X) X, Z ist einfach.

e (X, ¢) ist minimal.

Beweis: ‘“=:” Sei (X, ¢) nicht minimal, dann gibt es eine nichttriviale ¢-
invariante Menge F' C X.

Betrachte das Ideal Ip C C(X)XZ, das von Cp(X) :={f € C(X) | f|p =0}
erzeugt wird. Weil F' ¢-invariant ist, ist E(Ip) = Cp(X). Und da Cp(X) #
C(X), kann C(X) x Z nicht einfach sein.

“=”: Sei (X,¢) minimal und () # I C C(X) x Z ein Ideal. Es muss I =
C(X) x Z gezeigt werden.

Sei f € I positiv und f # 0. Dann ist fo := E(f) positiv und fo # 0, weil E
treu ist.

fo € I nach der Folgerung 1.4.3.

Definiere die Funktion f,, := Y ., foo ¢* € I fir m € N. Dann ist deren
Tréiger supp (f) = Upe, ¢'(supp (fo)). Weil ¢ minimal ist, muss es ein M €
N geben mit supp (f,) = X.

Dann ist fy; > 0, und f), ist invertierbar. I

1.5 Irrationale Drehungen

Ein bekanntes und wichtiges Beispiel fiir dynamische Systeme liefern Dre-
hungen. Fiir sie gibt es auch ein handhabbares Kriterium, um die Eigen-
schaft “minimal” zu {iberpriifen. Die zugetrigen Transformationsgruppen-
C*-Algebren sind als nichtkommutative Tori bekannt.

Dieses Beispiel wird spéter helfen, die Minimalitét von speziellen QAT nach-
zuweisen.

15ZM68] (5.15), [PowT78]
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Satz
Seien 1,ay,...,a, € R, n € N iiber Q linear unabhingig und a™ :=
(Cll, c. ,an).

dich
Bs ist Za™ “C" R"/Z™.

Beweis: FEs wird eine Induktion iiber n € N angewandst.

Induktionsanfang n = 1: Fiir x € R/Z und ¢ > 0 muss ein k € Z mit
d(z,kay) < € gefunden werden.

Nach Voraussetzung sind 1,a, tiber Q linear unabhéngig, d. h. ay ist irra-
tional. Damit gibt es kein k € 7Z mit ka; = 0 mod Z und deswegen ist
card (Za; mod Z) = oo. Weil R/Z kompakt ist, gibt es einen Haufungs-
punkt von Zay, insbesondere findet man q,r € Z mit d(qay,ra;) < €.
Betrachte jetzt pay, wobei p := q — r. Dann ist d(pai,0) < e. Weiterhin
existiert t € R mit tpa; = x mod Z. Wéhle k €|t — 1,t + 1[NZ, dann ergibt
sich

d(kpa17$> S d(kpalatpal)
= [k —t[d(pay,0)
< €

Wegen Zpa, C Za, folgt die Behauptung.

Induktionsschritt n ~~ n + 1: Seien 1,a4,...,a,,a,+1 € R iiber Q linear
unabhingig und oY) 1= (ay,. .., an41).

Wieder ist fiir v € R /Z"*! und e > 0 ein k € Z mit d (ka™™,z) < € zu
finden.

1. Schritt: Es gibt p € Z mit d (pa"*tV,0) < &.
Aus ka™Y =0 mod Z"t', k € Z, folgt, dass 1,a4, ..., aps1 tiber Q linear
abhéangig sind. Das widerspricht der Annahme, also muss card (Za("“)) = 00
sein.

Weil R" /7" kompakt ist, muss Za™*") einen Haufungspunkt besitzen. Also
gibt es ¢ # r € Z mit d (qa"*V ra™ ) < £,

Setze p .= q — r # 0, damit ist dann d (pa(”+1), O) <s.

2. Schritt: 1,qa; mod Z, ..., ,qa,+1 mod Z sind iiber Q linear unabhéngig.
Seien po, ..., ppy1 € Q und ry, ..., 7,1 mit pgl + Z?:ll pi(qa; + ;) = 0 und
qa; +r; € [0,1[ Vi. Daraus folgt (po + Z?jll piri) + Z?jll piqa; = 0. Nach
Voraussetzung folgt pg+ Z?jll piri =0undp,q=0Vi=1,... ,n+1. Wegen
q# 0 folgt p, =0Ve=1,...,n+ 1 und schlieBlich auch py, = 0.

Setze a™*Y := (qa; mod Z,...,qa,;; mod Z) = (dY‘“), . ,aﬁjfl”).

dich
3. Schritt: Es ist Ra(+) ‘¢ INGRYVASES



1.5. IRRATIONALE DREHUNGEN 27

qa(n-i-l)

a(n-i—l)

Abbildung 1.2: Konstruktion von a™*

Die ~§”+1), . ,&fl’fll) sind iiber @ linear unabhéngig, also ist anTll # 0.
Damit existiert s € R, z.B. s = 2 (Tgfﬁ)l, mit x + sa™*Y € R"/Z", d. h. die
n+1
letzte Komponente verschwindet.
Weil die a nH), ..., @™ diber Q linear unabhingig sind, miissen auch die
~(”+1) ~(7L+
s IR T 1 tiber Q linear unabhéingig sein. Nach Induktionsvoraus-
n+1 n+1
setzung existiert k € 7Z mit d (/{‘I(ZE;,J: + sa(”+1)> < §. Die Metrik ist
n+1
translations invariant, deshalb ist auch d <(kz - sdiﬁﬁ”) EZE; T ) < 5.
n+1

Daraus folgt die Behauptung.

4. Schritt: Es gibt ein k € Z mit d (ka™™), z) <.

Zunéchst wissen wir, dass ein t € R mit d (t&("+1),x) < § existiert, und
weiterhin d (a"*V,0) <

Wiéhle k' €|t — 1,t+ 1[NZ. Dann erfiillt k := gk’ die gewiinschte Eigenschaft:

d (ka(nJrl)’ .1') - d (k/ (n+1) QJ)
< d (kj (n+1) a(n+1)) + d (t&(n+1)7x>

€

< |k —t/d @t 0)+3



28 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

r+ samtie
/ R™ /7"

gnt+1) X

R/Z

Abbildung 1.3: Konstruktion von s

A

+

Do e
DN

1.5.2 Lemma
Seia™ = (ay,...,a,) € T, n € Nund ¢ : T" — T die Translation um a™.
dicht
Sei weiterhin Za™ C R"/Z".
Der Homéomorphismus ist minimal.

dicht
Beweis: Es muss {¢"(z) |n € Z} C R"/Z"Vx € T" gezeigt werden. Das

ist aber erfiillt:

{¢"(x) [neZ} = xz+{¢"(0)|neZ}
= z+Za™
dicht
c T I

1.5.3 Definition
Sei © € M(n x n,R), n € N eine antisymmetrische Matrix.

Apg ist die universelle C*-Algebra der unitdren Erzeuger uq, ..., u, mit den
Relationen

ujug = exp(2miO ) uu,;.
C*-Algebren dieser Art nennt man héherdimensionale nichtkommuta-
tive Tori.
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Beispiel
Sei 6 € R, und setze © := ( % §).
Ag ist die Rotationsalgebra Ag.

Lemma
Sei a™ = (ay,...,a,) € T", n € N, und ¢ : T* — T" die Translation um
00 .. 0 —a
00 0 —a
a™. Setze © := -
00 .. 0 —an
a a2 ... ap O
Es ist
O(TZ) >4¢* Z = A@.
Beweis: C(T") ist die universelle C*-Algebra C*(us,...,u,) mit vertau-
schenden unitiren Erzeugern uy, ..., Uy,.
Fiir das verschréinkte Produkt kommt ein weiterer unitdrer Erzeuger 1
hinzu, der uny1ujuy, = ¢*(u;) = exp(—2mia;)u; Vj € {1,...,n} erfiillt.
Diese Relationen entsprechen der Matrix ©. I
Folgerung
Sei a™ = (ay,...,a,) € T", n €N, und 1, a1, as,...,a, seien iiber Q linear
00 .. 0 —a
00 0 —as
unabhéngig. Setze © := R
00 .. 0 —ay
ar a2 ... ap O

Ag ist einfach.

Die Rotationen werden verallgemeinert, indem man die injektiven Abbildun-
gen [0, 1["— T"/Z™ betrachtet, und die Translation auf den Einheitsquadern
durchfiihrt. Die dabei entstehenden Transformationen werden QAT sein, die
nicht stetig sind.

Anschaulich werden die Tori dabei einfach nur zerschnitten.

1.6 Cantormengen

In dieser Arbeit werden topologische dynamische Systeme betrachtet, deren
Phasenrdume die Cantormenge sind. Es gibt verschiedene Arten die Cantor-
menge zu beschreiben.

Definition
Sei X ein topologischer Raum.
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e A C X heiit zusammenhidngend, falls man A bzgl. der Relativto-
pologie nicht in zwei disjunkte, nichtleere und offene Mengen zerlegen
kann.

e A C X heift Komponente von X, falls A zusammenhéngend ist und
falls B D A ebenfalls zusammenhéngend ist, muss schon B = A folgen.

e X heifit total unzusammenhéngend, falls jede einpunktige Menge
{z} € X eine Komponente von X ist.

1.6.2 Definition
FEin topologischer Raum X heifit Cantormenge, falls er

e total unzusammenhéingend,
e kompakt,
e metrisierbar ist und

e keine isolierten Punkte enthalt.

1.6.3 Beispiel
Das klassische Beispiel fiir eine Cantormenge erhélt man, indem man, vom
FEinheitsintervall startend, unendlich oft die mittleren Drittel der vorhande-
nen Intervalle entfernt.

Sei also Iy := [0, 1]. Dann sind I; = [0, 3] U[2,1], I, = [0, 3] U [, 3] U [§, Z]U

[3,1], usw..
° o Iy
S e |
o~ o o o o o o o I

Abbildung 1.4: Konstruktion einer Cantormenge

Die Menge X = (\,_, 1, wird die Cantormenge, das Cantorsche Dis-
kontinuum oder die Cantorsche Wischmenge genannt.
Man kann X mit {0, 1}" identifizieren durch die Abbildung

{{m}N = (0,1

(Tj)jen > 2o jen 225377
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Die C*-Algebra C(X) ist eine AF-Algebra mit dem Bratteli-Diagramm

Am obigen Beispiel kann man sehen, dass man die Cantormenge immer fei-
ner zerlegen kann. Es gibt viele andere Moglichkeiten, die Cantormenge zu
zerlegen. So wird spéter jede TAT eine eigene Zerlegung induzieren.

Definition
Sei X ein topologischer Raum.

Eine Untermenge E C X heifit abgeschloffen, falls eine der dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e [ ist abgeschlossen und offen zugleich, oder
e die charakteristische Funktion xg ist stetig.

Definition
Sei X ein topologischer Raum.

P ={FE; C X |ié€ I} heifit Zerlegung von X falls

I endlich ist,

E; abgeschloffen ¥ 1 € I ist,

Uie; Bi = X und

E; paarweise disjunkt sind.

Zu einer Zerlegung gehoéren die Rdume
C(P) := lin—span {xg, | E: € P} C C(X) und
C(P,Z) :==7Z — lin—span { xg, | E; € P}.

Definition
Sei X ein topologischer Raum mit den Zerlegungen P; und Ps.

P1 ist gréber als Py, P1 < Po, bzw. Ps ist feiner als Py, P, > P1, falls eine
der beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

o P C Py,
° C(P1) C C(Pz)
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Zwei Partitionen haben eine gréobste gemeinsame Verfeinerung:
PLVPy = {EYVNE® | ED cP; i=1,2).
Satz

Sei X die Cantormenge.
C(X) ist isomorph zur AF-Algebra, die zum Bratteli-Diagramm

gehort.
Insbesondere existiert bis auf Homéomorphismus genau eine Cantormenge.

Beweis: Wihle Zerlegungen P! < P? < P3 < ... mit @C(P") ~ C(X).
So eine Zerlegung existiert, weil X metrisierbar und kompakt ist.

Es sollen weitere Zerlegungen Q° < Q' < Q? < ... konstruiert werden, die
folgende Figenschaften haben:

° ’PTL S Q'I’L}
e card (Q") = 2,
e card ({E](n) e Q| Ej(n) C Ei(k_l)}> = ov(m)—v(n=1) v/ ; ypd

o lim C(Q") = C(X),

Setze Q% := {X} und seien Q° < Q' < ... < Q™ schon konstruiert. Definiere
Qmtl .= gmv Pt und

k := max {card ({Ej(mH) c Qmt| EJ(-mH) C Ez(m)}> =1, y(m)}
Wihle v(m + 1) mit k < 2v(m+1),
Weil X keine isolierten Punkte hat und total unzusammenhédngend ist, kann

man jede nichtleere abgeschloffene Menge in zwei disjunkte nichtleere abge-
schloffene Mengen zerlegen. Damit kann man Q™% solange zu Q™! verfei-

nern, bis card ({Ej(mﬂ) e Q| E](»mﬂ) C El(m)}> = umH)=v(m) v gilt.
Alle anderen gewtiinschten Eigenschaften sind schon durch die Konstruktion

erfiillt.

Die Zerlegungen Q° < Q! < Q% < ... induzieren ein Bratteli-Diagramm. Es
unterscheidet sich von dem in der Behauptung nur durch ein paar Spalten.
Dieser Unterschied ist aber irrelevant fiir AF-Algebren. i
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1.7 Kilometerzihler

Der Kilometerzéhler ist ein erstes Beispiel fiir topologische dynamische Sys-
teme deren Phasenraum die Cantormenge ist. Weitere Beispiele liefern die
IAT und QAT.

Konstruktion (1)
Sei (n;)jen C N eine Folge von natiirlichen Zahlen mit n; > 2V j € N.

Der Kilometerzihler zur Folge (n;)jen ist der gewohnten Zéhlweise der
Zahlen nachempfunden. Aber anstatt bei jeder Ziffer 10 Werte zuzulassen,
ldsst man bei der j-te Ziffer n; verschiedene Werte zu.

Setze X; :={0,...n; — 1} und definiere als Kilometerzéhler X := [,y Xj-
Die Folgen in X miissen also nicht abbrechen. Das erlaubt, auf X eine Grup-
penstruktur zu definieren.

\
\

Xo \
N N X3
\ Xy

\
\
- -
\ =<
~0 N ~
T

Abbildung 1.5: Kilometerzahler zur Folge (4,6,2,3,...)

Man definiert die Addition komponentenweise mit Ubertrag nach rechts. Sei-
en also (;)jen, (Yj)jen € X gegeben. Dann existieren fiir jedes j € N die
Zahlen ¢; € {0,1} und r; € {0,...,n; — 1} mit

z; +y; + qj—1 = qjn; + r;, wobei qo := 0.

Setze (z;)jen + (Yj)jen = (7)) jen-
Die Addition ist invertierbar, weil man nicht abbrechende Folgen betrachtet.
Das Inverse (y;);jen zu (x;),en ist wie folgt definiert:

16[Dav96] Kapitel VIIL4, [Put89] 2. Abschnitt
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Sei jo € N die kleinste Zahl mit xj, > 0. Dann setze

y; = 0fallsj < jo
Yjo = Mjo — Ljo
y; = n4, —xj, — 1 falls j > jo.

Damit ist (x;) + (y;) = 0, und X ist eine abelsche Gruppe.

Auf X kann man eine Topologie definieren, mit der die Addition stetig wird.
Datfiir geht man so vor wie bei dem Beispiel fiir eine Cantormenge 1.6.3.
Man kann X in dem Einheitsinterval [0, 1] einbetten:

Z_{X —[0,1]

(xj)jeN = ZjeN 255]' (2n1—1)-...-(2n;—1)

Die Summe konvergiert absolut, also ist @ wohldefiniert.
Der Kilometerzéhler X = i(X) erhélt die Spurtopologie von [0, 1].

Die Addition ist mit dieser Topologie stetig.

Es gibt einen HomGomorphismus

6 X — X
' (xj)jEN = (xj)jEN + (17 0,0,0,.. )

Der Homéomorphismus ist wegen der Gruppenstruktur minimal.

Dieses Konzept ist sogar im Alltag bei der Zeitrechnung anzutreffen. Die Fol-
ge 60, 60,24, 365,10,10,10, 10, ... entspricht den Sekunden, Minuten, Stun-
den, Tagen und Jahren. Hierbei sind Schaltjahre vernachléssigt worden.

Die Konstruktion des Kilometerzéhlers zur Folge (2,2, 2, .. .) ist identisch mit
der klassischen Konstruktion der Cantormenge 1.6.3.

Bemerkung
Jeder Kilometerzdahler X ist homéomorph zur Cantormenge.

Beweis: Nach der Definition 1.6.2 und dem Satz 1.6.7 braucht man nur
zeigen, dass X kompakt, total unzusammenhéngend, metrisierbar und frei
von isolierten Punkten ist. Diese Eigenschaften sind aber klar. I

Bemerkung ('")
Sei X ein Kilometerzédhler und ¢ der minimale Homéomorphismus aus Kon-
struktion 1.7.1. Dann ist die C*-Algebra C(X) %, Z als Bunce-Deddens-
Algebra bekannt.

17[Dav96] Kapitel VIIL.4. Theorem 4.1
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Kapitel 2

TAT

2.1 IAT

Die IAT sind Transformationen, die das Einheitsintervall zerschneiden und
die Teilstiicke neu anordnen. Sie bilden durchaus dynamische Systeme, aber
weil sie nicht stetig sind, bilden sie keine topologischen dynamischen Systeme.
Aber auf der Cantormenge induziert eine IAT ein topologisch dynamisches
System. Zusétzlich kann man fiir AT die Eigenschaft “minimal” definieren,
die sich auf das dynamische System mit der Canormenge iibertragt.

Da es handhabbare Kriterien fiir die Minimalitdt der IAT gibt, erhédlt man
viele einfache Transformationsgruppen-C*-Algebren.

Die IAT werden spéter zu QAT verallgemeinert. Dabei werden die Intervalle
nur durch hoherdimensionale Quader ersetzt. Die meisten Beweise dndern
sich bei dieser Verallgemeinerung nicht, weil die Eigenschaften der Intervalle
nicht genutzt wird. Nur die Kriterien fiir die Minimalitdt lassen sich nicht
verallgemeinern.

Definition
FEine Intervallaustauschtransformation, kurz IAT, T mit n + 1 Inter-
vallen besteht aus

o 7 € 5,41 (Permutation von {0,...,n}) und
e 0=tg<ti <to<...<t, <tpi1 =1

Man schreibt T = (1,{t;;i =1,...,n}).
Bei IAT betrachtet man die Intervalle E; := [t;, t;11[, j =0,...,n.

T soll die Intervalle E; gemdfi der Permutation T vertauschen. Dafiir setze
‘Ej’ =1tj1 — und Zf; = }ET—l(D)‘ +...+ ‘ET—l(j_l)‘, 3=0,...,n.

35
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Dann ist T die Abbildung

T:{[o,u — [0, 1]

t r—>t—tj+t:(j) fallst € E;.

Anschaulich werden die Intervalle E; einfach nur umsortiert, was die Abbil-
dung 2.1 verdeutlicht.

to t 23 t3 Ly
Ey Eq Es Es
[ [ [ [ [
[ { N S S l
\ N - s
\ _ PN ya
\ _ - > ~ P 7
\ 7 S
\/ - Ve N
_ s ~
2~ N\ » EN
[ [ [ [ [
[ [ [ [ L
T T T T T
t() tl t2 t3 t4

Abbildung 2.1: TAT mit 4 Intervallen

2.1.2 Bemerkung
Sei T = (7, (tj)=1
Es gelten folgende Aussagen:

n) eine IAT mit n + 1 Intervallen.

~~~~~

e T:[0,1[— [0,1] ist bijektiv und T~ ist eine IAT,

T ist stetig auf [0, 1[—{t1,...,t,},

T ist von oben stetig bei {t1,...,t,},

e limy -, T(t) =17, j=1,...,n+1 und

j—1)+17
e das Lebesgue-MaB \ auf [0, 1] ist T-invariant.

2.1.3 Lemma
= TpEjp N
...ﬂTquq,pEZSO, QEZZ(), jre {O,...,n},r:p,...,q.
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E;,..j, ist ein halboffenes Intervall ¥ j,, ..., j, € {0,...,n}.

Beweis: Allgemein gilt, falls man zwei halboffene Intervalle schneidet, erhalt
man wieder ein halboffenes Intervall.

Die Behauptung kann man dann in zwei Teile zerlegen. Man muss zeigen,

............... q

Durch Induktion tiber p und q wird die Behauptung iiberpriift. Fiirp =q =0
ist die Behauptung klar.

Bei dem Induktionsschritt p ~ p — 1 ist E; . j, schon ein halboffenes Inter-

.....

vall.
Ejp—17~~~7j0 — T_l (TpEjp_l ﬂ “e ﬂ TE]o)
= T (B, .j NTE;).
Ej, .. .j.. NTE;, ist nach Induktionsvoraussetzung schon ein halboffenes

Intervall. E;,_, . ; bleibt ein halboffenes Intervall, weil T-! das Intervall
TE;, nicht zerschneidet.

.....

E,NT(E,NTE,N...NT°E; )
= Ejo N T(Ej1mjp+1)'
Ej, . j,4, 1st nach Induktionsvoraussetzung schon ein halboffenes Intervall.
Weil T' das halboffene Intervall E;, nicht zerschneidet und Ej, . ;,., C Ej, ist,

_____ jos1 auch ein halboffenes Intervall. I

Die Bezeichnung EV? . =TPE; N...NT7E;, wird spiter hiufig benutzt.

Diese Mengen werden auch die Zerlegungen definieren, mit denen die Kon-
struktionen durchgefiihrt werden.

Bei topologischen dynamischen Systemen gab es mehrere dquivalente Defini-
tionen zur Minimalitédt. Eine von ihnen war, dass jeder Orbit dicht sein muss.
Diese Definition kann man auf IAT iibertragen.

Definition
Sei T eine IAT mit n + 1 Intervallen.

T heift minimal, falls alle Orbits dicht sind, d. h. fiir alle t € [0,1] gilt
dich

Ot) = {T™(t) | m e N} "€ [0,1[.

Um spéter Kriterien fiir die Minimalitat der IAT zu entwickeln, folgt eine

weitere Definition. Sie ist auf QAT nicht iibertragbar.
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Definition

Sei T' eine IAT mit n+1 Intervallen mit Unstetigkeitsstellen {t1, ..., t,}, und
setze D* = J;_, O(t;).

Die IAT T erfiillt das Minimalitidtskriterium falls

e T unperiodisch ist, d. h. card (O(t)) = oo Vt € [0, 1], und

e fiir jede T-invariante Menge F C [0, 1], die eine endliche Vereinigung
von halboffenen Intervallen mit Randpunkten aus D* ist, d. h.

M
F=|Jlabil, aibi€ D*, M €N, mit TF =F,
m=1

schon F € {0, X'} folgt.

Das folgende Lemma wird helfen, die Aquivalenz der Minimalitit und des
Minimalitatskriteriums zu zeigen.

Lemma

Sei T eine IAT mit n+ 1 Intervallen mit Unstetigkeitsstellen {ty,...,t,}, die
das Minimalitatskriterium erfiillt.

Fiir jedes echte Intervall I = [a,b[C [0,1] existiert M € N mit (JM_, T™I =
0, 1].

Beweis: Definiere M (s) := inf{m > 0| T~™s €]a,b[} € NU {oo} fiir s €
{t1,...,ta} U{a,b}. Jetzt zerschneidet man [a,b] an den Punkten {T~()s |
s € {ty,...,tn,a,b}, M(y) < oo} und erhélt die halboffenen paarweise dis-
junkten Intervalle I, ..., I} mit L < n+ 3.

Der I-te Turm ist I;, T, T*I;, ..., TM I, wobei M; > 1 die kleinste Zahl mit
TMI, N [a,b[# O ist. Dieses M; existiert, weil mit dem Lebesguemaf$ \ fol-
gendes gilt: \(I}) = \(T;) = \(T*I}) = ... > 0. Wil [a, b] ein endliches MaB
hat, gibt es my > my mit T™ I[; N T™21; # (). Daraus folgt T™ ™21, I, # ().
Und wegen I; C [a,b| folgt T™ ~™21; N [a, b[#£ 0.

Als néchstes sollen Eigenschaften von dem [-ten Turm gezeigt werden.

Fiir jedesm € {0, ..., M,} ist T™]I, ein halboffenes Intervall. Wenn dem nicht
so wére, ware t; € (1™1;)° fiir ein m < M;—1. Dann wére T-"t; € I7. Wenn
man m mit dieser Eigenschaft minimal wéhlt, erhélt man einen Widerspruch
zur Definition der Zerlegung.

Mit derselben Argumentation sind a,b ¢ (T™1I;)° fiir m = M,. Damit folgt
schon TMiT; C [a, b].

Die T™I, sind paarweise disjunkt fiirl € {1,..., L} und m € {0, ..., M;—1}.
Denn sei T™ I;, N T™21;, # () mit my > mg, dann folgt T™ ™[, N I, # ().
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Dann folgt weiter T™ ™2 N [a,b[# 0 und somit ist m; — my = 0 nach
Definition von M. SchlieBlich ist I), N I, # 0 und l; = l,.

Die T [, sind auch paarweise disjunkt. Sei TMul,, N TM:1, # 0, M, >
M,, > 1, damit folgt TMa=Mu[, N1, # 0. Nach dem eben gezeigten folgt
dann M;, = M;, und l; = ls.

Daraus folgt, dass die TM!I; ganz [a, b| iiberdecken. Mit dem Lebesguemal3 \
rechnet man

(U] - 3

L
= AU Il>
=1
= M[a,b]).
Damit folgt i, TM' I, = [a, b].
Setze nun
L M;—1
F=J U 10
=1 m=0

Mit den bewiesenen FEigenschaften fiir die Tiirme folgt, TF = F und F
besteht aus endlich vielen halboffenen Intervallen.

Seit € OF —D®. Dann ist T™ in einer Umgebung von t stetig fiir allem € Z.
Damit ist O(t) C OF. Nach Voraussetzung folgt card (O(t)) = oo. Das ist
ein Widerspruch dazu, dass F nur aus endlich vielen Intervallen besteht.

Es folgt OF C D>, und nach dem Minimalitédtskriterium ist F' = [0, 1[. Das
gesuchte M ist dann z. B. max{M; —1|l=1...,L}. I

Satz

Sei T eine IAT mit n + 1 Intervallen mit Unstetigkeitsstellen {ti, ...
Falls T minimal ist, erfiillt T" das Minimalitédtskriterium.

Falls T' das Minimalitéatskriterium erfiillt, sind alle positiven Orbits dicht,

d.h. OF(t) = {T™(t) | m e N} "€ [0,1] Vtelo1].

dich
Beweis: Sei T' minimal. Dann ist O(t) &’ [0,1[ ¥Vt € [0, 1] und somit muss

card (O(t)) = oo V't € [0, 1] sein.
Sei eine Menge F' C [0, 1] gegeben mit TF = F und F # (). Fiirt € F ist dann

dich
O(t) C F. Damit muss F e’ [0,1] sein. Falls F die endliche Vereinigung
von halboffenen Intervallen ist, folgt F' = [0, 1].

stnt.
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Die IAT T erfiille das Minimalitétskriterium. Sei t € [0, 1[ der Art, dass O™ (t)

nicht dicht in [0, 1] ist. Dann existiert ein echtes Intervall I = [a,b[C [0, 1] mit

Ot (t)N 1 = 0. Wegen Lemma 2.1.6 existiert M € N mit |J¥_, 7T = [0,1].

Setze OM(t) := {T™(t) | m > M}.

Es ist T™(O(t))NT™(I) = 0 fiir jedes m = 0,..., M. Damit folgt OM(t) N

———
SOM (1)

T™(I),m=0,..., M, und weiter OM (t) N[0, 1[= 0. Das ist ein Widerspruch.

i

Folgerung
Sei T eine IAT.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

dicht

e O(t) C [0,1[Vte[0,1].

T erfiillt das Minimalitatskriterium.

dicht

e OF(t) C [0,1[Vte[0,1].

dicht

e O (t) C [0,1[Vte[0,1].

Beweis: Der Beweis ist der vorangehende Satz 2.1.7. I

Eine Konsequenz betrifft die Schnitte £, die oben schon definiert wurden.
Desto grofler die Differenz p — ¢ ist, desto kiirzer werden die Schnitte.

Folgerung
Sei T' = (7, (tj)j=1,..n) eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen.
BN 51— 0 falls g —p — oo.

~~~~~

wenn man sie mit TP verschiebt. Dabei dndern sie nicht ihre Lénge. Es reicht
also, Intervalle der Form Ej, ;. zu betrachten.

.....

.....

Mengen T™(Ey), ..., T™(E,) paarweise disjunkt sind. I
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2.2 AF-Algebra zu einer IAT

Um aus einer IAT ein topologisches dynamisches System zu konstruieren,
gibt es verschiedene Wege, die zum selben Ziel fiithren. Hier wird aus der IAT
T eine kommutative unitale AF-Algebra Cr konstruiert, und nach dem Theo-
rem von Gelfand-Naimark existiert ein passender kompakter Hausdorffraum
Xr mit Cr = C(X7). Auf X7 kann man 7" zu einem Hom6omorphismus ¢r
fortsetzen.

Man konstruiert fiir die AF-Algebra eine sich verfeinernde Folge von Zer-
legungen des Einheitsintervalls. Diese Zerlegungen definieren ein Bratteli-
Diagramm, das die AF-Algebra definiert.

Konstruktion
Sei T eine IAT mit den Intervallen Ey, ..., E,.

Es soll eine AF-Algebra konstruiert werden. Dafiir definiere Zerlegungen P™,
m € Ny, von [0, 1]:

P = {E,,...,E,} und
mtl _ (m) (m)y | ) a(m) — pm a(m) (m)
P E" ne(E™) | B E™ e P B 0 o(E) A D

Setze v(m) := card (P™). Jetzt kann man zwischen C(P™) = @;’LT)C(Ei(m))
und C(P™!) = 69;7(:7?“)6' (EJ(»mH)) die Pfeile eines Bratteli-Diagramms set-
zen. Und zwar gibt es genau dann einen Pfeil C(E™) — C(E](.mﬂ)), i€
{1,...,v(m)}, j€{1,...,.v(m+ 1)}, falls E™ > E](-WH) ist.
Die Verbindungsabbildungen heiffen i : C(P™) — C(P™") oder manch-
mal nur i.
Die Konstruktion des Bratteli-Diagramms aus der IAT verdeutlicht die Ab-
bildung 2.2.
Die von T erzeugte C*-Algebra Cr ist der induktive Limes

Cr = lim (C(P™),im*).
Weil die Folgenglieder der AF-Algebra Cp kommutativ sind, ist Cp auch
kommutativ. Es gibt also einen lokalkompakten Hausdorffraum X, mit Cr =
C(Xr). Man kann Xp als projektiven Limes schreiben:

Xr = lin <{E§m)v E§M)> SRR EV(m)(m) 7iz+1> :

Hierbei sind die Verbindungsabbildungen durch i™ +1(E,gm+1)) - B &
E C E" gegeben.
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</ / / 1——1
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Abbildung 2.2: Konstruktion eines Bratteli-Diagramms zu einer TAT

Weil Cr unital ist, ist Xp kompakt.

Die IAT T definiert *-Homomorphismen ¢* : C(P™) — C(P™), m € N,
durch ¢*(xgr) = Xr(gm)- Sie sind mit den Verbindungsabbildungen ver-
traglich und induzieren einen *-Homomorphismus ¢* : C7 — Cqp. Es ist ein
Automorphismus, dessen Umkehrabbildung auf dieselbe Art mit T~ kon-
struiert wird.

Aus ¢* erhélt man einen Homéomorphismus ¢ € Homéo (Xr). Er wird durch
die Abbildungen

E(-erl») . E(m)

JOse- s Jm+1 J15e-sJm+1

ol {Pm“ - P

gegeben. Oder man kann die Abbildungen auch durch
o NE") =E" e TUEM) B
festlegen.

Die C*-Algebra Cr x4+ 7 soll untersucht werden.

Die Bezeichnung v(m) = card (P™) wird spater haufiger benutzt, um die
Grofle einer Zerlegung anzugeben.

Die Konstruktion klappt auch bei nicht minimalen IAT. Diesen Fall behan-
delt folgendes Beispiel.



2.2.2

2.2. AF-ALGEBRA ZU EINER IAT 43

Beispiel
Sei 6 = § € Q ein gekiirzter Bruch, und definiere

T: {[0’ i =01 als TAT mit 2 Intervallen.
t —t+60 mod 1

Es ist X7 = Z/q und der von T induzierte Homéomorphismus ¢ ist der

zyklische Shift, d. h. ¢(x) =z + 1 mod ¢ Vz € Xr.

Man kann also das verschrinkte Produkt mit 7Z/q oder Z bilden.

Fiir das verschrénkte Produkt mit Z/q gibt es einen Isomorphismus C'(Xr) X

Z/q = M(q x q,C). Fiir das verschrinkte Produkt mit 7Z findet man eine

Moritadquivalenz C(Xr) Xy Z ~p C(T).

Damit kénnen die beiden C*-Algebren nicht isomorph sein, weil M(q x ¢, C)

einfach, aber C(T) nicht einfach ist.

Beweis: Der Orbit von 6 ist O(0) = {0, T(0),T*9),...,T9(0)}, weil der
Bruch  gekiirzt ist. Da T" 1(0) = 0, besteht [0,1[—O(0) aus q Intervallen.
Damit 1st v(m) := card (P) = ¢ fiir jedes m > q. Die Verbindungsabbildun-
gen i : P™t — P™ sind bijektiv fiir jedes m > ¢, und damit ist X; = Z/q.

Fiir jedes t € [0,1[ ist T™(t) = t genau dann, wenn m € qZ. Damit folgt
O(z) = {z,¢(x),p*(x),..., 07 Y2)} = Xy, Vo € Xp. ¢ ist also ein zykli-
scher Shift.

Seien e;; € M(q x ¢q,C) die Standardmatrixeinheiten. Dann ist C(Z/p) =

01
span{eq1, ..., €q}. Der Automorphismus Ad(U) mit U := ( - 1) im-

1 0
plementiert den zyklischen Shift auf span{ej, ..., ey }. Die universelle Ei-

genschaft von dem verschrinkten Produkt gibt einen *-Homomorphismus
VY C(Xr) Xy Z/qg — M(q x q,C). Wegen e;U? = €;;1; mod ¢ ist 1 surjektiv
und dim (C(X7) x4 Z/q) > ¢*.

Da C(Xr) x4 Z/q von xnU?, x € Z/q, j € {0,...,q}, erzeugt wird, ist
dim (C(X7) x4 Z/q) < ¢*. Aus Dimensionsgriinden ist dann v ein Isomor-
phismus.

Greens symmetrisches Imprimitivitéits Theorem®

tadquivalenz:

ergibt die gesuchte Mori-

C(Z/QZ) >4¢Z ~ M CN(]Z
= C(7)
= O(T). i

1[Wil06] Chapter 4, Corollary 4.23
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Man kann in den neu konstruierten Hausdorffraum das Einheitsintervall ein-
betten. Die Einbettung ist aber nicht stetig.

Lemma
Sei T' eine IAT mit n + 1 Intervallen und Cr = C(Xr) der konstruierte
kompakte Hausdorffraum aus 2.2.1.

Es gibt eine von oben stetige Abbildung ev : [0, 1[— Xp. Das Bild von ev
kann man auch als Folge (jpn)men, Schreiben.
Falls T' minimal ist, ist ev sogar injektiv.

Solch eine Folge (jm)men, existiert, denn fiir jedes m € Ny besteht P™ aus
disjunkten Intervallen, die ganz [0, 1] iiberdecken. Damit gibt es genau ein
Tupe] jo, e 7jq - {0, e ,n} mlt t e EJO ..... G+ Wegen EJO ..... Jq D) EJO 77777 Jgrdqt1

kann man induktiv die Folge (jm)men, konstruieren.
Damit gibt es fiir jedes m € Ny die Abbildung

eV, - {[O’l[ -7

t — B, mit (jm)men Wie oben.

Die ev,, sind mit den Verbindungsabbildungen des projektiven Limes ver-
traglich, und damit erhélt man eine Abbildung ev : [0, 1[— X7.

Die Abbildung ev ist von oben stetig, weil T' von oben stetig ist.

Sei T'" minimal und ev(t;) = ev(ty). Dann ordnet man t, und t, dieselbe

.....

Folgerung 2.1.9 muss dann t; = to sein. I

Die Einbettung ist mit der IAT und dem konstruierten Homéomorphismus
vertréglich.

Lemma
Sei T eine IAT mit n + 1 Intervallen und X7 der konstruierte kompakte
Hausdorffraum aus 2.2.1.

Es kommutiert das Diagramm:

[0, 1] —=[0,1]

XT 4>XT.

¢ ist der Shift nach rechts. Hierbei werden die Folgen (ju,)men, auf ganz Z
fortgesetzt.
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Beweis: Das Diagramm gilt fiir T~! und ¢~ !:

0, 1[ [0 1]

XT%XT

Seit € [0,1] und ev(t) = (5, jo, J1, J2, - - -). Wegen

TEjoji...jm U 33041 +-Gm

- EJ’Jojl---jmv
ist
¢_1 oev(t) - ¢_1(j/7j07j17j27"'>
= (jO?jlana"')'
Mit t € Ejijojy..j folgt THt) € T Ejrjoir.im C Ejojroim- Und damit ist

evo T7Ht) = (Jo, Jr, J2s - - ) t

Wenn eine TAT minimal ist, ist auch das zugehorige topologische System
minimal.

Satz
Sei T' eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen und (Xr, ¢) das konstruierte
topologische dynamische System aus 2.2.1.

¢ ist ein minimaler Homdéomorphismus.

Beweis: Seien x1,x9 € Xp und U € U(xy). Gesucht ist ein k € 7 mit
¢k ({L’l) eU.

Sei (jx)rez die Folgendarstellung von xo, also ji = pry(x2), k € Z. Dann ist
Ejo. i = pry ' (jo) N ... N pr;'(ji) eine Umgebungsbasis von xy. Man kann

_____ ;, annehmen. Insbesondere gilt Ej, i = ev(Ej, . ;).

Nach Lemma 2.1.6 existiert ein K € N mit i, T*(Ej,.;,) = [0,1[, und
damit existiert fiir jedes t € [0,1[ ein ky < K mit T~%(t) € Ej,_j,.
Sei nun (i )rez die Folgendarstellung von x1, also i, = pry(z1), k € Z. Wiéhle
t € Eig.ininpr.inss d-h. pry(ev(t)) = pr,(z1) VE < K+ 1.

Jetzt existiert k, < K mit T~*(t) € Ej, ;. Dann ist fiir k <1

pr (¢ " (x1)) = gk
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= pr (T ev(t))

Damit ist qb’kt(xl) € Ej,.; =U. *

Folgerung
Sei T' eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen und (Xr, ¢) das konstruierte
topologische dynamische System aus 2.2.1.

Die C*-Algebra C(Xr) x4 Z ist einfach.

Beweis: Das folgt aus dem Satz 1.4.4, weil ¢ minimal ist. i

I. Putnam beschreibt in seinem Artikel [Put89] einen anderen Weg, wie man
die C*-Algebra Cr realisieren kann. Er fiigt zu [0, 1] weitere Punkte hinzu,
bis T™ fiir jedes m € Z eine stetige Abbildung wird.

Konstruktion
Sei T' eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen und (Xr, ¢) das konstruierte
topologische dynamische System aus 2.2.1.

Seien ty, ... ,t, die Unstetigkeitsstellen von T'. Dann ist die Menge aller Un-
stetigkeitsstellen D(T) := J_, O(t;) — {0} von T™ Vm € Z.
Jeder Punkt aus D(T') wird durch zwei Punkte ersetzt.

X :=10,1[-D(T) U (D(T) x {—,+}) U{1}.

Auf X kann man eine Ordnung definieren durch t* < s* falls t < s und
t~ < t*. Die Ordnung induziert eine Topologie.
Man hat die Einbettung

0,1] — X
et — t* fallst € D(T)
t — t sonst.

Dann gibt es die Abbildungen

| {c<7>m> - 0(X)

X p(m) = X )y
E; e(By™)

Nach Konstruktion sind die Xe(By stetig. Die universelle FEigenschaft des
J

direkten Limes induziert einen *-Homomorphismus C(Xr) — C(X).
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Aber man kann auch T auf X fortsetzen:

X —-X
b t — Tt
)ttt = (Tt

t= = lim, 4(T's)”.

Die universelle Eigenschaft liefert einen surjektiven *-Homomorphismus
C(Xr)XZ — C(X) x4 Z.

Weil C(Xr) x Z einfach ist, handelt es sich sogar um einen Isomorphismus.

Eine weitere Moglichkeit C(X7) X Z zu realisieren, die I. Putnam in seinem
Artikel [Put89] erwéhnt, benutzt einen Mafiraum.

Satz

Sei T' eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen und (Xr, ¢) das konstruierte
topologische dynamische System aus 2.2.1. Sei L*()\) := L*([0,1[, B, \) ein
Hilbertraum? mit einem T-invarianten Lebesgue-Maf .

Die C*-Algebra in L (L*())), die erzeugt wird von den Multiplikationsopera-
toren

L2(A) — L*(N)

o i) {

f — X71m(g;) f, punktweise Multiplikation,
m € Z, 3 =0,...,n, und dem Unitdren
o A ) = L)
T
3 = Eo T,

ist isomorph zu Cr X Z.

Beweis: Die Algebra Cp wird durch ein Brattelidiagramm definiert, dessen
Folgenglieder C(P™) sind. Man kann die C(P™) auf die Multiplikatoropera-
toren abbilden via

Ejo.jm = M (XEjo) M (X11(Ej1)) - M (XTm(Ejm)) = M (XEjoji.jm) -

Man erhélt also einen *~Homomorphismus von Cr in die Multiplikationsope-
ratoren.

2Der Hilbertraum L?()), ist z. B. im Buch [Els05] Kapitel VI. §2. beschrieben.
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Das Ur ist mit ¢* vertréaglich

UrM (xrm(e) (€)(t) = M (xrmmy) €)(Tt) €€ LX(\)te[0,1]
= Xrmzy) (TH)E(T)
= X1m-1(E; )( )S(Tt)
= Xrm-1m) (6)(Us 5)()
= M (Xrm-1(5)) Ur(€

Aus der Rechnung folgt Ad (Ur) (M (xg;)) = M (XTl(Ej))3.

Mit der universellen Eigenschaft gibt es einen surjektiven *-Homomorphismus
in die erzeugte C*-Algebra. Weil C einfach ist, handelt es sich sogar um einen
Isomorphismus. i

2.3 Minimalitiatskriterien fiir IAT

M. Keane hat in seinem Artikel [Kea75] anwendbare Kriterien fiir die Mini-
malitat von IAT entwickelt.

Definition
Eine Permutation 7 € S,, heifit irreduzibel, falls

7({1,2,....5H) ={1,2,...,j}

nur fiir j = n gilt.
Eine IAT T = (7,{t1,...,t,}) heit irreduzibel, falls T irreduzibel ist.

Lemma

Sei T = (1,{t1,...,t,}) eine IAT mit n+1 Intervallen und card (O(t;)) = oo
Vj e {1,...,n}. Weiter seien die Mengen O(t;), j € {1,...,n} paarweise
disjunkt.

Die IAT T ist irreduzibel. Beweis: Falls T nicht irreduzibel wére, gédbe
esein j; € {0,...,n— 1} mit T (U;lzo Ej> = U?:o E;. Damit existiert ein
J2 €{n+1,...,n} mit T(t;,) = t;,. Weil die Orbits der t; paarweise disjunkt
sind, ist j; = jo. Daraus folgt aber card (O(t;)) = 1. Widerspruch. I

Lemma
Sei T'= (1,{t1,...,t,}) eine IAT mit n+1 Intervallen und card (O(t;)) = oo
Vj e {1,...,n}. Weiter seien die Mengen O(t;), j € {1,...,n} paarweise
disjunkt.

SAd (Ur) (M) := UrMU;
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Die IAT T ist minimal.

Beweis: Seit € [0,1[. Es ist card (O(t)) = oo zu zeigen. Falls t € D> ist
das klar. Sei also t ¢ D> und TMt =t fiir ein M € Nx,. Wéhle

s=max {1 "t; |m=0,....,.M, j=1,...,n, T"™t; <t}

Solch ein s existiert, weil Tt; = 0 fiir ein passendes t; ist. Nach Wahl von
s ist dann T™ ‘[S " stetig und somit isometrisch. Es folgt T™s = s. Dadurch

muss ein t; periodisch sein. Widerspruch.

Sei F' = U;.Izl[aj,bj[# 0 mit aj,b; € D> und TF = F. Es ist F = [0,1[ zu
zeigen.

Seit € OF und t # 1. Dann ist Tt € OF oder t € D U {0}, wobei D =
{t1,...,tn} ist. Falls Tt € OF ist T*t € OF oder Tt € D U {0}. Dieses
Verfahren kann man iterieren, es wird aber abbrechen, weil F' nur endlich
viele Randpunkte hat. Damit existiert ein m; > 0 mit 7"t € D U {0}.
Ebenso zeigt man, dass ein mg > 1 mit T-"2t € D U {0} existiert.

Es treten jetzt vier Félle auf:

o Tt =t;, und T7™ =1t;,,

o Tt =t; und T™™ =Tt;, =0,

o It =Tt; =0und T ™ =Tt;, =0 und
o It ="Tt; =0und T~ =t,,.

Weil die Orbits der t; paarweise disjunkt sind, sind in jedem Fall t; = t;,.
Die Orbits der t; sind unendlich und nicht periodisch. Die ersten drei Félle
implizieren aber Periodizitédt fiir t;,. Das gilt nicht fiir den letzten Fall, falls
my = 0 ist. Damit muss t = 0 sein, und es folgt F' = |0, 1]. I

Lemma

Sei T = (1,{t1,...,t,}) eine irreduzible IAT mit n+1 Intervallen Ey, ..., E,,
und sei |Eq| + ...+ |E,| = 1 die einzige rationale Beziehung zwischen 1 und
|Eol, ..., |En

Die IAT T ist minimal.

Beweis: FEs sollen die Kriterien von Lemma 2.3.3 iiberpriift werden.

Es gilt immer t;, = t;, <j1 = Ja.

Sei jetzt T™t; = T™t;,. Dann ist m; = my und j; = js zu zeigen.

Aus der Gleichung folgt T™ ~™2t; =t;,, und man kann m; —mgy > 0 anneh-
men. Nach der Definition von T existieren

d02d12 zdn,lzdn:()und
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mit

N PPN
=0
= D e B —d; 1B

J=0

Insbesondere ist dy + eg > my — ma.
Dann hat man noch t;, = 2?:701 | Ej|. Zusammen folgt Y7 (e —d;) | Ej| —
dj +1 fallsj < jo

folgt
d; sonst &

2;2:_01 \EJ] = 0. Mit der Definition E]- = {

n

> (er) — dy) |Ej| = 0.

=0

Nach Voraussetzung ist dann e,jy — d; = 0 und e; — d,-1(; = 0.

Daraus wird le =e¢;=0,5 =0,...,n, folgen. Es sei dy, = 0 fiir ein k, €
{0,...,n}. Dann ist d; = 0, j = ki,...,n. Da 7 irreduzibel ist, gibt es ein
J > ki mit ky :=7(j) < ky. Dann muss e; =0V j = ko, ..., n sein.

Diese Argumentation wiederholt man solange, bis aj =e;=0V5=0,....,n
gezeigt ist.

Damit ist dy € {0,—1}, und weil m; —mq > 0 ist, folgt m; = ms. Jetzt folgt
unmittelbar j; = js. i

Beispiel
Sei 6§ € [0, 1] irrational.
Die IAT T = ((12),{6}) ist minimal.

Beweis: Die Permutation (12) ist irreduzibel. Die einzige rationale Bezie-
hung zwischen 6 und 1 — 6 ist 6 4+ (1 — ) = 1. Damit sind die Kriterien von
Lemma 2.3.4 erfiillt. I

2.4 Quaderaustauschtransformationen

Die IAT konnen zu QAT verallgemeinert werden, wenn man Intervalle durch
Quader beliebiger Dimension ersetzt. Genau wie bei den IAT kann man eine
AF-Algebra konstruieren und erhélt ein topologisches dynamisches System.
Schwieriger wird es, die Minimalitat einer QAT zu zeigen.
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Definition
Sei d,n € N und X :=[0,1[%. Sei T : X — X eine Abbildung.

T heifit Quaderaustauschtransformationen, kurz QAT, der Dimension
d mit n Quadern, falls eine Zerlegung von X in n Quader der Form @); =
[af, Bi[x ... x [af, by, af, < B, € 0,1, i =1,...,n, p=1,...,d, existiert, so
dass T" auf den Quadern eine Translation ist.

Genauer: ¥ Q;, i =1,...,n, 32" € R mit T|, (t) =t + .

Zusétzlich muss T bijektiv sein, d. h. T(Q;), t = 1,...,n, ist auch eine Zer-
legung von X.

TQs

(1 Q2 T

TQy | T

Qs

Abbildung 2.3: QAT der Dimension 2

Beispiel

Die IAT sind genau die QAT der Dimension 1.

QAT der Dimension 2 nennt H. Haller in seinem Artikel [Hal81] Rechteckaus-
tauschtransformationen.

Falls T;, j € N, IAT sind, so sind Ty x Ty x ... x Ty fiir jedes d € N QAT der
Dimension d.

Die Konstruktion des verschrénkten Produkts C' (X)X 4Z und der Beweis sei-
ner FEigenschaften ist auf QAT iibertragbar. Nur die Realisation 2.2.7 benutzt
die Ordnung auf dem Intervall. Sie ist aber unwichtig fiir den fortschreitenden
Text und muss nicht angepafit werden.

Das nachpriifbare Kriterium 2.3.4, ob eine IAT minimal ist, kann leider nicht
fiir QAT iibernommen werden. Aber es ist moglich die Minimalitat auf Xp
zu testen.
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Bemerkung
Falls Ty x Ty x ... x T; minimal ist, miissen T1,T5, ..., Ty jeweils minimal
sein.

Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel
Seid € Nunday,...,aq € [0, 1[. Seien 1, a4, ..., aq tiber Q linear unabhingig.
Weiterhin sei T; = ((12), a;) eine IAT mit 2 Intervallen.

Die QAT T} x ... x T, ist minimal.

Beweis: Man hat das kommutative Diagramm

d T1X..xTy
_—

0,1] [0, 1[¢

.

T¢ —— T

Hierbei ist ¢ die Translation um mit a'? := (ay, ..., aq) und i die Inklusion.
Nach Lemma 1.5.2 und Satz 1.5.1 ist ¢ minimal.

Sei t € [0,1[%. Dann ist O(t) = i~'O(i(t)). Das Urbild der dichten Mengen
O(i(t)) ist wieder dicht. T

Aus diesem Beispiel kann man viele QAT T konstruieren, die einen minimalen
Homdoomorphismus ¢ auf Xp induzieren. Grundlegend dafiir ist, wie sich
dichte Mengen unter Abbildungen verhalten.

Lemma dicht
Seien X,Y topologische Rdume, und sei O C X. Weiterhin seiv : X — Y
eine Abbildung.

dich
Falls v stetig und surjektiv ist, ist ¥ (QO) Ct Y.

Beweis: Sei ¢ stetig und surjektiv und V C Y offen und nicht leer. Dann
dich

ist "1 (V') offen und nicht leer. Weil O X ist, ist O Ny~ (V) # (. Es

folgt Y(O) NV .

Sei ¢ offen und U C X offen und nicht leer. Dann ist )(U) offen und nicht

dicht
leer. Weil P C Y ist, ist PN(U) # 0. Es folgt v~ (P)NU # 0. I

Beispiel
Seien S und T QAT der Dimension 2 wie in der Abbildung dargestellt und
seien 1, ay, as tiber Q linear unabhéngig. Seien (X, ¢s) und (Xr, ¢r) die aus
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S und T konstruierte topologische dynamische Systeme.

SEy
Fy Fy S
SF, |SF;
F
TEs |TE,
E,| E T
TE, |TE,
CrE T E,
ai

Das System (Xg, ¢s) ist minimal.

Beweis: FEs sind Xg = lim(Pg,is) und Xr = lim(PF, ir). Betrachte die
Abbildung

— 1
— 2

— 3

N R

— 3.

Sie induziert surjektive Abbildungen

i — Py

----- Jn K(jO):"':”(jn)‘
Die ¢y, sind wohldefiniert, denn falls E? . = (\,_,T*E; # 0 ist, dann
?uss auch F,\ =N SFE,jy) # 0 sein, nach der Wahl von S und
Des Weiteren hat man kommutierende Diagramme

Pp<tpptl PR Py
wnl \L"Z’nJrl wnl iwn+1
Pr<2pptt ppttopptl,

Insgesamt erhélt man eine stetige und surjektive Abbildung v : Xp — Xg,

die mit ¢g und ¢ vertauscht.

Sei nun s € Xg und t € ¢~'(s). Nach Beispiel 2.4.4 ist T minimal, und es
dich

ist O(t) e Xr. Weil ¢ o ¢ = ¢pg 0 1 ist, ist pO(t) = O(s). Nach Lemma

dich
2.4.5 ist dann auch O(s) CtXS. I
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Bemerkung

Falls das dynamische System (X, ¢r) zur QAT T minimal ist, muss T nicht
minimal sein.

Wiéhle z. B. die IAT T := ((12),6) mit 6 € [0,1]—Q, dann ist S := T x id
eine QAT der Dimension 2. Die beiden dynamischen Systeme (Xr, ¢r) und
(Xs, ¢s) sind identisch und insbesondere minimal. Aber die QAT S ist nicht
minimal.

Bemerkung

Um auf die Minimalitédt der QAT T aus der Minimalitét von (X, ¢r) schlie-
Ben zu kénnen, ist die Injektivitit der Abbildung ev : [0,1[*— Xy hinrei-
chend.

Die Abbildung ev ist injektiv, falls die Zerlegungen P™ in jeder Dimension
beliebig fein werden.
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Kapitel 3

Mafle, Zustinde und Spuren

3.1 Mafle und Spurzustinde

Zwischen topologischen dynamischen Systemen und den zugehorigen Trans-
formationsgruppen-C*-Algebren gibt es den Zusammenhang zwischen den
Eigenschaften “minimal“ und “einfach”. Ein weiterer Zusammenhang besteht
zwischen den invarianten Maflen und den Spurzustéanden.

Grundlegend fiir diesen Zusammenhang ist der Rieszsche Darstellungssatz.
Spéter kann man die geordneten K-Theorie berechnen, falls der Spurzustand
eindeutig ist. Leider hat sich herausgestellt, dass es minimale TAT gibt, die
mehrere invariante Mafle haben und somit auch mehrere Spurzustande indu-
zieren.

Lemma (1)
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System.

Die ¢-invarianten W-Mafle bilden in C(X) eine konvexe und schwach-*-
abgeschlossene Menge, deren Extrempunkte genau die ergodischen Mafie
sind.

Insbesondere existiert ein ergodisches Mabp.

Beweis: Betrachte wie in dem Beweis von Satz 1.2.2 die Abbildung ¢* :
C(X) — C(X), 7 — 70 ¢* Deren Fixpunkte entsprechen genau den ¢-
invarianten MaBen.

Die Fixpunkte bilden eine konvexe, schwach-*-abgeschlossene Menge. Die
Abgeschlossenheit folgt, weil (gb*/ — id)_1 ({0}) die Fixpunkte sind, und ¢* —
id schwach-*-stetig ist. Die Konvexitét kann man nachrechnen.

Nach dem Theorem von Krein-Milman werden die Fixpunkte von den Ex-
trempunkten aufgespannt. Die Extrempunkte sind gerade die ergodischen

1[Dav96] Proposition VIIL.3.2, [Tom87] Proposition 1.1.4

95
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Mafe.

Sei p nicht ergodisch. Dann gibt es eine ¢-invariante Menge A mit p(A) €
10, 1[. A€ ist ebenfalls ¢-invariant und pu(A°) = 1 — p(A) €0, 1[. Damit defi-
niert man sich zwei verschiedene ¢-invariante W-Mafle

1
1 &
pa(B) = TAC)’M(B N A°).

Es folgt j1(A)p(B) + p(A°)u2(B) = pu(B), und p kann kein Extrempunkt
sein. Jeder Extrempunkt muss also ein ergodisches Maf3 sein.

Falls p1 kein Extrempunkt ist, gibt es zwei verschiedene ergodische Mafle, pi,
und pg, und t €]0, 1] mit p = tuy + (1 — t)po.

Nach Theorem 1.1.8 sind 1y und ps singuldr zueinander. Es existieren also
disjunkte und T'-invariante Mengen Ay, Ay mit A; U Ay = X und pi(A;) =
p2(Ag) = 1.

Dann ist aber p(Ay) = tui(Ay) =t €]0, 1], p ist also nicht ergodisch.

Damit ist gezeigt, dass genau die Extrempunkte die ergodischen MafBe sind.
Das Theorem von Krein-Milman liefert auch die Existenz eines Extrempunk-
tes. I

3.1.2 Satz
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System, und seiT : M(X) — C(X)'
der Isomorphismus des Rieszschen Darstellungssatzes C.2.1.
Spezielle Eigenschaften in M (X)) und C(X)' verhalten sich wie in der folgen-
den Tabelle zueinander:

| Eigenschaft in M(X) | Eigenschaft in C(X)' |
normiert normiert
positiv positiv
strikt positiv strikt positiv
W-Maf3 Zustand
¢-invariant @*-invariant
voller abgeschlossener Tréger || T Co(U) #0VU C X offen U # ()
Punktmaf reiner Zustand oder Charakter
ergodisch Extrempunkt ¢*-invarianter Funktionale

Beweis: Zu “normiert”: Ein MaB p ist genau dann normiert, wenn
w(X) =1 ist. Dann folgt aber schon |Tu| = 1. Sei f € C(X) mit || f] < 1,

dann folgt
d d
\/Xqu < [ 7l an
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/ 1du” a0

Zu “positiv”: Ein Maf u heiit positiv, falls u(A) > 0 fiir jede messbare
Menge A C X ist. Das Funktional T'u ist genau dann positiv, falls Tu(1) =
Tl ist?

Aber schon im normierten Teil wurde ||Tpu| = p(X) = Tu(l) gezeigt.

Zu “strikt positiv”: Ein positives Mafi heifit strikt positiv, falls u(A) > 0
fiir jede messbare Menge A C X, A # (), ist. T ist strikt positiv, falls
Tu(f)=0<« f=0 fiir jedes f > 0 ist.

Aber fiir f > 0 kann nur dann fX fdu =0 sein, wenn f = 0 ist.

Zu “¢p-invariant”: Dafiir reicht die Rechnung

Tu(d(f)) = /X o (f) du

~ [ oot
D'

= / fdu , weil p ¢-invariant ist,
X

= Tu(f).

Zu “Punktmaflen”: Auf C(X) sind die reinen Zustéinde und Charaktere
dasselbe®. Falls pi ein PunktmaB ist, ist Ty ein Charakter. Falls aber p kein
Punktmap ist, kann T'u kein Charakter sein. FEin Gegenbeispiel konstruiert
man mit zwei Funktionen, die disjunkte Trédger haben.

Zu “ergodisch”: Ein Maf p ist genau dann ergodisch, falls es ein Extrem-
punkt aller ¢-invarianten W-MaBe ist.

Dann folgt die Aquivalenz der Eigenschaften aus der Aquivalenz der Glei-
chungen:

tTin+ (1= )Ty =Tp <= tp + (1 —t)pe = p. i

2[Mur90] Corollary 3.3.4
3[Mur90] Theorem 5.1.6
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Folgerung
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System mit genau einem ergodi-
schen Mag.

Auf C(X) gibt es genau ein normiertes und ¢-invariantes Funktional.

Beweis: Die ¢-invarianten W-Mafle bilden eine konvexe Menge, deren Ex-
trempunkte genau die ergodischen Mafle sind. Wenn also genau ein ergo-
disches Ma#B existiert, dann kann auch nur ein ¢-invariantes W-Mal exis-
tieren. Aber die ¢-invarianten W-Mafle entsprechen den normierten und ¢-
invarianten Funktionalen. I

Satz
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System.

Es gibt eine Bijektion zwischen den ¢-invarianten Zustédnden auf C(X) und
den Spurzustinden von C(X) X, Z.

Insbesondere gibt es auch eine Bijektion zwischen den ¢-invarianten W-
MafBen und den Spurzustédnden.

Beweis: Die Abbildung

{{Spurzustéinde} — {¢ — invariante Zusténde}

T = T’C(X)

ist die Bijektion.

Die Umkehrabbildung kann man konstruieren. Falls f ein ¢-invarianter Zu-
stand auf C(X) und E : C(X) x4, Z — C(X) die Erwartung ist, dann ist
f o E ein Spurzustand, mit f o E|C(X) =f. I

Folgerung (%)
Sei (X, ¢) ein minimales dynamisches System, und es existiere genau ein
¢-invariantes W-Maf p.

Das verschréankte Produkt C(X) X4 Z hat genau eine Spur.

3.2 IAT und Spuren

Zunéchst wird gezeigt, dass minimale AT nur endlich viele invariante Mafle
haben kénnen.

4[Dav96] Corollary VIIL.3.8
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Satz
Sei T' = (7, (t;)j=1,..n) eine IAT mit den Intervallen Ey,...,E,, und sei Cp
die von'T" erzeugte C*-Algebra. Weiterhin verwende die schon friiher benutzte
Schreibweise EP! . =} _ T"E},,.
Es ist

Cr =span {xrmg, |m € Z,j €{0,...,n}},

wobei XTmEj = X¢mf7

,,,,,

span {XTmEJ} ist .

Der Induktionsanfang mit ¢ = 0 ist klar. Insbesondere ist auch x| €
span { xrmg, } Vk € {0,...,n}.

Fiir den Induktionsschritt g ~ q + 1 hat man die Voraussetzung X[o,ra(t,)| €
span {XTmE].} VEk.

Es ist zu zeigen, dass X[o,ra+1(t,) € Span {XTmE].} Vk. Es existiert ein | €
{0,...,n} mit T (t;) € T(E;). Dann hat man die disjunkte Zerlegung

0, T (1) = [0, T(t)[U[T(t), T (t1)]
= [0, T()[UT[ts, T(tx)].

2

[ f [ R
[ [ [ 1

0 4] Tt i
Nach Induktionsvoraussetzung kénnen X (o1, und X, ra(1,) erzeugt werden.

Weil span { XTm Ej} T-invariant ist, kann auch Xy, 7a@,)| erzeugt werden.
Durch Addition erzeugt man dann xo ra+1(s,)- Damit lassen sich dann auch

die X goat1  erzeugen. I
30>+ 2dg+1

Satz (°)

Sei T eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen, und sei u ein T-invariantes
Mag. Seien weiterhin Ay,..., A, C X paarweise disjunkte Mengen, die T-
invariant sind, und p(A;) > 0, 7 = 1,...,p erfiillen. Und es soll U§:1 A; =
[0, 1] gelten.

Fiir p gilt die Ungleichung: p < n+ 1.

Beweis: Seien Ay, ..., A, messbare und T-invariante Mengen mit j1(A;) > 0,
j=0,...,k, die [0, 1] zerlegen, d. h. [ JA; = [0, 1].

5[CFS82] Chapter 5, §2, Theorem 1.
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Betrachte den Hilbertraum L?(;1) und den unitéren Operator Up € U (L*(1)),
der T implementiert. Der Unterraum von L*(u) der Ur-invarianten Elemente

sei H' = {f € L(u) | Us(f) = f}.

Weil die A; T-invariant sind, ist der Raum G = {f € L*(n) | fl,, =
const Vj =0,...,k} C H. Es ist k = dim (G) < dim (H").

Man muss also dim (H) < n + 1 zeigen.

Fiir f € L*(p) sei H(f) :=span{Uj*(f) | m € Z}. Sei f* die Projektion von
f auf den Unterraum H'. Setze f+ := f — f°.

Nach von Neumanns Ergoden Theorem® gilt lim,, .o = S U f = fi. Da-
mit ist f' € H(f). Es folgt f+ € H(f) und H(f) = H(f") + H(f*).
Zusiitzlich hat man H(f") L H(f') und schlieflich H(f) = H(f+)® H(f?).
Nach Satz 3.2.1 und Folgerung 2.1.9 ist

span {xrmpg, € L*(1) |m € Z,j €{0,...,n}} = L*(p).
Esist dann L?(u) = H(xg,)+- ..+ H(xE,) und zusammengesetzt ergibt sich
HeHY = L)
= H(xg)+...+ H(xe,)
= (H(Xg,) +---+ H(Xg,)) ® (H(xg,) + -+ H(xz,)) -
Damit ist H' = H(x,) + ... + H(x%, ). Weil dim (H(x%,)) < 1 Vi ist, ist
dim (H") <n+1. I

Theorem (7)
Sei T' eine minimale IAT mit n+1 Intervallen, und seien i, . . ., j1, paarweise
verschiedene, normierte, T-invariante und ergodische Mafe.

Fiir p gilt die Ungleichung: p < n + 1.

Beweis: Da die puy, . .., pu, paarweise verschieden sind, existieren nach Theo-
rem 1.1.8 T-invariante und paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, C [0,1],
die [0, 1] zerlegen, und weiterhin

1 fallse=75 .. . .
pi(Az) = { firi,j€{l1,...,p}

0 sonst
erfiillen. Definiere ein neues Mafl durch p = % P w;. Es ist T-invariant
und p(A;) :}—17>0Vi:1,...,p.
Die Voraussetzungen von Satz 3.2.2 sind erfiillt, und es muss p < n + 1 sein.

1

6[CFS82] Chapter 1, §7, Theorem 4
"[Kea75] Theorem in §4.
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Folgerung
Sei T eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen und Xp der konstruierte
kompakte Hausdorffraum aus 2.2.1.

Es gibt eine Bijektion zwischen den normierten, invarianten und ergodischen
MaBen von [0,1] und Xr. Insbesondere gibt es auf Xr nur endlich viele
normierte, ¢-invariante und ergodische Mafe.

Beweis: Man kann die Bijektion angeben. Falls man ein MaB . auf X hat,
so erhélt man durch p o ev ein Maf§ auf [0, 1].

Die Abbildung ist injektiv, weil (X7 — Bild (ev)) = 0 ist. Das sieht man
dadurch, dass Bild (ev) eine ¢-invariante Menge ist. Da . ¢-invariant ist,
folgt p(Bild (ev)) = 0. I

Lemma (8)
Es gibt eine minimale IAT mit 4 Intervallen, die nicht eindeutig ergodisch
ist, also mehrere verschiedene ergodische Mafe hat.

Bemerkung
Die Menge der IAT mit n Intervallen ist S, x ¥, 1, wobei S,, die Permuta-
tionen von n-Elementen sind und ¥, das (n — 1)-Simplex ist:

Yoo ={0,....,Bu| B € R>0725j =1}.
j=1

Die 3; entsprechen den Léngen der Intervalle, wéihrend die Definition 2.1.1
der IAT die Zerlegungspunktet, < ... < t,_1 von dem Intervall [0, 1] benutzt.
Man kann zwischen beiden Méglichkeiten wechseln durch die Formeln:

6]’ = tj_tj—l und
J

tj == Zﬁk

k=1

Theorem (°)

Sein € Nsyund 7€ S,. Firt gelter(j)+1#7(j+1)Vj=1,...,n—1
und 7 irreduzibel, d. h. #j < n mit 7({1,...,5}) ={1,...,5}.

Fiir fast alle 3 € %,,_1, bzgl. des Lebesgue MafBes auf ¥, 1, ist die IAT (T, [3)
eindeutig ergodisch.

8[KeaT7]
9[Mas82] Theorem 1, [Vee82]
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Kapitel 4

K-Theorie mit Cantormengen

4.1 K-Theorie

Die K-Theorie von der C*-Algebra der Cantormenge kann man wie bei jeder
AF-Algebra berechnen. Bei der Transformationsgruppen-C*-Algebra benutzt
man die PV-Sequenz. Dabei erhélt man fiir die Ky-Gruppe einen Quotienten.
Bei QAT kann man den Quotienten berechnen. Bei der Berechnung werden
Graphen benutzt, die aus der Kombinatorik bekannt sind. Als Ergebnis erhélt
man freie abelsche Gruppen.

4.1.1 Lemma
Sei X die Cantormenge.

Es gelten die Indentitéten
o Ko(C(X))=C(X,Z) und

o K,(C(X))=0.

Beweis: Zu K,(C(X)) = C(X,Z): Die C*-Algebra C(X) ist eine AF-
Algebra mit
C(X) =lim (C(P™),in*).

iy lm

Dann ist

Ko(C(X)) = lim Ko (C(P™))
ll}hC(Pm,Z)
= C(X,2).

Zu K,(C(X)) = 0: Das ist klar, weil C'(X) eine AF-Algebra ist. I

63
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Theorem (')
Sei X die Cantormenge und ¢ € Homdoo (X) ein minimaler Homéomorphis-
mus.

Fiir die K-Theorie gelten die Identitéten
o Ki(C(X)xyZ)=7Z und
o Koy(C(X)xyZ)=C(X,Z)/Bild (id — ¢.).
Weiterhin ist die Sequenz
0—7Z— CX,2) "= C(X,2Z) = Ko(C(X) x4 Z) — 0
exalkt.

Beweis: Der Beweis besteht nur aus der P-V-Sequenz B.2.1. Mit den K-
Gruppen aus Lemma 4.1.1 ergibt sich mit ihr die 6-Term-Sequenz

O(X,Z) — ~ O(X,Z) —~ Ko(C(X) x4 Z)

T |

K1<C(X) X Z) 0 0

Man muss nur noch Ker (id — ¢,) = Z zeigen.

Sei also f € C(X,Z) mit (id — ¢.)(f) = 0 gegeben. Daraus folgt f = f o ¢.
Setze Y, = {x € X | f(x) = n}, n € Z. Die Y, sind ¢-invariant, d. h.
o(Y,) = Y,. Da ¢ als minimal vorausgesetzt wurde, muss Y, € {0, X},
Vn € Z sein. Die Y, sind aber auch paarweise disjunkt. Es gibt also genau
einng € Z mit Y,, = X und Y, =0 Vn # ny.

Also muss f = ng lx sein. Es folgt Ker (id — ¢,) = Z. I

4.2 Ky(C(X) x,7Z) als induktiver Limes

Es ist moglich Ko(C(X) X4 Z) zu berechnen, wenn man die Cantormenge
X auf eine besondere Art zerlegen kann. QAT liefern Beispiele fiir solche
Zerlegungen.

Definition
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System.

Eine Folge von Zerlegungen (P, )nen von X heifit ¢p-Folge von Zerlegun-
gen, falls sie folgendes erfiillt:

HPut89] Theorem 1.1
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e limC(P") = C(X),
e C(P") Cc C(P"), n €N, und
o ¢*(C(P",Z)) C C(P",Z), n € N.

Die Einschrénkung ide(x) : C(P™) — C(P™!) heiBt it oder nur i.
Eine ¢-Folge von Zerlegungen heifit schlank, falls

Pt = {EW no(E") | EM B € P, EM N o(E) £0} VneN.

Beispiel
Sei T eine IAT mit n + 1 Intervallen FEy, ..., E,.

Der aus T in 2.2.1 konstruierte Raum X7 hat nach Definition eine schlanke
¢-Folge von Zerlegungen

Pn+1 = {GV(E]'O 77777 Gn) | ]m = 0, e ,n} s

wobei Ejo G ﬂ?n:[) TmEjm ist.

.....

Im folgenden wird héufig der Quotient C(P"*!, Z)/Bild (i — ¢*) benutzt. Bei
Diagrammen kiirze ich diesen Qutienten durch C(P"*1 Z)/(i — ¢*) ab.

Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),cn eine
¢-Folge von Zerlegungen.

Folgende Sequenz ist exakt:

0—Z - C(P,2)'= C(P™,Z) — C(P"™, 2)/Bild (i — ¢*) — 0.

Beweis: Die Exaktheit in Z, C(P"™,Z) und C(P""',Z)/Bild (i — ¢*) ist
klar.

Es fehlt die Exaktheit bei C(P™,7Z):

“Bild (1)  Ker (i — ¢*)7: (i — ¢*)(1) = i(1) — ¢*(1) =1 — 1 = 0.

‘Bild (1) D Ker (i — ¢*)”: Sei P* = {E\,...,Ey,} und f € C(P",Z) mit
i(f) = ¢*(f). Dann gilt f|, = f|¢(Ei) Vi=1,...,m.

Wihle k == f(Ey).

Setze A := f~1(k) # 0. Wegen i(f) = ¢*(f) ist ¢(A) = A. Also ist wegen
der Minimalitdt A = X und f = k1 € Bild (Z). I
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Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P"),en eine
¢-Folge von Zerlegungen.

Es gibt genau einen Homomorphismus
i:C(P"™,Z)/Bild (i — ¢*) — C(P"*%,Z)/Bild (i — ¢*),

der das folgende Diagramm kommutieren l1af3t:

0—=Z —=C(P",Z) =% C(P™, Z) == C(P™, Z) /(i — ¢*) —= 0

O

0—> 27— C(P™,Z) =% C(P"2, Z) > C(P™2, Z) /(i — ¢*) —= 0.
Beweis: Betrachte das Viereck aus dem Diagramm:

C(P", Z) —— (P, 7)

o

C(p+1,zZ) =% e P, 7).

Es kommutiert, weil in C(X) die Gleichung ide(xyo (ide(x) — ¢*) = (idex) —
Es gibt nur eine Méglichkeit i so zu definieren, dass das 3. Viereck kommu-
tiert. Mit Standartargumenten sieht man die Wohldefiniertheit.

Die verbleibenden Vierecke kommutieren nach Konstruktion von 1. I

Satz
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),en eine
¢-Folge von Zerlegungen.

Es ist Ko(C(X) % Z) = imC(P", Z)/Bild (i — ¢*).

Beweis: Mit den vorhergehenden Lemmata 4.2.3 und 4.2.4 und Satz C.1.2
folgt die exakte Sequenz:

0 — Z — limC(P",Z) "% limC(P",Z) — lim C(P"*, Z)/Bild (i — ¢*) — 0.
Nach den Voraussetzungen ergibt sich

0—Z— C(X,Z) "~ C(X,Z) — limC(P™, Z)/Bild (i — ¢*) — 0.
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Fiigt man die exakte Sequenz aus Theorem 4.1.2 hinzu, erhdlt man das kom-
mutative Diagramm

0—=7—C(X,2) =% Ko(C(X) % Z) ——=0
0—=7—C(X,Z) HCXZ ll}ﬂC(P"“,Z)/(i—d)*)Ho,
Mit dem ber-Lemma folgt dann der Isomorphismus. I

4.3 Gruppen des induktiven Limes

Um die Abbildung (i —¢*) zu verstehen, kann man einen gerichteten Graphen
konstruieren. Die Eigenschaft der Minimalitét erhélt in diesem Graphen eine
geometrische Bedeutung. Diese Geometrie gestaltet spétere Beweise intuiti-
ver. Sie werden den Isomorphismus C(P"+!, Z)/Bild (i — ¢*) & Zv(r+)—v(r)+1
zeigen.

Die Bezeichnungen P™™! fiir eine Zerlegung und v(n) = card (P™*!) werden
weiterhin angewandt. In den Beweisen verwende ich fiir den Quotienten die

Abkiirzung C(P",Z) /(i — ¢*) := C(P""Y, Z) /Bild (i — ¢*).

Konstruktion
Sei (X, ¢) ein topologisches dynamisches System und (P™),ecz eine schlanke

¢-Folge von Zerlegungen. Setze P™ := {E\™, ... E(n e

Sei n € N. Es soll ein gerichteter Graph G™ konstruiert werden. Seine Ecken
sind die Elemente von P", und seine Pfeile sind die Elemente von P"*!.
Die Orientierung der Pfeile wird durch zwei Abbildungen s,r (source, range)
festgelegt:

(E") = EM

)

(B == B fiir BMY 0 o(EM) e Uy,

J

Der Pfeil Ei(n) N QB(E](n)) geht also von Ei(n) nach Ej(-n).
Die Abbildungen i,¢* : C(P",Z) — C(P"™',Z) werden iiber die Erzeuger
definiert:

i(Xpm) = XULEM 6B j=1,...0(n)}

XUgs—1E{}
Cb* (XESH)) = XU{E](-n>ﬂ(Z)E§n)|j:1 77777 l/(’n,)}
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Co I

Eéo) Eél) o E§1) E§2) . E§2)

() | 17
/

E£0) Efl) EfQ) - Ef)

Abbildung 4.1: Die Graphen G°, G und G? aus der Konstruktion 2.2.1

Xygr—1EMy
Die konstruierten Graphen sollen Rauzy-Graphen genannt werden.

4.3.2 Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),cz eine

schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze P" := {Ef"), o ,EI%)L)}, und sei
G" = (P",P"*) der konstruierter Graph aus 4.3.1.

Von jeder Ecke erreicht man jede andere Ecke iiber einen gerichteten Pfad,
d. h. VEi("), E](-n) € P" existiert ein Pfad E,(c?;;l), E,g?;;l), e ,E(n+1) mit

k(q)
n+1 n+1
o« r (EG) =5 (B ) =2

° s <E,(€T(Lfgl)> = E™ und

(n+1)\ _ ()
° T(Ek:(q) >—Ej .

Beweis: Seien Ei(n),Ej(-n) € P". Weil ¢ minimal ist, existiert ein q mit
(n) (n) . : (n) (n)

BV N @B # 0. Wahle x € X mit ¢9(x) € B} N ¢TE;

Setze k(l) € {1,...,v(n+ 1)} mit ¢'(x) € By, fiir 1=0,.

Das ist schon der gesuchte Pfad von Ef ") nach E Uberprufe die Figen-

schaften:

o Esist ¢'(x) € 615( <E,(;(ll+1 >> und damit folgt ¢'~(z) € r (E,g?;)rl))
Man hat aber auch ¢'~'(z) € s (E,(J(Lﬁll))) Da bei einer Zerlegung die

Mengen paarweise disjunkt sind, muss r (Eli?l;rl)> =5 (E,i?ltll))), [ =

2,...,q, sein.

e Esist ¢9(x) € E-(n) und ¢%(x) € (E,in ) Weil die Eén), e E’IE?)

n)

(9)
paarweise disjunkt sind, muss E( ( n+1)> sein.
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e Esistx € Ej(") und x € r (E,E?;;l)> Also muss r <E,(€7("‘;;1)) = EJ(-") sein.

1

Satz
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P"), € Z

eine schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze P" := {E™ ..., ES(?Z)}, und
sei G" = (P",P"™) der konstruierte Graph aus 4.3.1.
Es ist C(P"1,Z)/Bild (i — ¢*) = Zv(n+D-v(m)+1,

Beweis: Fliir den Beweis wird die Menge {(z = )Xo | =2, y(n)}

mit Elementen aus {XE(n+1) lj=1,...,v(n+ 1)} so erweitert, dass ein mi-
j

nimales Erzeugersystem von C(P"*! 7Z) entsteht.
Die Behauptung erhélt man dann durch Abzéihlen der Erzeuger.

Der wichtigste Schritt in dem Beweis ist es, einen “Baum” B in dem Graphen
G" zu finden. Wéhle eine Ecke: E{n). Der Baum B C G" soll seinen Ursprung
in Efn) haben, d. h. von dort aus gibt es zu jeder anderen Ecke genau einen
Pfad. Insbesondere soll er keine Schleifen besitzen.

Einen Baum mit diesen FEigenschaften kann man induktiv konstruieren: Sei
die Ecke E](n) noch nicht im Baum, dann gibt es nach Lemma 4.3.2 einen

Pfad E,(ﬂ;l), . ,E,(:H) von Efn) nach E](n). Falls der Pfad schon Ecken des

(r)
Baumes enthiilt, verkiirzt man ihn. Also falls T(Eli?;)rl)) € B, dann betrachtet

man nur noch den Pfad E,(c?lill)), . ,E,g?:;l)
Sobald der Pfad nur noch seine Startecken mit dem Baum gemeinsam hat,
fiigt man ihn zum Baum hinzu.

Nach endlich vielen Schritten wird der Prozess beendet sein.

Eéz) o E§2) Eéz) o E§2)
17 I
Efz) <~~~'Ef) Efz) <"""'E4E2)

Abbildung 4.2: Mégliche Biume zum Graphen G? aus der Konstruktion 4.3.1

Jetzt kann man das Erzeugersystem angeben. Setze P = P"*! — B. Die
Menge P enthélt also alle Pfeile, die nicht im Baum B vorkommen.

Die Menge {(Z — O )Xpm | T=2,.., I/(n)} U {XE(n+1) | ECHD ¢ 75} ist ein
J
Erzeugersystem.
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Man muss nur zeigen, dass alle E,ﬁ"“’ € B auch erzeugt werden. Dafiir nimmt

man E,gn) € B an einer Spitze des Baumes, d. h. es gibt kein E™tY) € B mit

s(BEM+Y) = Eli"), und es gibt genau ein E,S,Hrl) € B mit r(E"Y) = E,g").

Dann ist (i—¢*) (XE;Cn)) = XUgs—1 B T XY B0 Auf der rechten Seite sind

alle Summanden bis auf X ,,n+1) im mutmaflichen Erzeugersystem vorhanden.
K/

Also kann man nach X gnt1) umstellen, und X p(nt1) wird mit erzeugt.
k! k!
Die Ecke E,(cn) € B und den Pfeil E,SLH) entfernt man von dem Baum und

wiederholt den Prozess. Nach endlich vielen Schritten sind alle Pfeile von B
erzeugt, und es bleibt nur noch Ef") vom Baum tibrig.

Damit erzeugt das obige System ganz C(P",Z). Es ist auch minimal, weil
der Baum genau v(n) — 1 Pfeile enthélt. Das sieht man, welil es fiir jede Ecke

E®™ € B bis auf E§n) genau ein E"*Y) € B gibt, mit r(E)) = E®).

Das System besteht also aus (v(n) — 1)+ (v(n+1) —v(n) +1) =v(n+1)
Erzeugern und muss somit auch minimal sein.

Nun ist Bild (i — ¢*) = span {(z — )X | J=2,... ,y(n)}, und deswegen

ist C(P"1,Z) /(i — ¢*) = span {XE(n+1) | ECHD ¢ 75} o gyt —v(m)+l - 1

Folgerung
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P"),, € Z

eine schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze P" = { EE"), e EI%)L)}

Es gibt eine Zerfillung \ : C(P"™',Z)/Bild (i — ¢*) — C(P"*1 Z) fiir die
exakte Sequenz

A

(i_¢*) //‘—\

0—=7Z — C(P",Z) =5 c(Pntl, Z) —== C(P™+L, Z) /Bild (i — ¢*) — 0.

4.4 Verbindungsabbildungen

Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),en eine

schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze P" = {Efn), e El(/?n)}

Die Abbildung i : C(P™',Z)/Bild (i — ¢*) — C(P™2,Z)/Bild (i — ¢*) ist
injektiv.

Beweis: Sei f € C(P"*!,Z) mitior(f) = 0. Dann gibt es ein g € C(P"*!, Z)
mit (i — ¢)(g) = i().
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Man kann f und g in ihren Erzeugern hinschreiben:

v(n)

fo= Za"jXEf")mqs(EJ("))
ij=1
v(n)

ij=1
Damit ergibt sich

v(n)
i,7,k=1
v(n)

Z(f) = Z ainEl(n)ﬂ(j)(E;n))ﬂd)Q(E,(cn))'
i7j7k:1

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man b;; — b, = a;;. Die Koeffizienten
bjr hdngen also nur von einem Index ab: b, = bjr, Vj. Deshalb muss g €
C(P",Z) sein und f € Bild (i — ¢*) = Kern. I

Satz

Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),en eine
schlanke ¢-Folge von Zerlegungen.

Mit den Quotientenabbildungen 7 : C(P""',Z) — C(P™"*',Z)/Bild (i), n €
N, entsteht ein kommutierendes Diagramm, dessen Zeilen und Spalten exakt
sind. Um das Diagramm in einer handlichen Gréfle zu halten, lasse ich die
Bezeichnung “Bild” im Diagramm weg. Z. B. schreibe ich C(P"™,Z)/(i— ¢*)
statt C(P" 1, Z)/Bild ((i — ¢*)).

0 0 0 0

0—=7 —=C(P", Z) —2= ¢(P", Z) —== C(P", Z) /(i — ¢") —= 0
id 1 i 2 i 3 i

0— 7 —Lt= (P, 2) =L e(P 2, Z) —== C(P"2, Z) /(i — ¢") —= 0
4 T 5 T 6 7

0—=0—=C(P™,7) /i =% C(P"*2, ) i — = X 0
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Insbesondere ist

X = (C(P™?,7)/Bild (i) /Bild (i — ¢")
~ (C(P™2,7)/Bild (i — ¢*)) /Bild (7).

Beweis: Im Beweis werden stédndig die schon bekannten Exaktheiten und
kommutativen Relationen benutzt, ohne es jedes Mal zu erwédhnen.

Die Quadrate 1,2,3 und 4 kommutieren.

Die Exaktheit ist fast iiberall klar. Die Quotientenabbildungen sind nach
Definition surjektiv und i ist nach Lemma 4.4.1 injektiv. Es bleibt nur die
Injektivitit von (i — ¢*) : C(P"™',Z)/Bild (i) — C(P"*2,Z)/Bild (i) zu zei-
gen.

Dafiir muss (i — ¢*) erst definiert werden. Die einzige Mdéglichkeit dafiir ist
(i — ¢*) := 7o (i — ¢*) o 7. Die Definition ist wohldefiniert, denn sei g €
C(P"1 Z) mit 7(g) = 0. Dann existiert e € C(P",Z) mit i(e) = g. Weil das
2.Quadrat kommutiert, gilt i o (i — ¢*)(e) = (i — ¢*) o i(e). Es folgt

To(t—¢")(g) = To(i—¢")oile)
= 70i0(i—¢")(e)
= 0.

Damit ist (i — ¢*) : C(P™*1,Z)/Bild (i) — C(P™*2,Z)/Bild (i) wohldefiniert,
und mit der Konstruktion muss auch das 5. Quadrat kommutieren.

Jetzt kann man zeigen, dass (i — ¢*) injektiv ist. Sei g € C(P""',Z) mit
70 (i —¢*)(g) = 0. Dann gibt es f € C(P""Z) mit i(f) = (i — ¢*)(g). Es
folgt 1o w(f) = wo (i — ¢*)(g) = 0. Weil ¢ injektiv ist, muss w(f) = 0 sein,
und es gibt e € C(P",Z) mit io (id — ¢*)(e) = i(f) = (i — ¢*)(g). Dann
ist (i(e) — g) € Ker (i —¢*) = Bild (1) C Bild (i) und damit g € Bild (7).
Letztendlich ist T(g) = 0 gezeigt.

Jetzt fehlt nur noch die untere rechte Ecke des Diagramms. Dafiir zeigt man

(C(P"2,Z)/Bild (1)) /Bild (i — ¢*) = (C(P"2,Z)/Bild (i — ¢*)) /Bild (z)

Der gesuchte Isomorphismus hat folgende Gestalt:

: (C(P™2,Z)/Bild () /Bild (i — ¢*) — (C(P"*2,Z)/Bild (i — ¢*)) /Bild (i)
| 7wor(h) — 7 om(h) fiir h € C(P"*2 7).

Die Abbildung v ist wohldefiniert, denn sei wo 7(h) = 0 fiir h € C(P"2,Z).
Dann gibt es g € C(P"™,Z) mit 7 o (i — ¢)(g) = 7(h). Damit existiert
feC(P . Z) mit i(f) =h— (i — ¢)(g). Dann ergibt sich

Tom(h) = Tom(h—(i—¢)9))
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= Foiomw(f)

= 0.

Der Homomorphismus 1 ist injektiv , denn sei 7o (h) = 0 fiir h € C(P"*2,Z),
dann ist auch wo7(h) = 0. Die Argumentation ist wie bei der Wohldefiniert-
heit.

Der Homomorphismus v ist surjektiv. Sei Ton(h) € (C(P"*2,7)/(i — ¢*)) /i.
Dann ist nach Definition ¢ (m o 7(h)) = 7 o w(h).

Nach Konstruktion muss auch das 6. Quadrat kommutieren. I

Lemma

Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),cn eine
schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze v(n) := card (P"). Sei X die im Satz
4.4.2 definierte Gruppe.

Es ist X = zv(n+2)=2v(nt)+v(n) - Inshesondere ist die Gruppe X torsionstrei.
Beweis: Nach der Folgerung 4.3.4 gibt es eine Zerféllung \ : C(P"*%Z)/(i—
¢*) — C(P™2 Z) und nach Definition von i gibt es eine Zerfillung p :
C(P"™2,Z)/i — C(P"*2 7).

Definiere den Homomorphismus
Yi=To W’AowoMOTC(P"'*‘?,Z) tAomoypo TC(P”+2, Z) — X.

Es ist ein Isomorphismus.

Fiir die Injektivitéit 1) braucht man Ker (7 o 7) = Bild (i) + Bild (i — ¢*). Die
Richtung “D7 ist klar.

Sei h € C(P"*2Z) mit w o 7(h) = 0. Dann gibt es ¢ € C(P"",Z) mit
7o(i—¢*)(g) = 7(h). Dann muss es auch f € C(P"™,Z) mitif = h—(i—¢*)g
geben. Es folgt Ker (7 o 7) C Bild (7) + Bild (i — ¢*).

Der Homomorphismus v ist injektiv. Denn sei h € C(P""2,Z) mit Tomo o
mopor(h)=0. Dann folgt

mot(h) = moTopuor(h)
= Tomoport(h)
= Tomolomopuort(h)

= 0.

Also ist h € Ker (7 o 7) und es existieren f,g € C(P"*2,Z) mit h = if + (i —
¢*)g. Damit ist \omwo poT(h)=0.
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Der Homomorphismus 1 ist surjektiv. Ein beliebiges Element von X kann
man als 7 o 7(h) schreiben, wobei h € C(P"*2 7). Es folgt wie oben:

7omo(Aomopor(h)) = Tomopor(h)
= moTtopuort(h)
= mort(h).

Somit ist v ein Isomorphismus, und man kann X in C(P""2 Z) einbetten.
Also ist X &2 Z" mit r € Z. Mit der Abbildung 7 ergibt sich daraus ein Spalt
in folgender kurzen exakten Sequenz:

0 — Zu(n+1)—u(n)+1 _ Zu(n+2)—u(n+1)+1 ST 0.

Damit hat man r = v(n+2) — 2v(n + 1) + v(n). I

Folgerung
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System und (P™),en eine
schlanke ¢-Folge von Zerlegungen. Setze v(n) := card (P").

Es ist

Ko(C(X) 0 Z) _ hi)n(zu(n—l-l)—u(n)—&—l’ in)7

wobei 4,, mit passenden Erzeugersystemen durch die (v(n +2) —v(n +1) +
1) x (v(n+1) —v(n)+ 1) Matrix

10 ... 0
01 0
00 .. 1
00 .. 0
00 .. 0

gegeben wird.
Ko(C(X) x Z) ist eine freie abelsche Gruppe.

Beweis: Der Isomorphismus Ko(C(X) x Z) = lim(Z" )=+, in) wurde
schon in Satz 4.2.5 gezeigt.

Weil nach Lemma 4.4.1 und Lemma 4.4.3 i,, injektiv und torsionsfrei ist,
findet man Erzeugersysteme, mit denen 1,, die gewiinschte Matrixform erhiilt.

1

2[Put89] Theorem 2.1
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Theorem (?)
Sei T = (7,(t1,...,t,)) eine minimale IAT mit n + 1 Intervallen, und sei
(X7, ¢) das konstruierte minimale topologische dynamische System aus 2.2.1.
Weiterhin seien O(t;), j = 1,...,n, paarweise disjunkt.
Es gibt einen Isomorphismus
Ko(C(X) x4 Z) 277,
Beweis: X7 wurde aus Zerlegungen P°, P, ... von [0, 1] konstruiert. Weil
die Orbits von t; paarweise disjunkt sind, ist v(m) = card (P™) = nm + 1.
Jetzt kann man Satz 4.4.4 anwenden. Fiir jedes m € N gilt
vim+1)—v(m)+1 = (mn+n+1)—(mn+1)+1
n+ 1.
Die i : C(P™,Z)/Bild (i — ¢*) — C(P™*',Z)/Bild (i — ¢*) miissen deswegen
Isomorphismen sein, und es folgt Ko(C(X) x4 Z) = 7", I
Beispiel

Seid € N und 1,ay,...,a4 itber Q linear unabhéngig. Seien T), = ((12), ay,),
k=1,...,d, IAT mit 2 Intervallen, und setze T := T} X ... x Ty als QAT
der Dimension d.

Es ist
Ko(C(Xp) X Z) =7,

wobei Z>° die freie abelsche Gruppe mit unendlich vielen Erzeugern ist.

Beweis: Nach Beispiel 2.4.4 ist T' eine minimale QAT der Dimension d. Fiir
die Funktion v gilt
v(m) = (2m + 1)%.

Fiir d > 2 divergiert der Ausdruck v(m + 1) — v(m) + 1. I

4.5 Ordnung auf K,(C(X) x Z)

Man kann auch iiber die Ordnung auf Ko(C(X) x Z) Aussagen treffen. Der
erste Punkt ist, dass iiberhaupt eine geordnete abelsche Gruppe vorliegt.
Dalfiir ist es hinreichend zu zeigen, dass C'(X) x Z stabil endlich ist.

Lemma
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System.
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(Ko(C(X) x4 Z), K (C(X) x4 Z),[1]) ist eine geordnete Gruppe mit Ord-
nungseinheit.

Beweis: Es muss gezeigt werden, dass C'(X) x Z stabil endlich ist. Sei also
qg € M,,(C(X)xZ),neN, mit1~, q<1. Betrachte die Projektion 1 — q.
Nach Satz 3.1.4 existiert ein treuer Spurzustand T auf M,,(C(X) x Z). Mit
ihm rechnet man

T(l—q) = 7(x"x —zx")
= 0.
Der Spurzustand war treu und als Projektion ist 1 — q positiv, und somit ist
1 —¢q=0. Damit ist 1 € M,,(C(X) x Z) eine endliche Projektion. I
Lemma

Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System mit einer schlan-
ken ¢-Folge von Zerlegungen (P™),en.

Die Gruppe Ko(C(X) x4 Z) ist schwach unperforiert.
Beweis: Nach Satz 4.2.5 ist Ko(C(X) x4 Z) = lm C(P", Z)/Bild (i — ¢*),
und nach Satz 4.3.3 ist C(P",Z)/Bild (i — ¢*) = Z*™ fiir ein passendes

k(n) € N. Diese Gruppen sind aber schwach unperforiert und iibertragen
die Eigenschaft auf Ko(C(X) x4 Z). I

Satz
Sei (X, ¢) ein minimales topologisches dynamisches System mit einer schlan-
ken ¢-Folge von Zerlegungen. C(X) x Z habe nur endlich viele Spurzusténde

T(C(X)®Z)=A{m,...,7}, p € N. Die Abbildung

a.{KO(C(X)NZ) — RP
S = (Ko(m)(f)s -+, Ko(mp)(f))'

sei injektiv.
Die Abbildung « : Ko(C(X)xZ) — Bild («) ist ein Ordnungsisomorphismus.

Beweis: Nach den Voraussetzungen ist « ein positiver Gruppenismorphis-
mus. Man muss nur noch zeigen, dass a~! positiv ist. Dafiir soll das Theo-
rem A.2.12 benutzt werden. Die Voraussetzungen dafiir sind erfiillt, weil nach
Lemma 4.5.2 Ko(C(X) % Z) schwach unperforiert ist, und weil Kq(C'(X)XZ)
einfach ist, da C(X) x Z einfach ist.

Wegen des Satzes A.4.6 gibt es eine Bijektion zwischen den Spurzustinden
T(C(X)XZ) und den Zustanden S(Ko(C(X)xZ)). Mit dem Theorem A.2.12
folgt die Behauptung. i
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Falls man zu einer IAT das topologische dynamische System (X, ¢) konstru-
iert, ermoglicht dieser Satz die Ordnung von Ky(C'(X) x Z) zu bestimmen.

Satz

SeiT = (1, (t1,...,t,)) eine minimale IAT mit den Intervallen E, . .., E® und
(X7, ¢) das zugehérige minimale topologische dynamische System aus 2.2.1
mit den konstruierten Zerlegungen (P™),en von X mit den Intervallen P™ =
{EY, ..., E"}. Weiterhin seien die Orbits O(t;), j = 1,...,n, paarweise
disjunkt. Auf [0,1] exitiere ein T-invariantes und ergodisches Mafi p; der
Art, dass {u(Ej) | j = 0,...,n} iiber Q linear unabhéngig sind. Und seien
1, - ., fp alle T-invarianten und ergodischen Mafle auf [0, 1]. Nach Theorem
3.2.3 gibt es hichstens endlich viele.

Es gibt einen Ordnungsisomorphismus
Ko(C(X) 54 Z) 2 2 (E), .. (D)) + ..+ Z(u(ED), ., iy (ED)),

wobei auf der rechten Seite die Ordnung durch RP induziert wird.

Beweis: Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt wird
gezeigt, dass C(P°,Z) = C(X,Z) Holm Ky (C(X) x Z) ein Gruppenisomor-
phismus ist. Im zweiten Schritt kann dann Ky(C(X) x Z) ordnungserhaltend
in R? einbetten.

Fiir die Injektivitit von Ko(m) o i betrachte das Diagramm

C(P°,Z)

1

C(PY,Z) = C(P',Z)/Bild (i — ¢*)

| %i

C(X,Z) Ko(C(X) x 7).

Ko(m)
Nach dem Theorem 4.4.5 ist i ein Isomorphismus. Man muss also nur zeigen,
dass moi : C(P°,Z) — C(P',Z)/Bild (i — ¢*) injektiv ist. Sei f € C(P°,Z)

mit o i(f) = 0. Dann existiert g € C(P°,Z) mit (i — ¢*)(g) = i(f). Mit
passenden a;,b; € 7 erhélt man

Z%XE;? = i(g—f)
j=0
= ¢"(9)



4.5.5

4.5.6

78 KAPITEL 4. K-THEORIE MIT CANTORMENGEN

= > biXg(E0)-
=0

Weil die Orbits O(t;), j = 1,...,n, paarweise disjunkt sind, miissen alle a;, b,
den gleichen Wert haben. Daraus folgt f = 0.

Die Surjektivitdt von m o ¢ sieht man ebenfalls an dem Diagramm. Ein Ele-
ment h € C(P',Z) hat die Form h = ), ajxp:- Die Unstetigkeitsstellen
von h kénnen bei ty, ..., t, und bei T(t1),...,T(t,) sein. Durch passendes
Addieren von (i — ¢*)(g), g € C(P°,Z), kann man die Unstetigkeitsstellen
T(t1),...,T(t,) entfernen. Dabei dndert man nicht 7(h), und weil w surjektiv
ist, muss auch 7 o ¢ surjektiv sein.

Fiir die Ordnung hat man die Einbettung ([ duy, ..., [ du,)oi: C(PY,Z) —
RP, weil die [L(E?), j = 0,...,n iiber Q linear unabhéingig sind. Um den
vorherigen Satz 4.5.3 benutzen zu kénnen, betrachte die Abbildung

- {KO(C’(X) xZ) — RP
s = (Ko(m)(f), - Ko(m) (/)"

wobei die 7y, . . ., T, die Spurzusténde sind, die zu den p, . . ., jt, gehdren. We-
gen der Bijektion zwischen den T-invarianten W-Maflen und den Zustédnden
von Ko(C(X) % Z), ist

Bild((/ dul,...,/dup) o¢> = Bild (a) .

Weil ([ dua, ..., [ dup)oi injektiv ist, ist auch o injektiv, und mit dem Satz
4.5.3 folgt die Behauptung.
I

Dieser Satz erlaubt es, die geordnete K-Theorie von IAT zu berechnen, wenn
sie nur ein einziges ergodisches Maf3 besitzen.

Beispiel

Sei T' eine minimale TAT mit den Intervallen EJ, ... E°. Sei A das Lebes-
guemaf auf [0, 1], und A\(EY), ..., \(EY) seien iiber Q linear unabhéngig. Sei
weiterhin \ das einzige ergodische W-Maf auf [0, 1].

Wenn (X, ¢) das aus T konstruierte topologische dynamische System ist,
dann ist Ko(C(X)XZ) = ZNEQ)+. . .+Z\(EY) ein Ordnungsisomorphismus,
wobei auf der rechten Seite die Ordnung von R induziert wird.

Beispiel
Sei 0 € R/Q. Setze T = ((12),0) als IAT mit 2 Intervallen.
Es gibt einen Ordnungsisomorphismus Ko(C(Xr) x Z) = 760 + Z(1 — 0).



Kapitel 5

Kombinatorik

5.1 Kombinatorik

Man kann die gesamte Arbeit auch aus dem Blickwinkel der Kombinatorik
betrachten. Bei der Kontruktion der Zerlegungnen betrachtete man immer
wieder Ausdriicke der Form E; NT'(E;,)N...NTP(E;,), wobei die £; Intervalle
oder Quader waren. Stattdessen kann man die F; nur als Symbole sehen, die
ein Alphabet bilden. Man kann es noch weiter verkiirzen, indem man nur die
Indizes j bertiicksichtigt.

Dabei werden Punkte von X zu unendlichen Woértern und der Homéomor-
phismus ¢ wird zu einem Shift.

Zunachst werden die gebréduchlichsten Begriffe wiederholt.

5.1.1 Definition
e FEin Alphabet A, mit n Buchstaben ist eine n-elementige Menge.

e Worter sind endliche oder unendliche Folgen von Buchstaben.
e Die Menge der endlichen Worter heifit AL .

e Die Menge der unendlichen Wérter heifit A™.

e Die Linge des Wortes w = wyws ... wy ist |w| := k.

e Das leere Wort A ist die leere Folge mit |A| = 0.

+

<oo ZU €lnem

e Mit der Operation des Hintereinanderschreibens wird A
Monoid, das freie Monoid iiber A*.

e FEin Faktor von einem Wort w ist ein endliches Wort v, fiir das die
Wérter p, q existieren mit w = pvgq.

79
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o F(w):={ve A" | v ist ein Faktor von w}.
e Der Hemmingabstand zwischen wy, w, € AT ist

d(wy, wp) =Y 2§ (wy (m), wa(m))

meZ

0 fallsa=b

1 sonst.

mit §(a,b) = {

5.1.2 Definition
Sei A ein Alphabet und w € A" ein Wort.

Der k-te Rauzy-Graph Gy(w) von w ist der Graph, dessen

e FEcken die Faktoren der Lange k sind, und dessen

o Pfeile Faktoren der Léinge k + 1 sind. Den Ursprng des Pfeils erhilt
man, wenn man den rechten Buchstaben entfernt, und das Ziel erhélt
man wenn man den linken Buchstaben entfernt.

Ein Pfeil u der Léange k + 1 hat die eindeutige Darstellung via; = asvs = u
mit ai,as € A und vy, vy Faktoren der Liange k. Der Pfeil geht dann von vy
nach vs.

5.2 Kombinatorik bei IAT

5.2.1 Lemma
Sei T eine IAT mit den Intervallen Ey, ..., E, und X der konstruierte kom-
pakte Hausdorffraum aus 2.2.1. Sei A, 1 := {0,1,...,n} das Alphabet mit
n + 1 Buchstaben.

Es gibt Abbildungen
w:[0,1] — A, und

W - +
U).XT — An+l7

die im folgenden Diagramm kommutieren:
[0,1] =~ X7
A:LFH )

mit w(t) = (W )mez fiirt € [0, 1].

Weiterhin gilt t € E,,

p---Wq

Beweis: Die gesuchten Folgen wurden schon in 2.2.3 benutzt. I
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5.2.2 Bemerkung
Die in 4.3.1 konstruierten Graphen sind gerade Rauzy-Graphen.

5.2.3 Satz
Sei T eine minimale IAT mit den Intervallen Ey, ..., E, und Xt der kon-
struierte kompakte Hausdorffraum aus 2.2.1. Sei A, das Alphabet mit
n + 1 Buchstaben. Wéhle weiterhin die Abbildungen w : [0,1[— A}, und
w: Xp — A}, aus 5.2.1, und betrachte den Shift nach rechts

S - {A:{H — Al .
(Win)mez, = (Win—1)mez
Betrachte Ay, als metrischen Raum mit dem Hemmingabstand.
e Die Abbildung w ist stetig.
e Die Abbildung w ist von oben stetig.

e Es kommutieren das Diagramm

(0,1 —=1[0,1]

w \‘\’”f - ﬁ”/

+ S +
AnJrl - An+1 .

w

e Falls T' minimal ist, sind w und w injektiv.

Beweis: Man hat das kommutative Diagramm

’PO 7)1 7)2 .. XT

TN

2 3 +
App1 =— An+1 D An+1 ~— A,
. P — AT N
wobei w1 : e Daraus folgt die Stetigkeit von
Ewowl...wq — (w07 Wi,y .. awq)-

w und die Stetigkeit von oben von w.

Bei dem Diagramm muss man nur das untere Quadrat untersuchen. Die
anderen Teile kommutieren nach Lemma 2.2.4.
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Sei x € X7 und w(x) = (Wy,)mez. Dann ist ¢~™(x) € ev(E,,,), und es folgt
o " (¢(x)) € ev(Ey,, ,). Damit folgt die Kommutativitit:

W(p() = (Wm-1)mez
= S(wm)mez

= Sw(x). I



Anhang A
K-Theorie

A.1 Ky-Funktor

In diesem Kapitel werden grundlegende Eigenschaften des Ky-Funktors wie-
derholt, um auf sie besser verweisen zu konnen. Die Beweise werden wegge-
lassen.

A.1.1 Definition (')
Sei A eine C*-Algebra.

Setze
o Po(A) = P(M,(A)), n €N,
o POO(A) = UZO:I PTL(A)J
e Addition auf Py (A) fiir p € P,(A) und q € Pp,(A):
ptq=pdy,

o Murray-von Neumann Aquivalenz auf P (A) fiir p € P,(A) und q €
Pm(A):

pr~q:& JveM(mxn,A) v =p und vv* = q und
e die Aquivalenzklassen bilden eine Halbgruppe D(A) bzgl. der Addition.

A.1.2 Definition (?)
Sei A eine C*-Algebra.
Setze

[RLLO0] Paragraph 2.3
2[RLL00] Paragraph 3.1.5 und Definition 4.1.1
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e Koo(A) := Groth (D(A)),

e Fiir die gibt es die kurze spaltende Sequenz

K()o()\)
Koot f/’\
0—— KOO(A) — KOO(A) m KO()(Z) —( und

o Ky := Ker (Ky(m)).
A.1.3 Bemerkung (?)
Sei A eine unitale C*-Algebra.
Es ist Ko(A) = Koo(A).
A.1.4 Satz (%)

Ky ist funktoriell. Es gibt also fiir jeden *-Homomorphismus ¢ : A — B
einen Gruppenhomomorphismus Ky(¢) : Ko(A) — Ko(B) mit

o Ko(ida) = idg,(a),
[ Ko(’l/} e} ¢) = K()(w) @) K(](gb) und
® KQ(OA—)B) :OK()(A) —>K0(B)

A.1.5 Satz (°)
Seien A und B C*-Algebren.

Der Funktor K, ist homotopieinvariant, d. h.

1. falls ¢, : A — B homotope *-Homomorphismen sind, so ist Ky(¢) =
Ky(v), und

2. falls A, B homotop sind, so ist Ky(A) = K(B).

A.1.6 Satz (°)
Sei eine kurze exakte Sequenz von C*-Algebren gegeben

0—-1%4%B_0.

Der Funktor K, ist halbexakt, d. h. folgende Sequenz ist exakt:

Ko(v)

) M KO(A) - KO(B)'

Ko(I

3[RLLO0] Lemma 3.2.8

4[RLLO00] Proposition 4.1.3
°[RLL00] Proposition 4.1.4
5[RLLO0] Proposition 4.3.2
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Satz (")
Sei eine spaltungsexakte Sequenz von C*-Algebren gegeben

Der Funktor K, ist spaltungsexakt, d. h. folgende Sequenz ist exakt:

Ko(X)
K@ LD
0 Kol) % Ko(A) 1= Ko(B) —=0.

Folgerung (%)
Seien A und B C*-Algebren.

Es gilt Ko(A@® B) = Ko(A) @ Ko(B).

Folgerung ()
Sei A eine C*-Algebra.

Der Funktor Ky ist stabil, d. h. es ist Ko(A) = K¢(M,,(A)) Vn € Z.

Satz (1°)
Sei A eine unitale C*-Algebra, und sei [-|o : Px(A) — Ko(A) die Abbildung
aus der Grothendieck-Konstruktion.

Sei G eine abelsche Gruppe und v : Poo(A) — G eine Abbildung mit:
o v(p®q) =v(p) +v(g) fiir p,q € Poo(A),
e v(0) =0,
o fallsp ~ q, so ist v(p) = v(q) fiir p,q € Pxo(A).

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus « : Kyo(A) — G, der
das folgende Diagramm kommutieren lédsst:

(A

Poo
[']ol \
Ky

(A) —G.

"[RLLO0] Proposition 4.3.3
8[RLLO00] Proposition 4.3.4
9[RLL00] Proposition 4.3.8
10]RLLO00] Proposition 3.1.8
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A.2 Geordnete Gruppen

Definition
Sei G eine abelsche Gruppe und G C G eine Untermenge.

(G,G™") heifit geordnete abelsche Gruppe &
e 0 G,
o GT+ Gt =GT,
e G"N(—-G")={0} und
e Gt -Gt =G.

Fiir g1, go € G definiere g1 < gy i< g2 — g1 € G™.
G™ nennt man den positiven Kegel von G.

Definition
Sei (G,G™T) eine geordnete abelsche Gruppe

u € G heit Ordnungseinheit, falls Vg € G ein n € N existiert mit
—nu < g < nu.

(G,G",u) heifit dann geordnete abelsche Gruppe mit Ordnungsein-
heit oder skalierte geordnete Gruppe.

Bemerkung
Sei (G,G™, u) eine skalierte geordnete Gruppe und H C G eine Untergruppe.
Seiu € H.
(G, HNG™",u) ist eine skalierte geordnete Gruppe.
Beweis: Das schwierigste ist (H N G*) — (H N GT) = H zu zeigen. Sei
h € H. Dann ist h = h+nu —nu . Hierbei muss n € Z hinreichend grof3
—— =~
€HNGtT e—HNG*

gewéahlt werden. I

Definition
Seien (G, G",u) und (H, H",v) geordnete abelsche Gruppen mit Ordnungs-
einheit.

e a: (G,G) — (H,H") heift Ordnungshomomorphismus, falls «
ein Gruppenhomomorphismus ist mit o(GT) C H*.

e a: (G,G",u) — (H,H",v) heift ordnungseinheiterhaltender
Ordnungshomomorphismus oder nur skalierter Ordnungsho-
momorphismus, falls « ein Ordnungshomomorphismus mit o(u) = v
ist.
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e a:(G,G") — (H,H™") heifit Ordnungsisomorphismus, falls « ein
Gruppenisomorphismus ist mit a(GT) = H™.

e o« : (G,G",u) — (H,H",v) heit ordnungseinheiterhaltender
Ordnungsisomorphismus oder nur skalierter Ordnungsisomor-
phismus, falls « ein Ordnungsisomorphismus mit o(u) = v ist.

A.2.5 Definition
Sei (G,G™T) eine geordnete Gruppe.
G heiBt einfach. :< Jedes g € G ist eine Ordnungseinheit.

A.2.6 Definition
Sei (G,GT) eine geordnete Gruppe.

e (G,G") heiBt unperforiert. :< (g € G, n € Nyg, ng>0=¢g >0).

e (G,G") heift schwach unperforiert. < (g € G, n € Ny, ng >
0=9>0).

A.2.7 Definition
Sei (G,G",u) eine geordnete abelsche Gruppe mit Ordnungseinheit.

Ein Zustand f ist ein ordnungseinheiterhaltender Ordnungshomomorphis-
mus f: (G,GT,u) — (R,R",1).
Die Menge der Zustinde von (G,G",u) nennt man den Zustandsraum

S(G).

A.2.8 Lemma (')
Der Zustandsraum S(G) ist kompakt bzgl. der Topologie der punktweisen
Konvergenz.

A.2.9 Lemma (%)
Sei (G, G, u) eine skalierte geordnete Gruppe und H C G eine Untergruppe.
Seiwe H, fe€ S(HhNG,u) und t € GT. Setze

= sup{% |z € Hm e N,z gmt} und
q:zinf{@WEH,neN,ntgy}.
Es gelten folgende Aussagen:

1. 0<p<qg< oo,

111B1a98] Paragraph 6.8
12[Bla98] Lemma 111.6.8.2
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2. wenn g € S(H + Zt,u), gl = fly, dann p < g(t) < ¢ und

3. wennr € Ry mit p < r < g, dann existiert genau ein g € S(H +Zt, u)
mit gl = fly und g(t) =

Beweis: Zu 1.: Setze v :== 0, m := 1. Dann ist x < mt und p > % =0.
Da wu eine Ordnungseinheit ist, gibt es k € Z m1t t < ku. Setzt man y =
ku € H und n =1, so folgt nt <y und ¢ < % =k < oo,

Falls x < mt und nt <y, so ist nx < mnt < my und es folgt =~
fmy) _ fy)

mn

Zu 2.: Seix € H und m € N mit x < mt. Dann ist f(z) = g(z) < g(mt) =
mg(t). Damit folgt % < ¢(t), und im Supremum wird daraus p < g(t).

Sei nuny € H, n € N mit nt <vy. Dann ist f(y) = g(y) > ng(t) und es folgt
@ > g(t). Mit dem Infimum erhélt man dann q > g(t).

Zu 3.: Falls g € S(H + 7Zt) existiert, muss es folgende Form haben:

f@) _ o)

nm

gz +kt)=f(z)+kr z€ HkeZ.

Nun muss man die Wohldefiniertheit von g zeigen, also dass aus z, + kit =
29 + kot die Gleichung f(z1) + kir = f(22) + kor folgt fiir z; € H, k; € Z.
Dafiir reicht es, z + kt = 0 = f(z) + kr = 0 zu zeigen.

Sei also z € H, k € Z mit z+ kt = 0.

Zeige f(z) +kr <0:

Fall k = 0: Dann ist z =0 und f(z) + kr=0<0.

Fall k > 0: Dann ist kt = —z, insbesondere kt < —z. Also ist f( 2) >q
und es folgt 0 > f(2) + kr.

Fall k < 0: Dann ist z = —kt, insbesondere —kt > z. Also ist f(z) <p
und es folgt f(z) + kr <0.

Zeige f(z) 4+ kr > 0:

Fall k = 0: Dann ist z =0, und f(z) +kr=02>0.

Fall k > 0: Dann ist kt = —z, insbesondere kt > —z. Also ist f( 2) <p<r
und es folgt 0 < f(z) + kr.

Fall k < 0: Dann ist z = —kt, insbesondere —kt < z. Also ist % >q>r
und es folgt f(z) + kr > 0.

Damit ist g wohldefiniert. Die Positivitdt von g wurde schon mitbewiesen. I

| \/

I/\

Theorem (%)
Sei (G, G, u) eine skalierte geordnete Gruppe und H C G eine Untergruppe.
Seiuw € H und f € (H,HNG", u).

13[B1a98] Lemma I11.6.8.3
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Es gibt g € S(G) mit g|, = f. Insbesondere ist S(G) # ()

Beweis: FEs soll Zorns Lemma angewandt werden. Betrachte die Menge
K= {K C G Untergruppe | H C K, 3gx € S(K,kNG* u: gl = f}.

Durch die Inklusion “C” ist eine Ordnung gegeben. Nach Zorns Lemma gibt
es dann ein maximales Element K.

Angenommen K # G, dann ist Gt — K # (. Wihle t € Gt — K, und mit
dem vorhergehenden Lemma A.2.9 findet man eine Fortsetzung von g auf
K + 7Zt. Also kann K nicht maximal sein.

Fiir den Zusatz muss man sich nur S(Zu) # ) iiberlegen. 1
Lemma ()
Sei (G,G*,u) eine skalierte geordnete Gruppe. Definiere die Abbildungen
fe, [* wie p,q in Lemma A.2.9 mit H = Zu:
Gt R
[«(g) = I . und
t Hsup{glnugmt,mZO}
Gt —R
f*(9) = 2 .
t Hlnf{a|mt§nu,m20}
Es gilt folgendes:
° 0< filg) < f7(9) <o VgeGT,
o f€S5(G) = filg) < fl9) < f*(9) Vg € GT und
e seir € Rundt € Gt mit f.(t) <r < f*(t), dann existiert f € S(G)
mit f(t) =r.
Beweis: Wir haben hier dieselbe Situation wie im Lemma A.2.9 mit H =
Zu. I
Theorem (%)

Sei (G, G, u) eine einfache, schwach unperforierte skalierte geordnete Grup-
pe.

Die Ordnung von G wird durch seine Zustidnde S(G) gegeben, d.h. GT =
{0u{t| ft) >0V fesSG)}.

Beweis: “C”: Seit > 0. Zeige f(t) > 0Vt € Gt — {0}. Da G einfach ist,
ist t eine Ordnungseinheit. Es gibt also m € N mit u < mt. Nach Definition

14/B1a98] Lemma I11.6.8.4
15/B1a98] Lemma I11.6.8.5
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folgt dann f.(t) > = > 0 und f(t) > f.(t) > 0V f € S(G) nach Lemma
A.2.11.

“D7: Seit € G mit f(t) >0V f € S(G). Nach Lemma A.2.11 ist f.(t)
inf {f(¢t) | f € S(G)}. Da S(G) nach Lemma A.2.8 kompakt ist, folgt f.(t)
0. Nach Definition von f, existieren n,m € N mit 0 < nu < mt. Weil
schwach perforiert ist, muss t > 0 sein.

—=+ QV

A.3 Geordnete K-Theorie

Definition (9)
Sei A eine unitale C*-Algebra.

Der positive Kegel von Ky(A) ist
Ko(A)" = {[plo | p € Pwc(A)}
Definition (17)
Sei A eine unitale C*-Algebra.
e FEine Projektion p € P(A) heifit unendlich, falls ¢ € P(A) existiert,
mit p ~q < p.
e Falls p € P(A) nicht unendlich ist, ist p endlich.
e A heifit endlich, falls 1, endlich ist.
e A heifit unendlich, falls 14 unendlich ist.

o A heifit stabil endlich, falls Ml,,(A) endlich ist Vn € N.

Satz (%)
Sei A eine unitale C*-Algebra, und sei A stabil endlich.

(Ko(A), Ko(A)t, [14]) ist eine geordnete Gruppe mit Ordnungseinheit.

Satz

Seien A und B unitale C*-Algebren, und seien (Ky(A), Ko(A)T,[14]) und
(Ko(B), Ko(B)*,[1p]) skalierte geordnete Gruppen. Weiterhin sei ¢ : A — B
ein *Homomorphismus.

Ko(¢) : Ko(A) — Ko(B) ist ein skalierter Ordnungshomomorphismus.

16[RLLO00] Proposition 5.1.4
17[RLLO0] Definition 5.1.1
I8[RLLO0] Proposition 5.1.5
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A.4 Spuren

Definition (%)
Sei A eine C*-Algebra.

Eine Abbildung 7 : AT — R* heifit Quasispur, falls sie die folgenden
Bedingungen erfiillt:

e T stetig,
o 7(v*r) =T1(xz*) Vo € A und
e 7(a+b)=7(a)+7(b) V,a,b € AT mit ab = ba.

Definition
Sei A eine unitale C*-Algebra.

Eine Spur ist eine Abbildung 7 : A — C, die folgendes erfiillt:
e T ist linear,
e 7 ist beschréinkt,
e 7(AT) C Ry und
o T(ayaz) = 7(asay) Vay,as € A.
Falls zusétzlich 7(14) = 1 gilt, nennt man T einen Spurzustand.

Satz

Sei A eine unitale C*-Algebra, und sei (Ky(A), Ko(A)*,[14]) eine geordne-
te abelsche Gruppe mit Ordnungseinheit. Sei weiterhin 7 : AT — C eine
Quasispur.

Ko(7) : Ko(A) — R ist ein Zustand von (Ko(A), Ko(A)T, [14]).

Beweis: Man kann 7 auf P, (A) fortsetzen.

Falls p,q € Ps(A) Murray-von Neumann &dquivalent sind, so folgt T(p) =
7(q). Damit ist die universelle Eigenschaft von Ky(A) (A.1.10) erfiillt, und
es gibt eine Abbildung Ky(7) : Ko(A) — R mit Ko(7)([p]) = 7(p).

Nach der Definition des Spurzustands ist Ko(7) ein skalierter Ordnungsho-
momorphismus. I

19TRLLO00] Paragraph 5.2
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Theorem (%)
Sei A eine unitale C*-Algebra, und sei (Ko(A), Ko(A)*t,[14]) eine skalierte
geordnete Gruppe.

Fiir jeden Zustand f € S(Ko(A)) existiert eine Quasispur T von A mit
K()(T) = f

Theorem (*')
Sei A eine exakte C*-Algebra, und sei T eine Quasispur.

T ist ein Spurzustand.

Satz

Sei T(C(X) x Z) die Menge der Spurzustéinde von C'(X) x Z. Weiterhin sei
S(Ko(C(X) x Z)) die Menge der Zustéinde auf (Ko(C(X) xZ), Ky (C(X) x
Z),1).

Die mit Hilfe von Satz A.4.3 definierte Abbildung

{T(C’(X) X Z) — S(Ko(C(X) % Z))
T — Ko(T)

ist eine Bijektion.

Beweis: Man kann die Umkehrabbildung konstruieren. Sei ein Zustand [ €
S(Ko(C(X)xZ)) gegeben. Dann gibt es nach Theorem A.4.4 eine Quasispur
7 mit Ko(1) = f. Nach den Theoremen B.1.7 und B.1.6 ist C(X) X Z exakt.
Dann muss nach Theorem A.4.5 T schon ein Spurzustand sein. I

20[BRY2)]
21[Haa91]
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Anhang B

Verschrankte Produkte

B.1 Verschrinkte Produkte mit 7Z
Definition

Sei A eine C*-Algebra, und sei ¢ € Aut (A) ein Automorphismus.
Das Tripel (A, Z, ¢) nennt man ein C*-dynamisches System.
Definition

Sei (A, Z, ¢) ein C*-dynamisches System.

Das verschréinkte Produkt A x4 Z ist das von A erzeugte Ideal innerhalb
der universellen C*-Algebra der Erzeuger A,u mit den Relationen von A,
unitidren u und zusétzlich u"au™" = ¢"(a) Vn € Z. Weiterhin wird u*u =
uu* = 1rqa) gefordert.

Manchmal schreibt man nur A x Z.

Lemma
Sei (A, Z, ¢) ein C*-dynamisches System.

Es ist

n=—m

= sup {
Definition
Seien A D B C*-Algebren.

E . A — B heifit Erwartung auf B falls

o dicht
{Z anu"\meN,aneA} C AxyZ.

Die Norm ist

m
E a,u"

n=—m

m

o Z a,u")

n=—m

| o * —Darstellung}.

93
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e F B-linear ist,

E surjektiv ist,

E positiv ist,

E idempotent ist (E* = FE) und

IE] < 1.

E heifit treu, falls fiir positive a € A" folgendes dquivalent ist: E(a) = 0 <
a=0.

Satz

Sei A eine unitale C*-Algebra, und sei ¢ € Aut (A) ein Automorphismus.
Es gibt eine treue Erwartung E : A x4 Z — A.

Fiir die Erwartung gilt E(>."_ a,u™) = ag.

n=—m

Beweis: Sei A € T. Dann erfiillen \u und A auch die Relationen von A X Z.
Mit der universellen Eigenschaft findet man dann einen *-Automorphismus
pr: AXNZ — AXZ mit py(u) = Au und py(ag) = ag Vag € A.

Setze
Ax7Z — A
E 1
a — fo Pexp(2rit) (@) dt.

Das Integral ist wohldefiniert, weilt — pexp(arir) (@) normstetig ist Va € AXZ.
Man kann die Normstetigkeit erst auf C.(Z, A) iiberpriifen und dann auf ganz
A X Z ausweiten.

Wegen

1
Eu*) = /exp(QWikt)ukdt
0

{1 falls k= 0

0 sonst

ist wirklich Bild (E) C A.

Aus E(ap) = ag Va, € A folgt, dass E surjektiv und idempotent ist.
E ist A-linear, weil py(ag) = ap VA € T,a, € A.

E ist positiv, weil py Y\ € T positiv ist.

IE|| <1, weil ||pA] <1VAeT.

E ist treu, weil py Y\ € T treu und positiv ist.
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Die geforderte Gleichung rechnet man nach:

m 1 m
E < Z anu"> = / Z a, exp(2mit)"u™ dt
0

m 1
— Z anu”/ exp(2mit)"™ dt
n=—m 0
= Q. i

B.1.6 Theorem (')
Sei A eine kommutative C*-Algebra.

Dann ist A ist nuklear.

B.1.7 Lemma (?)
Sei (A, G, «) ein C*-dynamisches System, und sei A nuklear.

Dann ist A x,, G ist nuklear.

B.2 Exakte Pimsner-Voiculescu-Sequenz

B.2.1 Satz (%)
Sei (A, Z, ¢) ein C*-dynamisches System.

Die exakte Pimsner-Voiculescu-Sequenz oder kurz PV-Sequenz ist eine zykli-
sche exakte 6-Term Sequenz:

Ko(4) 2 1y (4) " Ko(A % 2)

| |

K (A2) 29 k() 59 g

1[B1a00] Kapitel II 9.4.4 S.185
2[Bla00] Kapitel IV 3.5 S.391
3[Bla98] Chapter V.10
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Anhang C

Verschiedenes

C.1 Induktiver Limes und AF-Algebren

C.1.1 Definition
Seien A,, n € N, Gruppen bzw. C*-Algebren, und seien ¢"*' : A, — A, 11
Gruppen- bzw. *-Homomorphismen

(A, ") ist ein induktives System. Die ¢! heiflen Verbindungsab-
bildungen. Der induktive Limes lim(4,, o™t ist die Gruppe bzw. C*-Al-
gebra, die folgende universelle Figenschaften ertiillt:

e Es gibt Gruppen- bzw. *Homomorphismen
Gn t Ay — lim(A,, ¢1)

mit dem kommutativen Diagramm

ot bmt1 1.
Am — Am+1 i> hLH(Ana ¢z+1)'

\_//

¢7n

e Falls B eine Gruppe bzw. C*-Algebra ist, und es existieren Gruppen-
bzw. *Homomorphismen n, : A, — B mit dem kommutativen Dia-
gramm

m—+41
m
A —= Ams1

NMm+1
Mn

B,

97
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dann gibt es einen Gruppen- bzw. *~Homomorphismus
n:lim(A,, ¢p™) — B
mit dem kommutativen Diagramm

Ap 2 lim(A,,, 67

N

B.

C.1.2 Satz
Seien A,, B,,C,, n € N, Gruppen. Das folgende Diagramm soll fiir jedes
n € N kommutieren und jede Zeile soll exakt sein.

An Qn Bn Bn

Ch

|

An+1 /Bn+1
An+1 Bn+1 Cn—l—l .

Folgende Zeile ist exakt:

lim A, —“.1limB, "~ 1limC,,.
— — —

Beweis: Mit der universellen Eigenschaft der induktiven Limiten kann man
a und (3 iiberhaupt definieren.

Ker (8) C Bild (a): Sei (by,),, € Ker (3). Dann existiert N € N mit ib,, = b, 41
und (b, = 0 fiir allen > N.
Nach Voraussetzung kann man ay € Ay mit ay(ay) = by wéahlen. Definiere
weiter induktiv a,1 := i(a,). Jetzt kann man o, (a,) = b, fiirn > N zeigen,
und es folgt a((a,)) = (by).

Ker (3) D Bild («): Sei (a,), € lim A,,. Dann ist foa((a,)) = (Bpoan(as)) =

0. +
C.1.3 Definition

Eine C*-Algebra, die als induktiver Limes lim(4,, ™) geschrieben werden

kann, wo die A,, endlichdimensionale C*-Algebren sind, heifit AF-Algebra.
Das “AF” steht fiir “approximately finite”.
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Lemma
Sei A eine endlichdimensionale C*-Algebra.

Es existieren m,ry,...,rm €E Nmit A=M, &...6M

Tm *

Lemma
Sei A=M, &..eoM,,B=M,a&...6M,,

*Homomorphismus. Setze ®;; := Spur <¢i(e§jf ))

und sei ¢ : A — B ein

Durch die Matrix (®;;)i=1,..m ist ¢ bis auf unitéire Aquivalenz eindeutig fest-

-----

Jj=L..n

gelegt.

Definition
Sei lim (A, ¢9p*') eine AF-Algebra mit A, =M, , @ ... &M,
die Matrix fiir ¢"' aus dem vorangehenden Lemma C.1.5.

- Hnt+l
iy €1 P

Der gerichtete Graph mit den Ecken r,;, n € N, j = 1,... k(n) und den
(@rt1),;-maligen Pfeilen von 1, ; nach 7,41, heifit Bratteli-Diagramm vom
induktiven System (A, ¢7+1).

m,1 'm+1,1

rm,mm%

— > Tm+1k(m+1)-

Lemma
Seien A und B AF-Algebren.

Falls A und B dasselbe Bratteli-Diagramm haben, sind sie isomorph.

C.2 Verschiedenes aus der Funktionalanaly-
sis

Theorem (Rieszscher Darstellungssatz')

Sei X ein kompakter topologischer Raum.

Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus:

M(X) — C(X)
T
{/L — Ty mit (Tp)(f) = [ fdu

1[Wer00] Theorem I1.2.5
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Satz (Theorem von Markov und Kakutani?®)

Sei V' ein lokal konvexer Hausdorffraum, und sei M C V eine kompakte
und konvexe Untermenge. Sei ¢; : M — M eine kommutierende Familie von
stetigen affinen Endomorphismen.

Es gibt einen gemeinsamen Fixpunkt von (¢;)ie; in M, d.h. 3 v € M mit
pi(v)=vViel.

Fiir den Beweis braucht man das folgende Lemma.

Lemma

Sei V' ein lokal konvexer Hausdorffraum und M C V eine kompakte und
konvexe Untermenge. Sei weiterhin ¢ : M — M ein stetiger affiner Endo-
morphismus.

Die Abbildung ¢ hat einen Fixpunkt in M.

Beweis: Falls T keinen Fixpunkt hat, so haben die Diagonale A := {(v,v) |
v € M} und der Graph I' := {(v,¢(v)) | v € M} keinen gemeinsamen
Schnitt. Da A und I in V x V' konvex und kompakt sind, existiert nach dem
Theorem von Hahn-Banach® ein Funktional 7 € (V x V) und € > 0 mit
Re (1(v,v))+€e < Re(7(v,¢(v))) Vv € V. Damit ergibt sich durch Subtrakti-
on und Iteration Re (7(0, ¢(v) — v)) > € und Re (7(0, ¢"(v))) —Re (7(0,v)) >
ne Vn € N. Da M aber kompakt ist, muss Re (7(0, M)) beschréinkt sein.
Widerspruch. i

Beweis: [Beweis von Theorem C.2.2] Sei M; die Menge der Fixpunkte von ¢;
fiir ¢ € I. Nach dem vorhergehenden Lemma ist M; # (). M; ist eine konvexe
und kompakte Menge. Fiir jedes j € I ist ¢;(M;) C M;. Durch wiederholtes
Anwenden des vorigen Lemmas erhédlt man Fixpunkte von ¢; in M;. Damit
ist M; N M; # 0, und induktiv folgt (. M; # 0 fiir alle endlichen F' C I. §

2[Wer]
3[Wer00](Aufgabe 111.6.11)
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